ALGEBRA HOMOLOGICA

Categorias derivadas 11

Tridangulos en D(A)

1. Muestre que si
0XxLy 2Bz

es una s.e.c. en Chain(A) entonces existe un quasi-isomorfismo Co(f) — Z y que
esa s.e.c. se la puede ver como parte de un tridngulo en D(A). Concluya la s.e.l.
de homologfa aplicando Hompa)(A, —).

2. Reciprocamente, si X — Y — Z — X|[—1] es un tridngulo en D(A), muestre que
existe un morfismo de complejos f : M — N y un isomorfismo de tridngulos (en
D(A)) entre el tridngulo original y a una s.e.c. del tipo

0= N5 Co(f) S M[-1] =0

Localizacion

3. Consideremos un diagrama conmutativo en C'hain(A) con sy t g-isomorfismos

X-toy

7Y w
Muestre que t’ es g-iso <= s es g-iso.

4. Ver que la suma en Homp4) (M, N) esté bien definida. Recordamos la suma estaba
definida via

N, tlf+stg=?
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10.

11.

y la relacién de equivalencia estd dada por
Xhvidz ~ xBylLzg
<= 3 un diagrama conmutativo (con t q-iso)
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Y,

. Ver que la composicién en D(A) estd bien definida.

Las categorias D(A) y Heerr(A)

Sea k semisimple. Muestre que un complejo es aciclico si y s6lo si es contractil, por lo
tanto equivalencia homotépic coincide con quasi-isomorfismo. El funtor proyeccién
natural Chain(k) — H(k) tiene la propiedad universal de la localizacién con re-
specto a los g-isos, y por lo tanto H(k) = D(k).

Muestre que el iso de k-modulos Hom4(A ® V, M) = Homy(V, M) induce los iso-
morfismos

Homchain(4)(A ® V, M) = Homchaingk (V, M)
HOII]H(A)(A (29 V, M) = Hom;{(k)(V, M)
HOHID(A) (A RV, M) = HOIIlD(k)(V, M)

Sea P € Chain(A) un sumando directo de L, es decir, existe un complejo @) tal que
P ® Q= L. Muestre que P es parte de una s.e.c. que se parte de la forma

0P —=IN—1IN =0
Sugerencia: considere el isomorfismo
(PoeQ)as(PeQ)e(Pad)--=Po(QaeP)e(QeP)s (@

Concluya con argumento de tridngulos que si una subcategoria triangulada de una
categoria triangulada tiene sumas directas numerables, entonces es cerrada por
sumandos directos.

. Recordamos P € Chain(A) se dice cerrado si Homya)(P, —) — Hompa) (P, —) es

v, w

un iso. Muestre el Lema: P -5 P’ 5 P" 5% P[—1] un tridngulo en H(A), si dos
son cerrados, el tercero también.

Si M, N € Chain(A), entonces
Hompa)(M, N) = Hompa)(P(M), N) = Hompa)(P(M), P(N))
= Homyy(a)(P(M), N) = Homyya)(P(M), P(N))
Muestre que si M, N € A-Mod y los vemos como complejos concentrados en lugar

cero, entonces Homp(ay(M, N[n|) = Ext’y (M, M)
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Funtores derivados

12. Sea F': A-Mod— B-Mod un funtor aditivo y consideramos DF : D(A) — D(B)
dado por
DF(M) = F(Pa(M))

donde P4(M) es “una resolucién funtorial de M”.

(a) Muestre que si F' es exacto entonces I estd bien definido en D(A) y F(p) :
DF — F es un isomorfismo de funtores.

(b) Si F': A-Mod— B-Mod es exacto a derechay M € A-Mod, que lo vemos como
complejo concentrado en lugar cero, entonces Ho(DF(M)) = F(M).

(¢) Sean F : A-Mod— B-Mod y G : B-Mod— C-Mod dos funtores aditivos, si
uno de los dos es exacto entonces

DGoDF = D(GoF):D(A) — D(C)

13. Sea G un grupo y N <G un subgrupo normaly V un G-médulo. Muestre que

(
(

a) VY es naturalmente un k[G/N]-médulo, més atin,

b) H”(N V) es un G/N-médulo para todo n.

(c) V& = (V)

(d) Si N tiene indice finito (G : N) = d, k es un anillo con 2 € ky V un k[G]-
médulo, entonces H™(G, V) = H"(N,V)%/N para todo n.

14. Sea A un anillo y G un grupo que actia en A por automorfismos de anillo. Se
define A x G = A[G] como grupo abeliano pero con la multiplicacién

ag - bh = ag(b)gh
(a) Si M es un A x G-bimédulo, entonces
M* = HY(A, M) ={m € M : am = ma VYa € A}

es un G-modulo via

g(m) == gmg™"

(b)
{meM:wm=mwVwec AxG} =M =HAxG M) =

= (MMY = {m € M : g(m) =m Vg € G}
(c) Si G es finito y |G| es inversible en A, entonces

H"(Ax G, M)=H"(A, M)

15. Sea k un cuerpo, A una k-algebra, y T un subcategoria de D(A) que satisface



(a) T es estable por suspensién y tridngulos (i.e. M € T entonces M[1] y M|[—1]
también, y si X — Y — Z — X[—1] es un tridngulo, X,Y € T entonces Z
también)

(b) Si V € Chain(k) y X € T entonces X @ V € T

(c) T es estable por sumas directas arbitrarias

Muestre que si A € T entonces T = D(A).



