ALGEBRA HOMOLOGICA

Complejos dobles, resoluciones, calculo de Tor

Hacia la s.e.larga de Tor

1. Muestre que si 0 — M; =i N, =9 R; — 0 es una s.e.c. de A-médulos Vi € I, entonces
I I I

es una s.e.c. Deduzca que si 0 — Myq =7 Noo —9 Ree — 0 se dice una s.e.c. de complejos
dobles entonces

0 — Tot(My) =7 Tot(Ny) —9 Tot(Res) — 0

es una s.e.c. de complejos usuales.
2. Sea f: M, — N, un morfismo de complejos. Muestre que
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donde la fila de N es la fila 0 y la de M es la fila 1.

Co(f)="Tot ‘/fnl

3. Considere el siguiente diagrama 0 0 con columnas exactas
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y cuyas filas son complejos, Suponiendo que la primera y tercera fila son exactas y que

@n41 s proyectivo, muestre que se puede extender a un diagrama conmutativo
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de manera que la columna agregada es exacta, y la fila del medio sigue siendo un complejo.
Sugerencia: considere el diagrama
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Observacién: para ver que la sucesion de los ntcleos es exacta se puede utilizar la sucesion
exacta larga de homologia.

4. Concluya del ejercicio anterior que si 0 - M — E — N — 0 es una s.e.c. de A-mddulos
y resolvemos a M y a N: 0
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= se puede completar a un diagrama con columnas exactas y filas complejos:

Concluya que necesariamente las columnas (salvo la de M,E,N) se parten y por lo tanto
los R,, son proyectivos). Ademas (usando la s.e.larga) la fila del medio también es exacta.

5. Con las notaciones del ejercicio anterior, muestre que para cualquier A-médulo a derecha



X, la siguiente es una s.e.c. de complejos “filas”
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y por lo tanto inducen una s.e.larga

o =Tors(X,N) = Tor{(X,M) = Tor{! X,E) = Tor{!f X,N) = X 9 M =X @ E~=X @ N -0
A A A

Un poco de resoluciones y levantamientos de morfismos

1. Sobre levantamiento de morfismos cuando se tiene una homotopia de contracciéon: Con-
sideremos un complejo de A-mddulos
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provisto de una homotopia de contraccién h,, : P, — P,.1 (en principio Z-lineal, y por
convencién P_y := M), es decir, hd + dh = Id. En particular es exacto.

Si tenemos un complejo de A-modulos libres y un morfismo A-lineal f: N — M

i AKX O AXn) O AX) 9 f(Xo) O N 0
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Se define fy : AX0) — Py como el tinico morfismo A-lineal tal que, si z € X,

fo(z) = hfo(z)

e inductivamente, si se tienen definidas las f; para ¢ < n, se define f como la tnica
extensiéon A-lineal tal que f,(x) = h(f,_1(x)) (para todo = € X,,)
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Muestre que la familia de morfismos {f,}, asi construida es un morfismo de complejos.
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2. Sea A una k-algebra k-proyectiva y supongamos dado un complejo ezacto de la forma

S ARV, RABR ARV AB AAR A0

donde V; son k-modulos libres, ® = ®; vy todos los morfismos son A-lineales a izquierda
y a derecha. Muestre que

(a) Todas las componentes graduadas de este complejo son proyectivos como A-mdédulos
a izquierda, y como A-moédulos a derecha.

(b) Existe una homotopia de contraccién A-lineal a derecha (y también existe alguna
otra que es A-lineal a izquierda).

(c) Para cualquier M € sMod, el complejo siguiente es exacto

do®Id ps d1®Id s mIdas
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(d) Si M es k-proyectivo, entonces la anterior es una resolucién A-proyectiva de M (y
funtorial en M).

3. Observar que k[z| ® k[z] = k[x,y] v que k[z,y]/(z — y) = k[z]. Muestre que la siguiente
sucesion es exacta:
0 — klz] ® k[z] 5 klz] @ k[z] 2 k[z] — 0

donde d(p®q) = xpRq—pRxq. Concluya que para todo k[z]-mddulo que sea k-proyectivo,
la siguiente es una resolucién k[x]-proyectiva de M:

0= k] M S kjz]@ M5 M —0
donde d(p @ m) = xzp @ m — p @ xm.

4. (* Més adelante veremos una generalizacién *) Sea A = Z[M™(X)] el anillo libre en un
conjunto X (ver el apunte grupal para la definicién). La siguiente es una sucesién exacta:

02 AkY AL AAD A0
donde d(a ® r ® b) = ax ® b — a ® xb.

Calculo de Tor

1. Sea k un anillo comutativo, consideramos A = k[z]/x?. Muestre que
A BABA Sk 0

es exacta, donde €(A + pz) = A. Encuentre una homotopia k-lineal de contraccion.
Deduzca que para todo n > 1, Tor (k, M) = {m € M : xm = 0}/xM, en particular,
Tor’(k, k) = k para todo n > 1.



. Sea A = k[z] con k un cuerpo. Sabiendo que
0 — klz] @ M = k[z] @ M —¢ M — 0

(con d(p(x) @ m) = p(x) @ zm y €(q(x) @ m) = q(z) - m) es exacta, describa Tor? (M, N)
en términos de M y N para todo n.

. Muestre que Tor? (©;M;, N) = @,;Tor?}(M;, N), y lo mismo para la otra variable.

. Sean>1y A=Fk[z]/(z" —1). Notar que A = k[C,,] con C,=grupo ciclico de orden n.
Consideramos M = k con la estructura de A-médulo dada por z - A = A.

(a) Muestre que si M es un k-médulo con un automorfismo k-lineal g de orden n,
entonces es un A-médulo via x - m := g(m) y que
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(b) Muestre que si N = 327" 2, entonces

Py P Wy B\ B . S R 0

provee de una resolucién proyectiva de k como A-mddulo (aqui e(p(z)) = p(1)).
Concluya que Tory (k, M) = Tor:, ,(k, M) para todo n > 1. Describa lo més
explicitamente posible Tor; y Tors,.

(c) Sin esinversible en k, muestre que k es isomorfo a un sumando directo de A (como
A-médulo), concluya que en ese caso Tor’ (k, M) = 0 para todo n > 0.

(d) Sila multiphcacmn por n no es necesariamente inversible en k, pero en M SI, muestre
que Tor? (k, M) = 0 para todo n > 0.

. Sea A = k[x,y] y consideramos k como A-médulo via p(z,y) - A := p(0,0)A. Utilice el
ejercicio 9 de la practica 3 para mostrar que

Tor(k, M) =0VYn >3
Describa lo més explicitamete posible Tor? (k, M) y Torj (k, M).

.Sea 0 - X - Y — Z una s.e.c. de A-moddulos. Muestre que si X y Z son playos,
entonces Y es playo. También si Y y Z son playos, entonces X es playo.

. Sea A un dominio integro. Muestre que si M es playo entonces M no tiene torsion.

. Sea A un anillo conmutativo. Si M y N son dos A-mdédulos a izquierda, los consideramos
como A-bimédulos de manera simétrica (i.e. ma = am, etc). Muestre que Tor? (M, N)
es naturalmente un A-mdédulo (simétrico).

. Sea A un anillo conmutativo y S un subconjunto multiplicativo. Muestre que, para todo
par de A-médulos M, N hay isomorfismos naturales

Tord (M, N)g = Tord (Mg, Ng) = Tori (Mg, N) = Tor? (M, Ng) = Toris (Mg, Ns)



