ALGEBRA HOMOLOGICA - 1ER CUAT. 2015

Lema de la serpiente - 1
1. Sea A un anillo, g € U(A), y M un A-médulo; definimos
MY ={meM:gm=m}, My:=M/{m—gm:me M}

(a) Muestre que M es un Z,(A)-médulo, donde Z,(A) ={a € A:ag = ga}.

(b) Si0 - X — Y — Z — 0 es una sucesion exacta corta de A-mddulos, muestre
que
0= X9 =YY= 293X, —»Y, = Z,—0

es exacta.

(¢) Si la multiplicacién por g en M tiene orden finito n (por ejemplo si g tiene
orden finito) y la multiplicacién por n es inversible en M, muestre que la
inclusion M9 — M compuesta con la proyeccion al cociente M — M, da un
isomorfismo

M9 =M

g

(d) Si G es un grupo finito y |G| es inversible en A entonces el funtor (—)¢ es

exacto (i.e. manda sucesiones exactas cortas en exactas cortas)

2. A anillo, D € A, M un A-modulo, se define
MP ={meM:Dm=0}, Mp=M/DM

Muestre que MP y Mp son modulos sobre Zp(A) = {a € A : Da = aD}. Muestre
quesi0 — X — Y — Z — 0 es una sucesién exacta corta de A-modulos, entonces

0 XP 5YP 5 2P 3 X) 5 Yp = Zp—0
es exacta.

3. Sea A un dominio integro, K su cuerpo de fracciones, si M es un A-modulo se
define m
MK:{—:mEM, aEA\{O}}
a

g+ M — Mg por j(m) =T,y
t(M)={me M :3ac A\ {0} con am =0}

Mostrar que ¢(M) = Kerjy y que si 0 - X — Y — Z — 0 es una s.e.c. de
A-modulos entonces existe una sucesién exacta de la forma

0= tX) = t(Y) = t(2) =3 Xk /i(X) = Y /i(Y) = Zk/j(Z) =0



Funtores

Sean F,G : C — D dos funtores. Una transformacion natural n : F' — G es dar, para
cada X € Obj(C), un morfismo nx : F(X) — G(X) (en D) que verifica que, para todo
morfismo f: X — Y (en C), el siguiente diagrama conmuta:

F(x) 2 py)
T
G(x) 2L G(y)
Si VX € Obj(C) resulta ny un isomorfismo, 1 se dice un isomorfismo natural.
1. Muestre que Oy : Gr — Sets dado por
04(G)={9eG:g' =1}

(parte del ej es ver que es funtor) y Homg,(Z4, —) : Gr — Sets son naturalmente
isomorfos. Mas precisamente,

ne : O4(G) — Homg,(Zy, G)
definido por
na(g) = el unico morfismo f : Zy — G determinad por f(1) =g
es un isomorfismo natural de funtores.
2. (pares que conmutan) Sea F': Gr — Sets dado por
F(G) ={(g,h) € G x G : gh = hg}

es funtorial, es decir, si f : Gi — G5 es un morfismo de grupos entonces (f(g), f(h)) €
F(Gs) si (g,h) € F(G1). Muestre que este funtor es naturalmente isomorfo a (i.e.
existe un isomorfismo natural con) Home,(Z x Z, —).

3. Se F': Gr — Sets dado por F(G) ={(9,h) e GXxG:¢*=1, h* =1, gh=hg™'}.
Es F de la forma Homg, (G, —) para algun grupo Go?

4. Muestre que jp : M — Mk es una transformacion natural entre Id y (—)k.

5. Sea f: X — Y es un morfismo en una categoria C', entonces f induce una trans-
formacion natural
f*:Home (N, —) - Home (M, —)
via
fx : Home(N, X) — Home (M, X)
¢ poc f

Muestre que los funtores Home (N, —) y Home (M, —) son naturalmente isomorfos
si y s6lo si M y N son isomorfos en C' (i.e. existen morfismos f : M — N y
g: N — M tales que focg=1Idyy goc f=1duy).

2



6.

10.

Sea C' una categoria tal que Obj(C) es un conjunto con un ‘unico elemento *,
muestre que M := Homg (%, %) es un monoide con neutro, y que dar funtor C' — C
es lo mismo que dar f : M — M un morfismo de monoides que preservan la unidad.

Si C'y D son dos posets vistos como categorias, entonces un funtor f : C' — D es
lo mismo que una funcién mondtona creciente C' — D.

Sea A un anillo y A-bimod la categoria de A-bimodulos. Muestre que
M4 :={m e M : am =ma Va € A}

es un funtor A-bimod— Z(A)-bimod, exacto a izquierda, es decir, si 0 — X —
Y — Z — 0 es una s.e.c. entonces

0— X4 —>v4— 24
es exacta. Es (—)* de la forma Hom 4 ;,..q(Mp, —) para algin bimodulo M;?
Si M € A-bimod, definimos
Der(A,M)={D:A— M : D(a+b) = D(a)+ D(b), D(ab) = aD(b) + D(a)b}

Muestre que Der(A, M) es un subgrupo abeliano de Homgz (A, M) y que Der(A, —) :
A—bimod— Ab es un funtor. Ademas, si0 - X — Y — Z — 0 es una s.e.c. de
A-bimodulos,

0 — Der(A, X) — Der(A,Y) — Der(A, Z)

es exacta.

Si M es un A-bimdédulo, consideramos el anillo
B=BM):=Aa M

con la suma usual, es decir (a +m)+ (¢’ +m') = (a+da') + (m+m/'), y el producto
dado por
(a+m)(a +m') = ad +am’ +md

Notar que M se identifica con un subgrupo abeliano de B, que ademas es un ideal
bilatero de cuadrado cero. Notar tambien que la proyeccién 7 : B — A es morfismo
de anillos.

(a) B(—) es un funtor de la categoria de A-bimodulos en la categoria de anillos, y
7 es una transformacion natural entre B(—) y el funtor constantemente A (el
funtor que asigna A a todo bimodulo, y la identidad de A a toda flecha).

(b) Muestre que s : A — B(M) es una seccién de m que es morfismo de anillos s

y sélo si s es de la forma
s(a) = a+ D(a)

con D € Der(A, M).



11. (*) Sea M una variedad diferenciable compacta, mostrar que todo morfismo de
anillos R-lineal C*°(M) — R es de la forma ev, para algin p, donde ev,(f) = f(p),

es decir
M= HOmR,alg<COO(M), R)

P ev,
Muestre ademas que

Homg 4, (C*°(M), R[z]/2*) 2 TM



