
Álgebra Homológica

Adicionales Hochschild

y posibles temas de final

1. Sea M un A-bimódulo k-simétrico. Se define el complejo

Cn(A,M) = M ⊗ A⊗n (n ≥ 0)

con diferencial

b(m⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) = ma1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an+

+
n∑

i=1

(−1)im⊗ a1⊗ · · ·⊗ aiai+1⊗ · · ·⊗ an + (−1)nanm⊗ a1⊗ . . .⊗ an−1

Muestre que
(C•(A,M), b) ∼= M ⊗Ae A⊗ A• ⊗ A, IdM ⊗ b′)

2. Sea M un A-bimódulo k-simétrico. Se define

Cn(A,M) = Homk(A⊗n,M) (n ≥ 0)

con diferencial

∂(f)(a1 ⊗ · · · ⊗ an) = a1f(a2 ⊗ · · · ⊗ an)+

+
n∑

i=1

(−1)if(a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an) + (−1)nf(a1 ⊗ . . .⊗ an−1)an

Muestre que
(C•(A,M), ∂) ∼= HomAe(A⊗ A• ⊗ A,M), (b′)∗)

En partirular, si A es k-proyectiva, entonces la (co)homoloǵıa de estos complejos
calculan TorA

e

• (A,M) y Ext•Ae(A,M) respectivamente.

3. H0(A,M) = M/[A,M ].

4. (Diferenciales de Kähler) Si A es conmutativo, muestre que la multiplicación m :
A⊗ A→ A es morfismo de álgebras. Sea I = Ker(m) y definimos Ωk(A) = I/I2.

(a) A ⊗ A es un A-bimódulo no simétrico ( a · (x ⊗ y) 6= (x ⊗ y) · a en general).
I es un sub-bimódulo, en general no simétrico, pero I/I2 es un A-bimódulo
A-simétrico (a · ω = ω · a, ∀a ∈ A, ω ∈ I/I2).

(b) Sea d : A → A ⊗ A definido por d(a) = 1 ⊗ a − a ⊗ 1. Muestre que d es
una derivación, y que su imagen está contenida en I. Por abuso de notación
llamamos con la misma letra d : A→ Ωk(A) dada por d(a) = 1⊗ a− a⊗ 1.
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(c) Si
∑

i ai ⊗ bi ∈ I, entonces
∑

i aibi = 0. Utilice este hecho para mostrar que
en Ω1

k(A) ∑
i

ai ⊗ bi =
∑
i

aid(bi) =
∑
i

d(bi)ai

En particular, la imagen de d : A→ Ω1
k(A) genera Ω1

k(A) como A-módulo.

(d) Consideramos H•(A,A) calculado con la resolución standard. En lugar 1:

· · · b−→ A⊗3
b−→ A⊗2

b−→ A −→ 0

a⊗ b⊗ c 7→ ab⊗ c− a⊗ bc + ca⊗ b

Notar que para A conmutativo, b : A⊗2 → A es cero. H1(A,A) = A⊗2/b(A⊗3).
Muestre que ad(b) ↔ a⊗ b está bien definida entre Ω1

k(A) y H1(A,A) dando
un isomorfismo

Ω1
k(A) ∼= H1(A,A)

(en particular a⊗ 1 = 0 ∈ H1(A,A))

5. Propiedad universal de Ω1
k(A). Sea A una k-álgebra conmutativa y M un A-módulo

a izquierda, que lo vemos como A-bimódulo (A-simétrico). Si f : Ω1
k(A) → M es

un morfismo A-lineal, entonces f ◦ d : A→ M es una derivación k-lineal. Muestre
que si D : A → M es una derivación k-lineal, entonces ∃! morfismo A-lineal D̃ :
Ω1(A)→M tal que D = D̃ ◦ d. En diagramas

A
D //

d
��

M

Ω1
k(A)

∃!D̃

;;x
x

x
x

x

En el Hom: la composición con d induce una biyección (natural en M)

HomA(Ω1
k(A),M) ∼= Derk(A,M)

f 7→ Df = f ◦ d

6. Posible tema de final: Teorema de Hochschild - Kostant - Rosenberg: A esen-
cialmente de t.f. y suave entonces HH•(A) ∼= Ω•(A) := Λ•AΩ1

k(A).

7. (1-formas no conmutativas) Si A es una k-álgebra no necesariamente conmutativa
se define

Ωnc
k (A) := Ker(m : A⊗ A→ A)

como m es morfismo de A-bimódulos, es un A-bimódulo. Muestre que es k-simétrico
y que d : A→ Ker(m) dado por

d(a) = 1⊗ a− a⊗ 1

es una derivación k-lineal. Por lo tanto, si M es otro A-bimódulo k-simétrico y
f : Ωnc

k (A)→M es un morfismo de A-bimódulos, f ◦ d : A→M es una derivación
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k-lineal. Muestre que esta derivación d : A→ Ωnc
k (A) es universal en el sentido que

para todo A-bimódulo k-simétrico M , se tiene la propiedad universal

A
D //

d
��

M

Ω1
k(A)

∃!D̃

;;x
x

x
x

x

donde D̃ es morfismo de A-bimódulos. En términos de Hom: la composición con d
induce una biyección (natural en los A-bimódulos k-simétricos M)

HomA(Ωnc
k (A),M) ∼= Derk(A,M)

f 7→ Df = f ◦ d

8. Posible tema de final: definición de separabilidad para extensiones generales (i.e.
no nec. conmutativas), propiedades equivalentes y ejemplos.

9. H0(A,M) ∼= MA := {m ∈M : am = ma ∀a ∈ A}.

10. H1(A,M) = Derk(A,M)/Innder(A,M), donde Derk(A,M) = {D : A → M k-
lineal/D(ab) = aD(b) + D(a)b∀a, b ∈ A}, Innder = {D : ∃m0 ∈ M/D(a) =
am0 −m0a}.

11. Sea Cn(A) = Homk(A⊗n, A). Definimos, para f ∈ Cp(A), g ∈ Cq(A), f ∪ g ∈
Cp+q(A) via

(f ∪ g)(a1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bq) := f(a1 ⊗ · · · ⊗ ap)g(b1 ⊗ · · · ⊗ bq)

Muestre que es un producto asociativo en C•(A) = ⊕nC
n(A) y que

∂(f ∪ g) = ∂(f) ∪ g + (−1)pf ∪ ∂(g)

En particular, HH•(A) = ⊕nH
n(A,A) es un álgebra asociativa graduada con el

producto inducido por ∪. Por ejemplo, HH•(A) es una Z(A)-algebra, pero también
si D y D′ son derivaciones, entonces f(a⊗ b) := D(a)D′(b) es un 2-cociclo.

12. Posible tema de final: El paper de Gerstenhaber (HH•(A) es conmutativa en el
sentido graduado), o el operad cactus = relación entre el producto ∪ y una estructura
de Lie en C•(A).

13. Posible tema de final: La acción de Aut(A) (y de InnAut), de Derk(A) (y la
de InnDer(A)). Aplicación cuando A es graduada y la derivación Euleriana es
interior.

14. Posible tema de final: Invarianza Morita de HH• y HH•, el grupo de Picard (y
su acción en HH?) automorfismos y derivaciones en matrices.
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