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Sea G un grupo finito y p un ndmero primo. Si |G| = p"m con p y m coprimos, un
subgrupo S de G se llama un p-subgrupo de Sylow si |S| = p”. El primer teorema de
Sylow nos dicen que todo grupo finito admite, para cada primo p, un p-subgrupo de
Sylow. El segundo y tercer teorema proveen informacién sobre ellos (ver secciones 2 y
3). Las demostraciones consisten en utilizar ingeniosamente, y de diversas maneras, la
nocién de accién de un grupo en un conjunto.

Preliminares

Utilizaremos los siguientes resultados y herramientas de las acciones de grupos en
un conjunto. Si X es un conjunto, G' un grupo que actua (a izquierda) en X,y z € X,
el estabilizador de x es el subgrupo St, = {g € G : gr = =} C G, la 6rbita de z es el
subconjunto G.xz = {g.z : g € X} C X. Por ejemplo si la accién es trivial, las 6rbitas son
puntuales, en general, cuanto mayor sea el estabilizador de un punto, menor serd su
Orbita; més exactamente, utilizaremos la féormula

’Oa:‘ = [G : Stﬂc] = |G‘/’Sta‘|

También podemos considerar los puntos fijos por la accién: X¢ = {x € X : gz = 2Vg €
G'}, este conjunto es la reunién de todas las 6rbitas puntuales.

Sabemos que una acciéon de un grupo induce una relaciéon de equivalencia, y las
clases de equivalencia son las 6rbitas, por lo tanto el conjunto X es unién disjunta de
sus orbitas: X = [[,c x/¢ Os- Separando las 6rbitas puntuales de las demds, obtenemos
la ecuacién de clases:

xl=x%+ S o
z€X/G,xg XC

y sobre las 6rbitas no triviales O, la informacién que tenemos es que tienen orden igual
al indice del estabilizador de x, que siempre son divisores no triviales de |G/|.



1. Primer teorema de Sylow: existencia de p-subgrupos

Demostracién. Por induccién (global) en el orden de G. Consideremos Z(G) el centro de
G. Conviene demostrar primero el siguiente lema: si G es abeliano y p| |G| entonces existe
g€ Geceonlg| =p.

Demostracion del lema: tomamos g un elemento arbitrario no trivial de G. Si p| |g|,
digamos |g| = pn, entonces © = ¢" tiene orden p. Si en cambio |g| es coprimo con
p, podemos considerar el grupo cociente (es un grupo pues siendo G abeliano todo
subgrupo es normal) y la proyecciéon 7 : G — G/(g). Como p divide al orden de G y
no divide al orden de g, entonces p divide al orden de G/(g), y como éste es un grupo
de orden menor, por hipétesis inductiva, tendrd un elemento = € G/(g) de orden p.
Si considermos = € G tal que 7(x) = T, podemor tomar y = 2". Este elemento es no
trivial pues 7(y) = " # 1 ya que n es coprimo con p, e y? = 2™ = 1 pues ¥ = 1 lo que
significa que 2” € (¢9) y ¢" = 1.

Observacién 1.1. Este lema es una version mas débil del Teorema de Cauchy que vere-
mos como consecuencia de este mismo teorema mas adelante.

Continuamos ahora con el teorema de Sylow: consideramos el grupo abeliano Z(G).
Si p| |Z2(G)|, tenemos un elemento g € Z(G) de orden p, y evidentemente (g) es un
subgrupo normal. El grupo cociente G/{g) tiene orden p"~!m. Por hipétesis inductiva
en el orden del grupo, existe S subgrupo de G/(g) de orden p"1, luego S = 7 1(95)
tiene orden p” como queriamos.

Casop [|Z(G)| (por ejemplo si Z(G) es trivial). Consideramos la ecuacién de clases
para la situacién X = Gy G actuando por conjugacién. En este caso X es el centro,
cuyo orden no es divisible por p, y la ecuacién de clases nos dice

Gl=Z2@)+ > 0O
9EX/G g2 2 ()

Si p dividiera al cardinal de todas las clases de conjugacién no triviales entonces p di-
vidirfa al orden de Z(G), lo que es absurdo, por lo tanto hay por lo menos una clase
de conjugacién no trivial cuyo cardinal no es multiplo de p. Pero ese cardinal es igual
al indice del estabilizador correspondiente, por lo tanto, ése estabilizador tiene orden
tal que la potencia maxima que divide a G también lo divide. Ese estabilizador es un
subgrupo propio porque la clase de conjugacion es no trivial, por lo tanto tiene orden
estrictamente menor, y por hipétesis inductiva admite un subgrupo de Sylow. El orden
es el correcto. O

Otra demostracion: La siguiente demostracion utiliza una férmula combinatoria,
pero la ventaja es que luego el argumento es tinico para todos los casos, no hace falta
estudiar el centro del grupo.

Sea r tal que p" divida al orden de G pero p"*! no, es decir, |G| = p"m donde m es
coprimo con p. Consideramos todos los subconjuntos X de G de cardinal p", llamamos
2 a la coleccién de todos estos subconjuntos. El cardinal de (2 es el nimero combima-

. T . o« e » .
torio ('ﬁ‘) = (ppfn). Este ntiimero no es divisible por p como puede verse de diversas



maneras. Una de ellas, utilizando el pequefio teorema de Fermat: a” = a modulo p para
cualquier entero a, y su consecuencia en el anillo de polinomios Zj|[z]:

(f(z) +1)" = f(2)" +1 = f(2P) + 1,

lo que implica (z + 1)?" = 2P + 1. Ahora podemos calcular (z + 1)?"™ de dos maneras

diferentes:
(z+1)P'™ = (¥ +1)™ prrz( >
. pm. ,
o bien de la forma habitual (z + 1)P'™ = > a7 (® jm). Estas dos maneras de calcu-
j=0

lar el mismo polinomio en Z,[z] nos dice que el nimero combinatorio (p'jm) es ce-
ro (modulo p) a menos que j sea un multiplo de p", digamos j = p"/, y en ese caso
(7;:,,.?) = ("})MOD p. En particular, (p;f.”) es congruente a (') médulo p, pero (7) = m
que es coprimo con p, por lo tanto (prﬁ") no es divisible por p.

Volvemos ahora al teorema de Sylow. Si € es el conjunto formado por los subconjun-
tos de cardinal p” de G, el cardinal de 2 no es divisible por p. Si consideramos la accién
de G en 2 por multiplicacion a izquierda, ) es una reunién de 6rbitas, y no puede ser
que todas las 6rbitas tengan cardinal multiplo de p porque el cardinal de Q2 no es multi-
plo de p. Tomamos X un elemento de (2 tal que su 6rbita Ox = G.X no sea multiplo
de p. Pero |Ox| = |G|/|Stx/|, de donde se sigue que p"| |Stx|. Por otra parte, la 6rbita
no es puntual, ya que un subconjunto propio X C G nunca puede ser estable por mul-
tiplicacién a izquierda. Siendo la 6rbita O x no trivial, el orden de Stx es estrictamente
menor que el de G, pero ain multiplo de p”. Utilizando la hipétesis inductiva en Stx
concluimos que Stx contiene un subgrupo de orden p”, que evidentemente también es
subgrupo de G.

2. Segundo teorema de Sylow

El segundo teorema de Sylow nos dice que si Sy S’ son dos p-subgrupos de Sylow
de G, entonces existe z € G tal que S’ = xSz1

Conviene comenzar con el siguiente lema: Sea S un grupo de orden p” y X un conjunto
finito en el que S actiia. Si | X | no es divisible por p, entonces X S es no vacio, es decir, existe un
elemento v € X tal que s.x = 2¥s € S. Mds aiin | X| = | X%| MOD p.

Demostracién. (del Lema). A partir de la accién, la ecuacion de clases nos dice que | X | =
1 X% + > |Oz|. El cardinal de O, es igual al indice del estabilizador St,, que es

z€X/S,x¢ XS
un divisor de |S| = p”. Si la dérbita es no puntual, entonces su cardinal es un multiplo
de p, de donde se obtiene | X | = | X | MODp. O

Observacién 2.1. De esta manera se muestra que un grupo de orden p” tiene centro no
trivial, y como corolario del primer teorema de Sylow se obtiene el Teorema de Cauchy:
si p| |G| entonces existe un elemento en G de orden p. En efecto, si p| |G| entonces existe S



un subgrupo G de orden una potencia de p. El grupo S acttia en si mismo por conju-
gacion, y el orden del grupo es congruente al orden de |S°| = |Z(S)| médulo p, por
lo tanto Z(S) es no trivial, su orden también es una potencia de p. Utilizamos el lema
sobre grupos abelianos para encontrar un elemento en Z(S) de orden p, y obtenemos
el elemento en G deseado.

Demostracién. (Del segundo teorema de Sylow). Sean Sy 7" son dos subgrupos de Sy-
low de G, es decir, sus 6rdenes son iguales a p”, consideramos X el conjunto de todos
los subgrupos de G' que sean conjugados a 7. Hacemos actuar S en X por conjugacion,
y chequeamos que las hipétesis del lema son satisfechas, es decir, que p [ |X|. En efecto,
si consideramos a G actuando en sus subgrupos por conjugacién, X no es otra cosa que
la 6rbita de S bajo esta accién, por lo tanto su cardinal es igual al indice de su estabi-
lizador Stg = {g € G : gSg~! = S} =: Ng(S) es el llamado Normalizador de S en G,
que claramente contiene a S'y por lo tanto |S| divide a | Ng(S)|. El indice [G : Ng(S)] es
%, que es un divisor de % = p;l” = m, que es coprimo con p.

Considerando la accién de T por conjugacién en X (X= todos los subgrupos con-
jugados a S) vemos que hay por lo menos un subgrupo (conjugado a S) que es estable
por la conjugacién por T'. Llamemos a este grupo 7". Este subgrupo debe ser necesaria-
mente 7. En efecto, como T’ C Ng(T"), el conjunto T.7" = {z.y : . € T,y € T'} es un
subgrupo. Por el teorema de isomorfismo TTT,/ = % concluimos que el orden de 77"
es una potencia de p. Pero 7" contiene a 7' y a 1", y ambos tienen orden la potencia
méxima de p, porlo tanto 7' =T7T' =1T". O

3. Tercer Teorema de Sylow

El tercer teorema de Sylow nos da informacion sobre que la cantidad de p-subgrupos
de Sylow de un grupo G. Retomando la notacion |G| = p"m con m coprimo con p, si n,
es la cantidad de p-subgrupos de Sylow de G, entonces el tercer teorema afirma

nplm, n, =1MODp.

Por ejemplo, si |G| = 20 entonces n; es un divisor de 4; podria ser 1, 2, 6 4. Pero ademas
es congruente a 1 médulo 5, luego n5 = 1, hay un tinico 5-subgrupo de Sylow y es, por
lo tanto, normal.

La demostarcién del tercer teorema es consecuencia del lema mostrado en la prueba
del segundo teorema y en el argumento final. Mas precisamente, si X es el conjunto de
todos los p-subgrupos de Sylow, | X| = ng, fijado un p-subgrupo de Sylow S, éste actta
en X. Tenemos n, = |X| = |X®| MODp. Pero si tenemos un T que queda fijo por
la conjugacién por S entonces es necesariamente igual a S, luego |X|° = 1,y n, =
1 MODp.

También sabemos (por el segundo teorema) que X = “todos los p-subgrupos de
Sylow” coincide con la érbita por conjugaciéon de G de un dado subgrupo de Sylow S,

ya que todos son conjugados entre si. Luego | X| = [G : Stg] = [G : Ng(S) = |N‘GG(‘S) ,
y como S estd contenido en Ng(95), resulta n, = | X| = | N‘GG(‘S” es un divisor de % =
prm o _
" ’



4. Aplicaciones usuales

4.1. Grupos no simples

Ya hemos mencionado que un grupo de orden 20 no puede ser simple, pues tiene
un dnico 5-subgrupo de Sylow, luego normal. Un ejercicio similar nos muestra que si
|G| =84=22x3xT7,n7]12yn; =1 MOD 7= n; = 1.

Con un poco mds de trabajo podemos ver que no hay grupos simples de orden
30 = 2 x 3 x 5. Por ejemplo, n5 es un divisor de 6, por lo tanto es 1,2,3, 6 6. A su vez
ns = 1 MODS5, por lo que las posibilidades se reducen a 1 6 6. Por otra parte, n3 divide
a 10, luego ng = 1,2,5,10. Asuvezng =1 MOD3 luegons = 1on3 = 10.Sin3 =1
o ns = 1, el grupo no seria simple, pues tendria el respectivo p-subgrupo invariante.
Pero si ng = 10 y ns = 6 entonces habria 10 x (3 — 1) = 20 elementos de orden 3 y
6 x (5 — 1) = 24 elementos de orden 5. Pero el grupo tiene orden 30, asi que no puede
contener a 44 elementos distintos...

Si realizamos un estudio similar para grupos de orden 60, vemos que las restriccio-
nes que nos provee el tercer teorema de Sylow no alcanza para determinar que alguno
de los n;, sea 1, y de hecho, A5 tiene orden 60 y es simple.

4.2. Grupos de orden pq

Sean p < ¢ dos ntiimeros primos y G de orden pq. nq = 1 MODgq, es decir n, =
1,1+ ¢q,1+ 2q,..., pero a su vez nq|p, en particular es menor o igual que p, y como
p < ¢, la tnica posibilidad es n, = 1. Luego el tinico subgrupo de orden ¢ es invariante,
digamos C; = (z) (es necesariamente ciclico).

Sabemos que admite un elemento de orden p, llamémoslo y, C), = (y). Como py ¢
son coprimos resulta C, N C, = {1} y el conjunto {z'y’} es un subgrupo por ser (z)
normal, que contiene estrictamente a C, y a C,;, luego es igual a G. Resulta entonces
que G es un producto semidirecto de Cy(x) y Cp(y).

Un anélisis mds detallado de las posibles acciones de C}, en Aut(Cy) = U(Z,) = Cy—1
(éste andlisis no involucra los teoremas de Sylow) nos muestra que hay sélo dos clases
de isomorfismo de grupos de orden pq: el abeliano

Gt = (z,y 2P =1 =yhaya™" = y) 2 Ly x Ly = Ly,

y cuando p divide a ¢ — 1 (condicién necesaria y suficiente para que exista un elemento
de orden p en AutC, = Z,_1), tenemos el grupo no abeliano

GPl = (z,y: 2P =1 =yl ayr~ " = yP)

noab —

donde i es tal que i, = 1 MODg.



