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Messieurs,
Le hasard veut que je supplée votre honorable professeur M. Jacquau . Mais je me
permets de ne point partager son opinion sur le systéme d’enseignement & suivre .
Mon avis , & moi , est qu’il ne faut rien apprendre , rien , de ce que I’Université vous
recommende . (Rumeurs au centre .) Je pense étre plus utile & votre avenir en vous
conseillant de jouer aux dominos , aux dames , a I’écarté —les plus jeunes seront autorisés
a planter du papier dans le derriere des mouches . (Mouvements en sens divers .)
Par exemple , messieurs , du silence ! Il n’est pas nécessaire de réfléchir pour apprendre
du Démosthéne et du Virgile , mais quand il faut faire le quatre-vingt-dix ou le cinq
cents , ou échec au roi , ou empaler des mouches sans les faire souffrir , le calme est
indispensable a la pensée , et le recueillement est bien di & l’insecte innocent que va
messieurs , sonder votre curiosité , si jose m’exprimer ainsi . (Sensation prolongée .)
Je voudrais enfin que le temps que nous allons passer ensemble ne fit pas du temps
perdu .

Jules Valles, L’insurgé. 1885.

Introducciéon

Este libro surgié luego del dictado, en diversas oportunidades, del curso para la
licenciatura en Cs. Matematicas de la FCEyN-UBA “Algebra II”, que es la tercer
materia de algebra que cursan los alumnos. La escasez de bibliografia en castellano
sobre los temas abarcados por esta materia fue uno de las principales motivaciones
para escribir este libro.

En el proceso de redaccién, varios temas fueron profundizados mas alla de lo que
se suele dictar en clase, con la idea de que el alumno interesado cuente no sélo con
una guia de los contenidos de la materia, sino también con material de consulta que
lo prepare antes de abordar directamente literatura especializada.

Un curso semestral de estructuras algebraicas deberia contar con los contenidos
completos de los capitulos 1,2,3 y 4 como esqueleto sobre el cual desarrollar con mayor
o menor profundidad los contenidos de los otros capitulos.

El capitulo sobre grupos (capitulo 1) fue encarado como un capitulo introductorio
a estructuras, con los contenidos minimos sobre grupos que se necesitaran en el resto
del libro. La razén de esta minimalidad es por un lado que el punto de vista general
del libro es el categérico, y el modelo de categoria elegido por nosotros sobre el cual
aprender algebra es el de categoria abeliana. Esto nos llevd a centrar el curso en
categorias de modulos sobre un anillo en vez de la categoria de grupos. Por otra
parte, la bibliografia a disposiciéon de los alumnos sobre grupos, o grupos finitos, es
mucho mas abundante que sobre modulos, con lo que un nuevo libro detallado sobre
este tema no se presenta comparativamente tan necesario.

El capitulo de teoremas de estructura (capitulo 6) estd formado por dos partes a
la vez muy diferentes y andlogas. Se trata de los teoremas de estructura de médulos
sobre un anillo semisimple, y sobre un dominio principal. Si bien las categorias se-
misimples tienen un comportamiento muy diferente al de las categorias de médulos
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sobre un dominio principal, ambas son ejemplos de categorias en donde se tiene una
clasificacién “completa” de sus objetos. Mientras que en anillos semisimples el ejem-
plo que se tuvo en mente fue el de un dlgebra de grupo, los ejemplos modelo que
tomamos de dominios principales son Z (obteniendo asi el teorema de estructura de
grupos abelianos finitamente generados) y el anillo de polinomios con coeficientes en
un cuerpo: k[z]. Este ultimo ejemplo tiene como aplicacién, en el caso que k sea
algebraicamente cerrado, la descomposicién en formas de Jordan. Dada la importan-
cia de esta aplicacion, la hemos descripto separadamente como 1ltima seccién de este
capitulo.

El capitulo sobre categorias (capitulo 9) puede considerarse también como un
apéndice. Durante el dictado de la materia, las nociones categoricas no fueron dadas
ni todas juntas, ni al final, sino de a poco, cuando las necesidades de lenguaje asi lo
indicaban. Generalmente este tema resulta muy dificil de asimilar si no se cuenta con
ejemplos concretos de categorias sobre las que se haya trabajado. Por esta razén no
recomendamos leer directamente este capitulo si no se esta familiarizado con teoremas
bésicos o definiciones habituales de estructuras algebraicas, como los teoremas de
isomorfismo, o las definiciones de suma directa, o de objeto proyectivo.

El capitulo sobre los teoremas de Morita (capitulo 8) es un punto ideal hacia don-
de confluir en un curso de algebra, pues integra nociones de todos los otros capitulos
(equivalencias de categorias, médulos proyectivos, generadores, producto tensorial)
y a la vez provee resultados muy concretos, como calculos de subespacios de con-

mutadores, o relaciones entre propiedades de un anillo A y del anillo de matrices
M, (A).

Por razones evidentes, varias areas importantes de la teoria de anillos y de la
teoria de modulos no son cubiertas por este texto. Mencionamos por ejemplo las
herramientas de homologia, la teoria de anillos conmutativos, o aspectos de la teoria
de representaciones de grupos como caracteres, féormulas de induccién, etc.

Este libro esta principalmente destinado a alumnos de un curso de teoria de
modulos. Como tales, asumimos que tienen un profesor, y por lo tanto hemos evitado
todo lo que molesta a la comprension de un texto mateméatico como largas expli-
caciones técnicas (que los alumnos dificilmente comprenden y que los profesores no
necesitan leer) o una presentacion estrictamente secuencial.

Finalmente, queremos agradecer los comentarios, sugerencias y correcciones de
los alumnos que cursaron Algebra II en los ultimos cuatrimestres que contaron con
versiones previas de este manuscrito. Queremos agradecer tambien a Mariano Suarez
Alvarez por su ayuda con el BTEX.
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Grupos

1.1 Grupo: definicién y ejemplos

El concepto de grupo aparecié inicialmente como grupo de transformaciones de
un conjunto. Sin embargo, al estudiar estos grupos de transformaciones se vio que
muchas de sus propiedades eran independientes del hecho de que actuaran sobre un
conjunto, y resultaban consecuencias de ciertos axiomas basicos.

Definicién 1.1.1. Un grupo (G, *) es un conjunto G provisto de una operacion
x: G X G — G que verifica:

1. Asociatividad: para todo g1, g2, g3 € G, (g1 % g2) * g3 = g1 * (g2 * g3).
2. Elemento neutro: existe e € G tal queex g =g*xe =g Vg € G.
3. Inverso: Vge G, 3¢9 €G tal que gxg' =g xg=e.

Si ademas para todo par g, h € G se verifica g x h = h % g entonces el grupo se
llama abeliano o conmutativo. Al cardinal del conjunto G se lo llamara orden de
G y se lo notard |G|. Un grupo G se dira finito si |G| < oo, se dird infinito en otro
caso.

Observaciones: 1) El elemento neutro de un grupo es tnico, porque si e y €' son
dos neutros, entonces e = exe’ = ¢’ (la igualdad de la izquierda es porque €’ es neutro
“a derecha” y la segunda igualdad es porque e es neutro “a izquierda”).

2) Un inverso ¢’ de un elemento ¢ es tnico, ya que si ¢’ y ¢” son dos inversos para un
mismo g entonces

g/:g/*ezg/*<g*g//):<g/*g)*gl/:e*g//:g//

9
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Al tnico inverso de un elemento g se lo denotard g—*.

Ejemplos:

1.

Sea X un conjunto, G = {funciones biyectivas de X}, x =composicién. En este
caso e = funcién identidad y dado g, g~! es la funcién inversa.

Si el conjunto X es finito, X = {1,2,3,...,n}, entonces G se denota S, y se
llama el n-ésimo grupo simétrico.

Sea V un k espacio vectorial. G = GL(V') = {endomorfismos lineales inversibles
de V'} es un grupo con la composicién de transformaciones como producto y la
identidad como neutro. Si V = k", GL(V') se nota GL, (k) y se identifica (luego
de fijar una base del espacio vectorial) con las matrices inversibles de n filas y
n columnas a coeficientes en k. El elemento neutro es la matriz identidad.

Tomando la suma como operacién y el cero como neutro, los conjuntos Z, Q,
R, C (los nimeros enteros, racionales, reales y complejos) son todos grupos
(conmutativos).

Sim € N, los “restos médulo m” (Zy,, +m,0) forman para cada m un grupo
abeliano con exactamente m elementos.

Sim € N, G,,, = { raices m-ésimas de la unidad } con la operacién producto
(como nimeros complejos) es también un grupo abeliano con m elementos, el
neutro es el 1.

Si X es un conjunto no vacio y G un grupo, entonces I' = {f : X — G}
funciones de X en G es un grupo con la multiplicaciéon definida por

(f *r g)(x) = f(x) *a g(x) (Vf,g €T, Vo € X)

El neutro es la funcién constante que a todo x € X le asigna e, el elemento
neutro de GG. Se observa que I' es conmutativo si y sélo si G lo es.

Si G1 y G5 son dos grupos, entonces el producto cartesiano G; X G5 admite una
estructura de grupo definiendo la operacion

(91, 92) * (91, 95) == (91 % g1, 92 * G)

Nota: Para un grupo arbitrario (G, %), denotaremos indistintamente el producto
de dos elementos g1, gs por g1 * g2 = g1.g2 = ¢19>. Los simbolos * y . se utilizaran



M. A. Farinati — A. L. Solotar 11

para cualquier tipo de grupo (abeliano o no), el simbolo + se utilizara solamente para
grupos abelianos. Cuando se desprenda del contexto no explicitaremos la operacién
y hablaremos simplemente del grupo G.

Antes de seguir con las definiciones basicas de la teoria de grupos, hacemos una
pequena disgresion sobre la estructura de monoide.

1.2 Monoides

La estructura de monoide es una generalizacion de la estructura de grupo, en
donde no se pide la existencia de inverso, y segun el contexto, a veces se asume la
existencia de elemento neutro, y a veces no. Damos pues la definicion de monoide:

Definicién 1.2.1. Un monoide (M, *) es un conjunto M provisto de una operacion
x : M x M — M que es asociativa, es decir, que verifica m * (nx1) = (m*n) 1,
para toda terna de elementos m, n, | € M. Si ademds existe e € M tal que e x m =
m*xe Vm € M, entonces M se dirda un monoide con elemento neutro.

A partir de la definicién, es claro que todo grupo es automaticamente un monoide.
El ejemplo clésico de monoide (que no es grupo) es el de los nimeros naturales (N, +),
o agregandole el elemento neutro: (Np, +).

Ejercicio: Si M es un monoide que admite un elemento neutro, entonces ese elemento
neutro es Unico. En particular, el mismo enunciado es cierto para todos los grupos.

Si M es un monoide con elemento neutro, el subconjunto U(M) definido por
U(M) :={m € M tal que existe m’ € M con m' xm = e = m *m'} se denomina las
unidades M. Tautolégicamente U(M) es un grupo.

Ejemplos:

1. Si (k,+,.) es un cuerpo entonces (k,.) es un monoide con elemento neutro,

Uk) =k — {0},

2. Si V es un k-espacio vectorial, Endg(V') con la composicién como operaciéon es
un monoide, con elemento neutro la funcién identidad. En este caso U(Endi(V))

GL(V).

3. Si X es un conjunto, Func(X,X) = {f : X — X} es un monoide (con la
composicién como operacién), U(Func(X, X)) = S(X).
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4. Existen monoides con elemento neutro que admiten elementos inversibles a iz-
quierda pero no a derecha. Consideremos

M = CFMy(R) = {(ai); jen/ aij € R, y Vj, a;; = 0 salvo para finitos valores de i}

con el producto usual de matrices. La matriz (J;2;); jen es inversible a izquierda
pero no a derecha.

5. Terminamos esta disgresion sobre monoides con un ejemplo de tipo general:

Sea X un conjunto arbitrario no vacio. Para cada n € N consideremos X" :=

X x --- x X el producto cartesiano de X consigo mismo n-veces. Se define
LX) = ] x"
neN

donde [] indica la unién disjunta. Si (xq,...,2,) € X"y (2/1,...,2'n) € X™,
definimos

(1, o) * (21,2 ) = (2, o, 2,2 ,) € X

Esta operacién da una estructura de monoide (sin elemento neutro) en L(X).

Si X es un conjunto unitario, L(X) se identifica con (N, +). Si X tiene por lo
menos dos elementos pruebe que L(X) no es conmutativo.

1.3 Subgrupos, subgrupos normales

En general, dado un conjunto G, uno puede obtener toda una familia de otros
conjuntos simplemente mirando los subconjuntos de G, si ademés G tiene estructura
de grupo, uno se puede preguntar como obtener “gratis” a partir de (G, una familia
de grupos de manera andloga a la situacién conjuntista.

Definicién 1.3.1. Dado un grupo (G,*), un subgrupo de G es un subconjunto
H C G tal que (H,*|gxy) es un grupo, o en forma equivalente:

1. x es cerrado en H, i.e. Yhy,ho € H, hy xhy € H.
2. e€ H.

3. Vhe H, hte H.
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Observacion: La condicién 2 implica que H # (), a su vez las condiciones 1 y 3
junto con H # () implican la condicién 2, por lo tanto en la definicién de subgrupo se
puede cambiar 2 por H # ().

Ejemplos:

1. Dado n € N, sea G,, = {w € C / w" = 1}, entonces (G,,.) es un subgrupo de

(C—{0},.).

2. Sin € N, los multiplos de n: n.Z = {nk / k € Z} es un subgrupo de los enteros
(Z,+).

4. Si (G, %) es un grupo, G y {e} son siempre subgrupos. Por ejemplo si p es
un numero primo y G = Z, se vera facilmente luego que estos dos subgrupos
triviales son los inicos subgrupos que tiene Z,.

5. Sea X = {1,2,3,....,n}, G = S, = { permutaciones de X}. Si 1 <i < n, el
conjunto de permutaciones que fijan el elementoi de X: H; = {g € G / g(i) = i}

es un subgrupo de G. ;Cuéantos elementos tiene G7 ;Cuédntos elementos tiene
H;?

6. Sea G = GL,(k). Sea H ={A € G / det(A) = 1}, entonces H es un subgrupo
de G.

Observemos que si H es un subgrupo de un grupo G, entonces para cada = € G,
el conjunto z.H.x™! = {zha™' : h € H} es también un subgrupo de G (verificar:
(zhax=Y)(xh'z™) = z(hh)x™' € z. Hx 'y (xha™)™' = xh~'z71). De esta manera, a
partir de un subgrupo H obtenemos otros, que llamaremos conjugados a H. No hay
razén a priori para suponer que H coincide con sus subgrupos conjugados, esto si es
cierto si por ejemplo el grupo G es conmutativo, o més generalmente si los elementos
de H conmutan con los de GG. De los ejemplos anteriores, si tomamos G = 5, y o € G
la permutacion ciclica definida por

sy [t sii<n
- 1 sii=n
3

podemos considerar H = {id,0,0% 03, ...,0" '}, H resulta un subgrupo, pero (ejer-
cicio) es falso en general que si x € G entonces x.H.x™! = H.
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Definicién 1.3.2. Un subgrupo H de un grupo G se dird invariante (o normal, o
distinguido) si verifica que x.H.x™' = H Yz € G. Se notard H <G

Pregunta: Cémo pueden descubrirse todos los subgrupos normales de un grupo
dado?

Observaciones / ejercicios:

1. Sea {H;}ic; una familia de subgrupos de un grupo G, entonces (,.; H; es un
subgrupo de G. Si ademéds todos los H; son invariantes entonces (., H; también
es invariante.

2. Si H es un subgrupo de un grupo GG, demostrar que ﬁGx.H .2~ es un subgrupo
xe

invariante.

3. Si S es un subconjunto de G, sea Ny = {z € G / x.S.x7! = S} entonces Ng
es un subgrupo de G llamado el normalizador de S en G. En particular, si
S ={a}, Ns={r € G/ za=ax}.
Si S es un subgrupo de G, S es también un subgrupo de Ng y S < Ng. Ademaés
Ng es el subgrupo de GG mas grande con esa propiedad.

4. Sea Zg ={x € G |/ xg = gr Yg € G}. Zg es un subgrupo de G, se llama el
centro de GG. Se tiene Z5 < G, y ademas VS C G, Zg C Ng.

5. Sea G un grupo cualquiera, x,y € GG, definimos el conmutador de = e y como
[z,y] := zyz~'y~!. Dejamos como ejercicio verificar que si z € G, entonces
zlz,ylz7t = [zxz7!, 2y271]. Llamamos subgrupo conmutador y denotamos
|G, G] al subgrupo de G generado por los conmutadores. Tenemos entonces que

G,G]<G.

1.4 Morfismos y cocientes

Asi como la nocién de conjunto esta intrinsecamente ligada al concepto de funcion,
pues una funcién es una forma de relacionar un conjunto con otro, para el caso de
grupos, que son conjuntos provistos de una estructura de producto adicional, seran
de importancia central las funciones entre grupos que “respeten” dicha estructura.

Definicién 1.4.1. Sean (G, *¢q), (G',*¢) dos grupos. Una funcion f : G — G’ se
dice un morfismo (u homomorfismo) de grupos si y solamente si para todo g1, gs € G
es vdlida la igualdad:

(g1 %c 92) = f(g1) *a [(g2)
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Ahora se puede dar la definicién de subgrupo de manera mas compacta (ejercicio):
un subconjunto H de un grupo G es subgrupo si y sélo si H admite una estructura
de grupo tal que la funcién inclusion i : H — G (h +— h) sea un morfismo de grupos.

Nombres:

¢ Un monomorfismo es un morfismo inyectivo.

e Un epimorfismo es un morfismo suryectivo.

e Un isomorfismo es un morfismo biyectivo.

Notar que si designamos por Homg(G,G’) al conjunto de morfismos de grupos
f: G — @, este conjunto es siempre no vacio porque la funcién que a todo elemento
de G le asigna el neutro de G’ (el “morfismo nulo”) es trivialmente un morfismo de
grupos.

Propiedades:

1. Un morfismo [ : G — G’ es isomorfismo < es monomorfismo y epimorfismo,

ademds en tal caso la funcién inversa f~!: G’ — G también es un morfismo de

grupos (verificar!).

2. Si f es un morfismo, entonces f(eg) = eq pues como eg = eg * eg, entonces
flea) = flea) * f(eg) por lo tanto ecr = f(eq) * (f(eq)) ™ = flea) * f(eq) *
(flea)) ™ = flea).

3. VgeG, flg') = flo)"
4. f monomorfismo < (f(g) =eqr = g = eq).
Si f: G — G’ es un morfismo de grupos, se tienen automaticamente dos subgrupos

(uno de G y otro de G') asociados a dicho morfismo, que llamaremos el nicleo (en
inglés o aleman: kernel) y la imagen de f:

e Nicleo: Ker(f):={g€ G/ f(9) =ec'}

e Imagen: Im(f) :={¢ € G’ / g € G tal que f(g9) =4’}
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Ejercicio 1: verificar que efectivamente son subgrupos. Verificar que Ker(f) <G, sin
embargo, Im(f) no tiene porque ser invariante, mostrar un contraejemplo.

Ejercicio 2: Sea f : G — G’ como antes un morfismo de grupos y H' un subgrupo de
G'. Verificar que f~!(H') es un subgrupo de G, si ademds H'<G’ entonces f~!(H')<G.
En particular como {e} < G’ resulta Ker(f) <G.

Las definiciones de monomorfismo y epimorfismo pueden ser enunciadas a través
de estos subgrupos, pues un morfismo f : G — G’ es monomorfismo si y sélo si
!

Ker(f) = {eg}, vy es epimorfismo si y sélo si Im(f) = G".
Ejemplos:

1. La funcién exponencial exp : (R,+) — (Rso,.) (z +— €*) es un isomorfismo de
grupos, cuyo inverso es la funcién logaritmo.

2. Morfismos entre Zs y Zy:
Sea f : Zy — 7,4 morfismo de grupos. Luego sabemos que f(0) = 0. ;Cuénto
vale f(1)? Como 0 =1+ 1 entonces f(1)+ f(1) = 0 por lo tanto f(1) debe ser
o bien cero, o bien la clase de 2 en Z4, en cualquiera de los dos casos, la funcién
asi definida es un morfismo de grupos.

3. (ejercicio) Sea f : Zy — Z3 un morfismo de grupos, entonces f es el morfismo
nulo.

4. Sea f : G, — Z, dado por f(e%;fk) = k, entonces f es un isomorfismo de

grupos.

5. (ejercicio) Definir un morfismo de grupos f : S3 — S3 tal que Im(f)<4 Ss.

Vimos que si f : G — G’ es un morfismo de grupos, entonces Ker(f) < G. El
siguiente lema muestra que todo subgrupo normal de G es el nticleo de algiin morfismo
de G en algin grupo G'.

Lema 1.4.2. Sea H <« G. Entonces existe un grupo G' y un morfismo de grupos
f:G— G tal que H = Ker(f).

Demostracién: Se quiere definir un f y un G’ de modo tal que Ker(f) = H.
Definimos para eso una relacion de equivalencia ~p.

Siz,y € G, diremos que  ~y y < y 'x € H (verificar que al ser H un subgrupo,
esa relacién es de equivalencia). Notar que en el caso H = {e} esta relacion es
simplemente la igualdad.
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Dada una relacién de equivalencia en un conjunto, se tiene automaticamente otro
conjunto (el conjunto cociente) y una aplicacién natural:

7m:G— G/ ~y
r— T

dondez={ye G/ z~pyy}
Se toma f =7y G' =G/ ~py, en G’ se define la siguiente estructura de grupo:

TxYy =Ty

Notar que es la unica estructura de grupo posible que hace de m un morfismo de
grupos.
Hay que verificar lo siguiente:

1. La operacion en el conjunto cociente esta bien definida.

2. La operacion definida en G’ da una estructura de grupo, es decir es asociativa,
hay un elemento neutro y todo elemento tiene inverso.

3. f es un morfismo de grupos y Ker(f) = H.

Veamos 1.: Sean x,2’,y,y tales que ¥y =y’ y T = 2/. Es decir, = esté relacionado con
2’ y lo mismo para y e 3/, esto equivale a que existan hy, ho € H tales que

(@) e =his (Y)Y = h
o equivalentemente

r=12hy; y=1yhy

queremos ver que 'y’ = Ty, para eso calculamos zy en términos de 2’ e y/:

Ty = 2'hiy' hy = x’(y’y’fl)hly’hgz
= 2y (Y 'y )hy = 2'y'hshy

donde hs = v/ *hiy/ que es un conjugado de hy, como H es un subgrupo nvariante
entonces hy € H, también pertenece a H el producto hshs, por lo tanto zy esta
relacionado con 2’y y por lo tanto Ty = z'y/.

Notar que si H no es invariante, el razonamiento anterior no es valido, y no hay

manera de dar en general al cociente G’ una estructura de grupo compatible con la
de G.
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Una vez que se sabe que la operacién en G’ estd bien definida, es fécil (ejercicio)
ver que es asociativa y que eqr = €, (E)_1 =L

El hecho de que f sea un morfismo de grupos es inmediato a partir de su definicion
pues

flry) =7y =T x5 = f(2)f(y)
Calculamos ahora Ker(f):

Ker(f) = {re G/ f(x) = ec}
= {reG/T=¢}
= {zreG/x~pye}
= {re€eG/xeH}=H

Notacién: G' .= G/H

Definicién 1.4.3. Dado un grupo G y un subgrupo invariante H, a la construccion
precedente G/H se le llama el grupo cociente de G por H (o G médulo H ).

Notar que la estructura de grupo de G/H se debe a que H <G, si no, el conjunto
cociente G/H es tan sélo un conjunto.

Ejemplos:
1. Sea m.Z considerado como subgrupo de (Z,+), entonces Z/m.Z = Z,,

2. Sea (R, +) y consideremos el subgrupo (normal porque (R, +) es conmutativo)
Z C R, se obtiene entonces que R/Z es un grupo isomorfo a (S',.) = {z €
C / |z| =1} c (C—{0},.) bajo la aplicacion

R/Z — S*

T — 6217rw

3. Si G es un grupo, entonces G/{e} = Gy G/G = {e}.

Otra forma de describrir al grupo cociente lo da la siguiente proposicién, que
muestra una propiedad (de tipo universal) que caracteriza completamente al cociente:
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Proposicion 1.4.4. Sea G un grupo, H < G y la aplicacion al cociente 7y : G —
G/H. Entonces para todo morfismo de grupos f : G — G’ (donde G' es arbitrario)
tal que H C Ker(f), existe un tinico morfismo de grupos f : G/H — G’ tal que
fomy = f. Esta situacion se esquematiza con el siguiente diagrama:

G-

7
TH e
o f

G/H

Demostracion:

Ezistencia de f: SiT € G/H, se define f(Z) := f(x). Esta aplicacién resulta bien
definida pues si T = 2’ entonces =’ 'z € H C Ker(f), luego f(z'"'z) = €}, con lo
cual f(x) = f(z').

Resulta claro también que f es morfismo de grupos pues

F@g) = flay) = f(2)f(y) = [(@) [ (@)
y que (por la definicién de f) f = fomy.

Unicidad de f: Es una consecuencia de la sobreyectividad de 75. Sean f, v f,
tales que f,om = f (i = 1,2), entonces

[1@) = fi(rm(2)) = f(z) = fa(n(2) = f2(7)
luego fy = f,.

Observacién: Con las notaciones como en la proposicién anterior, Im(f) = Im(f)

y Ker(f) = my(Ker(f)). En particular f epimorfismo implica f epimorfismo, y si

H = Ker(f) entonces f es monomorfismo.

1.5 Teoremas de isomorfismo

1.5.1 Definicién por propiedad universal

El grupo G/H queda determinado de manera tinica por las siguientes propiedades:

e Existe un morfismo de grupos 7 : G — G/H tal que Ker(n) = H.
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e Todo morfismo de grupos f : G — G’ tal que H C Ker(f) se factoriza de manera
tinica por G/H, o sea, si f : G — G" es un morfismo de grupos y f(H) = {e}
entonces 3! : G/H — G’ (morfismo de grupos) tal que for = f.

Si (G, 7 : G — G) es un par con las mismas dos propiedades anteriores de (G/H, )
entonces G = G /H porque: aplicando la segunda propiedad a G/H y G sucesivamente
se tienen unicos morfismos ¢ y ¥ como en el diagrama

G—~G/H

|

G
tales que pom =Ty pom = w. Luego, por ejemplo T = pom = (pot) om. Si
aplicamos la segunda propiedad al diagrama

GG

G

a partir de la cuenta anterior vemos que idgz o7 =7 = (¢ 0¢) o7, por unicidad se
sigue entonces que ¢ ot = ids. La otra composicién es completamente analoga, y
queda demostrado asi que ¢ y 9 son isomorfismos, uno inverso del otro.

1.5.2 Primer teorema de isomorfismo

Si f: G — G’ es un morfismo de grupos, consideramos f : G — Im(f) y H =
Ker(f), entonces f : G/ Ker(f) — Im(f) es un isomorfismo de grupos. Para esto,
basta observar que f es mono y epi.

1.5.3 Segundo teorema de isomorfismo

Sean H y K dos subgrupos normales de G tales que K C H (= K < H). Se tiene
entonces el diagrama conmutativo:

G—""-G/H

7
TK P
Ve TH

G/K
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TH es claramente sobreyectiva pues 7y lo es, el nucleo de g es la imagen de H por
7k en G/K o sea H/K, aplicando ahora el primer teorema de isomorfismo a 7y se

tiene %—Ié =~ G/H.

Ejemplo: Si consideramos Z C R C C (todos grupos con la suma), entonces %—% i

C/R=R.

1.5.4 Tercer teorema de isomorfismo

Sean H y K subgrupos de un grupo G tal que K C Ny (es decir, k.H.k™' = H
Vke K),si HK = {h.k / h € H, k € K}, entonces HK es un subgrupo de G porque

(hk) (WK = hikk (k™KK = [h(kKE )kk' € HE

pues kh'k~' € H. Ademds (hk)™' =k~ 'h~t = (k~'h~1k).k7L.

Notar que H < HK, por lo tanto tiene sentido calcular HK/H.

Si consideramos la aplicacion K — HK/H dada por k + 1.k, es sobreyectiva
(verificar!), y el nicleo son los elementos de K que también estdn en H, esto da el
isomorfismo:

K/(HNK)~ HK/H.

1.6 Teorema de Lagrange

Si H es un subgrupo (no necesariamente invariante) de un grupo G, se sigue
llamando G/H al conjunto cociente por la relacién de equivalencia ~p del lema
1.4.2. Si H <G entonces G/H es un grupo, si no, es solamente un conjunto.

Definicién 1.6.1. Si G es un grupo y H un subgrupo (normal o no) de G, se llama
indice de H en G al cardinal del conjunto G/H. Se lo nota (G : H) :== #(G/H)

Recordamos que el orden de un grupo G es el cardinal de G y se lo nota |G| = #G.

El siguiente resultado, si bien se puede generalizar a cardinales arbitrarios, es de
principal utilidad cuando |G| < oo. Supongamos ahora entonces que se tiene un
grupo finito G y H C G un subgrupo. Recordando la relacién de equivalencia ~p,
para un x € G se tiene:

= {yeCG/z~ny}
= {yeG/y'zeH}
= {ye G /y=uazhparaalgin he€ H}
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Observamos que:
1. Por ser ~p una relacién de equivalencia, TNy =0 0o T = 7.
2. Para todo x € G: #(T) = #(x.H) = |H| (verificar!).
3. #(G/H) =#{z: = € G}.

En las condiciones anteriores se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.6.2. (Lagrange) Sea G un grupo, H un subgrupo de G, entonces |G| =
(G: H).|H]|.

Demostraciéon: del hecho de que ~py sea una relacion de equivalencia se sigue que
G es la unién disjunta (observacién 1. anterior) de sus clases de equivalencia, por lo
tanto

Gl = > #(@)
TEG/H

de la observacion 2. anterior se sigue que todos los niimeros que se suman son iguales
a [H|, por lo tanto |G| =} .o y |H| =#(G/H).|H| = (G : H).|H|.

Este simple teorema tiene consecuencias inmediatas importantes:
Corolario 1.6.3. Sea G un grupo finito:
1. El orden de cualquier subgrupo de G divide al orden de G.

2. Sea H <G, entonces |G/H| = %

3. Sea a € G, se denotard por (a) al subgrupo de G dado por el conjunto {a"}, .7
(verificar que es un subgrupo, para la definicion formal de a" con n € 7 ver
al principio de la siguiente seccion) y se denotard |a| := |(a)|. Entonces para
un grupo finito, |a| es un numero que divide a |G|. Notar que (ejercicio) |a| =
min{n € N / a" = eq}.

Sea G finito, para todo x € G, z!¢ = eg.
(Fermat) St a € Z y p es un nimero primo entonces a? = a(p).

Si f: G — G es un morfismo de grupos y a € G, entonces |f(a)| divide a |al.

NS v

Si |G| es un nimero primo p (por ejemplo G = Z,) entonces los unicos subgrupos
de G son los triviales: {eg} y todo G.
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Los puntos 1, 2 y 3 son evidentes, demostremos ahora 4:

2101 = gl (Gla)) — (glely(Gxta))

el resultado se sigue ahora de que zI*l = e.

5.: Si a = 0(p) el resultado es obvio, asi que basta probarlo para @ € (Z, — {0}).
Consideramos G = (Z, — {0}, .), que es un grupo porque p es un numero primo
(por qué?). Por el punto 3., |raa| divide a |G| = p — 1, por lo tanto a?~! = 1(p).

6.: Considerar f| : (a) — G, Im(f|w)) = (f(a)). Por el teorema de isomorfismo
(f(a)) = (a)/ Ker(f|), entonces [f(a)| = %
1.7 Grupos ciclicos

Sea (G, .) un grupo, y a € G un elemento de G. Si m € Z se define

eq sim=20
m a sim=1
a™ = . . _ .
(inductivamente) a™ t.a sim > 1
(a=t)—™ sim<0
Claramente, a".a® = a®.a” = a""%, es decir, la funcién f, : Z — G definida por

n +— a" es un morfismo de grupos. De hecho, también vale que si a,b € G son tales
que ab = ba entonces (ab)™ = a™b™.
Definicién 1.7.1. Un grupo (G,.) se dice ciclico si existe un elemento a € G tal

que ¥b € G, dm € Z con a™ = b. En otras palabras, G es ciclico si existe un a € G
con (a) = G. Un tal elemento se dird un generador de G.

Observaciones:

1. Un generador de un grupo ciclico no tiene por qué ser tnico, por ejemplo G =
(Zs,+) es un grupo ciclico pues Zz = (1) = (2) = (3) = (4).

2. Sea G un grupo. Entonces Va € G, |(a)| = |al.

Ejercicio: Ver que (Z,+), (Gpn,.) ¥ (Zn,+) con n € N cualquiera son todos ciclicos.
En cada caso encontrar todos los generadores.

Vimos antes que G, y Z, son grupos isomorfos, pero si n # m, Z, ¥ Z,, (por
qué?); ademds ningin Z,, es isomorfo a Z (por qué?). ;Puede existir un grupo ciclico
no isomorfo a (Z,+) o a (Z,,+)? {Puede existir un grupo ciclico no conmutativo?

La respuesta la da el siguiente teorema que caracteriza a todos los grupos ciclicos.
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Teorema 1.7.2. Sea G un grupo ciclico, (G = (a) para algin a € G). Entonces:

silal=n=G= (Zn,+)
si la| =00 = G = (Z,+)

Demostracién: Por hipdtesis, para algin a € G vale (a) = G. Consideramos la
funcién f : Z — G definida por m — a™. Como a"™* = a"a®, f es un morfismo
de grupos, y la imagen de f coincide con (a) = G, entonces por el primer teorema
de isomorfismo G = Z/Ker(f). Si |a] = oo entonces la unica posibilidad de que
f(m) =a™ =eg es m =0, por lo tanto Ker(f) = {0} y G ¥ Z.

Por otro lado, definimos antes |a| := |(a)|, . Entonces a partir la definicién misma

de orden de un elemento, si |a] = n resulta n.Z = Ker(f) (;por qué es exactamente
n.Z?), luego G = Z/n.7 = Z,,.

Corolario 1.7.3. 1. Si G y G’ son dos grupos ciclicos y |G| = |G'| entonces
G=d.

2. 8i |G| =p con p € N un nimero primo, entonces G = Z,.

Para demostrar 2., basta ver que G es ciclico. Tomemos a € G un elemento
cualquiera que no sea eq y consideremos el subgrupo (a). Por Lagrange, el orden de
este subgrupo divide al orden de G que es p, por lo tanto es 1 6 p, pero |{a)| # 1 ya
que contiene por lo menos a los elementos a y eg, luego (a) = G.

1.8 Acciéon de un grupo sobre un conjunto

Como vimos en los primeros ejemplos, una de las formas de encontrar grupos es
observando transformaciones de algiin conjunto, de esta manera, a un grupo abstracto
se lo piensa “actuando” sobre el espacio o conjunto en donde operan las transforma-
ciones.

Definicién 1.8.1. Sea (G,.) un grupo y X un conjunto. Se dice que G opera a
izquierda (o actia a izquierda) sobre X si y sélo si se tiene dada una funcion,
llamada accion:

p:Gx X —X
(9,2) = ¢(g,x)

que denotamos g.x, y que verifica:
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e Asociatividad: (g.¢9').z = g(¢'.x) para todo x € X, g,¢9' € G. (Atencion que el
punto entre g y g indica la multiplicacion en G mientras que el punto entre ¢
y x es la accion sobre X.)

e Identidad: eq.x =2z V z € X.

Si A, B, C son tres conjuntos, es valida la siguiente igualdad:
C«A><B — (CB)A

es decir, si una funcién tiene dos variables, fijando una se obtiene una funcién de la
otra:

Func(A x B,C) = Func(A, Func(B,(C))
f(= =)= (a— fla,-))

Esto da otro punto de vista para describir las acciones de un grupo sobre un conjunto.
Para cada g en G se tiene la funciéon “multiplicacién por g”

bgi=d(g,—)=9—: X =X

T g.x

Las propiedades de la accién aseguran que ¢4 o ¢p = ¢, (verificar!), en particular
g1 0 Qg = Pg 0 Pg-1 = @, = tdx. Esto dice que ¢, es una funcién biyectiva, con
inversa ¢,-1. Por lo tanto, dar una acciéon de G en X es dar una funciéon que sale
del grupo G y llega al grupo de funciones biyectivas del conjunto X (que denotamos
S(X)). La propiedad de asociatividad de la accién no dice otra cosa que el hecho de
que esta funcién es un morfismo de grupos, i.e. la aplicacion

G — S(X)
g ¢
verifica ¢4 0 ¢ = By .
Esta aplicacion junto al conjunto X se llama una representacion de G en X. A

partir del grupo abstracto GG, se tiene una imagen de él como un subgrupo del grupo
de permutaciones del conjunto X.

Ejemplos: 1. G =G, (n € N), X = R? identificado con C).
G,xC—C

(Wn, 2) +— (wy.2) rotacion en angulo =arg(w,,)
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Es decir, GG,, se representa como rotaciones del plano.
2. G =8, (grupo simétrico de n! elementos). X = R",

S, xR" — R"
(O’, (1’1, ceey l’n)) — (1‘0(1), ...xo(n))
Notar que en realidad o actia como una transformacion lineal, aqui la accién es un
morfismo S,, — GL,(R) C S(R").

3. Conjugacion o acciéon por automorfismos interiores. En este caso, G opera
sobre si mismo:

¢y G— G
h— g.hg!

Verificar que tiene las propiedades para ser una accién. Analogamente al caso anterior,
la acciéon respeta la estructura adicional que existe sobre el conjunto X = G, pues la
accién tiene por imagen a los automorfismos de grupo de G (C S(G)):

g(h.h)g™" = (ghg™").(gh'g™")

La imagen de la accién es un subgrupo de los automorfismos de grupo de G (Aut(G))
que se llama es subgrupo de automorfismos interiores, y se denota Aut;,;(G). Si el
grupo es abeliano, el iinico automorfismo interior es la identidad. De hecho, se puede
caracterizar a los automorfismos interiores en términos del grupo G y del centro de
G, que de alguna manera mide la “abelianidad” de G:

Por el primer teorema de isomorfismo, se tiene

Aut;n(G) = G/ Ker(accién por conjugacion)

El nticleo de la accién son los elementos de g tales que g.—.¢g~ ! define el automorfismo
identidad de G, que es el neutro de Aut(G). Pero

'—ide & grg ' =2 Vo € G & gr =agVr € G

g9.-—.9
es decir, g € Z(G), por lo tanto

Autys (G) = G/Z(G)

4. G actia por conjugacion en el conjunto de partes de G: P(G) = {X : X C G}.
Si AeP(GQ), g€ G, sea¢,(A) =gAg'={gag': ae A} € P(A). Notar que
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esta accién se restringe bien al subconjunto de P(G) formado por los subconjuntos
de G que ademds son subgrupos de G. ;Quiénes son los “puntos fijos” por la accion
de G?

5. Traslaciones: Si X = G, dado g € G se define T, : G — G por T,(h) = gh.
Observar que T, no es un morfismo de grupos (;por qué?). También G actiia por
traslaciones sobre P(G).

6. Sea G = Zs, X = C, entonces la aplicacién

ZQ — AutR(C)
0— ide

1+~ conjugacién

es una accion. El conjunto de puntos fijos por la accion de Z, es exactamente el
subgrupo de nimeros reales.

7. Como tener una acciéon de G sobre X es lo mismo que tener un morfismo
G — S(X), para un grupo y un conjunto cualesquiera siempre existe el morfismo
nulo

G — S(X)
g—idx Vge G

Cuando X sea un conjunto sobre el que G actia de esta manera, se dird que G actia
trivialmente en X.

1.9 Orbitas, grupos de isotropia y ecuacion de cla-
ses

Al actuar GG sobre un conjunto X, pueden asociarse a esa accion diversos subgrupos
de G y subconjuntos de X:

Dado g € G, se puede considerar el subconjunto mas grande de X sobre el que
el elemento ¢ actia trivialmente: {x € X / g.x = x}. Si por ejemplo G actia sobre
si mismo por conjugacién, este subconjunto es el centralizador de g en G|, si GG actia
por traslaciones este conjunto es vacio.

Inversamente, si z € X, se puede considerar el subgrupo de G formado por los
elementos que fijan 2: {g € G / g.x = z}, que llamamos estabilizador de = y
denotamos &,. También dado un x € X se puede buscar a todos los elementos de
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X que son “accesibles” a través de G, que llamamos la orbita de z. Esto dara
el subconjunto de X mas pequeno posible que contiene a x sobre el cual se puede
definir una acciéon de G restringiendo la acciéon que se tenia sobre todo X. Mas
concretamente:

Definicién 1.9.1. Sea G un grupo que actia en un conjunto X y x € X. Se define
la 6rbita de x, y se nota O, al siguiente subconjunto de X :

{g.x: geG}={ye X /g€ tal quey = g.x}
Ejemplos:

1. Sea G = G5 actuando en R* = C por rotaciones, si z = 0 entonces O, = {0}.
Si z # 0, O, contiene 5 elementos, que son los vértices del pentagono regular
con centro en cero, que tiene por uno de sus vértices a z.

2. Consideremos Z, actuando en S* por

Vi =

Entonces O, = {x, —x}.

3. Si G actua sobre si mismo por conjugacion, x € G, entonces O, contiene sélo
al elemento x < el elemento x esta en el centro de G.

4. Sea G = G4, X el conjunto de vértices de un cuadrado en el plano en donde G
actia por rotaciones (i rota en 90 grados en el sentido contrario al movimiento
de las agujas de -casi todos- los relojes). Entonces la 6rbita de cualquier punto
coincide con todos los elementos de X. Cuando un grupo G actia sobre un
conjunto X de manera tal que existe un x con O, = X, la accién se llama
transitiva. Observar que en ese caso O, = X, Vy € X.

Observacién: Las orbitas de una accion de G' dan una particion de X, pues la nocion
de que dos elementos x, y sean tales que exista un elemento g € GG con x = g.y es una
relacion de equivalencia. Mas precisamente:

e O,N0O, =0 o bien O, = O,.

¢ U,ex O =X (pues z € O, Vr € X).
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Recordamos que si GG operaen X y x € X es un elemento dado, se llama subgrupo
estabilizador o grupo de isotropia de z al siguiente subgrupo de G, &, := {g €
G / g.x = x} (verificar que es un subgrupo). Notar que el “tamano” de este subgrupo
&, de alguna manera se contrapone al “tamano” de la érbita del elemento x, pues
si hay muchos elementos que actian trivialmente sobre x, entonces la 6rbita de este
elemento es pequena, y su grupo de isotropia es grande. Reciprocamente si la érbita
de un elemento z es enorme, eso significa que hay “pocos” elementos que fijan a x.

La siguiente proposicion formaliza esta idea intuitiva:

Proposicién 1.9.2. Sea G un grupo que opera sobre un conjunto X, y x € X.
Entonces #0, = #G/E&,.

Demostracién: Si g€, = ¢'E, entonces g = ¢'h para algin h € &,, con lo cual
g.x = ¢ .ha = ¢.x. Esto dice que la funcion G/&, — O, dada por ¢&, — g.x
esta bien definida, y claramente es suryectiva. Por otro lado, si g.x = ¢’.x entonces
(¢) tgx = x, luego (¢')"t.g € &, por lo tanto g€, = ¢’€, y hemos demostrado
la inyectividad. Como encontramos una biyeccion de conjuntos, sus cardinales son
iguales.

Corolario 1.9.3. Sea G un grupo finito que actia en un conjunto X. FEntonces

#0, = %, en particular #0, es finito y divide al orden de G.

Ejemplos:
1. Si G actia por conjugacion sobre el conjunto de subgrupos de G, y H C G es
un subgrupo, entonces la 6rbita de H son todos los subgrupos conjugados a H
y el estabilizador de H es Ny (el mayor subgrupo de G tal que H < Ng).
2. Si G actia sobre G por conjugacion y x € G, entonces el estabilizador £, = N,
son los elementos que conmutan con x, también se suele llamar a este grupo el
centralizador de x y se lo nota Z(x).

3. Sea V un k-espacio vectorial, G = (k — {0},.), X =V — {0}, G actia en X via

GxX—X
(A, v) = v

Entonces O, = (v) — {0}.
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4. Sea X un conjunto y G = S(X) ={funciones biyectivas de X}. Entonces G
opera naturalmente sobre X por la formula

GxX—X
(f,z) — f(z)

En este caso (ejercicio) G opera transitivamente sobre X. Six € X, &, = {f :
X — X tal que f(z) = x} se identifica con S(X — {z}).

5. Si G actua sobre GG por conjugacién, dados s,t € G, Oy = O; si y s6lo si sy
t son conjugados, en ese caso, & es un subgrupo conjugado a & (verificar!) y
por lo tanto isomorfo, en particular |Es| = |&|

Aplicando la proposiciéon anterior a un caso particular obtenemos el siguiente
resultado:

Proposicién 1.9.4. Consideramos a un grupo G actuando sobre si mismo por con-
Jjugacion y s € G. Eziste una biyeccion

f:G/E — Oy

T r.sax !

lucgo #(0,) = (G : &,)
y su respectivo corolario:

Corolario 1.9.5. FEl cardinal de toda orbita de G actuando sobre si mismo por con-
jugacion divide al orden del grupo.

Terminamos este capitulo con un resultado de demostracién trivial (a partir de la
nocién de accién), pero que es de gran ayuda en la teorfa de grupos finitos: la llamada
“ecuacion de clases”. Esta ecuacién proviene esencialmente de partir a un grupo en
orbitas por conjugacion y contar los cardinales de cada parte:

Teorema 1.9.6. (Ecuacion de clases) Sea G un grupo finito actuando por conju-
gacion sobre si mismo, entonces I{ay,...,ax} C G que no estan en el centro tales
que



M. A. Farinati — A. L. Solotar 31

(11 significa unidén disjunta) luego

k

Gl = |Z(G)]+ ) (G : Z(a;))

i=1
En particular, Z(a;) # G Yi y por lo tanto (G : Z(a;)) # 1.

Demostraciéon: Como la accién define una relacién de equivalencia sobre el grupo
G, se lo puede escribir como unién disjunta de dichas clases, que en este caso son
las érbitas. Las 6rbitas que son puntuales (las que tienen un tinico elemento) corres-
ponden a los elementos del centro de GG, juntando por separado a estos elementos y
eligiendo un a; por cada 6rbita no puntual se tiene demostrado el teorema (al menos
la primera ecuacién). Tomando cardinales, como la unién es disjunta se obtienen
sumas, y los ordenes de las érbitas coinciden con los indices de los estabilizadores de
los a; gracias a la proposicién anterior.

Corolario 1.9.7. (Cauchy) Sea G un grupo finito, y p un nimero primo que divide
al orden de G. Entonces existe un elemento de G de orden p.

Demostracion: La demostracién se obtiene considerando primero el caso conmuta-
tivo y después el caso no conmutativo. El caso conmutativo no usa la ecuacién de
clases, y el caso no conmutativo es una consecuencia del anterior mas la ecuacion de
clases.

ler. caso: G conmutativo.

Se procede por induccién en el orden de GG. Sea a € GG un elemento cualquiera
salvo el neutro. Si |a| es un multiplo de p, por ejemplo |a| = k.p, entonces el elemento
a® tiene orden p. Si |a| no es miiltiplo de p, entonces se considera el grupo G/(a)
(G conmutativo entonces todos sus subgrupos son invariantes), como |a| no es un
multiplo de p, se sigue que p divide a |G /{a)|, que es un grupo de orden estrictamente
menor que |G| porque a # eg y se aplica hipdtesis inductiva al grupo cociente. Sea
entonces Z € G/(a) tal que |z| = p, entonces |z| es un multiplo de p y se procede
como al principio.

2do. caso: G no conmutativo.

Si p divide al orden del centro de G se considera Z(G), que es conmutativo, y se
estd en el caso anterior. Supondremos entonces que p no divide al orden de Z(G).

Utilizando la ecuacién de clases, existen {ay,...,ar} C G tales que:

k

Gl = 2(G) + ) (G Z(a)

=1
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el hecho de que p no divida a |Z(G)| y si a |G| implica que debe existir por lo menos
alguno de los a; tal que p no divide a (G : Z(a;)). Como (G : Z(a;)) = |G|/|Z(a;)],
entonces | Z(a;)| es un miltiplo de p. Considerando ahora el grupo Z(a;), como es un
subgrupo propio tiene orden estrictamente menor, usando un argumento inductivo se
tiene que existe un elemento en ese grupo de orden p y listo.

Corolario 1.9.8. Sea G un grupo finito de orden n. Entonces n = p" para algin
numero primo p si y solo si todo elemento de G tiene orden igual a una potencia de

p.

La estructura de los grupos finitos conmutativos esta completamente estudiada y
clasificada, como se vera mas adelante dentro del marco de la teoria de médulos sobre
un tipo particular de anillos, lo mismo para grupos conmutativos infinitos pero con
una cantidad finita de generadores. Si no hay finitos generadores el problema no esté
completamente resuelto.

Si el grupo no es necesariamente conmutativo, diversos resultados relacionan pro-
piedades aritméticas del orden con la estructura del grupo. Entre esos resultados
cabe destacar los teoremas de Sylow (que usan exclusivamente la ecuacién de clases),
resultados de Burnside, Frobenius, Feit - Thompson, etc. Para los teoremas de Sy-
low, se propone al lector interesado que los demuestre por su cuenta guiandose por
los ejercicios al final de la lista.



M. A. Farinati — A. L. Solotar 33

1.10 Ejercicios

1. Calcular el centro de los siguientes grupos:

(a) El grupo cuaterniénico o de Hamilton: H = {£1,+i,+j, +k} donde la “tabla de
multiplicaciéon” de H estd dada por
ij=—ji=k:jk=—kj=i:ki=—ik=j;ii=jj=kk=—1
(verificar primero que H es un grupo!)

(b) El grupo dihedral: D,, con n > 2 (sug. considere por separado n par o impar). Recor-
damos que D, = (r,s / r" =1, 2 =1, rs = sr~1).

(¢) Calcular todos los subgrupos de H. Ver que a pesar de que H no es conmutativo,
todos sus subgrupos son invariantes. (nombre: un grupo con esa propiedad se llama
Hamiltoniano).

2. Sean X un conjunto y G un grupo. Entonces GX = Func(X,G) = {f : X — G} es un grupo
con la multiplicacién punto a punto inducida por la multiplicacién de G, i.e. el producto de
dos funciones se calcula como (f.g)(x) := f(z).g(x). Si X y G son finitos, cudl es el orden de
GX en términos del orden de G y el cardinal de X? Sea H,, C Func(X,G) el subconjunto
formado por las funciones f : X — G tales f(zg) = eg, es H,, un subgrupo? Es normal?
Sea g # eq y Hyy,g C Func(X,G) el subconjunto de funciones f que verifican f(xo) = g, es
H,, 4 un subgrupo?

3. Sean X y G como antes, g € X y evy, : Func(X,G) — G dado por
eva, (f) := f (o)

donde f : X — . Verificar que ev,, es un morfismo de grupos. Calcular nicleo e imagen.

4. Sean K y G dos grupos, y Homg, (K, G) el subconjunto de Func(K,G) formado por las
funciones que son morfismos. jEs un subgrupo? Responder la pregunta para el caso G
conmutativo y para el caso G no conmutativo.

5. Sean G'y G’ grupos, G’ abelianoy f : G — G’ un morfismo de grupos. Ver que necesariamente
[G,G] C Ker(f).

6. Si G es un grupo cualquiera, ver que la funcién
evy : Homg, (4,G) — G
fef@)
es biyectiva.

7. Sea G un grupo abeliano. Considerar el grupo (Z® Z) que consiste en Z x Z; como conjunto
y donde la suma estd definida coordenada a coordenada. Ver que la funcién

Homg, (Z & 7,G) — G x G
[ (f(1,0), £(0,1))

es una biyeccion. jes cierto el enunciado anterior si se cambia G abeliano por G no abeliano?
Dar una demostraciéon o un contraejemplo segun el caso.
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8.
9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.
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Ver que Homg,(Q, Z) sélo contiene el morfismo nulo.
JEs la funcién f : H — Ziy @ Zo definida por
f(ED) =(0,0) 5 f(£i) = (1,0) s f(£5) = (0,1) ; f(£k) = (1,1)
un morfismo de grupos? En tal caso calcule nicleo e imagen.
;Existe un isomorfismo de grupos entre:
&) Za= T @ Zy?
b) Zgn = D,?
(€) Zig 2y ® lioy 2Ty ® Uiy © Uiy = H =2 Dy?
(d) R,+)=(Rs0,.)?
(e) R, +)=®R-{0},.)?

Sean m,n € N coprimos, ver que Homg, (%, Z,) contiene sélo al morfismo nulo.

(
(

Sea k un cuerpo, ver que det : GL,(k) — (k*,.) es un morfismo de grupos, por lo tanto
Sty (k) = {A € k"™ / det(A) = 1} es un subgrupo (invariante) de GL, (k). ;Cudnto vale
GLn(k)/Sln(k) ?

Calcular el orden de Sly(Z3). Sugerencia: para hacer cuentas, escribir a Zs como {0, 1, —1}).
Describir el centro, y encontrar las clases de conjugacién.

Sea H un subgrupo discreto de (QQ,+). Ver que es ciclico, por lo tanto H = %.Z para un
(tinico a menos de signo) racional 7*.

Sea H un subgrupo de QQ finitamente generado. Demostrar que H es ciclico. Concluir que Q
no es finitamente generado.

Ver que S3 = Ds.
Ver que el grupo de isometrias del tetraedro es isomorfo a Sj.

0 1

Calcular el centralizador de ( 1 0

) en Sly(Zs3) y en GLy(Zs3).

Sea G un grupo, ver que la aplicacién G — Autg,(G), g — g. — .g~ ' (x — gx.g~!) es
un morfismo de grupos. Si ademas H es un subgrupo de G, ver que el morfismo de grupos
G — Autg,-(H) con la misma férmula que el anterior queda bien definido < H es un subgrupo
invariante.

Producto semidirecto. Sean H y K dos grupos y ¢ : K — Autg,(H) un morfismo de grupos,
es decir, K actia (multiplicativamente) sobre H (por ejemplo si H y K son dos subgrupos
de un grupo G, H<G y K — Autg,(H) , k — k. —.k=1). Se define sobre el conjunto H x K
la operacion:

(hok).(W ) = (h.($(k)) (W), k.K')

(en el ejemplo entre paréntesis serfa (h, k).(h'.k") = (h.(k.(h).k™1), k.K")).
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21.

22.
23.
24.

25.

(a)

(h)

Probar que con esa operacién, H x K tiene una estructura de grupo, que llamaremos
producto semidirecto de H y K y notaremos H XK (o HX4K).

Encontrar el inverso de (h, e ), el inverso de (1g, k), y el inverso de un (h, k) cualquiera.

Probar que el conjunto H x {1k} es un subgrupo (isomorfo a H) invariante en H X K|
més ain (1g,k)(h, 1x)(1g, k)"t = ((¢(k))(h),1x) (notar que esta igualdad es obvia
para el ejemplo entre paréntesis).

Ver que la funcién 7 : HX K — K definida por mw(h, k) = k es un morfismo de grupos.
Verificar que Ker(m) = H x {1k} (otra manera de ver que es invariante).

(Es siempre {1y} x K invariante en H X K?

Sea G grupo y m : G — K un morfismo sobreyectivo (por lo tanto K = G/ Ker(w)) y
sea H = Ker(w). Demostrar que si existe un morfismo de grupos j : K — G tal que
7(j(k)) =k Vk € K entonces G =2 HXK.

{1y} x K es invariante en H XK < los elementos de H x {1x} conmutan con los
elementos de {1} x K.

Ver que (—)" : St — S (2 — 2™) es un epimorfismo con ntcleo G,,, pero S* no es
isomorfo ni a G, XS8! ni a S' X G,, para ninguna accién de S! sobre G,, ni de G,, sobre

St

Caracterizar Homg,((Zn, +), (Zn, +)), icudles de esos morfismos son isomorfismos? Carac-
terizar Autg,((Zn,+)).

Ver que Ss =2 D3 = 7.3 X7y para una accién adecuada de Zs sobre Zs.

Demostrar que S, /A, = Zip, més atin, S, = A, X Z,.

Ver que Autg,((Zn,+)) = (U(Zy),.) (las unidades de Z,). Verificar que [U(Z,)| = ¢(n)
donde ¢ : N — N es la funcién de Euler, ¢p(n) = #{m € N con m <n y (m,n) = 1}.

Este ejercicio, entre otras cosas, muestra que la funcién de Euler es multiplicativa con respecto
a los pares de nimeros coprimos. Sean n y m dos nimeros naturales coprimos, entonces

(a) Z
(b)
()
(d)
()

nom =2 Loy ® Ly,
Homg, (2, L) = Homegy (Lo, L) =
Homg, (Zsy, ® Lip, Loy ® Loy) = Homgy (Lo, L) ® Homgy (Lo, Lo
Aty (Zp.m) = At (Zy,) x Autgr(Z)

Concluir que ¢(mn) = ¢(m)¢(n) para todo par de nimeros m, n con (m,n) = 1.

26. Sea G el grupo de transformaciones afines de R, es decir, el grupo de funciones de la forma
x — a.x+bcon a # 0. Ver que es efectivamente un grupo (encontrar inversos), y que es
isomorfo al subgrupo de matrices inversibles formado por las matrices de la forma

G&{(g l{) con a,b € R, a;«éO}
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
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Ver que G = (R, +) X (R - {0},.).
Si se considera el grupo de transformaciones afines en R", es decir, las transformaciones

del tipo z — Aat +v con A € GL,(R) y v € R", ver que este grupo es isomorfo a
(R", +)X GL,(R).

SiG:ZgyX:R37verque

g.(gc, y,2) = (x,4,2)
1.(1’,:[/,2’) = (y»ZJU)
2.(z,y,2) = (z,2,y)

define una accién (lineal). Ver que el subespacio V generado por el vector (1,1,1) es un
subespacio “estable” por la accién de Zs, y la accién restringida a V es trivial. Ver que el
complemento ortogonal de V' (con respecto al producto interno canénico en Rg) es estable por
la accién de Zsz (aqui la accién no es trivial). Ver que V* no contiene subespacios propios
Z.5-estables.

Sea G = Z, actuando en R* por la férmula

L(z,y,2,t) = (t,2,9, 2)

4 . . [ . .
descomponer a R™ en suma directa de subespacios Z4-estables lo “més chicos posible”. (su-
gerencia: dado un subespacio estable buscar complementos con los ortogonales).

Sea H el grupo de Hamilton actuando sobre si mismo por conjugacién. Para cada elemento de
‘H describir las érbitas. Separar las érbitas puntuales para asi encontrar de nuevo el centro.
Encontrar los “a;” del teorema de la ecuacién de clases y los respectivos subgrupos Z(a;).

Sea G un grupo finito, |G| = p" para algiin ndmero primo p, entonces el centro de G es no
trivial, i.e. |Z(G)| > 1.

Sea G un grupo de orden p?, entonces G es abeliano. Ver que si |G| = p? entonces G = Z,»
o bien G = Zy, ® Zy,. (por qué Ly ¥ Ly, ® 1,7).

Sea G' un grupo no abeliano de orden p?, entonces Z(G) = [G,G] vy |Z(G)| = p (en particular
Z(G) es ciclico, y estd generado por cualquiera de sus elementos salvo la identidad). Ver que

1 a b
el grupo de matrices de la forma 0 1 ¢ | cona,b,ceZ,
0 0 1

es un ejemplo de grupo no abeliano de orden p®. Describir en este caso [G, G].

Teoremas de Sylow: Este ejercicio es una guia o esquema de demostracion de los teoremas
de Sylow, que son los siguientes:
Sea G un grupo finito, p un nimero primo, supongamos que |G| = p".m donde (p,m) = 1.

e (ler teorema de Sylow) Existe por lo menos un subgrupo S de G tal que |S| =p". Un
tal subgrupo se llamara un p-subgrupo de Sylow.

e (2do teorema de Sylow) Si S y S’ son dos p-subgrupos de Sylow de G, entonces son
conjugados.
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e (3er teorema de Sylow) La cantidad de p-subgrupos de Sylow de G es un numero
congruente a 1 modulo p.

Se propone el siguiente esquema:

1 Hacer induccién en el orden de GG. Resolver primero el caso G conmutativo. Despues
para el caso no conmutativo, separar a su vez el caso |Z(G)| =1y |Z(G)| > 1. Para
el caso |Z(G)| > 1 considerar el grupo (de orden estrictamente menor!) G/Z(G). Para
el caso |Z(G)| = 1, a partir de la ecuacién de clases, deducir que existe un subgrupo &;
tal que |&;| = p".m’ con m’ < m, y usar la hipétesis inductiva en &;.

2 Para el segundo teorema, también por induccién en G, seguir la misma estructura que
en el ler teorema, es decir, resolver primero el caso conmutativo, después suponer GG
no conmutativo y |Z(G)| > 1y considerar G/Z(G). Si p” divide a |Z(G)| mostrar que
todos los subgrupos de Sylow estén incluidos en el centro. Si no, dados S y S’ dos
subgrupos de Sylow, considerar (S, Z(G)) y demostar que tiene orden menor que G, y
que S’ estd contenido en (S, Z(G)). Finalmente si |Z(G)| = 1 considerar el subgrupo
&; que provee la ecuacién de clases.

3 Para el tercer teorema, considerar el conjunto X = {S/ S es p-subgrupo de Sylow de G}.
Como dos grupos conjugados son isomorfos, por lo tanto tienen el mismo orden, G actia
por conjugacién en X, y a partir del teorema anterior la accién es transitiva. ...
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2
Anillos

2.1 Anillos: definiciones basicas y ejemplos

Si G' es un grupo finito de n elementos, siempre puede identificarse a G' con un
subgrupo del grupo de permutaciones S,, de la siguiente forma:
Si G = {x1,...,2,}, dado un g € G, la multiplicacién por ¢ es una biyeccién de G en
G (con inversa multiplicar por g—'), luego existe una tnica permutacién o, € S, tal
que §.7; = Ty, Vi =1,...,n. La funcién g — o, es claramente un monomorfismo.

A su vez, S, puede pensarse como un subgrupo de las transformaciones lineales
biyectivas de un espacio vectorial V' de dimensién n, simplemente eligiendo una base
{v1, ..., v, } vy permutando esos elementos. Es decir: a cada o € S, se le asocia la tinica
transformacion ¢, lineal tal que ¢,(v;) = vo(;). Se dice entonces que (V, (0 — t,)) es
una representacion de S,,, es decir, los elementos de S, se “representan” como
transformaciones lineales de algin espacio vectorial.

Los anillos son objetos que generalizan la nocién de grupo (en el sentido de
que a cada grupo se le puede asociar un anillo del grupo, y que tienen una teoria
de “representaciones” natural, de manera analoga a lo que sucede con los grupos
(o subgrupos) de permutaciones. Cada una de estas representaciones se llamard un
moédulo. Muchas de las propiedades de un anillo pueden describirse conociendo la
clase de modulos que el mismo admite, es decir, sus representaciones.

Definicién 2.1.1. Una terna (A, +,.) donde (A,+) es un grupo abeliano y . : A X
A — A se dirda un anillo con unidad si se verifican las siguientes propiedades:

1. (Asociatividad del producto) Va,b,c € A, (a.b).c = a(b.c)

39
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2. (Unidad) FEziste un elemento en A distinto del cero de (A,+) que llamaremos
14 (o simplemente 1) tal que 1.a = a.1 = a Va € A.

3. (Distributividad) Va,b,c € A, a.(b+¢) =ab+a.cy (a+b).c=a.c+b.c.
St ademds se satisface a.b = b.a para todo par a,b € A, el anillo se dird conmutativo.

Observaciones:

1) En la definicién, se pide 1 # 0, porque si fuera 1 = 0 resultqria que a = a.1 =
a.0 = 0 para cualquier elemento a € A, luego A = {0}.

2) Dado (A, +,.) un anillo unitario, el elemento 14 es unico.

3) Si (A, +,.) es una terna que satisface todos los puntos de la definicién de anillo
salvo la de existencia del 14, A se llamara un anillo sin unidad. Sin embargo, todo
anillo sin unidad puede incluirse en un anillo con unidad, esta afirmacion se precisara
en los ejercicios.

Son ejemplos de anillos (Z, +, .), (Q, +,.), (R, +,.), (C,+,.), (Zy, +, .), (k[z], +,.)(con
k un anillo).

Si (A, +,.) es un anillo, entonces también lo es M, (A) = { matrices de n x n con
coeficientes en A} con suma coeficiente a coeficiente y el producto usual de matrices.

Si X es un conjunto, AX = {f : X — A} hereda de A una estructura de anillo
sumando y multiplicando punto a punto. Restringiendo las operaciones definidas en
el ejemplo anterior, también son anillos C(R"), C*°(R"), y sus variantes tomando
subconjuntos adecuados de R".

Considerando los ejemplos Q, R, C con las operaciones habituales, vemos que en
esos casos el producto satisface una propiedad adicional, ya que para todo elemento
a no nulo existe otro elemento a’ tal que a.a’ = a’.a = 1.

Es decir que todo elemento no nulo de A tiene un inverso a izquierda (o sea,
dado a € A, existe @’ € A tal que a’.a = 1) y un inverso a derecha, que en estos
ejemplos coinciden (y en general, coinciden?).

Observaciéon: Si a es inversible a izquierda, dados x,y € A, ax = ay implica z = y.
Si todo elemento de A es inversible a izquierda y a derecha, A se dird un anillo

de divisién.

Observacion: Existen anillos de divisiéon no conmutativos, por ejemplo, los cuater-

niones.
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00
es claramente no nulo, sin embargo existen matrices no nulas z € M,(Q) tales que
x.z = 0 (en este caso z se llamard un divisor de cero a izquierda y z se llamard

Consideremos ahora el anillo de matrices M(Q). El elemento x = ( Lo )

. . . 0
un divisor de cero a derecha. Se ve facilmente que z = < ) no puede tener

0 0
un inverso a izquierda.

Generalizando este razonamiento a un anillo cualquiera A, es claro que si un
elemento es inversible a izquierda, entonces no puede ser divisor de cero a izquierda
(andlogamente a derecha).

Definicién 2.1.2. Un anillo A sin divisores de cero se dice un anillo integro. Si
ademds el producto en A es conmutativo, A se dird un dominio integro.

Observacién: Un dominio integro que es un anillo de divisién resulta un cuerpo.
Ejemplos:

1. (de anillo integro no conmutativo) Sea k un cuerpo, consideremos k{z,d,}, el
anillo de polinomios (no conmutativos) en x y d,, donde = y §, verifican la
relacién 6,.0 — x.0, = 1.

2. (de dominio integro que no es anillo de divisién) k[x] con k cuerpo.

3. (de anillo de divisién que no es conmutativo) El anillo de cuaterniones.

Consideremos ahora los anillos (Z,+,.) vy (R, +,.). Se observa que la suma y el
producto de enteros es en realidad la restriccién de la suma y el producto en R al
subconjunto Z, y que 17 = 1p. Es decir que Z hereda su estructura de anillo por ser
un subconjunto de R que cumple ciertas propiedades.

Definicién 2.1.3. Dado un anillo (A,+,.) y un subconjunto B de A, se dice que B
es un subanillo de A si y solo si:

1. (B,+) es un subgrupo de (A,+).
2.1, € B.
3. B es cerrado para el producto, es decir, dados x,y € B, entonces x.,y € B.

Ejemplos:
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1. (Z,+,.), (Q,+,.), (R,+,.), (C,+,.) son subanillos de cada uno de los siguientes.

2. k es subanillo de k[x].

3. El conjunto de funciones constantes de R en R es un subanillo de C(R).
Observaciones:

1. Todo subanillo de un anillo integro es integro. Sin embargo, si B es subanillo
de Ay B es integro, A puede no serlo.

2. Veremos mas adelante que si A es un dominio integro, puede encontrarse un
cuerpo K del cual A resulte un subanillo (por ejemplo, los enteros como subanillo
de los racionales).

A continuacién, se construird un importante ejemplo de anillo (ya que tener un
modulo sobre este anillo serd equivalente a tener un k-espacio vectorial sobre el cual
un grupo G actie):

Ejemplo: Dado un grupo G y un anillo de base k, se le puede asociar de manera
natural un anillo llamado anillo del grupo G y notado k[G]. Los elementos de k[G]
son combinaciones lineales finitas con coeficientes en k£ de elementos del grupo G, es
decir que como conjunto:

k[G]) = {Z Ag-g, tal que \; € k 'y A, = 0 salvo para finitos elementos de G }

geG

Notacién: {g € G / A, # 0} se llama soporte de > ;A9
La suma en k[G] se define pensando que los ele;mentos de G forman un base, es
decir:

Z Ag-9 + Z/vbh-h = Z(Ag + 11g).9

geG heG geG

Observacién: si las dos primeras sumas son finitas, la tercera también lo es.
El producto se define a partir del producto de GG, de la estructura de anillo de k, y del
hecho de que el producto tiene que ser distributivo con respecto a la suma, es decir:

O A09)- O pmh) = > Ngepn)-g-h =D O Agnr-))-g
geG heG h,geG geG heG

Por ejemplo, si se tienen dos elementos A.g, pu.h € k[G], el producto de estos dos es
simplemente (X.g).(p.h) = (Aw).(g.h), y si se tienen sumas finitas de elementos de este
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tipo, el producto se calcula a partir de los productos de cada sumando imponiendo
la ley distributiva.

(Ejercicio) Verificar que con esas operaciones (k[G],+,.) resulta un anillo con
unidad. ;Cuél es el neutro de la suma y el del producto? ;Y el inverso aditivo de un
elemento? ;Hay elementos que tengan inverso multiplicativo? ;Cudndo k[G] es un
anillo conmutativo?

Observacién: En la construcciéon anterior no se utilizé el hecho de que G fuera
un grupo, sino sélamente un monoide con elemento neutro. La asociatividad de G
implica la asociatividad del producto de k[G], el elemento neutro de G fucniona como
unidad del producto de k[G]. Se puede definir entonces el anillo de un monoide (con
elemento neutro) M, notado también k[M]. Por ejemplo k[Np]; este anillo se llama
anillo de polinomios en una variable a coeficientes en k.

2.2 Morfismos

En un anillo existen una estructura de grupo abeliano y una multiplicacién, luego,
asi como en el caso de grupos interesaban particularmente las funciones que respe-
taban la estructura de grupo, dentro de la clase de funciones entre anillos que sean
morfismos de grupos abelianos, nos interesaran aquellas que también respeten la es-
tructura multiplicativa.

Definicién 2.2.1. Dados dos anillos unitarios (A, +a,.4) y (B, +5,.5), un morfis-
mo de anillos unitarios entre A y B es una funcion f : A — B que verifica:

1. f:(A,+4) — (B,+5) es un morfismo de grupos.
2. fla.ad') = f(a).gf(d') para todo a,da’ € A.
3. f(la) =1p

Un morfismo se dird monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo si lo es como
morfismo de la estructura de grupo abeliano subyacente.

Ejemplos:

1. Las inclusiones Z C Q C R C C C H son todas morfismos de anillos.
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2. Sea k un anillo con 1, Gy H grupos y f : G — H un morfismo de grupos. Si
se define el morfismo “k[f]”, k[f] : k|G] — k[H] a partir de la férmula:

k[f] (Z >‘g‘9> = Z)‘g'f(g)

geG geG

entonces k[f] es un morfismo de anillos unitarios. Ademds vale que klidg] =
tdyq y si f y h son dos morfismos de grupos con dominios tales que se puede
componer, entonces k[foh| = k[ f]ok[h], es decir, la asignacién k[—] : Gr — Any,
G — k|G| es funtorial.

3. La funcién 7 : Z — Z,, (r — 7) es un morfismo de anillos.

4. Si A es un anillo existe un tinico morfismo de anillos f : Z — A

5. Sea X un abierto de R", zp € X y A = C(X) 6 C"(X) 6 C*(X), entonces
evy, : A — R (f — f(z0)) es un morfismo de anillos.

6. Sea A un anillo, a € A, ev, : Z[X] — A, P =" N.at = Y A\.a' es un
morfismo de anillos.

Observaciones: La composicién de dos morfismos de anillos es también un morfismo
de anillos, y dado un anillo A, id4 es trivialmente un morfismo de anillos, luego la
clase de objetos formada por los anillos junto con los morfismos de anillos forman una
categoria (ver apéndice de categorias). Remarcamos entonces que una categorfa con-
lleva sus propias definiciones de epimorfismo, monomorfismo e isomorfismo, que no
tienen necesariamente que coincidir con las definiciones que dimos anteriormente, ya
que para hacer esas definiciones s6lo se tuvo en cuenta la estructura de grupo abeliano
subyacente y se “olvidé” la multiplicacién. Sin embargo, las nociones de monomor-
fismo e isomorfismo definidas antes y las nociones categoricas coinciden en este caso.
Dejamos como ejercicio los monomorfismos, haremos la cuenta para isomorfismos.

Sea f : A — B un isomorfismo de anillos, es decir un morfismo de anillos, que
como morfismo de grupos abelianos es un isomorfismo. Luego existe g : B — A
morfismo de grupos abelianos tal que fog =idg y go f = id, basta ver que g es
morfismo de anillos. Sean b, b’ € B, entonces

flg(b.b')) = idp(b.) = b = idp(b).idp(b) = f(g(b))-f(g(V)) = f(g(b).g(t))

como f es isomorfismo, en particular inyectiva, resulta g(b.b') = g(b).g(b'). Ademés
como f(lA) = 13, 1A = ZdA(lA) = g(f(lA)) = 9(13)
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Ejemplo: Sea la inclusion 7 : QQ — R, que es un morfismo de anillos. ;Hay otros
morfismos de anillos ademés de ese? La respuesta es no, porque si f : Q — R
es un morfismo, al ser aditivo resulta f (2) = m.f (1), como ademds f(1) =1y
1= n% = 1=n.f (%), al estar en un cuerpo se puede dividir por n y se obtiene
f (%) = %, es decir, f es la inclusién. Si en cambio buscamos morfismos en el
otro sentido, f : R — @, para un € R no nulo se tiene 1 = f(1) = f(x.xz™!) =
f(x).f(z™1), es decir, f(x) no puede ser cero si x no lo era, por lo tanto todo morfismo
de anillos que sale de R tiene nticleo cero y por lo tanto es inyectivo (esto sucede para
todo morfismo que “sale” de un cuerpo), pero una razén puramente conjuntista nos
recuerda que no puede haber ninguna funcién inyectiva de R en Q ya que R tiene
cardinal estrictamente mayor que Q.

Los epimorfismos categoricos no tienen por qué ser necesariamente funciones sur-
yectivas. A partir del ejemplo anterior con QQ, se puede ver facilmente que todo mor-
fismo de anillos que “salga” de Q queda univocamente determinado por la condicion

f(1) = 1. De este hecho se desprenden dos cosas:

e Dado un anillo B, o bien existe un tinico morfismo de anillos f : Q — B o bien
no existe ninguno. ;Cuando si y cudndo no? (Sugerencia: ver primero que dado
cualquier anillo B, siempre existe un tinico morfismo de anillos Z — B.)

e La inclusién i : Z — Q es un epimorfismo categérico (en la categoria de anillos
unitarios y morfismos de anillos unitarios).

A diferencia del caso de grupos, en el que dados dos grupos siempre habia por lo
menos un morfismo de grupos entre ellos (el morfismo nulo), en este caso la condicién
de “f(1)=1" (mas la de multiplicatividad) restringe muchisimo las posibilidades de
morfismos entre anillos, hasta tal punto en que dados dos anillos puede no haber
morfismos de anillos entre ellos, o haber sélo uno.

2.3 Ideales bilateros

Dado un morfismo de anillos f : A — B, es claro (verificar) que Im(f) C B
ademds de ser un subgrupo de B, también es un subanillo, sin embargo, Ker(f) no es
un subanillo, porque por ejemplo 1 ¢ Ker(f) (f(1) =1 # 0), aunque si sigue siendo
un subgrupo. Para el caso de grupos, habiamos visto que no todo subgrupo es nicleo
de un morfismo de grupos, sino que esto solo sucede para los subgrupos invariantes.
En un anillo, la estructura subyacente de grupo es conmutativa, por lo tanto todo
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subgrupo es invariante, sin embargo no todo subgrupo es el nicleo de un morfismo de
anillos. Si A es un anillo e I es un subgrupo de (A,+), A/I es un grupo abeliano, la
definicién que daremos ahora es la que clasifica exactamente a los subgrupos I de un
anillo tales que A/I hereda de A una estructura de anillo (de hecho al igual que en
el caso de grupos, tal estructura es unica) tal que la proyeccion al cociente A — A/I
sea un morfismo de anillos:

Definicién 2.3.1. Sea A un anillo e I un subgrupo de (A,+). I se llamard ideal
bilatero si y sdlo si para todo x € I, a € A tanto a.x como x.a pertenecen a I.

Nota: Si sélo se pide la condicién “a.x € I Vo € I, a € A” el ideal se llamarda
ideal a izquierda, y si se pide sélo la condicion “z.a € [ Vx € I, a € A” el ideal se
llamard ideal a derecha, estas distinciones se desvanecen si el anillo es conmutativo,
pero en el caso general pueden no coincidir.

El ejemplo fundamental es: sea f : A — B morfismo de anillos, entonces Ker( f)
es un ideal bilatero. Es claro que es un subgrupo de A, y si x € I y a € A entonces

flax) = fla).f(x) = f(a).0 =0=0.f(a) = f(z).f(a) = f(z.0)

es decir, a.x y z.a estan también en el nucleo de f. Notar que aunque el anillo A
no sea conmutativo, si f : A — B, Ker(f) es siempre un ideal bildtero, porque cero
multiplicado por cualquier cosa da cero, sin importar que se lo multiplique a derecha
0 a izquierda.

Ejemplos:

1. Sea A un anillo conmutativo y b € A, entonces el conjunto de los miiltiplos de
b, notado (b) = {b.a /a € A} es un ideal bildtero. Subejemplos de éste son m.Z,
o en k[X] los multiplos de un polinomio fijo P.

2. Notar que todo subgrupo de Z es m.Z para algin m, y todos ellos son ideales.
Si k es un cuerpo, entonces todos los ideales de k[X] son como en el ejemplo
anterior, es decir, los multiplos de un polinomio fijo (ejercicio: demostrarlo,
sugerencia: tomar la funcion “grado” e imitar la demostracién de que en Z los
unicos subgrupos son m.Z). Si tomamos en cambio k[X,Y] eso ya no es més
cierto, tampoco es cierto para Z[X].

3. Si [ es un ideal bilatero de A, M, (I) := { matrices de n X n que en cada lugar
tiene elementos de [}, es un ideal bilatero del anillo M,,(A).
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4. Sea X un abierto de R" y g € X y A = C*(X), entonces I,, = {f € A tal
que f(zg) = 0} es un ideal de A (de hecho, es el niicleo de la evaluacién en z).

5. Sea A = C(R), entonces I = {f € A / sop(f) es acotado } es un ideal de A
(sop(f) = {x / f(x) # 0}).

Observaciones: 1) Si [ es un ideal y 1 € I entonces I = A, lo mismo si a € [
y a es una unidad. Un anillo A siempre tiene por lo menos dos ideales bilateros,
{0} (corresponde a Ker(idy : A — A)) y todo A (que no es un nicleo a menos que
incluyamos anillos con 1 = 0), sin embargo, puede suceder que éstos sean los tinicos
(por ejemplo si A es un cuerpo o un anillo de divisién), en ese caso A se dird un anillo
simple. Todo anillo conmutativo simple es un cuerpo (ejercicio), pero en el caso no
conmutativo hay anillos simples que no son de divisién, por ejemplo M, (k) con k
cuerpo o anillo de divisién.

2) Si f: A — B es un isomorfismo de anillos, entonces los ideales bilateros de A
estan en correspondencia 1-1 con los ideales bilateros de B. Un hecho notable con las
matrices es que si I C A es un ideal bildtero de A entonces M, (1) es un ideal bilatero
de M, (A), y ademds esos son todos los ideales bilateros de M, (A), sin embargo A y
M,,(A) (n > 1) nunca son isomorfos como anillos. De cualquier manera, los anillos A
y M, (A) comparten muchas otras propiedades; este hecho serd tratado en el Capitulo
de Morita.

3) Sily J sonideales de A, sea I.J ={>""  x;.y;/x; € I,y; € J}. Entonces I.J
es un ideal (bilatero?) e I.J estd contenido en I y en J.

4) Si Iy J son ideales de A, sea I +J ={x+y/x € I,y € J}. Entonces I + J es
un ideal.

5) La interseccién de ideales es un ideal.
6) Si I, Ji,...,J,, son ideales de A, entonces I.(J; + ...+ J,) =1.J1 + ...+ 1.J, .

7) Dado un elemento a € A, se obtiene un ideal (por ejemplo a izquierda) de A
de la siguiente forma:

Sea (a) = {x.a/z € A}. Este es el menor ideal a izquierda de A que contiene a a,
se llama el ideal principal generado por a.

8) Sea A un anillo integro. Dados a,b € A (ambos no nulos), entonces (a) = (b) <
Ju € U(A) tal que a = ub.

9) Si ay,...,a, € A, el ideal generado por ay,...,a, (denotado (ai,...,a,)) es
la interseccion de los ideales de A que contienen a todos los a;. Por ejemplo, en Z,
(2,3) =Z, (2,4) =2.Z, en Q[z], (z — 2,2 — 3) = Q[z].
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2.4 Cocientes

Vimos que todo ntcleo de un morfismo de anillos es un ideal bilatero. Como
en el caso de grupos, veremos que dado un ideal bilatero cualquiera I de un anillo
A, siempre existe un anillo B y un morfismo f : A — B tal que I = Ker(f).
La construccion es similar al caso de grupos, se trata de definir una relacion de
equivalencia entre los elementos de A de manera de que el conjunto cociente admita
una estructura de anillo.

Dado I, decimos entonces que dos elementos a y @' de A estan relacionados <
a—a €1. Sea A/I el conjunto de clases de equivalencia, A/l ={a / a € A}.

Sabemos que, como [ es un subgrupo (normal) de (A, +), A/I es un grupo abeliano
y que m: A — A/I es un morfismo de grupos. La estructura de grupo sobre A/I esté
definida por @+ @’ = a + @’. Definimos un producto en A/I por la férmula:

a.a’' = a.a
Hay que ver que:

e La multiplicacion estd bien definida en el cociente, i.e. sia = by d =U hay
que verificar que a.a’ = b.l/.

o (A/I,+,.) esun anillo (con 1,y 1 #0si I # A).
e 7:A— A/I es un morfismo de anillos con Ker(w) = I.

Una vez vista la buena definicién, el hecho de que (A/I,+,.) es un anillo con unidad
es obvio. También es obvio que 7 es un morfismo de anillos, ya que la multiplica-
cién en A/I estd definida como la tnica posible para la cual 7 es multiplicativa, y
que Ker(m) = I, viendo sélo las estructuras de grupos. Veamos entonces la buena
definicion:

Sean a,a’,b,b/ € Atalesque@a=byd =¥. Llamandox =a—bey =d — 1,
tenemos que la condicién @ = b es equivalente a la condicién x € I, y lo mismo para
y. Cuando hacemos la cuenta a.a’ y la calculamos a partir de b y b’ tenemos:

a.d =(b+x).b +y) =00+ (by+zb +2zy)

Al ser I un ideal bilatero tanto b.y como z.b' y x.y pertenecen a I, por lo tanto
a.a = bV +by+abl+xy =0bb +0=0bb. Aqui fue fundamental el hecho de
que I sea un ideal bilatero, y no sélo a izquierda, o a derecha. Si I es un ideal a
izquierda pero no bilatero, entonces A/I no admite ninguna estructura de anillo tal
que la proyeccién al cociente sea un morfismo de anillos.
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Observacion: Como en el caso de grupos, el anillo cociente es una construccion que
resuelve un problema de tipo universal con respecto ahora a los morfismos de anillos.

Proposicién 2.4.1. (Propiedad universal) Dado un anillo A y un ideal bildtero I, el
par (A, : A — AJI) tiene las siguientes dos propiedades:

o 7:A— A/l es un morfismo de anillos con I C Ker(m).

e Si B es un anillo cualquiera y f : A — B un morfismo tal que I C K_er(f)
entonces existe un unico morfismo de anillos f : A/l — B tal que f = fom.
El diagrama correspondiente es:

A-—TL-p

1
ﬂl -
s f

A/l

Demostracion: El primer punto de la proposicion es claro. Supongamos que se tiene
f: A — B un morfismo de anillos con la propiedad I C Ker(f). Como 7: A — A/I
sigue siendo un morfismo de grupos con su propiedad universal, y f es en particular
un morfismo de grupos, se tiene asegurada la existencia y unicidad de la funcién f, y
ademds también sabemos que es un morfismo de grupos, asi que sélo falta ver que es
multiplicativa. Recordamos que f estd definida por

f@) = f(a) Vo€ A

A partir de esa férmula y de la multiplicacién en el cociente es claro que f es multi-
plicativa cuando f lo es pues

faa) = 7
= f(
/

Como siempre dos objetos que verifican una misma propiedad universal resultaran
isomorfos (verificar! sugerencia: calcar la demostracién de grupos).

Corolario 2.4.2. Sea f : A — B un morfismo de anillos, entonces se tiene el iso-
morfismo de anillos

A/ Ker(f) = Tm(f)
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Demostracién: basta notar que Im(f) es un subanillo de B y que f : A — Im(f)
también es un morfismo de anillos. Ya sabemos que f : A/ Ker(f) — Im(f) da un
isomorfismo de grupos abelianos, pero como Ker(f) es un ideal bildtero, la propiedad
del cociente asegura que f también respeta el 1 y la estructura multiplicativa.

Ejemplos:

1.

2.

SineN, Z, = Z/n.Z (isomorfismo de anillos).

Sikesunanilloy a € k, ev, : k[X] — k es un epimorfismo de anillos con nicleo

(X —a) (verificar!), luego k[X]/(X —a) = k.

Consideremos R[X], i € C, y la evaluacién ev; : R[X]| — C definida por

n n
E Clka — E akik
k=0 k=0

El polinomio X? + 1 est4 en el ntcleo de ev;, verificar que en realidad
Ker(ev;) = (X% + 1), y por lo tanto R[X]/(X? + 1) = C.

Si X es un abierto de R" y zp € X entonces C(X)/{f € C(X) / f(zo) =0} = R.
Si I C A es un ideal bildtero entonces M, (A)/M,(I) = M, (A/I).

Sea A un anillo y ¢ € A un elemento tal que e? = e (notar que si e* = e entonces
(1—e)? = (1—e¢)). Este elemento permite construir otro anillo asociado a A que
es el conjunto e.A.e = {e.x.e / ©x € A}. Este es un anillo con 1. 4 . = e utilizando
la multiplicacion de A restringida a e.A.e. Notar que nunca es subanillo a
menos que e = 1 y por lo tanto e.A.e = A, y que el uno no es cero en e.A.e
siempre que e # 0. Ver que si e conmuta con los elementos de A entonces
Te : A — e.A.e = e.A definida por 7.(z) = e.xz.e = e.x es un morfismo de anillos
suryectivo con nicleo Ker(7.) = (1 —e).A, es decir e. A = A/(1 — e).A.
o Sea A= M,(k)ye = (e;)i definido por e;; = { Losii=j=1 Verificar
I " 0  otro caso
que €2 = e y que e.A.e = k Sin embargo 7. : M,,(k) — e.M,(k).e = k no
es multiplicativo, jpor qué?

Si H<G y k es un anillo, entonces k[r| : k[G] — k[G/H] induce un isomorfismo
E[G]/{((1—=h) : he H) = k[G/H].
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2.5 Producto de anillos

Sean (Aa, +a,-o) (o € I) una coleccién de anillos indexados por los elementos de
un conjunto no vacio I. Para dar una estructura de anillo al producto cartesiano de
los A,, consideramos la suma y el producto definidos coordenada a coordenada. Es
facil ver que con estas operaciones obtenemos un anillo denotado (], .; Aa, +,-).

Este anillo tiene las siguientes propiedades:

1. Para todo 3 € I existe un epimorfismo Ilg : [[,.; Aa — Ap (la proyeccién en
la coordenada (3).

2. Si A" es un anillo provisto de morfismos de anillos fz : A" — Ag(Vp € 1),
entonces existe un tnico morfismo f : A* — A tal que llzo f = fz. O sea,
el siguiente diagrama conmutativo se completa de manera tnica por la flecha
punteada:

A/i>Aﬁ

ITAq

ael

Es decir que para definir un morfismo de un anillo A" en [],.; Ao basta definir
morfismos de A" en cada uno de los Ag (3 € I).

Se observa que esta es otra construccién de tipo “universal” (como por ejemplo
el cociente), y que cualquier otro anillo que verificara (1) y (2) serfa necesariamente
isomorfo al producto [],.; Aa.

Un caso particular de esta construccion resulta cuando A, = A, para todo o € I.
En esta situacién, [],.; Aq es el anillo de funciones A’ (recordar que en este anillo el
producto y la suma se definen a partir de las operaciones de A).

Ejemplo: Si G es un grupo y k un anillo, tomar k¢.

2.6 Localizacion

En esta seccién analizaremos la construccién de Q a partir de Z “agregando”
inversos multiplicativos a Z, veremos generalizaciones de esta construccion y la inter-
pretacion geométrica que se le puede dar en ciertos ejemplos, lo que motiva el nombre
de dicha construccién.
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Cuando se trabaja con niimeros enteros, hay operaciones que no se pueden realizar,
como invertir elementos que no sean ni 1 ni —1, por ejemplo una ecuaciéon que se
escribe

axr=="b

no siempre se puede resolver, porque no es valido “pasar a dividiendo”. Si uno mira
esa ecuacion en (Q no tiene ningin problema, la resuelve, y el resultado da en Q. Lo
que se realizé al pasar de Z a Q es invertir todos los elementos de Z (salvo el 0).
Ademas QQ es de alguna manera un anillo minimal con la propiedad de contener a Z
y a los inversos de los nimeros no nulos. Més precisamente (0 mds categdricamente),

Proposicién 2.6.1. El par (Z,i: 7 — Q) tiene las siguientes dos propiedades:

e Sin € Z es un elemento no nulo, entonces i(n) =2 es una unidad de Q.

1
o Sif:7Z — B esun morfismo de anillos tal que_f(n) es una unidad de B Vn # 0,
entonces existe un unico morfismo de anillos f : Q — B tal que foi= f.

Demostracion: Es claro que si existe un morfismo de anillos de Q en otro anillo B,
éste debe ser tinico a partir de la condicién f (%) = 1p. Para ver la existencia, basta
definir

() = g(m). )

que tiene sentido porque la hipétesis es que f(n) es inversible para todo n # 0.

Queda como ejercicio verificar que este morfismo f cumple las condiciones pedidas

(por ejemplo f () = f(m).f(1)"" = f(m).1 = f(m)).

La construccion en general se hard segin las siguientes lineas: dado un subconjunto
S (con ciertas propiedades) de un anillo A se buscara otro anillo y una aplicacién de
A en éste de tal manera de que los elementos de S se mapeen en unidades, es decir, tal
que la imagen de S esté incluida en las unidades. La construccién seguird la intuicion
de escribir fracciones ¢ con elementos a € Ay s € S, sumando y multiplicando como
fracciones.

Definicién 2.6.2. Sea S C A un subconjunto de un anillo A. S se dird un subcon-
junto multiplicativamente cerrado si:

e Para todo par s,t € S, st € 5.
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e lcsS.

La primera propiedad es la que le da el nombre de multiplicativamente cerrado,
si S verifica la primer propiedad pero 1 ¢ S, entonces S = S U {1} verifica las dos.

Se trata de construir a partir de A y S un anillo Ag en el que todo elemento de S
sea inversible (en el caso anterior, A =7, S =7 — {0} , As = Q) y tal que exista un
morfismo de anillos A — Ag que factorice todo morfismo de anillos que salga de A,
en el que las imagenes de los s € S sean inversibles.

Definimos entonces Ag:

Como conjunto, As = {(a,s) € Ax AJa € A;s € S}/ ~, donde (a,s) es equi-
valente a (d/,s") & 3t € S tal que (as’ — a’s)t = 0 (verificar que es una relacién de
equivalencia, ;Qué propiedades de S se usan para eso?)

Usaremos la siguiente notacién (a, s) = a/s.

Definiendo en Ag las siguientes suma y producto, se tendra una estructura de
anillo:

e a/s+d/s = (as'+d's)/ss

e (a/s).(d'/s") = (ad'/ss)

Ejercicio: verificar que las operaciones estdan bien definidas y que (Ag, +,.) re-
sulta un anillo con elemento neutro 1/1.

Se tiene entonces un morfismo de anillos i : A — Ag (a +— a/1) tal que la imagen
por i de un elemento s € S es inversible, de inverso 1/s. Ademds, si B es otro anillo
y f: A — B un morfismo tal que f(s) € U(B),Vs € S, entonces existe una unica

f:As — Btal que foi= f (f estd definida por f(a/s) = f(a).(f(s))™}).
Ejemplos:
1. Si A esun anilloy S CU(A), entonces Ag = A.

2. Si0 €S, entonces Ag = {0} porque a/s = 0/1 si y sélo si existe t € S tal que
t(a — s) =0, lo cual siempre se verifica si se permite ¢t = 0.

3.Sea A=17,5 =1{1,2,2% ..} ={2" /i € Ny}. Entonces Ag = {m/2" : m €
Z,ieL}=17[L).
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4. Sea X un espacio topolégico (por ejemplo R con la topologia usual), A = C'(X)

ysean xg € X, S ={f € A: f(xo) # 0}. Entonces As = {f/g: f,g: X —
R, g(z9) # 0}/ ~. (la notacién f/g se usa en este caso de forma coherente
con la notacién dada para localizaciones y no para indicar cociente de funciones
definidas sobre X). En Ag, fi/g1 ~ f2/g92 < 3h € S tal que h(f1g92— fag91) = 0.

Pero h € S quiere decir que h(xy) # 0. Como h es continua, debe existir un
entorno U de xy en X tal que h|U # 0. Entonces, si x € U, h(zx) es inversible
en R, pero:

h(z)(fi(2)ga2(2) = fo(2)g1(x)) = 0 entonces (f1(z)/g1(2) = fa(2)g2(2))

(Observar que existen entornos Uy y Us de z tales que si x € Uy N U, entonces
g1(x) # 0 # go(x), luego se toma U’ = U; NU; N U entorno de z).

Por lo tanto, dos funciones coinciden como elementos de Ag si y solo si existe
un entorno U’ de z( sobre el cual coinciden.

Este tltimo ejemplo (ademds de motivar el nombre de localizacién muestra que

la aplicacién i : A — Ag no siempre es inyectiva.

2.7 Ejercicios

1. Sea (A, +,.) un anillo. Ver que el producto en M, (A) dado por

n
(m.n)ij = Z MM
k=1

(my n son dos matrices con coeficientes en A, (m);; = m;;, idem n) es un producto asociativo,
poniendo ademads la suma coordenada a coordenada, M, (A) es un anillo. Ver que si n > 1,
M,,(A) nunca es conmutativo, sin importar si A lo es o no.

. Sea A un anillo conmutativo. Convencerse de que det : M, (A) — A es una funcién mul-

tiplicativa, es decir, que la misma demostracién que se us6 en algebra lineal para ver que
det(M.N) = det(M).det(N) vale. Ver que M € M, (A) es inversible si y s6lo si det(M) es
una unidad. Encuentre todos los elementos de U(M2(Zy4)).

3. Sea G3 = {1,t,1%, con t3 = 1}, A = R[G3].

(a) Seae=3(1+t+t*)ye =(1—e). Ver que e =e¢, =€ yee =0=c¢c.
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(b) Sea B el anillo e.Ay C el anillo ¢’. A con la multiplicacién inducida por la de A. (;porqué
no son subanillos de A?). Probar que la aplicacién

A— BxC

aw (e.a,e.a)
define un isomorfismo de anillos, en donde B x C' tiene la suma y producto coordenada
a coordenada (b, c)(V', ) = (b, cc’).

(¢) Ver que B tiene dimensién (sobre R) 1 y C tiene dimensién 2, una base de B es por
ejemplo {e}, y una base de C es {¢/, f} donde f =t —t> = ¢'.(t — t?). Ver que valen
los siguientes isomorfismos de anillos:

i. BER (e.(zl4yt+2t2)—z+y+2)
ii. f2=-3.¢, luego C = C via (a.€/ +b.j) — a + b.i, donde j = %

4. Sea A = C|G3], w € C una raiz ctubica primitiva de la unidad, e; = %(1 +t+12), en =
Tl wt+wit?), es =11+ wt +wt?).

(a) ejej=0sii#£j, el =e; (i,j =1,2,3) ye; +ea+e3=1.

(b) Los anillos e;.A tienen dimensién (sobre C) igual a uno y son isomorfos a C (isomorfismo
de anillos).

(c) La aplicacién

A— 61(C X 62@ X 63@

a— (e1.a,es.a,e3.a)

es un isomorfismo de anillos tomando en e;C x e5C x e3C la suma y el producto coor-
denada a coordenada (es decir, con la estructura producto).

5. Sea A un anillo y A[[z]] (llamado series formales con coeficientes en A e indeterminada z) el
siguiente conjunto:

Allz]] = ANo — { funciones de Ny en A}

donde se adopta por notacién Y a,z™ = la funcién que a cada n € Ny le asigna a,, € A. Se
define en A[[z]] la operacién:

n
(Z ana:").(z bpa™) = Z(Z agbp—g)x"
k=0
Ver que estd bien definida y si definimos

(Z anx™) + (Z bpa™) = Z(an + by)z"

entonces A[[z]] resulta un anillo. jquién es 147,77 Sea s € A[[z]], entonces 1+x.5 es inversible

en Af[z]].
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Sea A un anillo, probar:

(a) Siae A—U(A) entonces existe un ideal a izquierda maximal que contiene a a.

(b) Sia € A es un elemento nilpotente, es decir, existe n € N tal que a™ = 0, entonces
1 — a es una unidad.

(¢) 1—a.besunidad siy sélo si 1 — b.a es unidad. (sug.: demuéstrelo primero suponiendo
que a.b es nilpotente para asi hallar una relacién entre (1 — a.b)~! y (1 — b.a)~1, ver
despues que esa relacién vale en general).

Hallar todas las unidades de Z[x]/(z3).

Sea P C A un ideal de un anillo conmutativo A. Diremos que P es un ideal primo si cada
vez que a.b € P entonces a € P o b € P. Demuestre:

o Si A=7 eI =n.Z entonces I es un ideal primo si y sélo si n es un niimero primo.
e Todo ideal maximal es primo.
e [ es un ideal primo si y sélo si A/I es un dominio integro.

e ] es un ideal maximal si y sélo si A/I es un cuerpo.

Si I es un ideal bilatero de A entonces M, (I) es ideal bildtero de M, (A) y M,(A)/M,(I) =
M, (A/I).

Sea A=klx], f € Ael={(f). Ver que A/(f) es un cuerpo si y sélo si f es irreducible.

Sea k un cuerpo y sea k[i] un k-espacio vectorial de dimensién 2, con base {1,i}, o sea, todo
elemento de k[i] es de la forma a.1+4b.i con a, b € k, que también notaremos a+b.i. Definimos
el producto

(a+b.1).(c+ d.i) :==ac— bd + (ad + bc).1
Ver que k[i] es un anillo. Si k = Zy 6 Zs, entonces k[i] no es un cuerpo, si k = Zs si es un

cuerpo, también si k = Zr.

Un anillo A se llama anillo de Boole si todos sus elementos son idempotentes (i.e. z? = x

para todo z € A). Probar:
(a) Todo anillo de Boole es conmutativo y Va € A,a = —a.
(b) Todo subanillo y todo cociente de un anillo de Boole es anillo de Boole.

(c) Si X es un conjunto, entonces P(X) (las partes de X con la operacién + = diferencia
simétrica, y producto = interseccién, es un anillo de Boole.

(d) Todo anillo de Boole es un Zs-espacio vectorial.

(e) Sea X un conjunto, entonces Zy = Func(X,Zs) es un anillo de de Boole.

Sea f : R — R un morfismo de anillos. Ver:

(a) F(QCcQy f|@ :Q — Q es la identidad.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(b) f:R — R es necesariamente creciente.
(C) f = idR.

Sea k un cuerpo. Basdndose en la demostracién de que Z es un dominio principal y usando
la funcién grado gr : (k[z] — {0}) — Ny ver que k[z] es también un dominio principal.

Enteros de Gauss. Sea Z[i] la subalgebra de C generada por i, es decir, los elementos de C de
la forma a + b.i con a y b en Z. Sea N : Z[i] — Ny la funcién (llamada norma) definida por

N(a+b.i) = |a+b.i]* = a* + b?

(a) Ver que N(z.y) = N(z).N(y) Vx,y € Z][i].

(b) Ver que si x,y € Z[i] entonces existen (no necesariamente tnicos) ¢, r € Z[i] tales que
x = q.y+r donde N(r) < N(y). (sugerencia: hacer primero la cuenta en Q[i] y después
volver (como pueda) a Zl[i]).

(¢) Deducir que Z[i] es un dominio principal, por lo tanto de factorizacién unica.

(d) Ver que Z[i]/{5) = Z5[i] que no es un cuerpo, por lo tanto (5) no es un ideal maximal,
por lo tanto 5 se puede factorizar, factoricelo.

Sea A integro, entonces j : A — Ag (a + {) es inyectiva para cualquier S subconjunto
multiplicativamente cerrado (de aqui en adelante se entiende que 0 ¢ S). En general, j : A —
Ag es inyectiva si y solo si S no tiene divisores de cero. Dar un ejemplo en que j no sea

inyectiva.

Sea P C A un ideal primo, entonces Sp := A\ P es un subconjunto multiplicativamente
cerrado. Idem con M C A un ideal maximal y Syq = A\ M. NOTACION: para estos casos,
se escribird Ap 1= Aq\p, idem A

Sea A = C(R) las funciones continuas sobre Ry g € R. Sea M = {f € A/ f(xg) =0}. Ver

que es un ideal maximal, y que { = ¢ en Apq siy solo si existe un entorno de xg en donde f
y g coinciden.

Sea la aplicacion A — []f max. Am dada por a — {{}a max. en donde cada § pertenece
al Apq correspondiente. Ver que esa aplicacion es inyectiva. (sugerencia: si a es una unidad,
ver que 7 es distinto de cero en cualquier localizacién; si @ no es una unidad, entonces existe
un maximal M que contiene a a, ver que { # 0 en el localizado por ese maximal).

Sea A=CR),U=(0,1), Su={feA/ f(t) A0Vt e (0,1)}. Probar
(a) Sy es un subconjunto multiplicativamente cerrado.
(b) Seares: C(R) — C(0,1) el morfismo f — f|(,1). Ver que es un morfismo de anillos, y

que Sy se mapea en unidades, luego ese morfismo se factoriza por Ag,,

C(R) % (0, 1)

7
. -
J Ve
e
e

As

U
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Ver que la flecha punteada es inyectiva.

(opcional) Suryectividad de la flecha punteada: si f € A, f = fy — f- con fi y f-
mayores o iguales que cero, asi que para ver que toda funcion continua sobre (0,1) es
el cociente de una continua sobre R dividida por otra continua que no se anula sobre
(0,1) basta demostrarlo para las funciones positivas. Ahora dada f € C(0,1), f > 0,
se define f1(x) := max{l, f(x)} y g := f — f1. Ver que tanto f; como g pertenecen a
C(0,1), ademds f; se puede extender a una funcién continua globalmente definida.
Sea s : R — R definida por

0 six ¢ (0,1)
s(z) = x si0<z<1/2
1—-2 sil/2<z<1

Ver que s es continua y que s € Sy. Ademads s.g es una funcién que puede ser definida de

manera continua sobre todo R, y la funcién f original en C'(0,1) proviene del elemento
fi (s-9)

41 Jr A

1 s



3
Modulos

3.1 Modbdulos: primeras definiciones y ejemplos

Dado un anillo A, nos interesa estudiar su categoria de representaciones, que esta
formada por objetos llamados mdédulos en los cuales A actia, y por funciones entre
tales objetos que respetan la accion de A.

Sabemos que si (M, +) es un grupo abeliano, entonces End(M) = {f : M —
M/ flx+vy) = f(x)+ f(y) ¥V x,y € M} es un anillo con el producto dado por
composicién de funciones.

Definicién 3.1.1. Un A-mdédulo a izquierda es un grupo abeliano (M, +) provisto
de un morfismo de anillos

p:A— End(M)

a b= Pq

Es decir, dar una estructura de A-mdédulo a un grupo abeliano M es asignar a
cada elemento a € A una transformacién del grupo M. La condicién de que esta
asignacion sea un morfismo de anillos dice que

2. Pab = Pa © P

3. Pa+b = Pa T Pb (le pa-i—b(m) = pa(m) + pb(m) para todo m € M)

Ejemplos:

29
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1. M= Ay pa(b) = ab.
2. Si A=k es un cuerpo y V un k-espacio vectorial, p)(v) = A.v.

3. Dado M un grupo abeliano, End(M) es un anillo y por lo tanto existe un tinico
morfismo de anillos Z — End(M). Luego todo grupo abeliano es, de manera
Unica, un Z-modulo. Explicitamente, el morfismo de estructura esta dado, por
ejemplo para los n > 0, por p,(m) = m +m+ ... + m n-veces.

4. Si G es un grupo que actia por morfismos de grupos en un grupo abeliano
M, entonces M es un Z[G]-moédulo tomando p,(m) = gm (g € Gy m €
M) y extendiendo p linealmente. El médulo M también se denomina una
representacion de G.

5. Si V es un k-espacio vectorial y G es un subgrupo de GL(V'), entonces V' es un

k[G]-médulo.

Otra manera de mirar la estructura de A-médulo a izquierda de un grupo abeliano
(M, +) es pensar que se tiene una funcién A x M — M que asigna un par (a,m) a
un elemento “a.m”, donde a.m es una notacién para designar a p,(m). El hecho de
que p sea un morfismo de anillos entre A y End(M) se escribe en esta notacién como:
(a,be A, z,y € M)

1. .o = =.

2. (ab).m = a.(b.m).

3. (a+0b).m=am—+bm.

4. y teniendo en cuenta que p, € End(M), a.(x +y) = a.x + a.y.

Se puede a tomar estas tltimas 4 propiedades de una funcion A x M — M como de-
finicién estructura de A-médulo a izquierda, la equivalencia entre las dos definiciones
es inmediata.

Ejemplos:
1. El grupo abeliano {0} es un A-médulo para cualquier anillo A.

2. Si M es un grupo abeliano y A = End(M) entonces M es un A-moédulo con la
accién End(M) x M — M dada por (f,m) +— f(m). Verificar que esta accién
corresponde al morfismo de anillos id : A — End(M).
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3. Si I es un conjunto y M un A-médulo, se define, en el grupo abeliano M’ = {
funciones f : I — M}, una estructura de A-médulo por a.{m;}ic; := {a.m; }ies
(donde como siempre {m;};c; es la notacién para la funcién i — m;).

4. M, (A) es un A-médulo con (a.m);; = a.my;.

5. Si V' es un k-espacio vectorial de dimensién n, entonces es un M, (k)-médulo
({por qué?).

Observaciones: En un A-médulo M (ejercicio) se verifican:
l.a0=0VacA.
2.0m=0VmeM.
3. (—a).m = —(a.m).

De manera similar se puede definir un A-moédulo a derecha a partir de una funcion
M x A — M que verifique propiedades andlogas a 1.- 4.

Ejercicio: escribir la definiciéon de A-mdédulo a derecha, ver que equivale a tener una
funcién A — End(M) con ciertas propiedades, escriba esas propiedades.

Si A es un anillo conmutativo y M es un A-moddulo a izquierda, entonces se puede
definir sobre M una estructura de A-mddulo a derecha mediante m.a := a.m. Las
propiedades 1.- 4. se verifican porque A es conmutativo. jqué propiedades dejan de
valer cuando A no es conmutativo?

Ejemplo: Sea A = M, (C) y M un M, (C)-médulo a izquierda (por ejemplo un C-
espacio vectorial de dimension n). Se puede dotar a M de una estructura de A-médulo
a derecha definiendo M x M, (C) — M a través de (m, (a;;)) — (@;;)".m. Verificar
que esto efectivamente da una estructura de A-mddulo a derecha. ;Qué propiedades
de la funcién (-)* se usaron?

Definicién 3.1.2. Sean A y B dos anillos, M un A-mddulo a izquierda y B-mddulo
a derecha. Diremos que M es un A-B-bimddulo si para todoa € A, b€ B ym e M
se verifica

(a.m).b = a.(m.b)
Ejemplos:

1. Si A es conmutativo, todo A-moédulo M es un A-A-bimédulo.
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2. Todo A-médulo (por ejemplo a izquierda) es un A — Z-bimdédulo.
3. A es un A-A-bimddulo.

4. Sea M = Zs @ Zs, que es naturalmente un My (Zs)-médulo a derecha con la
accién dada por la multiplicacién de matrices. Sea (=)' : My(Zy) — Mo(Zs) la
aplicacién tomar traspuesta, verificar que como (—)* ‘da vuelta’ los productos,
entonces (a;;).x := x.(a;;)" (x € Zo®Zy y (a;;) € Ma(Zy)) define una estructura
de My(Zsy)-médulo a izquierda. Ejercicio con estas dos acciones a derecha y a
izquierda verificar que Zs @ Zo no es un bimddulo.

Ejercicio: Sea M un A-médulo a derecha y B = End4(M). Ver que la accién
Ends(M)x M — M, (f,m) — f(m) define sobre M estructura de End (M )-médulo
a izquierda, ademds M resulta un End 4(M)— A-bimdédulo (i.e. las dos estructuras son
compatibles. Si M = A™! (0 sea A™ visto como 'vector columna’) es un A-médulo
a derecha, ver que M ademads es un M, (A)-moédulo a izquierda con la multiplicacién
usual de matrices. Ver que esta estructura coincide con la definida antes, identificando
Enda(A™) = M, (A).

Nota: En adelante, A-médulo querra decir A-mdédulo a izquierda.

Definicién 3.1.3. Dado un anillo A, un subconjunto N de un A-modulo M se dird
un submaédulo s¢

e N es un subgrupo de (M,+).

eance NVae A neN.

En particular, si N es un submddulo, entonces es en si mismo A-maodulo.
Ejemplos:

1. {0} y M son siempre submddulos de M. En caso de que un médulo M tenga
solamente a {0} y M como submdédulos se llamard simple (por ejemplo un
k-espacio vectorial de dimension 1 es un k-médulo simple).

2. Si G es un grupo y H C G es un subgrupo, entonces k[G] es un k[H]-médulo y
k[H] es un k[H]-submédulo de k[G].

3. Sea G = G3 = {1,w,w?} y R® con la estructura de R[G3]-médulo dada por
w.(x,y,2) = (y,2,7). Entonces N = {(z,y,2) € R’ /v +y + 2 = 0} es un
R[G3]-submédulo, ademds N es un médulo simple.
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4. Si N C M es un A-submédulo e I un conjunto, entonces N! C M es un
A-submédulo.

5. Si M es un A-médulo e I un conjunto se define MY como el subconjunto de M’
formado por los elementos {m;}ic; tales que m; = 0 para todos los elementos
i de I salvo eventualmente una cantidad finita de ellos. (Verificar) M) es un
submédulo de MY,

6. Si M = M,(A) con la estructura de A-mddulo coordenada a coordenada, en-
tonces sl(A) :={A € A /tr(A) = 0} es un A-submédulo.

Observacién: Si N; y N, son dos submédulos de M, entonces N1+ Ny := {x+y [z €
Ni e y € Na} es un submédulo. También Ny N Ny es un submédulo.

Dados {1, ..., z,, } elementos de un A-mddulo M, siempre se puede hallar el menor
submédulo de M (menor en el sentido de la inclusién) que contenga a {xy, ..., z,}.
Es claro que si N es un submodulo que contiene a esos elementos y ay, ..., a, son
elementos cualesquiera de A entonces a1x1 + ... + a,.z, € N, por lo tanto el conjunto
S =A{azy + ... +ap.z, Ja; € A} C N y S (verificar) es un submdédulo, luego S
es el submédulo buscado. Notacion: S := (xy,...,2,) v se llamara el submdédulo
generado por {z1,...,x,}.

Ejercicios:

L (21, e, xp) = N N
{z1,...,en}CN
Nsubmédulo de M

2. Sean B y C dos anillos y A = B x C con la suma y el producto coordenada a
coordenada. Ver que e; = (1,0) y ea = (0, 1) son dos idempotentes que conmutan
entre si. Si M es un A-médulo, a partir de esos dos idempotentes ver que M = M7 x
My donde M; es un B-médulo y My es un C-médulo. Si {z1,...,z,} es un sistema
de generadores de M; como B-médulo, e {yi,...,¥ymn} es un sistemq de generqdores
de My como C-médulo, ver que (zj,y;j)i<i<n:1<j<m €S un sistema de generadores
de M; x My como B x C-médulo. De hecho, el conjunto {(z1,0),...,(z,,0)} U
{(0,41),...,(0,yn)} también es un sistema de generadores de M; x My como B x C-
modulo.

3. Sea el anillo A = k x k con la suma y el producto coordenada a coordenada (donde
k es otro anillo cualquiera). Ver que el morfismo diagonal k — k x k (A +— (A, A)) es
un morfismo de anillos por lo tanto todo A-médulo es un k-médulo. Ver que k x {0}
y {0} x k son dos A-submédulos de A, que son isomorfos como k-médulos pero no
como A-médulos.
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3.2 Submoddulos maximales

Dado un A-médulo M, cuando existan z1, ..., z, € M tales que (z1,...,z,) = M,
M se dird finitamente generado (f.g.) o de tipo finito sobre A. Todo anillo A
considerado como modulo sobre si mismo es trivialmente finitamente generado, con
generador {1}, pero por ejemplo k[X] no es finitamente generado sobre k.

Vimos usando el lema de Zorn que dado un ideal propio a izquierda de un anillo,
siempre existe un ideal maximal (a izquierda) que lo contiene. Los ideales a izquierda
de A son exactamente los A-submédulos de A visto como mddulo a izquierda, este
resultado sobre ideales se generaliza a médulos finitamente generados:

Proposicién 3.2.1. Si M es un A-mddulo finitamente generado y N es un submddulo
propio de M, entonces N estd contenido en un submaodulo mazximal.

La demostracion es andloga al caso de ideales. La idea es construir un conjunto
P parcialmente ordenado, probar que es inductivo superiormente para asi tener un
elemento maximal en el orden de P, y después ver que ese elemento maximal respecto
al orden de P sirve como submoédulo maximal.

Demostracién: Sea P = {S / S es submddulo propio de M y N C S}, parcialmente
ordenado por inclusiéon. P es no vacio porque N € P. Sea ahora C una cadena no
vacia en P y sea V = U C. Del hecho de que la cadena es creciente se tiene que
V' es un submodulo, también es claro que contiene a S y que contiene también a
todos los elementos de la cadena, para ver que es un elemento de P basta ver que es
un submédulo propio. Como M = (xq,...,x,), si V. = M todos los z; € V = U C,
entonces cada x; pertenece a algin elemento de la cadena, como la cadena es creciente
cada vez que un x; estd en un elemento de la cadena, digamos un C,, entonces esta en
los Cg con 3 > . Como son una cantidad finita, podemos tomar un Cjs que contenga
a todos los z1, pero entonces como los z; generan, ese C3 = M lo que contradice que
la cadena esté formada por elementos de P. Luego P tiene un elemento maximal
con respecto al orden que es la inclusién, por lo tanto ese elemento es un submaodulo
maximal como se buscaba.

Ejemplo: Consideremos un conjunto X provisto con una acciéon de un grupo G. Sea
k un anillo y k) = {37 ek Az de soporte finito } es un k-mddulo, que ademds es
un k[G]-moédulo (verificar!) con la accién

g.(na) = A(g(2))
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que se extiende linealmente. Por ejemplo X = {z1,...,2,} v G = Z,, = (t) (escrito
multiplicativamente, G = {1,¢,2,...,t""'}) que actia sobre X mediante

Tip1 sii<n
t..’]ﬂ‘i: H_ .o
T sit=mn

Luego k) = k™ es un k[Z,]-médulo extendiendo linealmente esta accién.

;Cuéles son los k[G]-submddulos de £X)? Por ejemplo si S es un submdédulo
que contiene a un z;,, entonces t.x;, = x;,+1 € S y andlogamente todos los z; € .9,
luego S = M. De esta manera vemos que ningin submédulo propio puede contener
a alguno de los x;. En cambio (z1 + 22+ ... +x,) = { (21 + ... +2,) / A€ k} sl es
un submaédulo propio (n > 1).

Ejercicio: si k tiene una raiz n-ésima de la unidad w (por ejemplo w =1, 6 w = —1

kmi

sinespary2#0enk, 6w= e si k= C) entonces el k submddulo generado por
S whay es también un k[G)-submédulo de kX,

3.3 Morfismos

Dado un anillo A, tomando como objetos los A-mddulos se puede formar una
categoria obvia definiendo los morfismos como las funciones entre los A-moédulos que
respeten la estructura de A-modulos, mas precisamente:

Definicién 3.3.1. Sean A un anillo, M y N dos A-mddulos y f : M — N wuna
funcion. Diremos que f es un morfismo de A-mdodulos si es morfismo de grupos
abelianos y A lineal, es decir:

e flx+y) = flx)+ fly) Va,yeM.

o flax)=a.f(r)Vae A xe M (notar que en esta igualdad, la accion en la
izquierda es la de M y en la derecha es la de N ).

Ejemplos:

1. Para todo A-médulo M, Id : M — M es un morfismo de A-moédulos, y si
f:M — Nyg: N — T son dos morfismos de A-médulos entonces (verificar)
go f: M — T también es morfismo de A-mddulos, por lo tanto los A-mddulos con
sus morfismos como flechas forman una categoria.

2. Si V es un k-espacio vectorial y ¢ : V' — V un endomorfismo, entonces V (a
través de t) es un k[X|-mddulo definiendo P(z).v := P(t)(v). Sea W otro espacio
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vectorial y s : W — W un endomorfismo de W, si se considera a W como k[X]-
moédulo a través de s, entonces una transformacion lineal f : V' — W es un morfismo
de k[X]-md6dulos si y sélosi fot =so0 f.

3. Si M y N son dos grupos abelianos considerados como Z-médulos (dado que
ambas categorias son equivalentes), entonces los morfismos de Z-mdédulos entre M y
N son exactamente los morfismos de grupos abelianos.

Observacién: Si f : M — N es un morfismo de A-mddulos, entonces Ker(f) e
Im(f) son dos submédulos (de M y N resp.). Mas atn, por cada submédulo S de M,
f(S) es un submddulo de N, y por cada submédulo T' de N, f~(T') es un submédulo
de M.

Definicién 3.3.2. Un morfismo de A-mddulos se dird monomorfismo si es inyec-
tivo, epimorfismo si es sobreyectivo e isomorfismo si es una biyeccion.

En la siguiente proposicion se daran varias caracterizaciones de monomorfismo:

Proposicién 3.3.3. Sean M y N dos A-mdédulos y f : M — N un morfismo de
A-mddulos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es monomorfismo.
2. Ker(f)=0.

3. Para todo A-mdodulo T y todo par de morfismos g,h : T — M, la igualdad
fog= foh implica g=h.

4. Para todo A-maodulo T' y para todo morfismo g : T — M, la igualdad fog =70
implica g = 0.

Demostracién: 1. < 2. supongamos f un monomorfismo, es decir inyectivo. Sea
x € M tal que f(x) = 0= f(0), como f es inyectivo resulta z = 0, es decir Ker(f) = 0.

Suponiendo ahora Ker(f) = 0, sea # # y, por lo tanto x —y # 0. Como el
tnico elemento del nicleo de f es el cero, f(z) — f(y) = f(z —y) # 0 por lo tanto

fz) # f(y).

2. = 3. Supongamos Ker(f) =0y g,h: T — M tal que fog = fohyseaz € T un
elemento cualquiera. Por la igualdad anterior, f(g(x)) = f(h(z)) o equivalentemente
f(g(x) — h(x)) =0, por lo tanto g(x) — h(z) € Ker(f) = 0 entonces g(x) — h(z) =0
y el x era cualquier elemento de T', entonces g = h.

3. = 4. Es claro tomando h = 0.
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4. = 2. Supongamos 4. y consideremos el caso particular 7' = Ker(f) y g la
inclusién ig : Ker(f) — M. Es claro que foix =0, por lo tanto ix = 0, como ix es
inyectiva y tiene imagen 0 resulta Ker(f) = 0.

Observacion: La afirmacion 3. de la proposicién dice que la nociéon de monomorfis-
mo dada aqui coincide con la nocién de monomorfismo categérico (ver apéndice) en la
categoria de A-modulos. En la categoria de A-modulos las nociones de epimorfismo e
isomorfismo dadas son las mismas que las nociones categoricas. Para los isomorfismos
basta notar (verificarlo) que si un morfismo de A-mdédulos es biyectivo, entonces la
funcién inversa tambien es un morfismo de A-médulos. Para los epimorfismos veremos
mas adelante, una vez que hayamos caracterizado los objetos cociente.

Definicién 3.3.4. Sean (M,),c7 una sucesion de A-mddulos junto con morfismos
fn: M, — M,_1. Diremos que la sucesion

fnfl
—_—

fn+2 fn+1 fn
— > Mn_;’_l E—— Mn > n—1

es exacta en el lugar n si Ker(f,) = Im(fn41). Sila sucesion es exacta en todo lugar
diremos simplemente que la sucesion es exacta.

Observaciones:

.z f . , .
1. Lasucesion ) —— M —— N esexactaen M siy sélosi f es un monomorfismo.

Ny ! . , .
2. Dualmente, la sucesion M —— N ——=( es exacta en N si y solo si f es un
epimorfismo.

3. Un tipo particular de sucesiones exactas que aparecera a menudo son las llama-
das sucesiones exactas cortas, que son las del tipo

0 M-t Ner g

Decir que esta sucesion es exacta equivale a decir que f es monomorfismo, que
g es un epimorfismo, y que Im(f) = Ker(g).
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3.4 Cocientes

Consideramos un espacio vectorial V' sobre un cuerpo k, dado un subespacio S de
V', siempre existe T" subespacio tal que V. =S @T. Si M es un A-médulo, dado un
submédulo S no es cierto que siempre exista un complemento (observar el ejemplo
A=M =7y S =27). Enel caso de espacios vectoriales, al tener V' = S @ T uno se
puede contruir un proyector p : V- — V tal que Im(p) = T, Ker(p) = Sy plr = Ildr.
De esta manera, aplicando p uno “olvida” a los elementos de S, identificando dos
elementos de V' que difieran entre si por un elemento de S.

En el caso de médulos, este tltimo punto de vista de identificar elementos que
difieran en “un resto” de un submdédulo S puede ser llevado a cabo, uno encontrara
una aplicacion sobreyectiva m : M — T cuyo nicleo sea exactamente S. El médulo T’
se llamara el cociente de M por S, y en general no habrd una manera de identificarlo
con ningin submoédulo de M.

Construccion del cociente: Dado un A-médulo M y un submédulo S, es claro
que S es un subgrupo de M (normal porque M es abeliano) luego M /S es un grupo
abeliano y se tiene un morfismo sobreyectivo de grupos abelianos 7 : M — M/S. Para
competar la construccién sélo hay que ver que es posible dar a M /S una estructura de
A-médulo tal que la proyeccion sea un morfismo de A-moédulos. Como 7 es suryectiva,
esta estructura, de existir, es inica. Definimos pues la acciéon a.m := a.m donde a € A

ymeM/S (m=mn(m)).

Lema 3.4.1. Con las notaciones anteriores, la accion de A sobre M/S estd bien

definida.

Demostracion: Supongamos m =n oseam—n =s € 5. Por lo tanto a.m —a.n =
a.s € S, luego a.m —an = a.m —a.n =a.s = 0, es decir, a.m = a.n.

Ejercicio: Ver que con esa accién, M/S es un A-médulo y que 7 es A-lineal.
Observar que en la demostracién del lema se utilizo el hecho de que el subgrupo por
el que se cocienta es un submédulo. Si M es un A-moédulo y S un subgrupo que no
es submddulo, no es cierto que M/S admita una estructura de A-mdédulo.

Ejemplos:

1. Si tomamos A = Z, la nocién de cociente de Z-moédulos coincide con la nocién
de cociente de grupos abelianos.

2. Sea A=7Z =M, S = 27, entonces M/S = Zs, que no es isomorfo a ningin
submédulo de M.
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3. Si V es un espacio vectorial y V =5 & T entonces V/S = T.

4. SiM =A=k[X]y S = (x —a) = { muiltiplos de x —a}, entonces ev, : k[X] —
k (P + P(a)) es un morfismo sobreyectivo por lo tanto k[X|/(x —a) = k. La
accién de k[X] sobre k en este caso estd dada por P.A := P(a)A.

Como toda nocién de cociente, M /S queda caracterizado por una propiedad uni-
versal:

Proposicién 3.4.2. Dados un A-mdédulo M y un submddulo S, el par (M/S,ms :
M — M/S) tiene las siguientes dos propiedades:

o SCKer(mg: M — M/S).

e Sif: M — N esun morfismo de A-mddulos tal que S C Ker(f), entonces el
siguiente diagrama de flechas llenas se completa de manera unica por la flecha
punteada:

M-t N

7
Ve

M/S

N

0 sea, si f(S) =0, existe un unico morfismo f: M/S — N tal que f = fomg.
De manera completamente andloga al caso de grupos se tiene el siguiente
Corolario 3.4.3. (Teoremas de isomorfismo)

1. Sean M y N dos A-méodulosy f : M — N un morfismo de A-maodulos. Entonces
M/ Ker(f) = Im(f).

2. 51T CSC M son submodulos de M, entonces % =~ M/S.

3. 518 yT son dos submddulos de M, entonces 5~ = <.

Demostracion: La cuenta es idéntica al caso de grupos, queda como ejercicio veri-
ficar que todos los morfismos que aparecen son A-lineales.

Ejemplos:
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1. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y ¢ : V' — V un endomorfismo.
Supongamos que ademas existe en V' un vector ciclico, es decir un vy € V' con
{wo, t(vo), t2(vp), ... }) = V (por ejemplo V = R* t(z,y,2) = (y,2,2) y vy =
(1,0,0)). Consideremos la aplicaciéon k[X] — V dada por P(z) — P(t)(vp).
Como vy es un vector ciclico la aplicacién es sobreyectiva. Ker(k[X] — V) =
(my, (t)) donde my,(t) es el polinomio ménico de grado minimo que anula a
t evaluado en vy. Notar que en este caso, por ser vy un vector ciclico, M,
coincide con el polinomio minimal y con el caracteristico Por otro lado, (V1) es
un k[X]-médulo a través de ¢. Verificar que la accién en el cociente estd dada
justamente por ¢, es decir (V,t) = k[X]/(m,,(t)) como k[X]-mdbdulos.

2. Sea I C Run cerrado y X C R un abierto que contiene al cerrado I. Se sabe que
toda funcién continua definida sobre I se puede extender a todo R, en particlar
a X, esto dice que el morfismo restriccion C(X) — C(I) es sobreyectivo, el
nicleo de esta aplicacién se lonota I° = {f: X - R / f(y) =0V y e I}. Se
tiene entonces C'(X)/I° 2 C(I); el isomorfismo es de C'(X)-médulos.

Ejercicio: Caracterizar el cociente Z @& Z por el Z submédulo generado por (2,4) y
(0,3). (Sugerencia: trate de encontrar un morfismo cuyo dominio sea Z & Z y que
tenga por nicleo el submédulo generado por (2,4) y (0, 3), después mire la imagen).

Observacion: (Submoédulos del cociente) Si S C M es un A-submdédulo, uno tiene el
morfismo 7 : M — M/S, luego por cada submédulo 7' de M, 7(7T') es un submdédulo
de M/S. Esta correspondencia no es en general 1-1 pues si T' C S, claramente
7(T) = {0}, si tomamos 7" un submédulo de M/S, 7= 1(T") es un submédulo de M,
pero ademés S C 7 1(T"). Queda como ejercicio verificar que para los submédulos T
de M vale la igualdad:

7 Y x(T)) =(T,S)=T+S

Demostrar también que a través de 7 y 7!, los submddulos de M/S estdn en corres-
pondencia 1-1 con los submédulos de M que contienen a S.

Veremos ahora una caracterizacién de los epimorfismos:

Proposicién 3.4.4. Sean M, N dos A-mdodulos, f : M — N un morfismo de A-
modulos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es un epimorfismo.

2. Coker(f) := N/Im(f) =0.
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3. Para todo A-maodulo T y para todo par de morfismos g,h: N — T, la igualdad
go f=ho f implica g = h.

4. Para todo A-mddulo T y para todo morfismo g : N — T, la igualdad go f =0
implica g = 0.

Demostracién: 1. < 2. es claro, pues N/Im(f) =0 < N = Im(f).

2. = 3. Sean € Ny g,hcomo en 3., al ser Im(f) = N, existe un m € M tal
que n = f(m), ahora la identidad que verifican g y h dice que g(f(m)) = h(f(m)) es
decir g(n) = h(n) para cualquier n € N, luego g = h.

3. = 4. Es claro tomando h = 0.

4. = 2. Suponemos que vale 4., tomamos en particular T'= N/Im(f) y g = 7 :
N — N/Im(f). Claramente mo f = 0, luego 7 = 0, pero 7 es suryectiva, entonces

N/Im(f) = 0.

Observacién: La parte 3. de esta proposicion demuestra, como fue anticipado, que
la nocién de epimorfismo definida anteriormente coincide con la nocién de epimorfismo
categérico. Esto no sucede en otras categorias, por ejemplo en la categoria de espacios
métricos y funciones continuas como morfismos, categoria, una funcién con imagen
densa es un epimorfismo categérico. Un ejemplo mas algebraico el la categoria de
anillos y morfismos de anillos. En esta categoria, dado un anillo B y un morfismo
Q — B, la imagen del 1 tiene que ser 1g. Por linealidad, queda univocamente
determinado en Z, y por multiplicatividad queda determinado en Q. En particular,
queda determinado por su restriccion a Z, por lo tanto la inclusion Z — Q es un
epimorfismo categdrico.

. . . . ! g . s
Ejercicio: Si ( M N T 0 es una sucesion exacta corta, enton-

ces M = Ker(g) y T = Coker(f).

Terminamos esta seccién mencionando otra direccién hacia la que se pueden ge-
neralizar las nociones de monomorfismo y epimorfismo en el contexto de espacios
vectoriales.

Si f:V — W es una transformacion lineal entre dos espacios vectoriales que
es un monomorfismo, entonces f induce un isomorfismo entre V e Im(f) que es un
subespacio de W. Como para cualquier subespacio de un espacio vectorial uno le
puede encontrar un complemento, si escribimos W = Im(f) ® 7 podemos definir una
transformacién lineal 7 : W — V como r(w) = f~Hw) si w € Im(f) y r(w) = 0
si w € T. Para un w cualquiera escribimos (de manera tnica) w = wy + wr con
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wy € Im(f) y wr € Ty definimos r(w) := r(wy). Esta transformacién lineal verifica
rof = Idy.

Dualmente, si f : V. — W es un epimorfismo, Ker(f) C V es un subespacio,
uno puede encontrar un complemento y escribir V' = Ker(f) @ S. Es un ejercicio
sencillo verificar que f|s es un monomorfismo y que f(S) = f(V) = W, por lo tanto
fls : S — W es un isomorfismo. Podemos definir entonces una transformacién lineal

-1 .
s : W — V a partir de la composicién W(& S "~V . Aqui verificamos sin

dificultad f os = Idy .

Definicién 3.4.5. Sea f: M — N un morfismo entre dos A-mdédulos. El morfismo
f se dira

e una seccion si existe un morfismo g : N — M tal que go f = Idy,.
e una retraccion si existe un morfismo g : N — M tal que fog= Idy.

Observacién: Si f es una seccién entonces es inyectiva porque si f(m) =0 =z =
g(f(m)) = g(0) = 0 = Ker(f) = 0. Si f es una retraccién entonces es sobreyectiva
porque dado un n € N, n = f(g(n)), luego n € Im(f).

Como corolario de los comentarios de los dos parrafos anteriores, las nociones
de epimorfismo / retraccién y monomorfismo / seccién coinciden en la categoria de
espacios vectoriales. En la categoria de A-médulos con A un anillo cualquiera no
sucede lo mismo, queda como ejercicio verificar que la proyeccién al cociente Z —
Zs es un epimorfismo que no es una retraccién, y que la inclusion 2.Z — Z es un
monomorfismo que no es una secciéon. Otro ejemplo puede ser fabricado tomando
los grupos abelianos Zs y Z4, se deja como ejercicio encontrar morfismos entre estos
grupos que sean monomorfismos o epimorfismos pero que no sean ni secciones ni
retracciones.

3.5 Suma y producto

Sea I un conjunto de indices, A un anillo, y (M;);c; una familia de A-médulos.
Entonces el producto cartesiano [[,.; M; es un A-médulo definiendo

a{mitier == {a-mi}ier
Recordamos que el producto cartesiano esta definido como

T2 :={f: I — Ui M; tales que f(i) € M; Vi € I}

iel
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Este modulo producto viene provisto de morfismos A-lineales que son las proyecciones
a cada coordenada, y tiene la propiedad de que para definir un morfismo ¢ : N —
[Lic; M; (donde N es un A-médulo cualquiera) basta definir “sus coordenadas”, es
decir, para cada ¢ € I un morfismo ¢; : N — M,.

Observaciéon: La estructura de A-moédulo del producto cartesiano es la tinica estruc-
tura posible que hace de las proyecciones a las coordenadas morfismos de A-mddulos.
Ademas, la propiedad mencionada en el parrafo anterior es una propiedad univer-
sal que caracteriza completamente al producto (ver definicién 9.2.1 del capitulo de
categorias).

Notamos que considerando en Hie ; M; los elementos de la forma (m;);c; donde
m; = 0 para todo 7 salvo eventualmente un 7, el médulo M;, puede identificarse con
un submédulo del producto.

De esta manera podemos definir el submédulo de [],.; M; “generado por los M;”,
que es, de alguna manera, el modulo mas chico que contiene a los M; sin relaciones
extra. Mas precisamente, definimos la suma directa de los M; como:

@ M; = {(m;)icr tales que m; = 0 salvo eventualmente un nimero finito de indices}
iel

Es un submdédulo del producto (por lo tanto un A-médulo), y para cada ig € I se
tienen inyecciones j;, : M;, — @;erM;. Si el conjunto de indices es finito, la suma
directa obviamente coincide con el producto directo.

Si se tienen definidos morfismos ¢; : M; — N donde N es un A-médulo cualquiera,
como @;crM; esta generado por los M;, extendiendo por linealidad se tiene un tinico
morfismo ¢ : @;c;M; — N tal que restringido a cada M;, coincide con ¢;,. Esta pro-
piedad, de hecho, es una propiedad universal que caracteriza en términos categoricos
a la suma directa (ver definicién 9.2.3 y sus propiedades fundamentales en el capitulo
de categorias).

Una proposiciéon que da una idea de cémo la nocién de seccion y retraccion se
distingue de la de monomorfismo y epimorfismo es la siguiente:
_—y ! g .
Proposicién 3.5.1. Sea ( M N T 0 una sucesion exacta corta
de A-mddulos. Son equivalentes:

1. f es una seccion.

2. g es una retraccion.
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3. La sucesion exacta es trivial, mas precisamente, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

~

0—M—t N2 o7~
| |

0O—=M—>MeT —T—0

En esa situacion, la sucesion exacta se dird escindida, también diremos que la
sucesion se parte, o que es “split”, la seccion de g o la retraccién de f se denominan
“splittings”.

Demostracion: Mirando la condicién 3., es claro que 7 es una retraccion, tanto
como que j es una secciéon, usando el isomorfismo N = M @ T del diagrama se tiene
que 3. implica 1. y 2.

Veremos que 1. implica 3. y dejaremos como ejercicio ver que por ejemplo 2.
implica 3. Sea h : N — M una retraccién de f (o sea ho f = Idy). Definimos
¢: N —MeT por ¢(n) := (h(n),g(n)). Afirmamos que ¢ es un isomorfismo y que
hace del diagrama en 3. un diagrama conmutativo.

Es claro que mo¢ = ¢ (conmutatividad del cuadrado de la derecha), y la propiedad
de que h sea retraccion de f es la conmutatividad del cuadrado de la izquierda.

Para ver que ¢ es un monomorfismo, si n € Ker(¢) entonces en particular n €
Ker(g) = Im(f), escribiendo n = f(m) se tiene que 0 = h(n) = h(f(m)) = m, por lo
tanto n = 0.

Para ver que ¢ es un epimorfismo, seam € M y ¢t € T. Como g es epimorfismo,
existe n € N tal que g(n) = t. Consideramos f(m) — f(h(n)) +n € N, este elemento

verifica ¢(f(m) — f(h(n)) +n) = (m,1).

Concluimos el capitulo de generalidades de moédulos con la caracterizacién de
modulos generados por un tnico elemento:

3.6 Mobdulos ciclicos

En el caso de grupos abelianos se tenfa una descripciéon muy concisa de los grupos
ciclicos, todos son un cociente de Z. Como los subgrupos de Z son conocidos, entonces
son conocidos todos los grupos abelianos ciclicos.

Si se tiene ahora un A-modulo ciclico M, es decir, un A-mdédulo en el que exista un
elemento x € M con A.x = (x) = M, podemos definir un morfismo sobreyectivo de A
en M a través de a — a.z. El nicleo de esta aplicacién es un submédulo (a izquierda)



M. A. Farinati — A. L. Solotar 75

del A-médulo A, es decir, un ideal a izquierda de A, llamando I = Ker(A — M), se
tiene M = A/I.

Reciprocamente, si I es un ideal a izquierda de A entonces es un A-submddulo
de A, y A/I es un A-médulo (a izquierda), que ademés es ciclico, pues A/I = (1).
Luego todo médulo ciclico es isomorfo a un cociente de A por un ideal a izquierda.
Se conocen asi todos los A-moédulos ciclicos siempre que se tenga una caracterizacion
de los ideales a izquierda de A.

3.7 Ejercicios

1.

Definicién: dado un anillo A y un A-médulo M, M se dice divisible si para cualquier

0#£aecAyme M existe un m’ € M tal que a.m’ = m. Sea Gy, = UNGnCSl.
ne

(a) Probar que es un subgrupo (abeliano) de S! por lo tanto un Z-médulo. Ver que
es divisible.

(b) Ver que Gpeo := UNGpn es un submoédulo de G4 y que también es divisible.
ne

. Sea A un anillo conmutativo y M un A-médulo. Se define la torsién de M como

t(M) :={m e M tal que 3a € Acona#0yam=0} SiAesintegro ver que
t(M) es un submédulo. jdénde se usa que A sea integro?

. Sea A integro, M y N dos submédulos y f : M — N un morfismo A-lineal. Ver

que f(t(M)) C t(N) y por lo tanto la asignacién M +— ¢(M) es funtorial. Ver que
HE(M)) = H(M) y 1(M/t(M)) = 0.

. Viendo al grupo abeliano M = (C — {0},.) como Z-médulo, encontrar los elementos

de torsién.

. Caracterizar M =Z & Z/((4,6)) calcular t(M) y M/t(M).

. Sea A integro y M un A-médulo divisible y sin torsién. Ver que entonces M admite

una estructura de k-espacio vectorial donde k es el cuerpo de fracciones de A.
Sea k un cuerpo, y C la categoria formada por:

e Obj(C) = pares (V,¢) donde V es un k-espacio vectorial y ¢ : V. — V es un
endomorfismo.

e Para cada par de objetos (V,¢) y (W), Home((V,¢), (W) ={f:V =W
transformacion lineal tal que f(¢(v)) =¥ (f(v)) Vv e V}.
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(a)

(b)
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Ver que esta categoria se identifica con la categoria de k[X]-mddulos. Probar que
(V,¢) = (V, ) como k[X]-mébdulos si y s6lo si ¢ es un endomorfismo conjugado
a ¢, es decir, que existe un o € Auty,(V) tal que ¢ = aopoaL.

Sea (V,¢) como antes. Ver que los subespacios ¢-estables se corresponden
univocamente con los k[X]-submédulos de V', y que hallar una base en la que
la matriz de ¢ se escriba en bloques equivale a hallar una descomposicién de V
en k[X]-sumandos directos.

Encontrar un k[X]-médulo de dimensién 2 (sobre k) que no admita sumandos
directos no triviales.

Si A€k, evy: k[X] =k (P~ P()\) es un morfismo de anillos, por lo tanto
induce una estructura de k[X]-mdédulo sobre k. Sea ky el k[X]-mddulo definido
de esa manera, jes k) = k) como k[X]-mddulo si X # \'?

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita, ¢ un endomorfismo de V. En-
tonces ¢ es diagonalizable si y s6lo si V' se descompone como k[X]-médulo en
suma directa de submédulos isomorfos a los ky (A € k).

Si M es un k[X]-mdédulo ciclico, entonces o bien es de dimensién finita, o bien
es isomorfo a k[X] (sug. ver el teorema de ‘clasificacién’ de grupos ciclicos y
copiar la idea).

8. (Localizacién de moédulos) Sea A un anillo, S C Z(A) un subconjunto multipli-

cativamente cerrado y M un A-médulo a izquierda. Se define Mg como el co-
ciente de los pares (m,s) con m € M y s € S bajo la relacién de equivalencia
(m,s) = (m/,s') < Fte S tal que t(s'.m — s.m’) = 0. La clase del elemento (m, s)
bajo esta relacién se lo denotard (como era de esperar) =, y Mg := {(m,s) :m €

M, s S}/ ~={2 : me M, scS}.

(a)

(b)

Ver que Mg es naturalmente un A-mdédulo a izquierda y que la funcién jus :

M — Mg m — 7 es A-lineal.

Ver que ademds Mg es un Ag-médulo bajo la accién obvia £.7F = %3y que
ademads jyr : M — Mg tiene la siguiente propiedad: Si N es un Ag-médulo (y
por lo tanto tambien un A-médulo (;porqué?)) y f: M — N es una morfismo

A-lineal entonces existe una tnica f : Mg — N que factoriza a f a través de
Jm, es decir, que f = f o jp. (diagrama de rigor:)
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

(c) Por cada s € S sea M.1 := M. Ver que Mg = @M1/<tm——m1> La

funcién jps baJo este isomorfismo es la composicion M =M1 T — @SesM 5"
EBSESM 1/< m__m 1>

(d) Interpretar y demostrar la frase ‘la asignacion M +— Mg es funtorial’.
(Polinomios de Laurent) Sea S C k[X], S = {1, X, X2, X3, ..., X", ...}. Entonces:

(a) k[X]s = k[X, X1 2E[X,Y]/(XY —1).
(b) Si (V,¢) es un k[X]-médulo, Vg =V < ¢ es un isomorfismo.

(c) Sea V es de dimensién finita, Ker(¢™) C V es un k[X]-submédulo de V' para
todo n, sea t(V') := U,y Ker(¢"). Entonces ¢(V') coincide con Ker(V — Vg) y
ademds Vg = V/t(V). (Sugerencia: ver que ¢ : V — V induce un isomorfismo
V/t(V) — V/t(V) para asi obtener un morfismo natural Vs — V/t(V'), para el
morfismo en el otro sentido usar que t(V) = Ker(V — Vg).)

Sea k un cuerpo, probar que para P € k[X, X!, la funcién [ (I de ‘largo’) tal que
P =3,_ maz* — m —n = [(P) donde P = > ;" a,z* es una escritura tal
que ap y am, son ambos distintos de cero hace de k[X, X '] un dominio euclidea-
no (sugerencia: para obtener un algoritmo de divisién primero multiplicar por una
potencia conveniente de z, hacer la cuenta en k[X] y después volver). Ver que todo
k[X, X ~1]-médulo ciclico o bien es de dimensién finita o bien es isomorfo a k[X, X ~1].

Sea (V, ¢) un k[X]-médulo con ¢ nilpotente. jEs (V, ¢) un k[[X]]-médulo?

Sabiendo que en k[[X]] los elementos de la forma A+ z.p con p € k[[X]] y 0 # X € k
son unidades (si no lo sabe, demuéstrelo), probar que los todos los ideales de k[[X]]
son 0, y (z™) con n € Ny.

Sea M un k[[X]]-médulo (por lo tanto un k[X]-médulo).

(a) Si M es ciclico entonces M = (M, ¢) con M de dimensién finita y ¢ nilpotente,
o bien M = Ek[[X]].

(b) Si M es de dimensién finita entonces el endomorfismo ‘multiplicar por z’ es
nilpotente en M.

(Ideales a izq. de matrices) Sea k un cuerpo, consideremos el anillo M3(k) y e € M3(k)

. Ver lo siguiente:

o O O
o O O

1
la matriz 0
0
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* ok ok
(a) €% = e, elideal a derecha e. M3(k) consiste de las matrices de laforma | 0 0 0
000
* 0 0
el ideal a izquierda M3(k).e consiste de las matrices de la forma [ * 0 0 ) ,
*x 0 0
y el ideal bilatero generado por e es M3(k).
* ok ok
(b) Sea I C A un ideal a izquierda, y sea St el subespacioe.l C | 0 0 0 ),
0 00
entonces el ideal generado por Sy (i.e. Ms(k).S7) coincide exactamente con I.

(c¢) Los ideales a izquierda de M3(k) estan en correspondencia 1-1 con los subespa-

cios de k®. Encuentre los ideales asociados a los subespacios generados respec-
tivamente por (0,0, 1), (0,1,0) y (1,0,0).

(d) Generalizacién 1: demuestre que los ideales a izquierda de M, (k) estdn en co-
rrespondencia biyectiva con los subespacios de k™ (con n € N).
Generalizacion 2: si A es un anillo cualquiera demuestre que los ideales a izquier-

da de M, (A) estén en correspondencia biyectiva con los submédulos a izquierda
de A™.

15. Sea k un cuerpo y n € N, los tnicos ideales bildteros de M, (k) son 0y M, (k). Si A

16.

es un anillo, los tnicos ideales bilateros de M, (A) son de la forma M, (I) con I C A
un ideal bildtero (sug. si e es una matriz tipo la del ejercicio anterior, entonces para
J C M, (A), la asignaciéon J — e.J.e da una matriz ‘concentrada’ en el lugar 11 y

establece una biyeccién entre ideales bilateros de A y de M, (A)). ;puede haber un
morfismo de anillos M, (k) — k?

Sea M un A-médulo a derecha y B = End4(M). Ver que la accién End (M) x M —
M, (f,m) — f(m) define sobre M estructura de End4(M)-médulo a izquierda,
ademds M resulta un Endg(M) — A-bimédulo (i.e. las dos estructuras son com-
patibles. Si M = A™! (0 sea A" visto como ’vector columna’) es un A-médulo a
derecha, ver que M ademads es un M, (A)-médulo a izquierda con la multiplicacién
usual de matrices. Ver que esta estructura coincide con la definida antes, identificando

End(A") 2 M, (A).
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Modulos noetherianos y artinianos

4.1 Mobdulos noetherianos

En el contexto de espacios vectoriales sobre un cuerpo k, puede considerarse la
dimensién como funcion de los espacios en los nimeros naturales. Esta funcién es
monotona con respecto a la inclusién, es decir, si S es un subespacio de V' entonces
dimy(S) < dimy(V). En particular si V' es finitamente generado, entonces todos sus
subespacios también lo son. En el caso de mdédulos sobre un anillo arbitrario no existe
una nocion analoga a dimension, y la propiedad de ser finitamente generado no tiene
por que ser hereditaria, es decir, submédulos de un moédulo finitamente generado no
tienen por qué ser finitamente generados.

El ejemplo clésico es el siguiente: sea A = R = {f:[0,1] — R}, con la estructu-
ra usual de anillo de funciones, M = Ay S = {f € A/ f(x) # 0 sélo para finitos valores de z}.
El conjunto S es un ideal de A, por lo tanto un A-submodulo de M. M esta generado
por la funcién constante 1, sin embargo S no es un A-moédulo finitamente generado.

Para ver esto, supongamos que existieran fi,..., f, € S tales que (f1,..., f.) = S.
Sea {x1,...zs} C [0,1] la unién de todos los puntos = tales que existe alguna f; con
fi(x) # 0 (que claramente es un conjunto finito) y sea zg € [0,1] — {x1,...,z,}. Si

definimos ¢ : [0,1] — R por ¢(z9) = 1y ¢(x) = 0 si @ # x, entonces ¢ € S pero ¢
nunca puede pertenecer a (fi,..., fn).

Tampoco puede asegurarse, dado un anillo A arbitrario, que si dos A-médulos M;
y My son de tipo finito (i.e. finitamente generados) entonces M;NMs sea de tipo finito.
Sin embargo, para algunos anillos A (ademés de los cuerpos) y ciertos A-médulos M
puede afirmarse que la propiedad de ser de tipo finito es hereditaria. Por ejemplo
los anillos principales, como Z o k[X] (k cuerpo) tienen la propiedad siguiente: todo
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ideal estd generado por un elemento. De esta manera todo Z-submoédulo de Z es
finitamente generado, y lo mismo con los k[X]-submddulos de k[X].

La situacion para cocientes es méas sencilla, porque todo cociente de un médulo
finitamente generado es finitamente generado. Mas generalmente:

Proposicion 4.1.1. Sea A un anillo cualquiera y

0 M, My —2> M, 0

una sucesion exacta corta de A-mddulos. Entonces:
1. M, de tipo finito = M3 es de tipo finito.
2. My y M3 de tipo finito = My es de tipo finito.

Demostracién: 1. Sea {y;,...,y,} un conjunto de generadores de My y z € Mj.
Como g es un epimorfismo, existe y € M, con g(y) = z. Ahora, y = > | a;y; para
ciertos a; € A, entonces z = Y, a;g(y;), por lo tanto {g(v1),...,g(y,)} genera Ms.

2. Sean My = (z1,...,2,), M3 = (z1,...,25) y sean yi,...,ys elementos de My
tales que g(y;) = z; (i = 1,...,s). Afirmamos que My = (f(z1),..., f(@),y1, .-, Ys)-

En efecto, sea y € My, g(y) € Mz entonces existen ay,...,a; € A con g(y) =
> oi_jaiz. Como g(y) = g(>°;_, ay;) entonces gy — > .., a;y;) = 0. El elemento
Yy =y— >, ay; estd en la imagen de f, que es un médulo isomorfo a M via f, en
consecuencia Im(f) = (f(z1),..., f(z,)) y existen by,...,b, con ¢/ = > bif(z;).
Despejando y se tiene y = > 0 bif(z) + D _5_, aiyi.

Corolario 4.1.2. Si ¢ : M — N es un morfismo de A-mddulos tal que Ker(¢) e
Im(¢) son de tipo finito, entonces M es de tipo finito.

Definicién 4.1.3. Dado un anillo A, un A-mddulo M se dird noetheriano si y sélo
si todo submddulo de M es finitamente generado (en particular M mismo es de tipo

finito).
Ejemplos:

1. Los A-mdédulos nulos, simples, finitos (como conjuntos, por ejemplo los Z,, como
Z-médulos) y A-mdédulos con un nimero finito de submdédulos son noetherianos.

2. Si A es principal, entonces A es un A-mdédulo noetheriano.

3. Dado un cuerpo k, un espacio vectorial V' es noetheriano si y sélo si dimy (V) <
00.
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La propiedad “ser noetheriano” puede expresarse de manera equivalente mediante
cualquiera de las siguientes afirmaciones:

1. Todo conjunto no vacio de submédulos de M tiene un elemento maximal (res-
pecto a la inclusién).

2. Toda sucesién (no vacia) creciente de submédulos se estaciona.

Veamos que 1. y 2. son equivalentes:

1 = 2. Se toma como conjunto no vacio de submoédulos de M al conjunto de
submodulos que aparece en la sucesion. Este conjunto tiene un elemento maximal,
que es un elemento de la sucesion, luego la sucesién se estaciona en ese elemento.

2 = 1: Sea C # () un conjunto de submdédulos de M sin elemento maximal. Como
C #0,3S5; € C, y como S; no es maximal = 35, € C tal que S; C S5 y la inclusion
es estricta. Siguiendo inductivamente se puede encontrar una sucesion de elementos
S; de C tales que S; C S;41 (inclusiones estrictas), lo que es un absurdo, porque seria
una sucesion que no se estaciona.

Veamos ahora que 1. y 2. equivalen a la definicién de noetheriano:

Sea M que verifica 1 y N un submoédulo de M, queremos ver que N es finitamente
generado. Definimos para ésto C = { submédulos de M de tipo finito contenidos en
N}. Como {0} € C, entonces C no es vacio. Por 1, C tiene un elemeno maximal que
llamaremos Ny. Veamos que Ny = N. Sino, sea x € N — Ny, y sea Nj = Ny + (z).
Entonces Nj es de tipo finito y Ny estd contenido estrictamente en N, absurdo.
Luego Ny = N.

Supongamos ahora M noetheriano y Ny C Ny C --- C Ny C ... una cadena
creciente de submdédulos. Como es creciente, N := U, y/NV; es un submoédulo, que
es finitamente generado porque M es noetheriano. Sean x1,...,x, € N tales que
(T1,...,Tn) = N = UpenNi, luego, paracadai=1,...,n 3k; / z; € Ni,. Singesel
maximo de los k; entonces por ser la sucesion creciente, todos los z; € Nj cada vez
que k > ng, luego Ny = N Vk > ny.

Observacién: Como la propiedad de un A-moédulo de ser noetheriano se enuncia
en términos de todos los los submdédulos de M, resulta que un submoédulo S de un
A-modulo noetheriano es noetheriano. Por otro lado, los submoddulos del cociente
M/S de M estan en correspondencia con los submédulos de M que contienen a S.
Luego, un cociente de un noetheriano es también noetheriano. Mas generalmente:

Proposicién 4.1.4. Sea ( M d M~

A-mddulos. Entonces

M 0 wuna sucesion exacta de
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o M noetheriano = M’ y M" son noetherianos.

o M' y M" son noetherianos = M noetheriano.

~Y

Demostracién: Dado que (al ser f un monomorfismo) M’ = Im(f) que es un
submédulo de M y que (al ser g epimorfismo) M” = M/ Ker(g), el primer {tem ya se
ha demostrado.

Supongamos ahora M"” y M’ noetherianos. Sea N un submdédulo de M, queremos
ver que es finitamente generado. Consideramos la siguiente sucesién exacta corta:

0 f'(N) S N —*Im(gly) —>0
Como M"” y M’ son noetherianos, tanto Im(g) como f~!(N) son finitamente genera-
dos, por lo tanto NV es finitamente generado (Proposicién 4.1.1).

Observacion: Ser noetheriano es una propiedad que se preserva por sumas directas
finitas, ya que si My,..., M, son modulos noetherianos, se tiene la sucesién exacta
corta

0— Ml - @?:1Mi - @;LZQMi — 0

y lo enunciado se sigue inductivamente. Sin embargo, ser noetheriano no se preserva
por sumas directas infinitas ni por productos infinitos, por ejemplo Z es un Z-modulo
noetheriano (ya que es principal), pero 7™ 10 es noetheriano porque no es finita-
mente generado (considerar la cadena creciente (e1) C (e1,es) C (eq,eq,e3) C ...).
Como ZM es un submédulo de ZN, entonces Z tampoco es noetheriano.

Definicién 4.1.5. Un anillo A se dird un anillo noetheriano si y sélo si A es un
A-mddulo noetheriano.

Ejemplos:
1. Z y k[z] (k cuerpo) son anillos noetherianos porque son principales.

2. k[xy,...,2,,...] es un anillo que no es noetheriano, sin embargo es integro, por
lo que se lo puede considerar como un subanillo de su cuerpo de fracciones, que
es trivialmente noetheriano. Esto muestra que subanillos de anillos noetherianos
no tienen por que ser anillos noetherianos.

Sea A un anillo noetheriano y M un A-mdédulo. ;Podemos afirmar que M es
noetheriano? En principio M deberia ser finitamente generado, por lo tanto no to-
do A-médulo serd noetheriano. Pero como demostraremos ahora, esa es la tnica
obstruccién para serlo:
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Proposicion 4.1.6. Sea A un anillo noetheriano, M un A-mddulo de tipo finito,
entonces M es noetheriano.

Demostraciéon: Como M es de tipo finito, existe un epimorfismo A" — M para
algin n € N. Si A" fuera noetheriano entonces la demostracion estaria completa.
Pero es consecuencia de que A" = & ;A, A es un A-moédulo noetheriano, y “ser
noetheriano” se preserva por sumas directas finitas.

Ejercicios:

1. Si A es un anillo noetheriano y S C Z(A) es un subconjunto multiplicativamente
cerrado, entonces Ag es un anillo noetheriano porque los ideales de Ag estan en
correspondencia con los ideales de A que no contienen a S (y esa correspondencia
preserva la inclusién). Sea M un A-mdédulo noetheriano, jes cierto que Mg es un
Ag-médulo noetheriano?

2. Sea A un anillo y J un ideal bilatero. Caracterizar los ideales (a izquierda) de A/J en
términos de los ideales (a izquierda) de A. Concluir que si A es un anillo noetheriano,
entonces A/J es un anillo noetheriano.

4.2 Teorema de Hilbert

EL siguiente teorema es una herramienta poderosa y no trivial para probar, en
casos especificos, la noetherianidad de un anillo.

Teorema 4.2.1. (Hilbert) Sea A un anillo noetheriano, entonces Alz] es un anillo
noetheriano.

Demostracién: Sea J un ideal de Alx|, queremos ver que J es finitamente generado
sobre A[z]|. Consideramos para eso el siguiente ideal de A:

Sea I = {a € A/ Ip € J C Alz] con p = a.x™ + S  a;x'}, es decir, T es el
“ideal de coeficientes principales de los polinomios de .J”.

Ante todo veamos que I es un ideal (a izquierda) de A:

Sean a,a’ € I, luego existen p,p’ € J con p = a.x™ + Z?Z)l axt y p o=
a.a™ 4 ZZZO_ ! alz’. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que m > m’ (sino
se multiplica a p por alguna potencia de x suficientemente grande) y resulta entonces
que a + @’ es el coeficiente principal del polinomio p + ™™ p’ que pertenece a J y
por lo tanto a +a’ € I.

Sibelyaé€ A, sea p un polinomio en J con coeficiente principal b, entonces
a.p € J y consecuentemente a.b € I.
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Ahora que sabemos que I es un ideal a izquierda de A, como A es noetheriano,
I es finitamente generado sobre A. Sean ay,...,a, un sistema de generadores (sobre
A) de I,y sean pq,...,p, polinomios en J tal que el coeficiente principal de cada p;
es a;, los cuales supondremos todos del mismo grado m (sino, se multiplica a cada
p; por 2™~ 974P) donde m es el maximo de los grados de los p;). Veremos que estos
polinomios “casi generan” a J en el siguiente sentido:

Sea N el A-mdédulo formado por los elementos de J de grado menor que m, es
decir, N = J N A.,[z]. J estard generado por los p; “a menos de N”. Como
A_p|z] es un A-médulo finitamente generado, A es noetheriano y N C A_,,[x] es
un submaédulo, entonces N es finitamente generado (como A-mdédulo). Sea entonces
{q1,...,9s} C N un sistema de generadores (sobre A) de N; afirmamos que J estd
generado (como Alzx|-médulo) por {p1,...,pr,q1, .-, qs}-

Demostremos esta ultima afirmacién. Sea p un polinomio de J, si gra(p) < m
entonces p € N = (q1,---,¢r)a C (q1,---,Gr) a]- Si gra(p) = g > m razonaremos
inductivamente. Sea a el coeficiente principal de p, luego a € I y se lo puede escribir
como a = Z:zl A;a; donde \; € A y los a; son los generadores de I. Ahora bien, los
a; son los corficientes principales de los p; que tienen todos grado m < g, luego el
polinomio p = z9~™. %" A;p; es un polinomio que pertenece a J y que tiene como
coeficiente principal a a, de hecho, p € (p1,...,pr)a[- Si consideramos el polinomio
p — P, es un polinomio en J con grado menor estricto que el grado de p, por hipdtesis
inductiva este polinomio pertenece al ideal generado por {p1,...,pr, ¢1,...,qs}. Como
PEDL - Pr)ap € (D15 Dr 1, - - -, Qs), despejando p resulta que también estd en
el generado por esos mismos polinomios.

Corolario 4.2.2. 1. Si A es un anillo noetheriano entonces Alxy, ..., z,] es anillo
noetheriano, en particular, para k un cuerpo, k[zy,...,x,] es noetheriano.

2. Sea B un anillo y A un subanillo de B que es noetheriano como anillo. Su-
pongamos que existe un b € B tal que b conmuta con los elementos de A y b
genera a B como A-dlgebra, es decir, que todo elemento de B se escribe como
combinacidon lineal de potencias de b (incluido 1 = B°) con coeficientes en A.
Entonces B es noetheriano. Lo mismo se puede decir de B si estuviera generado
como A-dlgebra por finitos elementos que conmuten entre si .

Demostracién: 1. Es claro escribiendo Alzy,...,z,] = (Alz1,...,z0-1])[zn], ¥
aplicando induccién mas el teorema de Hilbert.

2. Sea b € B que genera a B como A-algebra. La definicién de “genera como
A-algebra” es equivalente a que el morfismo de anillos ev, : Alx] — B (p — p(b)) sea
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sobreyectivo. Como A es noetheriano, por el teorema anterior A[z] es noetheriano,
luego B es un anillo noetheriano porque existe un epimorfismo de anillos de un noe-

theriano en B. La asercién con varios generadores es idéntica sustituyendo A[z]| por
Alxy, ...,z

Ejemplo: Sea d € Z un nimero que no es un cuadrado, v/d una raiz compleja de d y
sea Z[vV/d] = {a+b.~/d / a,b € Z}. Este subconjunto de C de hecho un subanillo de C
(verificar que la multiplicacion de dos elementos de Z[v/d] es de nuevo un elemento de
Z[\/d]). Por otro lado, existe un epimorfismo de anillos Z[x] — Z[v/d] determinado
por (z +— v/d). Como Z es noetheriano, Z[v/d] resulta también un anillo noetheriano.

4.3 Modulos artinianos

Los moédulos artinianos se suelen presentar dentro del marco de una teoria dual
a la teoria de modulos noetherianos. Dado un A-mdédulo M, cudl es la afirmacién
“dual” a “M es finitamente generado”? Observemos que decir que M sea finitamente
generado es equivalente a decir que existe un n € N y un epimorfismo 7 : A" — M
(un sistema de generadores corresponde a tomar {m(e1),...,m(e,)}). Si tomamos un
A-médulo arbitrario M, siempre existe un conjunto I y un epimorfismo AY) — M,
pues siempre existe un sistema de generadores (por ejemplo I = M). Lo que dice
el hecho de que M sea finitamente generado es que se puede extraer un subconjunto
finito de I, de digamos n elementos, de manera tal que la proyeccion A" — M siga
siendo un epimorfismo. Mas atn, en esta afirmacion, se puede cambiar el médulo que
aparece sumado con el indice I (es decir A) para pasar a un enunciado més genérico:

Proposicién 4.3.1. Sea M un A-mddulo, son equivalentes:
1. M es finitamente generado.

2. Si{N;}icr es una familia arbitraria de A-mddulos y f - @,.; Ni — M es un epi-
morfismo, entonces existe F' C I un subconjunto finito tal que f|e, .n, @icp Ni —
M es un epimorfismo.

Demostracién: 2.= 1. es claro tomando el epimorfismo AM) — M (e, — m).
Extrayendo un subconjunto finito de indices se obtiene precisamente un subconjunto
finito de generadores.

1.= 2. Sea f : @,.; Ni — M un epimorfismo, y sean {my, ..., m,} un sistema de
generadores de M. Por cada my, existe un 2% = (2F);e; € @,.; Ni tal que f((2F)ier) =
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Sier f(zF) = mi (= 1,...,r). Ahora bien, como 2" = (2f)ic; € @,; Ni —
M, cada z* es combinacién lineal finita de elementos de N;. Sea F' la unién para
k =1,...,r de los indices i € I tales que los z¥ son no nulos. Si tomamos ahora
floscrn; : Bicp Ni — M, como los 2¥ € ®epN; entonces los my, € Im(fa, pn,), ¥ se
tiene un epimorfismo porque los my generan M.

Esta condicién equivalente a ser finitamente generado puede ser dualizada (en el
sentido categorico) sin problemas.

Definicién 4.3.2. Diremos que un A-mdodulo M es finitamente cogenerado si
dada una familia arbitraria de A-médulos {N;}icr y un monomorfismo f = [[,c; fi:
M — TLic; Ni, entonces existe un subconjunto finito F' C I tal que [[,cp fi - M —
[Licr Ni es un monomorfismo.

Observamos que si M es un A-moédulo finitamente cogenerado y N C M es un
submédulo, entonces N es finitamente cogenerado, pero cocientes de finitamente co-
generados no tienen por qué ser finitamente cogenerados.

Definicién 4.3.3. Se dice que un A-mdodulo M es artiniano si y solo si todo cociente
de M es finitamente cogenerado. El anillo A se dird un anillo artiniano en caso de
que A sea artiniano como A-mddulo.

Ejemplo: Z no es un Z-moédulo artiniano, porque dado a € Z, a # 0,1,—1, la
aplicacion Z — [],.n%Z/{a™) definida por x — {T},cn es un monomorfismo, pues
dado un m € Z basta tomar un n € N tal que |m| < |a|™ para que su clase médulo
a™.Z sea distinta de cero. Sin embargo, para cualquier subconjunto finito F' C N,
Z — 11,er Z/{a"™) no es un monomorfismo.

A continuacion daremos propiedades equivalentes a la definicion de médulo arti-
niano, que permitiran encontar mas facilmente ejemplos de tales médulos.
Observaciéon: Si M es finitamente cogenerado, entonces M tiene la siguiente pro-
piedad:

(1) Para toda familia {M;};c; de A-submddulos de M, Ny M; = 0 implica que existe
un subconjunto finito ' C I con NyepM; =0
(tomar [[m; : M — [[,.; M/M; y mirar los nicleos).

Reciprocamente, si M verifica la propiedad (f) entonces M es finitamente coge-

nerado.

Al igual que en el contexto de médulos noetherianos, la condicién de ser artiniano
puede expresarse en términos del reticulado de submédulos :
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Proposicion 4.3.4. Sea M un A-mddulo. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. M es artiniano.

2. (Condicion de cadena descendente.) Toda cadena decreciente de submddulos de
M se estaciona.

3. Todo conjunto no vacio de submodulos de M tiene un elemento minimal.

Demostracion:

1.= 2. Supongamos M artiniano y sea C una cadena decreciente L1 D Ly D ...
de submoédulos de M. Sea K = N,cnLn, que es justamente el nicleo de la aplica-
cion [[,enm : M — [l,en M/Ly. Consideremos la aplicacién inducida M/K —
[I,eny M/L, que es un monomorfismo. Como M/K es finitamente cogenerado, exis-
te un m € N tal que tal que M/K — [],.,, M/Ly, es monomorfismo, por lo tanto
K = N,enLn = Mp<m Ly = Lpy—1, es decir, a partir de L,,_; la cadena se estaciona.

2.= 3. Supongamos que M verifica la condicién de cadena descendente y sea S
un subconjunto no vacio de submodulos de M. Supongamos que S no tiene elemento
minimal, entonces VL € S el conjunto {L' € § / L' C L (inclusién estricta)} es
no vacio. Fijando L arbitrario, sea Ly = L y L; un elemento del conjunto anterior,
como Ly no es minimal, el conjunto {L” € § / L” C L; (inclusién estricta)} es no
vacio, sea Ly un elemento de ese conjunto. Con este proceso se obtiene una cadena
Ly D L1 D Ly D ... que no se estaciona, lo cual es absurdo, luego S tiene algin
elemento minimal.

3.= 1. Supongamos que todo conjunto no vacio de submoédulos de M tenga
un submdédulo minimal. Sea K C M un submédulo y f : M/K — [],.;N; un
monomorfismo. Sea M;, el niicleo de la composicion M — M/K — [],.; N; — Nj,.
Vale que K = N M;. Bastara probar entonces que si K C M es un submodulo y
S es una coleccién de submédulos de M con K = MypresM’, entonces K = M7 M;
para algiin nimero n € N y elementos M} € S. Sea P = {NyrepM': F C S esun
conjunto finito }. Por la propiedad 3., P tiene un elemento minimal correspondiente
aun Foy K = Mypep, M.

Ejemplos:

1. Zpo = Gpe es un Z-moédulo artiniano. Para ver esto, notamos que sus tnicos
submédulos son {1}, Gpe v los (Gpr),en que estan todos “encajados”, luego
toda cadena descendente de submodulos se estaciona porque los G» son finitos.
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2. Si k es un cuerpo, V un k-espacio vectorial, V' es artiniano si y sélo si es de
dimensién finita.

3. Sea A un anillo que contiene un cuerpo k, y M un A-médulo (por lo tanto
un k-espacio vectorial). Si M es de dimensién finita sobre k entonces M es
artiniano.

Una de las propiedades més importantes de los médulos noetherianos y/o arti-
nianos es que admiten una descomposicién en suma directa finita de submddulos
indescomponibles, cosa que no es cierta si sélo se pide que el médulo sea finitamen-
te generado. Un moédulo se dice indescomponible si no admite sumandos directos
propios.

Proposicién 4.3.5. Sea M un A-mddulo noetheriano (o artiniano) no nulo. Enton-
ces existen submddulos indescomponibles My, ..., M, tales que M = @;_, M;.

Demostracion: Sea M # 0. Si M es indescomponible no hay nada que demostrar,
si no, supongamos que M no verifica la propiedad del enunciado. Luego existe M’ un
sumando directo propio de M que no tiene una descomposicion en suma directa finita
de submédulos indescomponibles (un tal submédulo existe porque si no M la tendria).
Como M’ es un médulo no nulo noetheriano (es submédulo de un noetheriano) y no
es suma directa finita de indescomponibles, entonces existe M” un sumando directo
propio de M’ que no tiene una descomposicién en suma directa finita de indescompo-
nibles. Llamemos a N’ al complemento de M" i.e. M = N'@@ M', M' = N" @ M".
Continuando con este proceso se consiguen cadenas de submoédulos propios

M>M >M'> ... y NCNeN cCcNeNoN cC...

que no se estacionan, con lo cual resulta que M no es noetheriano ni artiniano, lo que
es absurdo.
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Moédulos libres, proyectivos e
inyectivos

5.1 Moddulos libres

En el caso de espacios vectoriales, la existencia de bases es una herramienta que
permite, por ejemplo, definir transformaciones lineales indicando su valor en los ele-
mentos de una base, y luego extendiendo por linealidad. A su vez esto asegura, entre
otras cosas, que si V' y W son k-espacios vectoriales y t : V' — W es una transforma-
cién lineal suryectiva, existe entonces una transformacion lineal f : W — V tal que
to f = Ildy. En otras palabras, las nociones de epimorfismo y retraccién coinciden
en la categoria de espacios vectoriales. Sabemos que existen anillos A tales que ésto
no sucede en la categoria de A-mddulos, por lo tanto, habra médulos en los que no
se pueda encontrar subconjuntos privilegiados que jueguen el rol de las bases en los
espacios vectoriales sobre los cuales por ejemplo uno pueda definir una “vuelta” de un
epimorfismo. Aun conociendo un sistema de generadores, las posibles relaciones que
pudiera haber entre ellos hacen que uno no pueda extender por linealidad funciones
definidas sobre este subconjunto. Esto mismo sucedia con los sistemas de generado-
res de un espacio vectorial, pero el problema desaparecia eligiendo un subconjunto de
generadores que fuera linealmente independiente. Este proceso no puede copiarse al
caso general, el siguiente ejemplo muestra que la nociéon de base en un A-moédulo es
mas sutil que en espacios vectoriales:

Ejemplo: Consideremos Z como Z-médulo. El conjunto {2,3} es un sistema de
generadores de Z que no es “linealmente independiente” sobre Z (es claro que por
ejemplo 3.2 4+ (—2).3 = 0) y sin embargo es minimal en el sentido de que si se extrae

39
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un subconjunto propio, deja de ser un sistema de generadores. Por otro lado, {1}
(también {—1}) es un sistema de generadores minimal que merece ser llamado base.

Definicién 5.1.1. Dado un anillo A, un A-mddulo M y un subconjunto S C M dire-
mos que S es un conjunto linealmente independiente de A si toda combinacion
lineal finita de elementos de S con coeficientes en A no todos nulos, es no nula.
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Ejemplos:

1.

Si M = A, el conjunto {1} es linealmente independiente. Si a € A es un divisor
de cero, entonces {a} no es linealmente independiente.

0 «x

ST A= DMyk)y M = {< 0 y ) € Mg(k)} M es un A-médulo a izquierda,

0 1
00
nealmente independiente. Probar que no existe ningun conjunto de generadores
linealmente independiente.

y el conjunto ) } es un sistema de generadores minimal, que no es li-

.S1A=27Zy M = Z, entonces ningin subconjunto de M es linealmente inde-

pendiente.

. Sir,s €Z, entonces {r, s} es siempre un conjunto linealmente dependiente.

Sean A=Zy M = Q. Sea 0 # r € Q, entonces {r} es un conjunto linealmente
independiente. Si 7, s € Q entonces {r, s} es siempre linealmente dependiente.

Observacién: A partir del ejemplo 3. se observa que un subconjunto linealmente
independiente (1.i.) no puede tener elementos de torsién. En el ejemplo 1., {1} no
s6lo es 1.i. sino que ademas genera.

Algunas de las propiedades que tienen los subconjuntos li. y los conjuntos de
generadores de un espacio vectorial pueden generalizarse al caso de médulos sobre un
anillo A con demostraciones analogas, por ejemplo:

Proposicién 5.1.2. Sea f : M — N un morfismo de A mddulos y S C M un
subconjunto.

1.
2.

Si S es un conjunto l.d. entonces f(S) es un conjunto l.d..

Si S es un conjunto li. y f es monomorfismo, entonces f(S) es un conjunto
Li..

Si S es un conjunto de generadores y f es epimorfismo entonces f(S) es un
conjunto de generadores de N.

Diremos que un subconjunto S C M es una base de M si y sélosi S esli. y S
genera M.

Definicién 5.1.3. Un A-mddulo M se dice libre si y solo si M admite una base.
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Ejemplos:
1. Si k£ es un cuerpo, todo k-espacio vectorial es libre.

2. Si A es un anillo, entonces A es un A-médulo libre, una base es por ejemplo
{1}.

3. @ no es un Z-mdédulo libre ya que todo par de elementos es 1.d. (y Q no es
ciclico).

4. Sea V un k-espacio vectorial de dimension finitay ¢ : V' — V una transformacién
lineal. El par (V,t) es un k[z]-médulo que no es libre, ya que todo elemento es
de torsién (si p = my, entonces p.v =0V v € V).

Observaciones:

1. Un cociente de un A-moédulo libre M no tiene por qué ser libre, por ejemplo
Zy, = 7Z/n.Z no es Z-libre.

2. Un submodulo de un A-moédulo libre no es necesariamente libre. Por ejemplo si
un A-modulo libre contiene un elemento de torsion, entonces el submédulo ge-
nerado por ese elemento no es libre. Como ejemplo concreto tomemos M = A =

Ms(Z), que es A-libre con base {< (1) (1) )} Sin embargo, N :{< Z 8 ) ,a,b € Z}

es un submodulo de torsién de M, por lo tanto no puede tener una base como
A-modulo.

3. Sean M y N A-médulos. Si M es un A-modulo libre y f : M — N es un
isomorfismo entonces NN es libre.

4. Sea AD = {f : 1 — A/ sop(f) < oo}. AD es un A-médulo libre con base
{ei}ier, donde, para todo i € I, e; es la funcién definida por e;(j) = d;;.

A continuacién caracterizaremos los A-mdédulos libres, viendo que todo A-mddulo
libre es isomorfo a un médulo del tipo A, para algin conjunto I.

Proposicion 5.1.4. Dado un A-maodulo M las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. M es un A-mddulo libre con base {x;}ic;.

2. Sea p;: A — M (a+— a.x;), entonces p := @;erp; AD — M es un isomorfis-
mo.
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3. Para todo A-mddulo N y para todo subconjunto {y;}icr C N, existe un tunico
morfismo de A mddulos f: M — N tal que f(x;) = y;.

Demostracién: 1.= 2. Sea z € AD tal que p(z) = 0. Escribamos z = }_,_; a;.e;
(donde la familia (a;);e; C A es una familia con soporte finito). Entonces 0 = p(z) =
> icr @i-z;. Como los z; son independientes, los a; deben ser todos cero, luego z = 0
y consecuentemente p es un monomorfismo. Por otro lado p(e;) = x;, por lo tanto la
imagen de p contiene a un conjunto de generadores con lo que p resulta también un
epimorfismo, luego un isomorfismo.

2.= 3. La demostracion es igual que para el caso de espacios vectoriales. En
primer lugar, esta claro que de existir un tal morfismo, es tinico, pues esta ya definido
su valor en los x; y éstos generan. Para demostrar la existencia se extiende linealmente
el valor de f en la base. Si z € M, por ser {z;};c; un sistema de generadores, x =
> ics @i-x; ( suma con soporte finito) y esa escritura es tinica debido a la independencia
lineal (3, ;a2 =D ;e 0.y = Y .o (ai—al).x; = 0= a;—aj = OV i € I), luego estd
bien definida la funcién f(x) := >, a;.y;. La verificacién de que f es un morfismo
de A-modulos es inmediata.

3.= 1. Veremos que si M verifica 3., entonces M = AU, Sean N = AU ¢
y; = e; para todo i € I. Entonces existe (un tnico) f: M — AD tal que f(z;) = e;.
Consideremos po f : M — M. Como po f(z;) = z;, es claro que el morfismo
po f coincide con Idy; en los x;, luego, (eligiendo N = M e y, = x;) por unicidad,
po f = Idy. Para la composicién f o p se tiene f o p(D> ;. ai.€;) = f(D e i) =
Y oier @i-f(x3) = D, ai-e;, por lo tanto fop = Id 4y que es libre de base {¢;}, ademéds
resulta que p es también un isomorfismo, por lo tanto {f(e;) }ier = {x;}icr s una base
de M.

Corolario 5.1.5. Con las notaciones de la proposicion anterior, se verifica:

1. Si{yi}ier es una base de N, entonces f es un isomorfismo.

2. Dos A-mddulos con bases de igual cardinal son isomorfos.

Las demostraciones son inmediatas, se dejan como ejercicio.

Observacién: Si (M;) ;e es una familia de A-médulos libres, entonces @©;c;M; es un
A-médulo libre. Mas atin, si {] }ic;, es una base de M; (j € J), entonces Uje j{x] }ics,
es una base de @, ; M;.

Vimos que la propiedad de “ser libre” no es estable en general ni por cocientes

ni por subespacios. Veremos ahora sin embargo que todo médulo es cociente de un
libre:
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Proposicién 5.1.6. Sea M un A-moddulo. Entonces existe un A-maodulo libre L y
un epimorfismo f: L — M.

Demostracién: Sea {z;};c; un sistema de generadores de M (por ejemplo {m}.enr)
y sea L := AU, L es un A-médulo libre, y h : AD — M, definido por h(e;) = z;
es un epimorfismo pues la imagen contiene a un sistema de generadores. Se tiene
ademés M = L/ Ker(h), Ker(h) suele llamarse el nicleo de relaciones de M.

Observemos que si M es un A-médulo libre y f : N — M un epimorfismo,
entonces existe una seccién g : M — N tal que fog = Idy;. En efecto, dada una base
{z;}icr de M, existen n; € N tales que f(n;) = x; ya que f es un epimorfismo. Se
define entonces g(x;) = n; y se extiende por linealidad. Es decir, todo epimorfismo
con imagen en un modulo libre M es una retraccion.

De manera andloga, puede probarse que los mdédulos libres verifican una propie-
dad de “levantamiento” de morfismos. Consideremos el siguiente diagrama de flechas
llenas: M Existe entonces un h morfismo en la direccién de la flecha

[ l
P h
“ g
My, —— M,
punteada que haga el diagrama conmutativo, i.e. que f o h = h? En principio, de
levantarse h a un morfismo h deberfa valer que Im(h) = Im(f o h) C Im(f), restrin-

giéndonos entonces al submédulo Im(f), para plantear correctamente el problema
supondremos que f es un epimorfismo.

Proposicién 5.1.7. Sea M un A-mddulo libre. Entonces M resuelve el siguiente
problema de tipo universal, esquematizado a partir del diagrama:

M

71/
v
y

Ml—f>M2—>O

Para cualquier epimorfismo f : My — My entre dos A-maodulos arbitrarios y para
cualquier morfismo h : M — M,, existe un morfismo (no necesariamente unico)

h: M — M talquefoﬁzh.

Demostracién: Sea {z;};c; una base de M. Como f es un epimorfismo, para cada
x; existe un m; € M, tal que h(z;) = f(m;). Se define pues h(x;) := m; y se extiende

por linealidad. Como f(h(z;)) = f(m;) = h(x;) entonces foh = h (coinciden en una
base).
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Observamos que la propiedad de que todo epimorfismo con imagen en un libre es
una retraccién puede obtenerse como consecuencia de la proposicion anterior poniendo

My=Myh=Idy.

Corolario 5.1.8. Sea M un A-mdédulo y S C M un submddulo. Si M/S es libre,
entonces S es un sumando directo de M.

Demostracién: Basta ver que la sucesién exacta corta 0 — S —' M —™ M/S — 0
se parte. Pero como M/S es libre, 7 : M — M /S es una retraccién, es decir, admite
una seccién s : M/S — M tal que mo s = Idy /S, por lo tanto i es una seccién y S
es un sumando directo cuyo proyector correspondiente es p = Idy; — s o 7.

Supongamos que A es un anillo tal que todo submédulo de un A-mddulo libre es
libre, en particular todo ideal de A resultara libre. A conticuacién probaremos que
esta afirmacién sobre los ideales de A, que en principio parece mas débil, resulta sin
embargo equivalente a la primera:

Teorema 5.1.9. Sea A un anillo, son equivalentes:

o Todo submddulo de un A-mddulo libre es libre.
o Todo ideal de A es A-libre.

Nombre: Un anillo tal que todo submédulo de un libre es libre se denomina hiper-
hereditario.

Demostracion: Una de las implicaciones es obvia, supongamos ahora que todo ideal
de A es libre. Sea M # 0 un A-mdédulo libre con base {z;}icr v S un submdédulo.
Por el lema de Zorn, podemos suponer que I (I # () es un conjunto bien ordenado
(es decir que I tiene un orden tal que todo par de elementos es comparable y todo
subconjunto no vacio de I tiene primer elemento).

Sean F; := {x € M /z es combinacién lineal de los z; con j < i} y F; := {z €
M /z es combinacién lineal de los x; con j < i}. Sii < k, resulta que F; C F y
ademéds M = U;e;F;. Dado z € S, existe 4 tal que z € SN F;, luego existen tinicos
a;, € Ay 2 € SNF; tal que v = 2/ + a,.x;.

Consideremos ahora el morfismo ¢ : SNFE; — A definido por ¢(z) = a,. (Ejercicio:
verificar que es una funcién bien definida y que es un morfismo de A-mddulos).

Im(¢) resulta entonces un ideal de A y por lo tanto es un A-médulo libre, ademads

Ker(¢p) = SN F,. Como Im(¢) = gﬂ—? es libre, entonces S N F; es un sumando

directo de S N F;. Esto es equivalente a que exista un submédulo C; C M tal que
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SNF;, =5NF,®C;; queremos ver que S = ®;c;C;, luego S serd libre porque cada
C; lo es (notar que C; = Im(¢) que es libre). Es claro que cada C; es un sumando
directo de S, queremos ver que ®;c;C; = 5.

Supongamos que no, y sea H={j € I / 3x € SNF; con x ¢ ®;;C;}. Sea jy el
primer elemento de .J (existe por el buen orden y porque H # (). Sea z € SN F},
tal que z ¢ @;c;C;, entonces existe un tnico 2’ € SN Fj, y un dnico a € A tal
que z = 2’ + a.xj,. Como jy es el primer elemento de H, 2’ es necesariamente una
combinacion lineal de z; con k < jg, luego 2z’ € @;¢;C;, v por lo tanto z € ®,c;C;, lo
que es absurdo. En consecuencia S = ®;¢;C;.

Corolario 5.1.10. Sea A un dip, es decir, un dominio integro tal que todo ideal es
principal. Entonces todo submodulo de un libre es libre. En particular, esto dird que
todo maodulo proyectivo es libre.

Demostraciéon: Sea 0 # I C A un ideal. Como A es principal, 3 a € A tal
que I = (a). Como A es integro {a} es linealmente independiente (a # 0, luego
b.a =0 = b=0) por lo tanto {a} es una base, es decir que I es libre. Como todo
ideal de A es libre, la primera asercion se debe ahora al teorema anterior. Como todo
modulo proyectivo es isomorfo a un sumando directo de un libre (en particular a un
submoddulo), resulta que todo médulo proyectivo es libre.

Como ejemplos en donde se aplica el corolario anterior, tenemos que todo subgrupo
de un grupo abeliano libre es libre, en particular todo grupo abeliano proyectivo es
libre. Andlogamente todo k[z]-submédulo de un k[z]-mdédulo libre (k cuerpo) es klx]-
libre. Lo mismo sucede con los anillos k[z, x71] y k[[x]].

5.1.1 Nocion de rango

Definicién 5.1.11. Sea A un anillo, diremos que A tiene nocion de rango si:
A =2 AV implica #1 = #.J.

Ejemplo: Si A es un cuerpo, o mas generalmente si A es un anillo de division,
entonces A tiene nocién de rango.

La siguiente proposicion da otros ejemplos de anillos con nocién de rango.

Proposicion 5.1.12. Sea A un anillo tal que existe un anillo de division D y un
morfismo de anillos f : A — D, entonces A tiene nocion de rango.

Demostraciéon: D admite una estructura de A-médulo a partir de f. Sea L un
A-médulo libre y {z;}ier, {y;}jes dos bases de L. Sea g : L — AY) un isomorfismo,
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se tiene que {g(7;)}ics es una base de AY). Sea {e;},cs la base canénica de AW),
entonces existen elementos a;; € A tales que para todo j € J: e; = Y., a;;g(z;). El
morfismo de A-médulos f : A — D induce h = f/) : AY) — D) que sobre la base
canonica resulta h(e;) = {f(0;1) }jes = {0;r}jes, s decir que da la base canénica de
D). Como

hiex) = h (Z aikQ(%‘)) = Z agehg(z;)

el i€l

obtenemos que {hg(x;)}ic; genera DY) sobre D, por lo tanto #I > #.J. La otra
desigualdad es analoga, luego #1 = #J.

Corolario 5.1.13. Si A es un anillo conmutativo, entonces A tiene nocion de rango.

Demostracién: A admite algun ideal maximal M, consideramos entonces A —

A/M.

Proposicién 5.1.14. Sea A un anillo con nocion de rango, M = @®;erM; un A-
mddulo tal que todos los A-mddulos M; son libres, entonces M es libre y rg(M) =

Zie[ rg(Mz) .
Demostracién: Si {z;,};c;, es una base de M;, entonces es claro que {x;;, : i €
I, j € J;} es una base de M.

Proposicién 5.1.15. Sea A un dominio principal, L un A-mddulo libre de rango
finito n y M un submddulo de L. Entonces M es libre y rg(M) < n.

Demostracién: Sea {zi,...,x,} una base de L, sea M; = M N (z1,...,x;). En
particular M; = M N (1) es un submédulo de (z1), y por lo tanto existe a € A
tal que My = (azy). Si a = 0 entonces M; = 0y si no rg(M;) = 1, en todo caso
rg(M;) < 1. Veamos inductivamente que para todo r, rg(M,) < r.

Supongamos que M, es libre de rango menor o igual que r, y sea A = {a € A :
3 by,...,b, € Acon >, bz, + ax,+1 € M,1}. Se verifica facilmente que A es un
ideal de A, y como A es principal existe a,4; € A tal que A = (a,11). Si @01 =0
entonces M,,; = M, y por lo tanto rg(M,41) < r < r+ 1. Si no, dado z € M, 4
escribimos x = Z::ll cix;, el coeficiente ¢, resulta entonces divisible por a1, luego
existe a € A tal que r —aa, 412,41 € M,. Esto dice que M,.,1 = M, +{(a,112,41), pero
ademas esta suma es directa porque porque los z; son linealmente independientes, por
lo tanto rg(M, 1) =rg(M,) +1 <r+ 1.

Ejercicio: Sea G un grupo y consideremos el anillo de grupo Z[G]. Se define el
morfismo € : Z[G] — Z a través de g — 1V g € G.
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1. Probar que € es un morfismo de anillos.
2. Probar que Ker(¢) estd generado por {(g — 1) },eq-

3. Probar que si {g;}ic; es un sistema de generadores de G (generadores como
grupo), entonces {(g; — 1) }ier es un sistema de generadores de Ker(e).

4. Sea G un grupo libre con generadores {g; }:er, probar entonces que el morfismo
Z[G)D — Ker(e)

icl icl
es un isomorfismo.

Este ejercicio muestra que existen anillos en donde hay mddulos libres de “rango”
uno (e.g. Z[G| con G grupo libre) que tienen submdédulos libres de rango mayor que
uno.

5.2 El funtor Hom

Dados M y N dos A-médulos a izquierda, consideremos el conjunto Hom 4 (M, N) =
{f:M—=N:fm+m')=f(m)+ f(m')y flam)=a.f(m)Vm,m € M, a € A},
que es un grupo abeliano, sumando punto a punto (i.e. es un subgrupo de M%").

En el caso de espacios vectoriales, si k es un cuerpo, V un k-espacio vectorial
de dimensién n y W un k-espacio vectorial de dimensién m, entonces uno sabe que
Homy (V, W), ademds de ser un grupo abeliano, en realidad es un espacio vectorial
de dimensiéon n.m. Volviendo al caso general de médulos sobre un anillo A, uno se
pregunta sobre la estructura de Hom 4 (M, N). En general, no es posible darle siempre
una estructura de A-moédulo. Consideraremos a continuacion, las posibles estructuras
de médulo sobre algun anillo que puede admitir Hom 4 (M, N).

Sea B el anillo End(M)? y C = Enda(N)®. M no sélo es un A-médulo a
izquierda sino también un B-mdédulo a derecha, y las acciones conmutan (es decir, M
es un A-B-bimédulo). Analogamente N es un A-C-bimédulo.

Como la composicion de morfismos A-lineales es un morfismo A-lineal, tenemos
que la aplicacion

Ends (M) x Homy (M, N) x Enda(N) — Homa (M, N)
(f.9,h) — fogoh
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provee a Homy (M, N) de una estructura de End4(M)-End 4(N)-bimédulo.
Supongamos en general que M no sélo es un A-mdédulo sino que existe un anillo B
tal que M es un A-B-bimdédulo. Y supongamos también que N es un A-C-bimoédulo
para algin anillo C'. Para indicar este hecho, usaremos a veces la notaciéon 4Mp y
AN@.
Se afirma entonces que Homy (M, N) admite una estructura de B-C-bimédulo,
definiendo, para b € B, c € C'y f € Homa(M, N):

(b.f) : M — N por: (b.f)(m) = f(m.b)

(f.c): M — N por: (f.c)(m)= f(m).c
Ejercicio: Verificar la asociatividad de las acciones y la compatibilidad de ambas.

Observaciones:

1. Si M y N son A-mdédulos, siempre puede tomarse B = C' = Z. Entonces M y
N son A — Z-bimédulos, como se sabia de antes, Hom4(4Mzy,4 N7) tiene una
estructura de (Z—Z)-bimddulo, es decir, de grupo abeliano (la misma de antes).

2. Si A es conmutativo, sabemos que a todo A-médulo M puede considerarselo co-
mo un A-A-bimédulo “simétrico”, definiendo m.a := a.m. Entonces Hom (a4 M4, 4 Na)
tiene una estructura de A-A-bimdédulo. Notar que la accién de A sobre el
Hom (M, N) puede calcularse de cualquiera de las siguientes maneras:

(a.f)(m) = f(m.a) = f(a.m) = a.(f(m)) = f(m).a = (f.a)(m)
es decir, Hom4 (M, N) resulta un A-A-bimédulo simétrico.

3. Si N = A, que es un A-A-bimédulo y M es un A-médulo a derecha, enton-

ces M* := Homa(aMyp,4 As) es un Z — A-bimddulo, es decir, un A-mdédulo
a derecha. La estructura estd dada por (f.a)(m) = f(m).a (donde f € M*,
ac A, meM).

Ejemplo: Sea k un anillo conmutativo, G un grupo (o un semigrupo) y k[G] el anillo
del grupo. Homy(k[G], k) es un k[G]-bimédulo isomorfo a k¢. El isomorfismo estd
dado por:

k% — Homy(k[G], k)

f <Z Ag-g = > Agf<g>>

geG geG
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En particular, klz|* = k[|z|].

Sea ahora 4 Mp un A-B-bimdédulo fijo y consideremos el funtor:

HOHIA<AMB, —) IAMOdC — BMOdc
ANC = HOHIA(M, N)

y si f 14 No —a N/ es un morfismo de A-C-bimédulos, definimos
Homa(M, f) := f. : Homa(M, N) — Homy (M, N')
gr—foyg
Dejamos como ejercicio la verificacion de las siguientes propiedades:

Lo (fof)e=feolfi

2. (ldn)« = Idyom a1,y

3. (f+fNe=f+ [l

4. fi(b.g) =b.f.(g) (b€ B).

5. fu(g.c) = fu(g)-c (c € O).
Ejemplos:

1. Si M = A, Homy (A, —) es naturalmente isomorfo al funtor identidad, a través
de

Homyu(M,N) = N
¢ — o(1)
2. Si M = AD Homy (M, N) = Hom4(AY), N) = Homy(A, N)! = N7

3. SA=B=C=2%Z,M =Z,, Homy(Z,,N) = {x € N /n.x = 0} es el subgrupo
de N formado por los elementos de n-torsion.

4. Si A = B = C = k, k un cuerpo y V y W dos k-espacios vectoriales,
M =V ®; W, entonces Homy(V ®; W, —) es naturalmente isomorfo al fun-
tor Homy (V, Homy (W, —)).

5. Como caso paricular del anterior, sean V' = k[G] y W = k[H] donde G 'y H son
dos grupos, entonces Homy (k[G x H], —) = Homy(k[G], Homy(k[H], —)).
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Proposicién 5.2.1. El funtor Homa(aMp, —) es exacto a izquierda, es decir, si

0—>x 1oy 2

7 es una sucesion exacta de B-C'-bimddulos, entonces

0 —— Homa(M, X) L~ Homa(M,Y) 2> Homa(M, Z)
es una sucesion exacta de B-C-bimddulos.

Demostracion: Por el ejercicio anterior, ya sabemos que f, y g, son morfismos de
B-C-bimé6dulos. También sabemos que g, o f, = (g o f). = 0. = 0, por lo tanto sélo
falta ver que f. es monomorfismo y que Ker(g.) C Im(f,).

Nota: ;jPor qué 0, es el morfismo nulo? Esto se sigue por ejemplo de la buena
relacién del funtor (=), con la suma: como 0, = (0 + 0), = 0, + 0,, resulta que 0,
debe ser el elemento neutro en el Hom.

Este resultado, admite la siguiente reciproca:
Lema 5.2.2. Sea A un anillo cualquiera, M, N, T tres A-mddulos. Entonces

-, f g ., . p .
1. La sucesion () M N T es una sucesion exacta si y solo si

0 —= Hom (R, M) —~ Hom(R, N) —%~ Hom(R, T)
es una sucesion exacta de grupos abelianos para todo A-mddulo R.

y f g . . , .
2. La sucesion M N T 0 es una sucesion exacta st y solo si

0 — Hom (T, R) —~~ Homu(N, R) —— Hom(M, R)
es una sucesion exacta de grupos abelianos para todo A-mddulo R.

Demostraciéon: Sélo hace falta demostrar la “vuelta”, ya que la “ida” ha sido
demostrada en la proposicién anterior.
Para el punto 1. tomamos R = A, entonces tenemos el siguiente diagrama con-

mutativo (verificar que es conmutativo!):
0 M ! N d T

0 — Homy (A, M) L>H0H1A(A,N) > Homyu (A, T)
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en donde las flechas dobles verticales indican los isomorfismos naturales (notar que
la definicion de naturalidad de estos isomorfismos es justamente la conmutatividad
de estos cuadrados). Luego, al ser exacta la sucesién de abajo, también lo es la de
arriba.

El punto 2. es un poco mas sutil, pero igualmente es facil eligiendo en cada caso
un R conveniente. Vemos por ejemplo que la frase “¢g* : Homu (7, R) — Hom(V, R)
es un monomorfismo para todo A-médulo R es justamente la definicién categorica de
epimorfismo, por lo tanto ya sabemos que g es epimorfismo.

Sabemos también que f* o ¢g* = 0, pero entonces (g o f)* = f* o g* = 0 para
todo A-médulo R, o sea que si h : R — T es un morfismo cualquiera, resulta que
hogof: M — T es el morfismo cero. Si tomamos R = T y h = Idr obtenemos
que g o f es cero y por lo tanto Im(f) C Ker(g). Veamos por ultimo la inclusién al
inversa.

Tomando R = N/Im(f), tenemos la sucesién exacta

0 — Homy (7, N/Im(f)) — Homu (N, N/Im(f)) — Homa(M, N/Im(f))

y consideremos el morfismo 7 : N — N/Im(f) (la proyeccién canénica al cociente).
Claramente f*(m) = mo f =0, o sea que m € Ker(f*) = Im(g*). Esto significa que
existe h : T'— N/Im(f) tal que m = h o g. Ahora resulta claro que Ker(g) C Im(f)
pues sin € N, n € Im(f) siy sélo si m(n) =0, y a partir de la férmula 7 = h o g se
tiene que si n € Ker(g) entonces n € Ker(r) = Im(f).

Ejemplo: Uno se podria preguntar, dado un epimorfismo de A-médulos f:Y — Z,
un médulo cualquiera M, si el morfismo f. : Homy(M,Y) — Homy (M, Z) es también
un epimorfismo. Esto no tiene por qué suceder en general, consideremos el siguiente
ejemplo: A=Y =2 M =7 =1%2,, f =7 :7Z — Z, la proyeccién canodnica.
Entonces Homy(Z,,Z) = 0, y por lo tanto nunca puede haber un epimorfismo en
Homy(Z,,Z,) ya que este ultimo es no nulo (por ejemplo esta la identidad de Z,).

A pesar del ejemplo anterior, hay muchos casos en que, para un M en particular,
el funtor Hom (M, —) preserva epimorfismos. Por ejemplo si M = A, el funtor
Hom, (A, —) se identifica con la identidad, asi que trivialmente preserva epimorfismos.
Otro ejemplo es cuando M es libre.

Ejercicio: Si M =2 AY) para algiin conjunto I, y si f : X — Y es un epimorfismo de
A-médulos, entonces f, : Homa(M,Y) — Homa(M, Z) es también un epimorfismo.
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5.3 Modbdulos proyectivos

El objetivo de esta seccidn es estudiar los médulos M que son tales que el funtor
Hom, (M, —) es exacto. Comenzamos con una definicién:

Definicién 5.3.1. Un A-mddulo M se llama A-proyectivo si el funtor Hom4 (M, —)
es exacto.

Es decir, M es proyectivo si y s6lo si Hom 4 (M, —) preserva epimorfismos, si y sélo
si, dado el siguiente diagrama de flechas llenas de A-médulos se puede completar, (de
manera no necesariamente tinica) con la flecha punteada, de modo tal que el diagrama

completo sea conmutativo: Y L 7——>0

Observaciones:
1. Vimos en la seccién anterior que todo A-médulo libre es proyectivo.

2. Los cocientes de médulos proyectivos no son necesariamente proyectivos (con-
siderar como ejemplo Z/nZ = Zy,).

3. Los submoddulos de proyectivos no son necesariamente proyectivos, por ejemplo
considerar A = M = Z, y el submédulo 2Z4. Se deja como ejercicio verificar
que 27,4 no es proyectivo.

4. Las localizaciones de proyectivos no son necesariamente proyectivas: tomar A =
M=127,8=1{1,2,4,8,...,2" ...} considerar la proyeccién canénica Z — Zs.
Se tiene que Homy (Zg, Z) = 0 pero el morfismo

Zs—>Zg

n -
— = n.2"

2n

estd bien definido (2 es el inverso de 2 en Z3) y no es cero, luego no puede haber
un epimorfismo de Homy(Zg,Z) = 0 en Homy(Zg, Zs3) # 0.

5. Veremos como corolario de la siguiente proposiciéon que un sumando directo de
un proyectivo es proyectivo.

Proposicién 5.3.2. Dado un A-mddulo M, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
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1. M es un A-mddulo proyectivo.

2. Toda sucesion exacta corta de A maodulos del tipo0 — X — Y — M — 0 se
parte.

3. M es sumando directo de un A-mddulo libre.

Demostracion: 1 = 2. Si M es A-proyectivo, dada una sucesién exacta
0—-X—-Y—->M-—0

se considera el diagrama Y —P > M —>0. La existencia de id : M — Y tal que
™

2
M
poid = Idy se debe a la proyectividad de M, luego la sucesion se parte.

2 = 3. Dado M, sabemos que existe un conjunto I y un epimorfismo 7 : AY — M.
Consideremos la sucesién exacta corta

0 — Ker(r) —» AD — M — 0

Por hipétesis esta sucesién exacta se parte, es decir existe i : M — AD tal que
7o = Idy, por lo tanto M es un sumando directo de AU,

3 = 1. Sea M un sumando directo de AY), queremos ver que M es proyectivo.
Consideramos un epimorfismo f : X — Y y un morfismo cualquiera g : M — Y,
llamamos i : M — AW la inclusién y 7 : AD — M la proyeccién. Se quiere ver que
existe algin g : M — X tal que fg = g. El diagrama de rigor es el siguiente:

Xty 0
N
\ g
\
g M
]
N
\
A

Definimos g : M — X por g = grmi. Es claro que es morfismo de A-mddulos, ademas
fg = f(gmi) = (fgm)i = (gm)i = g(mi) = gl = g

Por lo tanto M es proyectivo.
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Observacién: Si M es finitamente generado, puede elegirse siempre un epimorfismo
AD — M con I finito, digamos #I = n, y si ademas M es proyectivo, existe n € N
tal que M es sumando directo de A™.

Corolario 5.3.3. Dada una familia de A-mddulos (M;);e; se verifica:
1. ®;erM; es proyectivo si y solo si cada M; es proyectivo.

2. Si [[,c; M es proyectivo entonces cada M; es proyectivo. La reciproca no es
necesariamente cierta.

Demostraciéon: 1. Sea f : X — Y un epimorfismo y consideremos el cuadrado
conmutativo:

Hom 4 (®;erM;, X) SELEN Hom 4 (®ierM;,Y)

Hig[ HomA(Mi, X) % HiEI HOII’IA(MZ'7 Y)

Luego la flecha f, de arriba es un epimorfismo si y sélo si la flecha [] f de abajo lo
es, v [] f es un epimorfismo si y sélo si todas las f? lo son, lo que demuestra 1.

2. Dado P = [[,.; M; y M;, se considera Q) = {(m;)ier € [[;c; M;i / mio = 0}.
Tenemos entonces que P = () @& M,;,, y por el punto 1., dado que P es proyectivo
resulta que M;, es proyectivo.

5.3.1 Anillos hereditarios

Vimos ejemplos de médulos proyectivos con submédulos no proyectivos (por ejem-
plo 2Z, C Z4 no es un Z4-médulo proyectivo).

Definicién 5.3.4. Una anillo A se dice hereditario si y sélo si todo submddulo de
un A-maodulo proyectivo es proyectivo.

El siguiente teorema describe los submodulos de moédulos libres en anillos heredi-
tarios.

Teorema 5.3.5. (Kaplansky) Sea A un anillo hereditario, L un A-mddulo libre y
S C L un submddulo. Entonces si L = @;e;A.x;, existe una familia {A;}ier de
ideales de A tales que S = @1 A;.
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Demostracién: sea {x;};c; una base de L, podemos suponer que [ es bien ordenado
y no vacio, con orden <. Dado i € I, sean L, = (z; : j<i)y L, = (x; : j <1,
entonces L, = L; & (x;). Se definen morfismos f; : L) — A por fi(y + az;) = a
donde y € L, a € A. Los f; resultan retracciones de las inclusiones A = (z;) < L,
y Ker(fi) = L;. Sea A; = f;(S N L;), entonces g; := fi|snr; : SN L; — A; es epi.
Como A; es proyectivo (pues A es hereditario), entonces g; es una retraccién, y por
lo tanto Ker(g;) = Ker(f;) NS = SN L; es un sumando directo de SN L,. Sea T; un
complemento de S N L; en SN L, entonces T; = A;. Basta ver que S = @®;c1A4;, lo
que se realizara en dos partes:

o S=> . A

L = Uie/L;, por lo tanto, para todo = € L, existen {a;}ic; C A tal que x =
Y oier @ixi. Six # 0, sea j = max(sop{a;}) (que existe porque sop({a;}) es un
conjunto finito), luego = € L. Si S # >, T, seaC ={i €l / SNL;—
> ier Tj # 0}, que resulta no vacio. Sea jo = min(C) (que existe por buena
ordenacién) y sea v € SN L — jer Ly Se puede escribir = y + z con
yeSNLjyzeT, entoncesy ¢ > ., T; ey € Lj para algin k < jo, es decir
yeSNL,—> T, lo que contradice la minimalidad de jo.

e La suma es directa:
Sea Y .., ti =0, con t; € T}, queremos ver que todos los t; son nulos.

Sea j = max{i / t; # 0}, entonces 0 = ¢; + >, . t;. Tenemos que t; € T; y
> icjti € SN Lj, pero sabfamos que (x;) esta en suma directa con L;, luego
tj = — Zi<j tz 1mphca tj =0.

Corolario 5.3.6. Un anillo A es hereditario si y solo si todo ideal de A es un A-
modulo proyectivo.

Demostracion: la condicion es obviamente necesaria pues A es A-libre. La su-
ficiencia se ve de la siguiente manera: en primer lugar notemos que el Teorema de
Kaplansky es valido para todo anillo A tal que sus ideales son A-mddulos proyectivos.
Ahora si P es un A-mdédulo proyectivo y P’ C P es un submédulo, sea L libre tal que
P es sumando directo de L. Luego P’ resulta isomorfo a un submédulo de L, y por
el Teorema de Kaplansky P’ = ®;c1A; con A; ideales de A. Por hipétesis los A; son
proyectivos, luego P’ es proyectivo.

Recordando la nocién de hiperhereditario y el Teorema 5.1.9, tenemos el siguiente
corolario:
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Corolario 5.3.7. Dado un anillo A, son equivalentes:
1. A es hiperhereditario (i.e. todo submddulo de un libre es libre).
2. A es hereditario y todo A-modulo proyectivo es libre.
3. Todo ideal de A es un A-mddulo libre.
Observaciones:
1. Si A es un dominio integro y principal, entonces A es hiperhereditario.

2. Conmutativo + hiperhereditario = principal. En efecto, si A es conmutativo
e hiperhereditario, sea I un ideal de A. Dados dos elementos a, b en I, nunca
pueden ser linealmente independientes pues a.b + (—b).a = 0, luego la cantidad
maxima de elementos de una base de I es uno, es decir, I es principal.

3. Si A es un dominio integro, A es principal si y sélo si es hiperhereditario.

5.3.2 Modulos proyectivos en dominios principales

Durante esta subseccién A denotard un dominio integro de ideales principales

(dip).
Recordamos que si M es un A-moédulo, entonces la torsion de M es un A-submédulo,
donde la torsién estaba definida por t(M) ={m € M /Ja € A, a # 0 con a.m = 0}.

Proposicién 5.3.8. Sea M un A-mdédulo finitamente generado, son equivalentes:
1. M es libre.
2. M es proyectivo.
3. t(M)=0.

Demostraciéon: es claro que 1 = 2. Més ain, al ser A un dip es hiperhereditario,
luego 1. y 2. son equivalentes. Veremos 1 < 3.

1 = 3. Como M es libre finitamente generado, entonces M = A" para algin

numero natural n. Si m = (a1,...,a,) y a # 0 es tal que a.m = 0, entonces
0= (a.ay,...,a.ay,), es decir que a.a; = 0 para todo i = 1,...,n. Por ser A integro y
a # 0 se concluye que a; =0Vi=1,...,n.

3 = 1. Sea M sin torsién y consideremos K al cuerpo de fracciones de A. Necesita-
remos el siguiente Lema:
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Lema 5.3.9. Sea K el cuerpo de fracciones de A y M C K un A-submaodulo de tipo
finito. Entonces existe x € K tal que M = A.x.

Demostracién: Sea M = (xq,...,x,), como M C K existen pi,...,pn,q1,---,qn €
A con los g; # 0 tales que x; = Z—j,i: 1,...,n.

Sea ¢ = [, ¢, que por integridad es distinto de cero. Como para todo j =
1,...,n, gx; € A, se sigue que ¢.M es un submddulo de A, es decir un ideal, y
entonces es principal. Luego existe t € A tal que ¢.M =t. A, es decir M = éA.

Volviendo a la demostracion de 3 = 1., sea jp; : M — M el morfismo canénico
de localizacién:

Jm M — Mg

m
m— —

Sabemos que Ker(jy) = t(M) = 0, luego jys es inyectiva y la imagen de M en Mg no
es cero. Por lo tanto existe una transformacion lineal Mg — K tal que la composicién
M — Mg — K es distinta de cero; llamemos p a esta composicion, y consideremos
la sucesion exacta corta

0 — Ker(p) = M — p(M)—0

Ahora bien, como M es finitamente generado como A-médulo y todos los morfismos
son A-lineales, la imagen de p es finitamente generada como A-moddulo. Esto implica
(por el Lema anterior) que p(M) = A, luego tenemos que la sucesion anterior se parte,
dando M = Ker(p) & A. Llamando M; := Ker(p), tenemos que M; es un submdédulo
de M, por lo tanto es sin torsion, ademas es isomorfo a un cociente de M, por lo
tanto es finitamente generado, y se estd de nuevo en las mismas hipotesis. Podemos
entonces repetir la construccién para M; y descomponerlo como My = My @ A (luego
M = (My®A)® A). De esta manera obtenemos una cadena creciente de submaédulos,
cada uno isomorfo a A, AGA, A@A®A, ...,y por noetherianidad de M esta cadena
se estaciona, luego M = A" para algin n € N.

Observacién: De la demostracién de la Proposicion 5.3.8 se sigue que si M es
finitamente generado, entonces

Homu (M, K) # 0 < My # 0 < M/t(M) £ 0 < M # t(M)

Corolario 5.3.10. Sea M un A-mddulo finitamente generado, entonces M = t(M)®
A" para un unico n € Ny.
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Demostracion: se considera la sucesion exacta corta

0—=t(M)— M — M/t(M) — 0

Como t(M/t(M)) = 0 se sigue que M /t(M) es libre, en particular proyectivo, por
lo tanto la sucesién exacta se parte y M = (M) & M/t(M). Como M/t(M) es
libre y finitamente generado, entonces es isomorfo a A™ para algin n € Ny, pero
n=dimg((M/t(M))x) = dimgx(Mg), luego estd univocamente determinado.
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Ejercicios:
1. Sea A un dip, y M un A-médulo de tipo finito, se define rg(M) := rg(M/t(M)).

(a) M, N de tipo finito, entonces rg(M & N) = rg(M) + rg(N).

(b) Maés en general, si0 — M — N — T — 0 es una sucesién exacta de médulos
de tipo finito, entonces rg(N) = rg(M) + rg(T).

(c) Sea k el cuerpo de fracciones de A y M un A-médulo de tipo finito, entonces
rg(M) = dimg(Hom 4 (M, k)).

(d) Ver que rg(M) =rg(M*4) (M es como siempre un A-médulo de tipo finito).

2. Sea A un dip, M un médulo de tipo finito y 7" un submédulo tal que M/T es sin
torsiéon. Entonces M es libre si y sélo si T es libre.

5.4 Mobdulos inyectivos

Asi como la nocién de médulo proyectivo esta relacionada con las propiedades del
funtor Hom4 (P, —), la de médulo inyectivo concierne al funtor Hom 4 (—, I).
Dado M un A-médulo, recordemos que Homy(—, M) es exacto a izquierda, es

. . ., f g
decir, para cualquier sucesion exacta X Y

0 —— Homu(Z, M) <, Hom (Y, M) , Homy (X, M) es exacta. Resulta natu-
ral preguntarse, en caso de que f sea monomorfismo, si f* es epimorfismo o no. La
respuesta es que en general no es cierto, como se puede ver con el siguiente (con-
tra)ejemplo:

A 0, la sucesion

Ejemplo: Tomamos X =Y =7, f: X — Y dada por f(n) = 2n, g la proyeccién
candnica a Z = Zy. Tenemos la siguiente sucecién exacta:

0>Z—7Z —Zy—0

Aplicando el funtor Homy(—,Zs), se obtiene la sucesién

0 —— Homy(Zs, Zs) = Homy (Z, Zs) ——~ Homgy(Z, Z»)

Lo Lo Ly



M. A. Farinati — A. L. Solotar 111

Esta sucesion nunca puede ser exacta porque en ese caso la dimensién, como Zo-
espacio vectorial del objeto del medio seria la suma de las dimensiones de los objetos

de las puntas. Igualmente en este caso se puede explicitar f*. Tenemos que, si
¢ 1 — Lo,

fH(0)(1) = o(f(1)) = ¢(2) = 26(1) = 0

luego f* = 0, y por lo tanto f* no es epimorfismo. Notar que el problema se debe
a la 2-torsion de Z,; si hubieramos puesto un Z-moédulo divisible, el razonamiento
para ver que f* = 0 no habria funcionado. Veremos luego que si M es un Z-modulo
divisible entonces Homy(—, M) es exacto.

Definicién 5.4.1. Un A-mddulo M se llama A-inyectivo si el funtor Homa(—, M) :
aMod — Ab es exacto.

Es decir, M es inyectivo si y sélo si Homs(—, M) transforma monomorfismos en
epimorfismos, si y sélo si, dado el siguiente diagrama de flechas llenas de A-mddulos
se puede completar, (de manera no necesariamente tnica) con la flecha punteada, de
manera tal que el diagrama completo sea conmutativo:

0—=Y—t>7

7
o,
l///h

M

Observaciéon: Si ademas se tiene un A-B-bimdédulo 4Mp, el funtor toma valores en
la categoria Modp. Como una sucesién de B-moddulos es exacta si y sélo si es exacta
vista como sucesion de grupos abelianos, 4Mpg es inyectivo como A-modulo si y sélo
si el funtor Homy(—, M) : 4AMod — Modp es exacto.

Ejemplos:

1. Z noes un Z-médulo inyectivo. Consideramos, para ver ésto, la inclusion Z — Q
y la identidad de Z en Z

0—72——=Q

| 7,7
zdl y
V3

A

es claro que no hay morfismo Q — Z que restringido a Z sea la identidad pues
de hecho no hay ningiin morfismo no nulo de QQ en Z.
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2. Si k es un cuerpo, todo k-espacio vectorial es k-inyectivo.

3. Si A es un dominio integro y K es su cuerpo de fracciones, entonces K es un

A-médulo inyectivo:

Para esto recordemos que, en esa situacién, si f : X — Y es un monomorfis-
mo, entonces fs : Xg — Yg es un monomorfismo, para cualquier subconjunto
multiplicativo S de A. Tomando S = A — {0}, llamemos Xy = Xa_q},
analogamente Yx. Si g : X — K es un morfismo cualquiera de A-médulos,
tenemos el siguiente diagrama:

O—>X—>Y

I

XK*)YK
gK/ ///

7/
i// 9K

K

Las flechas llenas f y g son los datos orlgmales ix : X — Xk es la flecha
canénica de localizacién x — %, idem ). Como los elementos de A — {0} son
inversibles en K, el morfismo g : X — K se factoriza a través de X mediante
gk . Si ahora sélo consideramos Xk, Yx v K, el diagrama estd en la categoria
de K-espacios vectoriales, en donde todos los objetos son inyectivos, de ahi la
existencia de gr. Tomamos entonces g : Y — K definida por § = gx o ik.
Como en el diagrama anterior, todos los cuadrados y/o tridngulos conmutan,

se sigue que g = g o f, es decir, que ¢ extiende a g.

4. Como caso particular del ejemplo anterior, Q es un Z-mdédulo inyectivo.

Observacién: Si M es un submoédulo de un médulo inyectivo, entonces M no tiene
por qué ser inyectivo (considerar Z C Q), sin embargo veremos ahora que un sumando
directo de un inyectivo es inyectivo.

Dado que la definiciéon de inyectivo es dual a la definicién de proyectivo, muchos

de los resultados para proyectivos se dualizan y se obtienen enunciados de inyectivos,
que se demuestran muchas veces dualizando las demostraciones anteriores:

Proposicién 5.4.2. Sea A un anillo y (M;);c; una familia de A-mddulos. Entonces:

1. TLie; M; es inyectivo si y solo si cada M; es inyectivo.
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2. Si @ierM; es inyectivo entonces cada M; es inyectivo. La reciproca no es nece-
sariamente cierta.

Demostracién: 1. Sea f : X — Y un monomorfismo y consideremos el cuadrado
conmutativo

Hom (Y, [T,e; Mi) —= Homu(X, [T,c, M)

|
[Le; Homa(Y, M;) 22 T, Hom (X, M)

el

Luego la flecha de arriba (f*) es un epimorfismo si y sélo si la flecha de abajo ([] f;)
loes. Y [] ff es un epimorfismo si y sélo si todas las f;* lo son, lo que demuestra 1.

2. Dado M = ®;e;M; y M,,, entonces M = (@iel_{io}Mi) [[M;,. Por 1., al ser
M inyectivo resulta M;, inyectivo también.

El siguiente resultado dice que para verificar la exactitud a derecha de Hom 4 (—, M),

basta aplicar el funtor a las inclusiones J — A, donde J recorre el conjunto de ideales
de A.

Teorema 5.4.3. (Baer) Un A-mddulo M es inyectivo si y solo si tiene la siguiente
propiedad: para todo J ideal de A y para todo f :J — M morfismo de A-mddulos,
existe f : A — M tal que fl; = f.

0—J——A

y
fl /.}

/’/
M

Demostracion: Es claro que si M es inyectivo, entonces tiene la propiedad del
enunciado. Veamos ahora que un M con esa propiedad de extensién con respecto a
ideales de A es en efecto un A-médulo inyectivo.

Dado un diagrama de lineas llenas: ) —— X —% >y queremos ver que existe f.

Ve
7
l»/f
M

Podemos suponer que X es un submédulo de Y y que ¢ es la inclusion, si no se

reemplaza X por g(X)y f por fog™t.
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Sedefine Y = {(Y’, f') /Y’ C Y es un submédulo, f” es un morfismo de A-mdédulos
con f'|x = f}. Se ordena parcialmente a Y a través de

Y. )<Y ") oY CY'y 'y =f

Se verifica que (Y, <) es un conjunto inductivo superiormente, luego tiene algun
elemento maximal, que llamaremos (Yj, fo). Supongamos que Yj estd incluido estric-
tamente en Y, sea entonces y € Y — Y, luego (y,Y,) contiene estrictamente a Yj.
Sea J = {a € A/ ay € Yu}; como Y es un submédulo de Y, J resulta un ideal de
A (ejercicio: verificarlo!). Sea entonces ¢ : J — M definida por ¢(a) := fy(ay). Por
hipétesis, ¢ se puede extender a ¢ : A — M. Veamos que fy se puede extender a
(y, Yo)-
Sea x = ay + yo donde a € A e yy € Yy, definimos

f1(z) == ¢(a) + folyo)

Esta funcién fi : (y, Yy) — M estd bien definida pues si ay + yo = @'y + v, entonces
(a —a)y =y) —yo € Yo, es decir, que (a —a’) € J, por lo tanto

¢la) —¢(a) =  dla—a) = gla—a)=
= folla=a)y) = folyo—w) =
= folyo) — fo(wo)
Reordenando los términos de estas igualdades obtenemos que ¢(a) + fo(yo) = ¢(a’) +

fo(y4). Por lo tanto la funcién estd bien definida, y es claro que (Yo, fo) < ((y, Yo), f1),
lo que contradice la maximalidad de (Y, fo), luego Yy debe ser igual a Y.

Ejercicio: Utilizando el teorema anterior, demostrar nuevamente que Q es un Z-
modulo inyectivo.

Ejemplo: Q/Z es un Z-médulo inyectivo, asi como también Z,~ para cualquier
primo p.

Para obtener més ejemplos de moédulos inyectivos, probaremos los siguientes dos
lemas:
Lema 5.4.4. Un grupo abeliano G es divisible si y solo si es un Z-maodulo inyectivo.

Demostracién: =) Utilizaremos el Teorema de Baer, es decir, probaremos que
todo diagrama de grupos abelianos ) —— ] ——7 (donde I es un ideal de Z) se
lh
G

completa con una flecha Z — G.
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Recordamos ahora que todos los ideales de Z son de la forma nZ para algin
n € Ny. Luego, dado I C Z, consideremos el n tal que I = nZ. Si n = 0 se puede
extender siempre el morfismo 0 por 0. Sin # 0, como G es un grupo abeliano divisible
existe v € G tal que h(n) = n.v. Por linealidad, tenemos que h(j.n) = j.n.v para
todo j.n € nZ. Basta definir h : Z — G de la forma h(m) := m.v.

<) Supongamos que G es un Z-médulo inyectivo. Dado g € G, n € Z, n # 0,
queremos ver que existe ¢’ € G tal que g = n.g'.

Definamos un morfismo hy : Z — G por hy,(m) = mg y consideremos el mono-
morfismo .n : Z — 7Z (la multiplicacién por n).

Como G es inyectivo, existe h_g : Z — G que hace del diagrama anterior un diagrama

conmutativo, i.e. hy(n.m) = hy(m) = mg ¥V m € Z. Si tomamos el elemento
g' = hy(1), éste verifica que

ng = nhg(1) = hy(n) = hy(1) = g

Proposicién 5.4.5. SiG es un grupo abeliano divisible, entonces el A-mddulo Homy (A, G)
es A-inyectivo.

Demostracién: Sea N un submédulo de M y h : N — Homy(A, G) un morfismo
de A-médulos a izquierda. Recordamos que la estructura de A-mdédulo a izquierda
en Homy (A, G) estd dada por la estructura a derecha de A, es decir que si ¢ €
Homy (A, G) y a, o perteneces a A, entonces (a.¢)(a’) := ¢(d'a).

Se define f : N — G por:

f(n)==h(n)(1) ¥ neN

Como G es Z-inyectivo, existe un morfismo de grupos abelianos f : M — G que
extiende a f. Se define una extension de h como

h: M — Homy (A, G)
h(m)(a) == f(am)

De esta manera h resulta A-lineal a izquierda (verificarlo!), y el diagrama conmuta
porque dado n € N,

h(n)(a) = f(an) = f(an) = h(an)(1)
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por otro lado, como h es A-lineal,

h(an)(1) = (ah(n))(1) = h(n)(a)

Ejercicio: Adaptar los resultados anteriores para demostrar que si A es un dominio
de ideales principales y M es un A-médulo, entonces M es A-inyectivo si y sélo si es
A-divisible.

Dado un A-mddulo cualquiera M, siempre se puede encontrar un A-médulo pro-
yectivo P y un epimorfismo P — M. Podemos preguntarnos si el enunciado dual
es cierto, es decir: dado un A-médulo cualquiera M, existe siempre un A-moédulo
inyectivo I y un monomorfismo M — I? La respuesta es si, y se da en dos etapas.
Primero resolvamos el problema en la categoria de grupos abelianos:

Lema 5.4.6. Sea M un grupo abeliano cualquiera, entonces existe un grupo abeliano
divisible D y un monomorfismo M — D.

Demostracién: Primero supongamos que M es ciclico (y no nulo). Entonces hay
dos posibilidades, o bien M = Z o bien M = Z,, con n € N.

En el primer caso, M = Z — Q. En el segundo caso M = Z,, — Q/Z donde el

monomorfismo de Z, en Q/Z estéa definido por 1 +— %

Si ahora M es cualquiera y m € M, (m) es ciclico y existe un monomorfismo
(m) — D,, donde D,, es un grupo abeliano divisible. Como los médulos divisibles
son inyectivos, se puede definir, para cada m € M, un morfismo M — D,, que
extienda al monomorfismo anterior: () (m) M

s
v
e
Dy,

El morfismo f,, no tiene por qué ser inyectivo, sin embargo uno siempre sabe que

m ¢ Ker(f).

Se considera ahora D :=[], .0/ (0y Dm y €l morfismo

f:M— H D,,

meM—{0}
T = { fn(T) fmem—{o}

Como todos los D,, son Z-médulos inyectivos, D resulta un Z-mdédulo inyectivo,
ademés

Ker(f) = Nmem—{0y Ker(fin)
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Pero dado m € M, m ¢ Ker(fm) 2 Nier—oy Ker(fz), luego Ker(f) = 0, es decir, f
es un monomorfismo.

Proposicién 5.4.7. Sea M un A-mddulo cualquiera, entonces existe un A-mddulo
inyectivo I y un monomorfismo M — 1.

Demostracion: Si consideramos a M como grupo abeliano, sabemos que existe un
monomorfismo M — D, donde D es un grupo abeliano divisible. A partir de este
monomorfismo tenemos la siguiente cadena de monomorfismos:

M = Homu(A, M) — Homy(A, M) — Homy(A, D)
Si llamamos [ := Homy (A, D), resulta de la proposicién 5.4.5que I es A-inyectivo.

Recordamos que los médulos proyectivos pueden ser caracterizados como los su-
mandos directos de un libre. Como tener epimorfismo de un objeto libre en un médulo
cualquiera es equivalente a haber elegido un sistema de generadores, la manera de
dualizar parcialmente esta caracterizacion es introduciendo la nocién de cogenerador:

Definicién 5.4.8. Un A-mddulo M se dird un cogenerador si para todo A-mddulo
X, existe un conjunto J y un monomorfismo X — M.

El ejemplo tipico es Q/Z. Si M es un Z-médulo ciclico de torsion, digamos Z,,, es
claro que hay un monomorfismo Z, — Q/Z. Si M = 7, se puede definir

Z — (Q/z)N

m{l}
N} neN

y resulta inyectiva. Ahora un argumento similar al exhibido en la demostracién
del lema 5.4.6 (utilizando el hecho de que Q/Z es inyectivo) muestra que siempre
hay un monomorfismo de M en un producto de Q/Z. Considerando el A-médulo
Homy (A, Q/Z) v recordando que Homy (A, Q/z!) = (Homy(A,Q/Z))" se obtienen
ejemplos de cogeneradores en categorias de A-mdédulos con A un anillo cualquiera.

Observacién: El concepto dual del de cogenerador es el de generador, donde la
definicién de generador es la siguiente: un A-moédulo es generador si, para todo A-
médulo X existe un conjunto defndices J y un epimorfismo M) — X. Por ejemplo
el A-modulo 4 A es generador, y cualquier modulo libre también, aunque un generador
no es necesariamente libre.
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Proposicion 5.4.9. Sea M un A-mddulo, son equivalentes:
1. M es inyectivo.
2. Toda sucesion exacta corta del tipo 0 — M — X — Y — 0 se parte.

Ademas, cualquiera de las dos anteriores implica que M es un sumando directo de un
cogenerador.

Demostracién: 1. = 2. Considerando en particular el diagrama

0O—M—X

/7
IdMl s
Vs

M

sabemos que existe la flecha punteada que hace conmutar el diagrama debido a la
inyectividad de M, esto dice que la sucesion

0—-M-—-X—-Y—0

se parte.

2 = 1. Dado M, sabemos que existe un monomorfismo f : M — I donde [ es
inyectivo. Consideramos la sucesion exacta corta 0 — M — I — Coker(f) — 0.
Sabemos que esta sucesion se parte, luego M es un sumando directo de un inyectivo,
luego un factor directo, por lo tanto M es inyectivo.

Veamos finalmente que 2. implica que M es sumando directo de un cogenerador:
Sabemos que Homy (A, Q/Z) es un cogenerador en la categoria de A-médulos. En
particular, dado M, existe un conjunto I y un monomorfismo f : M — Homgy (A, Q/Z).

Considerando la sucesion exacta
0 — M — Homg(A,Q/z)" — Coker(f) — 0

sabemos que se parte, luego M es un sumando directo de Homy (A4, Q/Z)!, y estd claro
que si un A-médulo X es cogenerador, también lo es X! para cualquier conjunto no
vacio 1.

Observacion: el A-médulo Homy (A, Q/Z) ademés de ser cogenerador, es inyectivo,
luego todo sumando directo de Homy (A, Q/z)! también serd inyectivo.
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5.5 Ejercicios

1.

Sea k un cuerpo y G un grupo finito tal que ﬁ € k. Demostrar que todo k[G]-mé6dulo

es proyectivo e inyectivo (sug: usar el hecho de que todo submédulo es un s.d.). ;Es
todo k[G]-médulo libre?

Sea (R™,¢) el R[z]-médulo que tiene a R™ como espacio vectorial subyacente y la
multiplicacién por = estd definida a través de la transformacién lineal ¢.

(a) Supongamos que o bien ¢ (en la base canénica) es una matriz simétrica o bien
es una matriz ortogonal. Demostrar que todo R[z|-submédulo de (R", ) es un
sumando directo.

(b) Dar ejemplos de (R",¢) que admitan R[z]-submddulos que no sean sumandos
directos.

. Sea A un anillo tal que existe un médulo que no es proyectivo. Debe existir algin

modulo ciclico no proyectivo? Debe A tener algin ideal no proyectivo?

Sea A un anillo conmutativo, M y N dos A-médulos a izquierda. Si consideramos
a M y N como A-bimédulos simétricos (i.e. m.a := am V a € A, m € M, idem
N), Decir todas maneras en que se puede dar a Homy (M, N) una estructura de A-
modulo a derecha o a izquierda. Ver que todas coinciden y por lo tanto Homy4 (M, N)
es unA-moédulo simétrico. Probar:

(a) M divisible = Hom4(M, N) no tiene torsion.

(b) N no tiene torsién = Hom4 (M, N) no tiene torsién.

. Probar que no existe un epimorfismo de grupos

(a) de Gpee en Gpo @ Gp.
(b) de Q en Gpo ® Gpeo.
(c) de Q/Z en Gpo & Gy,

. Describir todos los Z-mé6dulos proyectivos de tipo finito y todos los k[x]-médulos pro-

yectivos de tipo finito (k un cuerpo).

Probar que si existe un epimorfismo Z"™ — Z™ entonces n > m. Probar también que
si existe un monomorfismo Z"™ — Z™ entonces n < m.

Probar que si M es un A-mdédulo a izquierda finitamente generado y proyectivo enton-
ces M* = Homy (M, A) es un A-médulo a derecha finitamente generado y proyectivo.
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. Sea A un anillo conmutativo, S C A un subconjunto multiplicativo y M un A-médulo

proyectivo de tipo finito. Demuestre que Mg es un Ag-mdédulo proyectivo de tipo
finito.

Probar que M es un A-médulo finitamente generado y proyectivo si y solo si pueden
encontrarse r1,...,x, € My ¢1,...,¢, € M* tal que para todo m € M vale m =

i1 $i(m).zi.

Sea M un A-médulo proyectivo de tipo finito. Probar que M es isomorfo como
A-médulo a (M*)*. Es cierto que M es isomorfo como A-mdédulo a M*?

Sea A un anillo que contiene en su centro a un cuerpo k.

(a) Demuestre que Homy (A4, k) es un A-médulo a izquierda inyectivo.

(b) Demuestre en general que si P4 es A-proyectivo, entonces Homy (P4, k) es un
A-mdédulo inyectivo.

(c¢) Supongamos que dimy(A) < oo y que P4 es finitamente generado, entonces P
es proyectivo si y s6lo si Homy( P4y, k) es inyectivo.

El objetivo de este ejercicio es proveer ejemplos de médulos inyectivos que tienen
cocientes no inyectivos. Notar que en la categoria de Z-moédulos, un médulo es in-
yectivo si y sélo si es divisible, y cocientes de divisibles son divisibles, luego un (con-
tra)ejemplo de este tipo no puede darse en la categoria de Z-médulos. Sea k un cuerpo
vy A=k®kx®ky® kry el anillo con la multiplicacién definida por

zr=0;yy=0; zy=2y; yr=—2yY
Sea I = (x,y) = kx @ ky © kxy. Verificar que es un ideal bildtero y demostrar
que no es un sumando directo de A como A-mddulo, en particular no es proyectivo.
Demostrar el isomorfismo de A-médulos M := Homy (I, k) = Homy (A, k)/I+ donde
It ={f:A—k/ flr =0}. Ver que M no es inyectivo.

Ver que el siguiente diagrama de A-médulos

Pl Pl/
0 X' X X" 0

l l

0 0
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con P’y P” proyectivos y la fila exacta, puede completarse al siguiente diagrama de
filas exactas (con P también necesariamente proyectivo):

0 P’ P’ 0

15. Ver que el siguiente diagrama de A-mddulos

I/ II/
0 X' X X" 0
0 0

con I' e I"” inyectivos y la fila exacta, puede completarse al siguiente diagrama de
filas exactas (con I también necesariamente inyectivo):

0 r

=P —->P—>Py—>M—0

= Q2= Q1 —Qo—N—0

dos sucesiones exactas de A-moédulos en donde los P; y los @); son proyectivos
(¢t >0)ysea f: M — N un morfismo de A-médulos. Demuestre entonces
que f se levanta a un morfismo de sucesiones exactas, es decir que existe una
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familia de morfismos {f;}i>0, fi : P; — Qi tales que el siguiente diagrama es

conmutativo:
Py P Py M 0
lh lfl lfo lf
Q2 Q1 Qo N 0
(b) Sean

0—-M-—->1Iy—11 -1 — ...

0—-N—->Jy—J1—Jy— ...

dos sucesiones exactas de A-mdédulos en donde los I; y los J; son inyectivos
(¢ >0)ysea f: M — N un morfismo de A-médulos. Demuestre entonces que
f se levanta a un morfismo de sucesiones exactas, es decir, a { f; }i>0, fi : I — J;
tales que el siguiente diagrama es conmutativo:

0 M I I I
lf lfo lf1 lfQ
0 N Jo J1 Jo

Sea A un anillo conmutativo y M, N dos A-mdédulos finitamente generados y pro-
yectivos. Probar entonces que Homy (M, N) es un A-médulo finitamente generado y
proyectivo.

Sea M = klx], f € k[z] y S = (f). Demuestre que S° = (k[z]/{f))* (dual respecto
de k).

Sea M un A-médulo y S € M un submédulo. Sea S = {f € M* tal que f(s) =
0V seS}

(a) Probar que S° es un submédulo (a izquierda de M*) y S° =2 (M/S)*.
(b) Supongamos que S es un sumando directo, probar entonces que:
i, S* = M*/SO.
ii. (89035 (M*)°.
Sea S el espacio vectorial formado por las sucesiones de nimeros reales que tienen

limite, sea Sy el subespacio formado por las sucesiones que tienden a cero. Encuentre
isomorfismos explicitos S/Sp =R, S =R @ Sy, S* = S B R.

Dado un A-médulo cualquiera M, ver que M* es siempre (via el morfismo candnico)
un sumando directo de M***.
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Teoremas de estructura

Este capitulo tratard dos situaciones diferentes en donde hay una clasificacion
completa de la categoria de médulos (o médulos finitamente generados). Comenzare-
mos con los anillos semisimples, y luego veremos el teorema de estructura de médulos
finitamente generados sobre anillos principales.

Estos teoremas de estructura tienen muchisimas aplicaciones. Particularmente,
remarcamos el caso de representaciones de grupos finitos sobre espacios vectoriales
como caso de categoria semisimple, e indicamos como obtener la representacién ma-
tricial de las formas de Jordan como aplicacién del teorema de estructura sobre un
dominio principal.

6.1 Anillos semisimples

El punto de vista del capitulo anterior fue: dado un anillo A, cudles son los A-
moédulos inyectivos o proyectivos? El problema que planteamos ahora es, en cierto
sentido, inverso: caracterizar los anillos A tales que todo A-mddulo sea proyectivo, o
inyectivo, o libre.

Por ejemplo, para que todo A-moédulo sea proyectivo se necesita que todo A-
modulo sea sumando directo de un libre. En particular, todo ideal de A debe ser un
sumando directo de A.

6.2 Modulos y anillos semisimples

Recordamos que un A-médulo M se dice simple si los inicos submédulos son {0}
y M.

123
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Sea A un anillo con la propiedad de que todo A-mddulo a izquierda es proyectivo
y sea B un subconjunto de A, maximal para la propiedad: “b € B < (b) es simple,
y (b) N (b') = 0 para todo V' € B,/ #1". Sea M = @pep(b), veamos que M = A:

Supongamos que no, luego existe un ideal a izquierda I maximal tal que M C I.
Como A/I es un A-médulo simple y A/ es (por hipdtesis) un A-médulo proyectivo,
entonces A = [ @& A/I. Pero entonces A/I C M C I, lo que es un absurdo, luego
M = A. Resulta entonces que el A-mdédulo 4A es suma directa de subméddulos
simples.

Definicién 6.2.1. 1. Un A-mddulo M se dice semisimple si y solo st M es suma
directa de submodulos simples.

2. Un anillo A se dice semisimple si y solo si 4A es un A-mddulo semisimple.
Ejemplos:

1. Todo médulo simple es semisimple (en particular {0} es semisimple).

2. Si k es un cuerpo, todo k-espacio vectorial es semisimple.

3. Sikesun cuerpo,y A = kx---xk (n-veces), entonces A es un anillo semisimple.

4. Z no es un Z-moédulo semisimple pues los ideales de Z no son sumandos directos
de Z.

5. G es un grupo abeliano simple si y sélo si G = Z,, con p un numero primo. G
es semisimple si y s6losi G = @ Z{?).
P primo

6. Sea M C A un ideal a izquierda maximal, entonces A/M es un A-médulo
simple.

Observaciéon: Si M es un A-médulo simple, entonces M es ciclico, y esta generado
por cualquiera de sus elementos no nulos, pues si 0 # m € M, (m) es un submédulo
de M que no puede ser propio.

Ejercicio: Sea M un A-mdédulo. Entonces M es simple si y sélo si existe M C A
ideal a izquierda maximal tal que M = A/ M.

Vimos antes que un anillo A tal que todo A-mdédulo es proyectivo es semisimple.
La afirmacién reciproca se demostrara en la siguiente proposicién.

Proposicion 6.2.2. Sea A un anillo semisimple, entonces todo A-maodulo es proyec-
tivo.
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Demostracion: Sea M un A-mddulo y sea A = ;e A; donde los A; son A-médulos
simples. El conjunto I es necesariamente finito pues 1 € A, 1 = > 7 a; con
a, € Ai,. Stz e A,z =x1=>]_ | xa; € Dy_,A;.

Sea B un subconjunto de M maximal con respecto a la propiedad: “b € B < (b)
es simple, y (b) N (b') = 0 para todo V' € B, I/ #b”. Sea N = @pep(b), veamos que
N = M:

Como B es maximal, entonces N tiene que contener a todo submddulo simple
de M, y por lo tanto a todo submoddulo semisimple. Pero como A = ®;c;A; con A;
simple, entonces todo cociente de A es semisimple, luego todo A-mddulo ciclico es
semisimple. Por lo tanto N contiene a todo elemento de M, luego N = M, con lo
que resulta M semisimple.

Observacién: Esta proposicion muestra que en particular, todo anillo semisimple
es hereditario.

Proposicién 6.2.3. Sea M un A-maodulo, M es semisimple si y solo si todo submaédulo
de M es un sumando directo.

Demostraciéon: Supongamos que todo submédulo de M es un sumando directo,
queremos ver que M es semisimple.

Sea S la familia de submddulos simples de M, queremos probar que M = @gcsS.
Llamamos N := ®gc5S5, por hipdtesis N es un sumando directo. Sea N’/ un comple-
mento, es decir, N' C M y M = N'® N. Veamos que si N’ # 0 entonces contiene
algin submoédulo simple, lo que seria absurdo.

Podemos suponer que N’ es de tipo finito, entonces tiene algin submdédulo maxi-
mal M. Consideremos la sucesion exacta corta

0—->M-—->N —-N/M-—0

Al ser M maximal en N, el cociente N’/ M es simple. Veamos que N’/ M es isomorfo
a un sumado directo de N’, y para esto veremos que la propiedad de que “todo
submodulo es un sumando directo” es hereditaria. Mas precisamente: si X es tal
que todo submoddulo es un sumando directo e Y C X un submoddulo, entonces todo
submédulo de Y es un sumando directo de Y.

Consideremos Y’ C Y un submddulo, entonces es un submédulo de X, luego
sumando directo de X, y por lo tanto existe p : X — Y’ tal que p|ly: = Idy.
Llamemos 7 := p|y. Es claro que 7 : Y — Y’ y verifica 7|y, = Idy, luego Y’ se
complementa en Y.

Supongamos ahora que M es semisimple y sea T" un submodulo propio de M,
sabemos que M = @;e;M; con M; simples. Sea F' = {J C I/ @i M;NT = 0},
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tenemos que F # () pues existe i € I tal que M; € T, por lo tanto M;NT = 0. Ademads
F' es inductivo superiormente, luego admite un elemento maximal, que llamamos Jj.
Es claro que (®icj,Mi, T) = (Bicy, M;) & T, veamos que ademas es igual a M.
Por la maximalidad de Jy, si k € I, My N ((Bies,M;) ® T) # 0, luego My N
(BiesoM;) ® T) = My, pues M, es simple. Esto dice que todos los submddulos
simples de M estéan contenidos en (®;cj,M;) & T, y como M es semisimple, la suma
de los submodulos simples es todo M.

Corolario 6.2.4. Sea M un A-mddulo semisimple y N un submddulo, entonces N
y M/N son también semisimples.

Demostracion: de la prueba de la proposicién anterior, si N es un submodulo de
M con M semisimple, entonces todo submodulo de N es un sumando directo, luego
N es semisimple.

Por otro lado, como N es un sumando directo de M, entonces M /N es isomorfo
a un sumando directo de M, luego es semisimple.

Ejercicio: Sean A y B dos anillos, entonces A x B es un anillo semisimple si y sélo
si Ay B lo son.

Observacién: Si M es un A-mdédulo tal que admite un submoédulo semisimple N,
y tal que ademds M /N es semisimple, no es cierto en general que M tenga que ser
semisimple. Un (contra)ejemplo de esta situacién es la extension 0 — Z, — Z,2 —
2y, — Q.

Proposicién 6.2.5. Sea A un anillo, son equivalentes:
1. A es semisimple.
2. Todo A-mddulo es semisimple.
3. Todo A-mddulo libre es semisimple.
4. Todo A-mddulo es proyectivo.
5. Toda extension de A-mdodulos es trivial.
6. Todo A-maodulo es inyectivo.
7. Todo ideal (a izquierda) de A es inyectivo.

8. Todo cociente de A es proyectivo.
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Demostracién: 1 = 2). Todo A-mddulo es suma de submédulos ciclicos, por lo
tanto basta ver que todo A-mddulo ciclico es semisimple. Si M es ciclico, M = A/I
para algtn ideal (a izquierda) I, por ser A semisimple, M resulta semisimple pues
por el Corolario 6.2.4 todo cociente de un semisimple es semisimple.

2 = 3). es trivial.

3 = 4). Sea M un A-médulo cualquiera, entonces M es cociente de un libre.
Considerando un epimorfismo p : L — M donde L es libre, Ker(p) es (Proposicién
6.2.3) un sumando directo de L, luego L/Ker(p) = M también es isomorfo a un
sumando directo de L, luego M es proyectivo.

4 = 5). Consideramos una extensién de A-mdédulos cualquiera 0 — X — Y —
Z — 0. Como en particular Z es proyectivo, esta sucesion se parte.

5= 6). Sea M un A-mdédulo, como en particular toda sucesién exacta 0 — M —
X — Y — 0 se parte, M resulta inyectivo.

6 = 7). es trivial

7 = 8). Sea I un ideal, que sabemos que es inyectivo, luego la sucesién exacta
0—-I—-A— A/l -0

se parte. Esto dice que A/I es isomorfo a un sumando directo de A, luego A/I es
proyectivo.

8 = 1). Por la Proposicién 6.2.3 basta ver que todo ideal I de A es un sumando
directo. Considerando de nuevo la sucesion 0 — [ — A — A/I — 0, como A/I es
proyectivo, esta sucesion se parte, luego I es un sumando directo, como se queria ver.

Observacién: Si A es semisimple, entonces A es artiniano y noetheriano. Para
ver que es noetheriano, basta ver que todo ideal es finitamente generado, pero como
todo ideal es un sumando directo, entonces todo ideal es isomorfo a un cociente de
A, luego ciclico, luego finitamente generado. Para ver que es artiniano consideremos
una cadena descendente de ideales

113123133...

Como I, es un sumando directo de I, Iy = C115. A suvez, I3 es un sumando directo
de I, luego I, = I3 @ Cy y consecuentemente Iy = Is & C; @& Cs. Si consideramos
la cadena creciente de ideales C; C (C; @ Cy) C (Cy & Cy ® C3) C ..., como A es
noetheriano se estaciona, luego existe un ng tal que C,, = 0V n > ng, lo que significa
que I, = 1,,1 YV n > nyg.
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Ejemplos:

1. (Teorema de Maschke) Sea GG un grupo finito, k£ un cuerpo tal que | € k, entonces
k[G] es un anillo semisimple.

Demostracién: Sea M un k[G]-médulo y S C M un submdédulo, queremos ver
que S es un sumando directo. Como k es un cuerpo, existe una transformacién k-
lineal 7 : M — S tal que 7w|g = Idg. Si 7 fuera k[G]-lineal, entonces S serfa un
k[G]-sumando directo. Definamos ¢ : M — S a través de

)= T 2 omlo

geG

Veamos que ¢|s = Idg y que es k[G]-lineal:

Sis €S, entonces g7 l.se Sy (g ts) = gil.s luego
1G], _
o(s) gr(g gg
= G g Lo = 1 0= G

SiheGqG, p(h.m) = |G| > g 97(g _1hm). Llamando ¢’ = hg, tenemos que

¢(hm) = HGXcqom(g thm) = G eqdm((g) " hm) =
- ﬁzg’EG hgm(g~'h~thm) = %h (Zg ec 979~ m)) =
= hg(m)

2. Sea D un anillo de division y A = My(D).
Llamemos [} := {(Z 8 > / a,b ED} el := {(8 (Z ) / a,b ED}. Es claro

que, como A-moédulos a izquierda, A = I} @ I,. Ademas son simples, por ejemplo
basta ver que cualquier elemento de I; genera a I, (con I es la misma cuenta).

“1
Si(a O)7é0,sup0ngamosquea#O,entonces(a 0)(@ 0)2(1 0

b 0 0 0 b 0 0 0
0 O a 0 00 a 0 .
Asuvez<a_1 O)(b())_<10>' Luego(bo)generah. Sia=0
entonces necesariamente b # 0, se deja como ejercicio ver que en este caso b 8
también genera [;. Por lo tanto Ms(D) es semisimple. Andlogamente, M, (D) es

semisimple para cualquier n € N.

Ejercicio: (Lema de Schur). Sea M un A-médulo simple, entonces el anillo End 4 (M)
es un anillo de divisién, i.e. todo morfismo A-lineal f : M — M o bien es cero, o bien
es un isomorfismo.
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Teorema 6.2.6. (Wedderburn) Sea A un anillo semisimple, entonces
N
A% = T M, (Dy)
i=1

donde D; son los anillos de division D; = End4(L;) con L; ideales simples de A.

Demostracion: Como A es semisimple, entonces existen Ly, ..., Ly ideales simples
tales que A = @Y | (L;)". Llamamos A; := (L;)", afirmamos que son ideales bilateros:
Es claro que son ideales a izquierda, calculemos A;.A:

N
A A=) A4,

Jj=1

Supongamos que ¢ # j, entonces L;.L; = 0. Sino, sea x € L; tal que L;.z # 0. Como
L; y L; son simples, y el morfismo L; — L; definido por a — a.x es no nulo, entonces
son isomorfos, lo que es una contradicciéon. Esto implica que A;.A; = 0 cuando i # j,
por lo tanto A;.A C A;.A; C A;, luego A; es también ideal a derecha. Tenemos la
siguiente cadena de isomorfismos de anillos:

AP = HOIIIA(AA,AA) = HOIHA(@?LIAZ‘, @jVZIAJ) = EBN HOIHA(AZ', AJ)

4,j=1

Pero si i # j, Homa(A;, A;) = 0 porque si no habria algin morfismo no nulo de L,
en L; (y por lo tanto un isomorfismo), entonces

N N
@ HOIHA(AZ‘, AJ) = H EndA(Az>
i,j=1 i=1

Calculemos ahora End4(A4;):
Como Al = (Li)ri,

End4(A4;) =2 Homu ((L;)", (L;)™) = M,..(Enda(L;)) = M,,(D;)

En general, el isomorfismo End4(X™) = M, (End4 (X)) estd dado por:
Dada ¢ : X" — X", (x1,...,2,) — (d1(x1, ..., x0), ..., dn(x1, ..., 2,)) se asigna
||| € M,,(End (X)) definida por

||6]]ij(x) :== ¢;(0,...,0,2,0...,0) con x en el lugar .

Se deja como ejercicio ver que siempre esa asignacién es un isomorfismo de anillos.
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Corolario 6.2.7. Sea A un anillo semisimple tal que no tiene ideales bildteros pro-
pios. Entonces A es isomorfo a un anillo de matrices con coeficientes en un anillo
de division.

Corolario 6.2.8. Sea A un anillo, entonces A es semisimple a izquierda si y solo si
es semisimple a derecha.

Demostracion: Es claro utilizando el Teorema de Wedderburn, y notando que la
trasposicion de matrices da un isomorfismo de anillos:

My (D) = My (D)
Finalmente D es un anillo de division si y sélo si D es un anillo de division.

Ejercicio: Descomponer a R[Z|, R[Z3] y C[Z3] como producto de matrices sobre
algebras de divisién, (como dice el Teorema de Wedderburn). Sug.: Encontrar
modulos simples sobre los respectivos anillos. (nombre: mddulos simples = repre-
sentaciones irreducibles). Antes de hacer cuentas, sabiendo que las tinicas édlgebras
de dimensién finita sobre R son R, C y H, cuales son las posibilidades?

Ejercicio: Sea A semisimple, probar que rad(A) = 0, donde rad(A) es la interseccion
de todos los ideales a izquierda maximales de A.

Proposicién 6.2.9. Sea A un anillo, entonces A es semisimple si y solo si es arti-
niano y rad(A) = 0.

Demostracion: Ya vimos que si A es semisimple entonces es Artiniano y su radical
es cero. Supongamos ahora que A es artiniano y rad(A) = 0, veamos que todo ideal
de A es un sumando directo:

Sea I C A un ideal de A, consideremos J = {J C A ideal a izquierda de A tal que
I+ J = A}. El conjunto J es no vacio pues A € J, estda ordenado por la inclusion, y
por ser A artiniano, admite un elemento minimal. Sea J € J un elemento minimal,
es claro que I + J = A, veamos que I NJ = 0.

Supongamos que I N.J # 0, entonces, dentro del conjunto de los ideales (a izquier-
da) no nulos contenidos en I N J existe uno minimal, que llamamos B.

Como rad(A) = 0, existe un ideal maximal M tal que B € M, y por lo tanto
A= B+ M. Como B C J, resulta que J € M, sea entonces J' = MNJ C J.
Entonces

A=I+J=I1+B4+MNJCI+B+J=1+J
pues B C I. Esto dice que J’' € J, lo que contradice la minimalidad de J.

Ejercicio: demostrar que rad(A) es un ideal bilatero.
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Corolario 6.2.10. Sea A un anillo artiniano sin ideales bildteros propios. Entonces
A es isomorfo a un anillo de matrices con coeficientes en un anillo de division (en
particular A es semisimple).

Ejercicio: Sea G un grupo finito y k un cuerpo. Demostrar que la funcién ek[G] — k
(definida por €(g) = 1 Vg € G) es un morfismo de anillos, luego k[G| siempre tiene
por lo menos un ideal bilatero propio.

Corolario 6.2.11. Si A es artiniano, entonces A/rad(A) es semisimple.

Demostracién: basta demostrar que rad(A/rad(A)) = 0, que se deja como ejercicio.

Observacion: En algunos textos, aparece la siguiente definicion de anillo simple: un
anillo A se dice simple si es artiniano y no tiene ideales bildateros propios. Notamos
que la condicion de artiniano es esencial si se desea que la definicién de simple implique
semisimple, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Sea k un cuerpo de caracteristica cero, el dlgebra de Weyl A,(k) estd definida
como la subdlgebra de Endy(k[z]) generada por la multiplicacién por la variable z,
que denotaremos ¢, y la derivada con respecto a x, que denotaremos p. Como se
verifica la relacién de conmutacion [p, ¢] = 1 (verficar!), todo elemento del dlgebra de
Weyl se puede escribir como combinacién k-lineal de monomios de la forma piq’ con i
y j mayores o iguales que cero. Si P € A, (k) se escribe de la forma P = >""_, f;(¢)p’,
en donde cada f; es un polinomio en ¢, y f, # 0, diremos que el grado de P es n, el
polinomio f,, se llamara coeficiente principal de P.

Ejemplo / Ejercicio:

1. Si P es un elemento del algebra de Weyl de grado n, con coeficiente principal
fn, entonces [P, q| es un elemento de grado n — 1, y su coeficiente principal es

n. fn.
2. Si f es un polinomio en ¢, entonces [p, f] = f'.

A partir del calculo anterior, es facil ver que A;(k) no tiene ideales bildteros
propios:

Sea I un ideal bildtero no nulo, y 0 # P € I. Como [P, q] € I, si el grado de P
es positivo, haciendo el corchete iteradamente uno puede suponer que I contiene un
elemento de grado cero no nulo, es decir, un polinomio en ¢, digamos f(q). Si f fuera
una constante, entonces I contiene una unidad, luego I = A. Si f no es una constante,
entonces [p, f(q)] = f'(q) #0y f'(¢) € I. Si f’ es una constante terminamos, si no
volvemos a calcular conmutadores sucesivos hasta obtener una constante.
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6.3 Ejercicios

1.
2.

10.

11.

Demuestre que rad(A/rad(A)) = 0.

Demuestre que rad(4) = {a € A / 1 — x.a es inversible a izquierda para todo x}.

. Sea A un anillo, probar que si r € rad(A) entonces 1 — r es una unidad de A.

Probar que si A es semisimple y L es un ideal a izquierda de A entonces,

e existe e € A idempotente (i.e. €2 = ¢) tal que L = A.e.
e A no tiene ideales a izquierda nilpotentes.
e Si L es simple entonces el idempotente es primitivo (i.e. si e = e; + ez con

ez2 =e; y e1.ea = 0 = eg.e1 entonces alguno de los ¢; es cero).

. Sea M un A-médulo simple con A semisimple, demostrar que M es isomorfo a un

ideal de A.

. Encontar un ejemplo de anillo (necesariamente no semisimple) tal que exista un

moédulo simple que no sea isomorfo a ningun ideal de A.

Sea k un cuerpo y Ta(k) = {( g I; > /a, b, c€ k} no es un anillo semisimple.

Calcular rad(Ta(k)) v T (k) /rad(T2(k)).

. Sea k un cuerpo, A = k x k con el producto coordenada a coordenada. Ver que A

es semisimple pero no simple. Quiénes son los idempotentes ortogonales que suman
uno?

. Para que n € N es Z,, un anillo semisimple? Para alguno que no sea semisimple, dar

un ejemplo de médulo que no sea proyectivo.

Sea v = (v1,...,v,) un vector no nulo en k™ (k cuerpo). Probar que el conjunto de
las matrices de la forma

aijv;y aiv2 a1vy ... Q1Un
a2v1 AV av3z ... agUy,
azv1 asvy azvy ... asvy
anv1 apv2 apvsy ... QapUp

con los a; € k, forman un ideal (a izquierda) simple.

Encontrar en M,,(A) una familia {e;, ..., e,} de elementos tales que e;e; = 0si i # j,

€ =€y Y1 = Ly, (a)-
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Sea A un anillo semisimple y M un A-moédulo. A partir del teorema de Wedderburn
sabemos que A = [[; M,,(D;) donde cada D; = Enda(L;)? es el anillo de endo-
morfismos del ideal simple L;, y r; es la cantidad de veces que aparece L; en A como
sumando directo. A su vez, M se descompone en suma directa de submédulos sim-
ples, cada uno de ellos isomorfo a algin L; (porqué?). Dar una condicién necesaria
y suficiente sobre la multiplicidad de cada L; en M para decidir cuando M es libre.
Concluir que si A es semisimple, entonces A tiene nocién de rango.

Sea A = M, (k) con k un cuerpo, ver que es un ejemplo de anillo con nocién de rango
pero que no existe ningin morfismo de anillos A — D con D un anillo de division.

Sea k un cuerpo y G un grupo finito tal que |G| es inversible en k. A partir de la
caracterizacién que da el Teorema de Wedderburn, “tomar dimensién” para obtener
una férmula que relacione las dimensiones de las algebras de divisién y el tamano de
las matrices que aparecen con el orden del grupo.

Sea &3 el grupo de permutaciones de tres elementos.

(a) Ver que existe una sucesién exacta de grupos 1 — Zs — S3 — Zo — 1, mds atn,
S3 = Z3NZsy donde la accién de Zo en Zg es “cambiar de signo”. Ayuda eso
para encontrar representaciones de R[S3] a partir de representaciones de R[Z3]
y de R[ZQ]?

(b) Calcular el centro de R[S3]. Qué posibilidades de descomposicién en producto
de matrices tiene R[S3]?

(c) Sea M una representacién irreducible de R[S3] con dimp(M) = 2 (cudntas
hay?). Calcular el dlgebra de divisién Endg;g,;(M).

Sea k un cuerpo, G un grupo tal que k[H| es semisimple para todo subgrupo H de
G finitamente generado. Probar que k[G] es semisimple.

(Una versién del Lema de Schur) Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, G' un
grupo finito tal que |G| es inversible en k. Sea M un k[G]-mdédulo simple no nu-
lo. Probar que Endyg (M) = k, es decir, los tinicos morfismos G-lineales son las
homotecias. (Sugerencia: pensar en autovalores)

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, G un grupo finito tal que |G| es inversible
en k. Entnces k[G] = @,_, My, (k) (por qué aparece k en las matrices en vez de
algebras de divisién cualesquiera?). Probar que r = #(G), es decir, la cantidad de
clases de isomorfismo de representaciones irreducibles de k[G] es la misma que la
cantidad de clases de conjugacién de G. Sugerencia: r = dimy(Z(k[G])) (Z(..)=
centro de ... ).
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19. Con las mismas notaciones del ejercicio anterior, demostrar que dimy(Z(k[G]) =
#(G) sin usar la hipétesis de k algebraicamente cerrado.

20. Es Z3[Z2] una Zs-algebra semisimple?

6.4 Dominios principales

El teorema principal de esta seccion es el teorema 6.4.7, que caracteriza com-
pletamente los moédulos finitamente generados sobre dominios a ideales principales

(dip).

6.4.1 Amnillos euclideanos, principales y de factorizacién

Comenzaremos recordando algunas definiciones generales y daremos algunas pro-
piedades bésicas de los dominios principales que se utilizaran luego.

Definicién 6.4.1. Sea A un dominio integro, diremos que A es euclideo si existe
una funcion d : A —{0} — Ny tal que

e d(r) <d(rs)V r, ¥ s#0.

e Dados a, b en A, b+ 0, entonces existen (no necesariamente unicos) q, r en A
tales que a =bg+1 conr =0 6 d(r) < d(b).

Ejemplos:
1. k un cuerpo con d = 0.
2. Z, con d(m) = |m)|.
3. k[z] con k un cuerpoy d = gr.

4. Zp donde P = pZ (p un numero primo) con d (%) =plsim=pimy (m:
m') = 1.

5. Ejercicio: k[z,z7!] es euclideo.
6. Zli] con d(a + bi) = a" + b*.

Proposicion 6.4.2. St A es euclideano entonces A es principal.
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Demostracion: Sea I C A un ideal no nulo, llamemos d a la funcién euclidea de A
y sean € Ng = min{d(x) : = € I —0}. Seay € I tal que d(y) = n, es claro que
(y) C I, dado x € I, si z # 0 se tiene que existen ¢ y r en A con x = qy + r, donde o
bien r = 0 o bien d(r) < d(y). Como r = x — qy tenemos que r € I, luego d(r) < d(y)
por la minimalidad de y, esto es un absurdo a menos que r = 0, es decir que x € (y).

Recordamos que un elemento p en un anillo A se dice primo siy sélo sip ¢ U(A)
y a.b € (p) = a € (p) 6 be (p), equivalentemente p es primo si y sélo si A/(p) es un
dominio integro. Recordamos también que un elemento ¢ € A se llama irreducible
siy sélosiqg#0,q¢&U(A) ysig=b.centonces o bien b o bien ¢ son unidades. Si g
es irreducible y u es una unidad, claramente uq es también irreducible, diremos que
uq es un irreducible asociado a q.

Ejercicio: Si p es primo, entonces es irreducible.

Un dominio integro A se dice de factorizacién tnica (dfu) si satisface: para
todo 0 # a € A, existen q,...q, elementos irreducibles de A y u € U(A) tales
que a = u[[;_; ¢, y esta escritura es unica a menos de permutacién y/o cambio de
irreducibles por sus asociados.

Observacion: Si A es dfuy ¢ € A es irreducible, entonces ¢ es primo.

Proposicion 6.4.3. Sea A un dominio principal, entonces A es un dominio de fac-
torizacion unica.

Demostracién: Seaa € A, a # 0, a ¢ U(A) y supongamos que a no se escribe como
producto de irreducibles (en particular a no es irreducible). Entonces existen a; y by
que no son unidades tales que a = a;b; y ademas alguno de los dos no es producto
de irreducibles, por ejemplo a;. Como ai|la y by ¢ U(A), entonces (a) C (a1) vy la
inclusién es estricta. A su vez, como el a; no es irreducible, se repite el razonamiento
anterior y se obtiene una cadena de ideales estrictamente creciente, lo que es absurdo
porque si A es principal entonces debe ser noetheriano.

La unicidad se demuestra de la misma manera que se demuestra que todo niimero
entero se factoriza como un producto de primos. La mecanica de la demostracion es
la misma usando que, como se esta en un dip, todo irreducible es primo.

Ejercicio: Mostrar (sin usar que dip = dfu) que en un dip, todo elemento irreducible
es primo.
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Ejemplos: todos los dominios euclideos son de factorizacién tnica, como Z, y k[z]
con k cuerpo. También k[z,z7!] es un dfu, mds generalmente, toda localizacién de
un dfu es dfu.

Como resultado folklérico, mencionamos que en los dfu se tiene existencia de
maximo comun divisor, donde, dados ag,...,a,, el maximo comun divisor estd defi-
nido como un elemento que divide a todos los a;, y que es maximo con esa propiedad
(méximo con respecto al orden de la divisibilidad). En un anillo arbitrario, en caso
de existir un maximo comun divisor, éste esta univocamente determinado a menos de
multiplicaciéon por unidades. Observamos que como la nocién de dominio euclideano
implica dip, que a su vez implica dfu, en todos estos tipos de anillos hay existencia
de maximo comun divisor.

Teorema 6.4.4. Sea A un dfu, entonces Alx] también es dfu.

Demostracién: Dado f € Alz|, f # 0, escribimos f = c.g con ¢ € Ay g es tal que
el maximo comun divisor de todos sus coeficientes es uno.

Si consideramos g € A[x] C F[z], donde F' es el cuerpo de fracciones de A, como
F[z] es dfu (ya que es euclideano, luego dip, luego dfu), entonces existe una descom-
posicién g = ¢hy ... hy donde a, b€ A, b# 0y h; € F[z] son polinomios irreducibles.
Cambiando eventualmente los elementos a y b se puede suponer que los h; € Alz] y
que el maximo comun divisor de los coeficientes de cada h; es uno. Pero entonces
cada h; es irreducible en A[z], luego bg = ahy ... hy, y como hy ...y es un polinomio
tal que el maximo comun divisor de sus coeficientes es uno, resulta que a = bu con
u € U(A) y entonces g = uhy...hg. Por lo tanto f = w.c.h;...hs. Factorizando ¢
como producto de irreducibles en A se obtiene una factorizacién completa de f. La
unicidad se sigue de la unicidad de la factorizacién en F[z]| (para la parte de los h;)
y de la unicidad de la factorizacién en A (para el c¢).

Ejemplo: Z[z] es un dfu, y no es principal. Similarmente, si k es un cuerpo,
klx1,...,2,] es un dfu, y no es principal a menos que n = 1.

6.4.2 Modulos finitamente generados sobre un dip

Hemos visto en la seccién de mddulos libres que si M es un modulo finitamente
generado sobre un dominio principal A entonces M = ¢(M) @ A" para un r dado.
El objetivo de esta seccién es describir completamente los médulos sobre un dominio
principal que son finitamente generados y de torsion.
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Lema 6.4.5. Sea A un dip, si L es un A-modulo libre y M C L es un submddulo no
nulo, entonces existen 0 # z € L, un submddulo S de L, y ¢ € A tales que

e L=(:2@S
o M= (cz)®(SNM)
e Sif:L— A esuna funcion lineal tal que f(z) =1, entonces f(M) = (c).

Demostracién: Sea [ = {I ideal no nulo de A tal que I = f(M) para alguna
f € Homa(L,A)}. Este conjunto es no vacio pues en [ estan las imdgenes de las
funciones coordenadas de L en A, y alguna coordenada de los elementos de M es
no nula pues M # 0. Como A es noetheriano, I tiene un elemento maximal que
llamamos Iy. Sea h : L — A tal que h(M) = Iy; como A es principal, existe ¢ € A
tal que Iy = c.A. Llamemos u € M a un elemento tal que h(u) = ¢, afirmamos que u
es divisible por ¢ en L.

En efecto, veremos que f;(u) es divisible por ¢ para todo i, donde f; son las
funciones coordenadas de L. Dado i, sea d; el maximo comun divisor entre ¢y f;(u),
sean 1, s € A tales que d; = rc+ sf;(u) = rh(u) + sf;(u) = (rh + sf;)(u). Definimos
¢ = (rh+ sf;), la cuenta anterior muestra que ¢(M) contiene al ideal generado por
d;, que a su vez contiene al ideal generado por ¢, esto contradice la maximalidad de
Iy a menos que d; = c¢. De esta manera vemos que ¢ divide a f;(u) para todo i,
por lo tanto ¢ divide a h(u) (dado que h es una combinacién lineal de las funciones
coordenadas). Llamamos z al elemento de L tal que u = c.z, es claro que h(z) =1
(recordar que A es integro).

Sea ahora S = Ker(h):

e considerando la sucesién exacta 0 — Ker(h) — L — Im(h) — 0, como Im(h) =
A, la sucesion se parte, luego S es un sumando directo, y un complemento se
obtiene a partir de una seccion de h, que es por ejemplo enviar el 1 en z, luego

L=(z)a@S5.

e La inclusion (cz) @ (SNM) C M es clara pues c.z = u € M. En el otro sentido,
si x € M entonces h(z)z € (cz) C M, luego se puede escribir z = h(z).z + (z —
h(z).z). Como el elemento h(x).z € M se sigue que (z — h(z).z) € M, ademas
h(x — h(z).z) = h(z) — h(z).h(z) = 0, luego (z — h(z).z) € M N S.

e Sea f: L — A lineal tal que f(z) = 1. Entonces f(u) = f(c.z) = cf(2) = ¢,
luego (c) C f(M), pero como (c) = Iy es un ideal maximal con respecto a esa
propiedad, entonces son iguales.
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Corolario 6.4.6. Sea A un dip, L un A-mddulo libre y M un submodulo de tipo
finito, entonces existe una base {e;}icr, una subfamila finita {e;, j = 1,...,n} de
{eitier y elementos ay, ... a, € A tales ajlajy (j=1,...,n—1) y M = @7_,{(aje;,).

Demostracion: Es por induccién en el rango de M. Por la proposicién anterior,
si M # 0, existe z € L, ¢ € Ay S un submédulo de L tales que L = (2) & S y
M = (cz)®(SNM). Por lo tanto el rango de SN M es igual al rango de M menos uno.
Aplicamos la hipdtesis inductiva a M NS C S, que es libre por ser submédulo de un
libre, luego existe una base {z }rex de S, una subfamilia finita {xy, : [ =2,...n}y
una sucesion a|as| . . . a, de elementos de A tales que SNM = @©}_,(a;ry,). Llamamos

a; = ¢, Ty, = 2, entonces obtenemos que M = @}_,(a;7y,;). Falta ver que a;las.
L si3i/izi '
Se define f : L — A como f(e;) = { 0 o ii/né % . Para todo j=1,...,n,

aj = f(aje;,) € f(M), por el ltimo item de la proposicién anterior, al ser f(z) =1
tenemos que f(M) = (¢) = (a1), por lo tanto a; € (a;) para todo j, en particular
a1|a2.

Teorema 6.4.7. (De estructura de mddulos f.g. sobre un dip) Sea M un A-mddulo
de tipo finito, entonces

1. Eziste una sucesion dy|dz| . . .d, de elementos no inversibles de A tales que M =

2. Si{d;}r, y{d,}, son dos familias de elementos de A que verifican 1, entonces
n = n' y existen unidades de A, uy,...,u, tales que d; = w;d; para todo i =
1,...n.

Demostracion: Veamos primero la primer parte, la segunda la demostraremos luego
de exhibir diversos corolarios.

Sea L un A-médulo libre de tipo finito con un epimorfismo p : L — M, luego
M = L/ Ker(p).

Por diversas razones (por ejemplo noetherianidad, o Teorema 5.1.15), Ker(p) es
de tipo finito. Por el corolario anterior existen {e;};—1, ., (r =rg(L)) una base de L,
dildjs1, 5 =1,...s =1 (s = rg(Ker(p)) < r) una sucesién de elementos de A tales
que {d;e;}i=1.. s es una base de Ker(p). Entonces

M = L/ Ker(p) = % = @A/<d1>

i=1\Witq

donde d; =0sit=s+1,...,7.
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Sea m = max{i / d; € U(A)} (0 m = 0 si el conjunto anterior es vacio). Luego
M=, ., A/{d), ya que sid es una unidad, entonces A/A.d = 0. Renumerando
los d; y tomando n = r — m, obtenemos que los d; no son unidades que se dividen
consecutivamente y que M = @, A/d;A.

Corolario 6.4.8. Sea A un dip. Un A-maodulo M es de tipo finito si y solo si existe
una familia C; coni=1,...,n de A-mddulos ciclicos tales que M = & ,C;.

Observaciones: 1. La reciproca es cierta para cualquier anillo, no necesariamente
un dip.

2. Con las notaciones del teorema de estructura:

tM)= @ A/d;A

i=1,...,n

d;i#0

Corolario 6.4.9. Sea A un dip, M un A-mddulo finitamente generado, entonces
existe n € Ng, una familia {p1,...p,} de primos de A, y niimeros enteros no negativos
ni <---<nl (i=1,...r) tales que

=P (@ A/<p?f>) ® A"

Demostracion: el n se elige como el rango de la parte libre de M, para la parte
de torsién sabemos que t(M) = &, A/(d;A). Lo que hacemos ahora es escribir a
cada d; como producto de primos, de hecho, como dy|ds| . . . |d,,, basta factorizar d,, =
IT-, p?z, los primos que aparecen en los otros d; son los mismos, con eventualmente
exponentes menores (que pueden ser cero).

Por el teorema chino del resto,

A/ P = DA/

Ahora el corolario se sigue de reordenar todos los sumandos.

Corolario 6.4.10. Sea A un dip y M un A-mdédulo finitamente generado de torsion,
entonces existe una familia finita de A-mddulos ciclicos {C;}tier, con cada C; p;-
primario (donde los p; primos, que en este caso es lo mismo que irreducibles).
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Observacion: 1. La condicion de ser “de tipo finito” es esencial en la demostracion
del teorema, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Sea A=7Zy M = Q. Es claro que Q no tiene torsion, si el teorema de estructura
fuera cierto sin la hipdtesis de finitud, QQ seria libre. Recordamos que Q no es libre,
pues cualquier par de elementos es linealmente dependiente, y Q no es isomorfo ni a
Z ni a 0.

2. La condicién d;|d;;; es necesaria para la unicidad, por ejemplo Zg = Zo @ Zs, son
dos descomposiciones, pero la segunda descomposicién no es “del tipo” del teorema
de estructura.

Demostraciéon de la parte de unicidad del Teorema 6.4.7.

Sean {I;}1<i<n, {Jj}1<j<m sucesiones decrecientes de ideales propios de A tales
que &, A/l; = @7 A/J;. Sea M un ideal maximal cualquiera de A, a partir de
i A/ =2 @Y1 A/ J; obtenemos

Hom 4 (®72,4/1;; A/ M) = Homa(©L, A/ J;, A/ M)
o bien,
D Homa(A/L;, A/M) = @D Homa(A/ J;, A/M)
i1 j=1
Consideramos los ideales transportadores (M : I;) = {a € A / al; C M}. Sea

¢: (M :1I;) —» Homa(A/I;, A/ M)

a fo= (T — az)

Es un ejercicio sencillo ver que es un epimorfismo, con nicleo M, y por lo tanto que
hay un isomorfismo Homa(A/I;, A/M) = (M : I;)/ M.

Tomando M un ideal maximal que contenga a I, como los I; estaban encajados,
M contiene a todos los I;, por lo tanto (M : [;) = AVi=1,...n,y

(A/M)" = @, (M2 J;) /M

Como M C (M : J;), esto implica que (M : J;) o bien es A o bien es M. Sea
q=#{j /] M:J;) = A}, entonces (A/M)" = (A/M)? como A-mébdulo, luego son
isomorfos como A/M-espacios vectoriales, lo que implica n = ¢ < m. Anélogamente
m < n, y por lo tanto son iguales.
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Partimos ahora de & A/, = & A/ J;, con I; D I;11 y J; 2 Jiy1, para todo
i=1,...n—1.

Para cualquier elemento ¢ de A, el isomorfismo anterior implica
D, c.A/L =P c.A/J;. Utilizaremos el siguiente Lema:

Lema 6.4.11. Sea A un anillo arbitrario, I un ideal de A y ¢ € A, entonces
c.(A/T) =2 A/(1:c.A)

Demostracién: Ejercicio.

Como los I; formaban una sucesién decreciente, (I; : ¢.A) D (141 : c.A), idem con
los J;. Sea iy = max{i / ¢ € I} y sea iz = max{i / ¢ € J;}, entonces

P A/TLi:cA)= @ A/ cA)

i=iq+1 i=ig+1

Por la primer parte de la demostracién resulta que i4 = i3, por lo tanto I; = J; para
todo 1.

6.5 Ejercicios

1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo k, dimg(V) < coy ¢ : V. — V una
transformacién lineal. Convencerse del siguiente “diccionario”:

Pares (V, ¢) k[z]-mé6dulos

dj = 04¢a_1 (V7 d)) = (‘/7 ¢) (iSO en k[:p}mOd)

Existe una base en la que la matriz de  (V, ¢) se descompone en suma directa
¢ se parte en dos bloques de dos k[z]-submddulos

No existe ninguna base en la que ¢ se  (V,¢) es un k[z]-médulo indescompo-
escriba en bloques nible, luego ciclico (por qué?)

2. Teorema chino del resto. Sea A un anillo conmutativo, ai,...,a, elementos de
A. Llamemos b; = aj.a2...@;...a, y supongamos que 1 = Z?:l t;.b; para ciertos
elementos t;. Sea I = aj.ay...an.A, I; = a;.A. I C I; luego A/I; es un A/I-médulo
para todo ¢ = 1,...,n. Demuestre que A/I = ®A/I;.

3. Escribir el Teorema chino del resto en el caso A = Z.
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Sea (V, ¢) un k[x]-mddulo indescomponible, luego ciclico (;porqué?), (V, ¢) = k[x]/(p).
Si escribimos a p = g7 ...¢%* con los g; irreducibles y sin repeticiones, considerar
a; = ¢;*. Ver que se estd en las condiciones del teorema chino del resto (sugeren-
cia: usar argumentos de divisibilidad) Concluir (a partir del teorema chino del resto)
que existe una base de V en la que ¢ se escribe en n bloques, cada uno de ellos
correspondiene a un k[z| submdédulo isomorfo a k[x]/{a;).

-1 -2 6
Sea T : Q% — Q3 la transformacién lineal definida por la matriz -1 0 3 |,
-1 -1 4

considerar a Q% como Q[z]-mdédulo a través de T, hallar su descomposicién en suman-
dos directos indescomponibles.

Calcular (Z ® Z)/H donde H = {(x,y) € Z ® Z tales que 3z + 6y = 0} (sugerencia:
calcular una base de H que sea “multiplo” de alguna base de Z & Z).

Hallar una base de ZOZ®Z que permita calcular (ZGZ®Z)/H donde H = {(z,y,2) €
ZOLZDZ tales que 3x+6y+2z = 0,y 2z —4y = 0}. Calcule (Z&ZDZ)/H. Encuentre
“a 0jo” algin morfismo de grupos con dominio Z ® Z & Z y nucleo H.

. Listar las clases de isomorfismo de los grupos abelianos de orden 16, 18, 20, 189.

. Caracterizar a todos los grupos abelianos G en cada una de las siguientes situaciones:

e todo elemento no nulo tiene orden primo.
e todo subgrupo propio es de orden primo.

e |G| =36, G no tiene elementos de orden 4 y G tiene dos elementos de orden 3.

Sea k un cuerpo finito, considerar el grupo abeliano G = (k — 0, .), es decir, el grupo
multiplicativo de los elementos no nulos de k. Demostrar que G es ciclico. Para esto
se sugieren las siguientes cosas:

(a) ver que el subgrupo aditivo generado por el 1 es un subcuerpo, necesariamente
. o . . o n ,
isomorfo a Z, para algin nimero primo p y conlcuir que |k| = p™ para algin n.

(b) Considerar el grupo abeliano G = (k— {0}, .), usar el teorema de estructura dar
todas las posibilidades de G. A través de la traduccion de la notacién aditiva
a la multiplicativa, relacione la cantidad de ceros que pueden tener en k los
polinomios, y los 6rdenes de los elementos de G.
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6.6 Formas de Jordan

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y sea (V,¢) un k[z]-mddulo. Sabiendo
que los polinomios irreducibles son todos de la forma (x — \), a partir del teore-
ma chino del resto en el contexto de polinomios (ejercicio 4 més arriba) se puede
facilmente demostrar que existe una base en la que ¢ se escribe en bloques de Jordan,

A 0 0 P 0 0
1 A 0 0 0
0 1 A . .
es decir, en bloques de la forma | © ° ' . En efecto, esto se consigue
. . . . A 0
0 0 P P 1 A

calculando en k[z|/{(x — A\)™) la matriz del endomorfismo “multiplicar por ” en la

base {1, (x — \), (x — A\)2,..., (z — )" 1}

Ejercicios:

1. Exhibir un ejemplo de matrices de dos por dos tales que sus polinomios caracteristicos
coincidan, pero que no sean conjugadas.

2. Hallar todos los C[z]-mdédulos M tales que dimg (M) = 1,2,3. Decir cudles de ellos
son ciclicos, indescomponibles, simples, suma de simples o suma de indescomponibles.

3. Hallar todos los R[z]-mddulos M tales que dimpg (M) = 1,2,3. Decir cudles de ellos
son ciclicos, indescomponibles, simples, suma de simples o suma de indescomponibles.

4. Deducir de la forma normal de Jordan que si A € C"*" entonces A = D + N donde
D es diagonalizable, N nilpotente, y DN = ND.
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7

Producto tensorial

7.1 Existencia y unicidad del producto tensorial

El producto tensorial de médulos es una construccion que permite “linealizar”
funciones bilineales (o multilineales), mas precisamente, dados dos A-médulos M4 y
AN y un grupo abeliano P, consideramos las funciones ¢ : M x N — P tales que:

e ¢ es lineal en la primera variable: ¢(m +m’,n) = ¢(m,n)+ ¢(m’,n) para todo
m,m’ € M, n ¢ N.

e ¢ es lineal en la segunda variable: ¢(m,n +n') = ¢(m,n) + ¢(m,n’) para todo
mée M, n,n €N.

e ¢ es A-balanceada: ¢(ma,n) = ¢(m,an) paratodoa € A, me M yn € N.

Una tal funciéon se llamaré bilineal A-balanceada.

Los ejemplos basicos de este tipo de funciones son:

1. M=N=P=A, ¢(a,b) = ab (producto en el anillo).
2. M = A" N = A1 P = A ¢((ar, ... an), (b, .. by)) = 32", asbs.

3. M = N = C(X) donde X es una subvariedad compacta de R" y P = R,

4. N un A-médulo a izquierda, M = N*, ¢(f,m) = f(m).

145
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5. Como subejemplo del anterior, si k es un anillo cualquiera y N = k[z], tomamos
M = ENo y en este caso ¢({a,},p) = Zfl(op) At = Zfl(lp) a;.)\; es bilineal, A-
balanceada.

El objetivo al construir el producto tensorial M ®4 N es encontrar un objeto de
tipo universal tal que sea lo mismo tener una funcién ¢ : M x N — P bilineal A-
balanceada que una funcién lineal ¢ : M ® 4 N — P, es decir, que se busca un objeto
M ®4 N que verifique

Bil*(M x N, P) = Homy (M ®4 N, P)

donde Bil*(M x N, P) denota precisamente a las funciones bilineales A-balanceadas
de M x N en P.

Nos proponemos entonces mostrar que tal objeto existe y es tinico salvo isomor-
fismos de grupos abelianos.

Proposicién 7.1.1. Dados un A-mdodulo a derecha My y un A-modulo a izquierda
AN, existe un grupo abeliano T y una funcion 7 : M X N — T con las siguientes
propiedades:

e 7 ¢s bilineal y A-balanceada.

e Si P es un grupo abeliano cualquiera y ¢ : M x N — P es una funcidn bilineal
A-balanceada, entonces existe un tinico morfismo de grupos ¢ : T'— P tal que
¢ = ¢T, es decir, se completa el siguiente diagrama en forma conmutativa:

MxN2—=p

~ 7

|
T 7
e
e

T

e Si(T',7") es un par con la misma propiedad, entonces T = T" (isomorfismo de
grupos abelianos).

Demostracién: FEzistencia. Construimos el objeto (7, 7) de la siguiente manera:
Sea F' = ZM*N) o] Z-médulo libre con base el conjunto M x N y sea K el subgrupo
generado por los elementos de la forma

(m+m/,n) — (m,n)— (m';n) ; (myn+n)—(mn)—(m,n') ; (man)—(m,an)

donde m,m' € M, n,n" € N y a € A.
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Definimos 7' := F'/K y denotamos por m®mn a la clase de (m,n) en T'. Definimos
T:M x N — T como 7(m,n) =m®n. Es claro, a partir de cémo se defini6 K, que
7 es bilineal y A-balanceada, veamos que 7 verifica ademas las otras propiedades:

Sea P un grupo abeliano y ¢ : M x N — P una funcién bilineal A-balanceada.
Como F es libre con base M x N, existe un tnico morfismo de Z-médulos h : F' — P
(propiedad universal de la base) tal que el siguiente diagrama de lineas llenas conmuta:

MxN2—~p

/
T/
/

F/K

Como ¢ es bilineal y balanceada entonces ¢ se anula en K, por lo tanto induce una
flecha ¢ definida sobre el cociente, que verifica ¢ = gbm = ¢1. Notar que (b queda
univocamente determinada.

Unicidad. Sea (T",7') un objeto con las mismas propiedades de (T, 7). Consideremos
el siguiente diagrama

Como (7, TN) tiene la propiedad demostrada anteriormente, existe un tinico morfismo
de grupos 7 : T — T' tal que 77 = 7’. Anélogamente, existe un unico morfismo de
grupos 7 : T" — T tal que 77" = 7. Luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo

M><N—>T

-
TT/ g
T g
~
~

Por unicidad, tenemos entonces que 77/ = Idr, andlogamente se demuestra que 77 =
Idy.

Notacion: el grupo abeliano 7' se llama producto tensorial sobre A de M con N
y se nota M ®4 N.
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Observamos que M ®4 N es un grupo abeliano con un conjunto de generadores
{m ®n}mnemxn que verifican las relaciones

(m+mY@n=men+m @n
men+n)=men+men
ma@n=m®e an

Notar que no todo elemento de M ®4 N es necesariamente de la forma m ® n para
algin m € M y n € N, sino en general una combinacién lineal finita de ellos con
coeficientes en Z; los elementos de M ® 4 N de la forma m ®n se denominan tensores
elementales. Ademas, dado un elemento de M ®4 NN, su escritura en términos de
tensores elementales no es necesariamente tinica (por ejemplo ¥’ Qy+rQy = (z+2')Qy
D.

Observacién: Para todo x € M, x ® 0 = 0, y andlogamente 0 ® y = 0 para todo
y € N. Veremos incluso que puede suceder x ® y = 0 sin que x sea cero ni que y sea
cero, ya que por ejemplo M ®4 N puede ser cero sin que M ni N lo sean (ver por
ejemplo el caso M = Z,, N = Q/Z, A = 7Z, descripto més adelante). Un ejemplo
concreto es tomar un anillo A en donde exista un elemento z tal que z? = 0 sin que z
sea cero, tomamos M = N = A, yesclaroque zr@r=1laor=1®2> =10 = 0.

Ejemplos:

1. Z, ®y Z = 7Z, mediante la aplicacion T ® y — Zy, con inversa T — T ® 1.
Observar que la buena definicién de esta aplicacion se sigue de la propiedad
universal del producto tensorial aplicada a la funcién bilineal Z-balanceada
Ly X 7 — 7, dada por (Z,y) — Ty.

2. Z, @7 Q = 0, porque Z, ®y7 Q estd generado por elementos de la forma T ®
con z,a,b €Z,b#0,peroT®@ § =TQ@nz =Tn® 5 =08 % =0.

(]
b

3. Con la misma demostracion que el ejemplo 1, tenemos que M ®4 A = M
(isomorfismo de grupos abelianos) bajo la aplicacién que proviene de (m,a) —
m.a, que tiene inversa m — m ® 1.

4. klx] ®g kly] = k[z,y] mediante la aplicacion p(z) @ q(y) — p(x)q(y). Ejercicio:
calcular la inversa de esta aplicacion; notar que en este ejemplo se ve claramente
que no todo elemento del producto tensorial es un tensor elemental, si no,
todo polinomio en dos variables seria un producto de dos polinomios, uno que
depende de x y otro que depende de y. Sin embargo si es cierto que todo
polinomio es una suma de polinomios a “variables separadas”.
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5. El ejemplo 2 puede generalizarse de la siguiente manera: si M es un A-médulo
de torsiéon y N es un A-moédulo divisible, entonces M ® 4 N = 0. Un ejemplo
de este tipo es Zpe Q7 Ly = 0.

6. Dados m y n naturales, Z, ®z Zyp, = Z(m:;) donde (m;n) denota el maximo
comun divisor, en particular, si (m;n) = 1 tenemos que Z, ®z, Z,, = 0.

Observacién: dados My y 4N, dos A-médulos, y M’ C M, N’ C N dos A-
submédulos, se puede considerar M @4 N y M’ ® 4 N’, mas atn, se tiene un morfismo
de grupos abelianos inducido por las inclusiones M’ ® 4 N’ — M ®4 N, pero este
morfismo no siempre es inyectivo.

Ejemplo: Sean A =7, N' = M' =7y, N = M = Q/Z, viendo Zy como subgrupo
de Q/Z bajo la inyeccién 1 +— % Sabemos que Zs ®y, Zs = Zs, por otro lado, Q/Z es
divisible y de torsién simultdneamente, por lo tanto Q/Z ®y Q/Z = 0, luego ninguna
aplicacién Zs ®y Zo — Q/Z ®y Q/7 puede ser inyectiva.

Observacién: Si A es un anillo, queda definido otro anillo AP, cuyos elementos
son los mismos que los de A, con operaciéon suma también igual a la de A, pero con
producto definido por a.,,b := ba.

Se verifica sin dificultad (verificarlo!) que A resulta un anillo (con el mismo 1).
Es claro que si A es conmutativo, A = A, también si M es un A-mddulo a derecha,
entonces es un A°?-médulo a izquierda (definiendo a.m := ma) y viceversa.

Proposicién 7.1.2. Si M es un A-mddulo a derecha y N es un A-maodulo a izquier-
da, entonces, con las estructuras de A°?-mddulo comentadas anteriormente:

M@ANgN®AOPM

mn—nm

Demostracién: Basta verificar que la funcion f: M x N — N ® 4o» M definida por
f(m,n) = n ® m es bilineal y A-balanceada; andlogamente la funcién g : N x M —
M ®4 N definida por g(n,m) = m ® n es bilineal y A°-balanceada. Una vez hecha
esta verificacion, es claro que f y ¢ inducen isomorfismos, uno el inverso del otro.

Ejemplos:
1. Sea G un grupo y M un G-mdédulo a izquierda. Consideremos a Z como G-modulo
a derecha trivial, i.e. n.g = n para todon € Z y g € G, entonces

M
(m—g(m) : meM, geG)

Z ®Z[G] M =
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2. Sean V' y W dos k-espacios vectoriales. La funcién

V* x W — Homy (V, W)
(¢7 w) = qb(_)w

donde ¢(—).w aplicada a un vector v no es otra cosa que ¢(v).w, es bilineal y
k-balanceada, por lo tanto induce un morfismo de grupos abelianos V* @, W —
Homyg (V, W). La imagen de ¢ ® w es ¢(—)w, que es una transformacion lineal cuya
imagen tiene dimensién 1 (siendo por ejemplo {w} una base de la imagen). Vemos
de esta manera dos cosas, en primer lugar, que la imagen de F' consiste en las trans-
formaciones lineales cuya imagen es un subespacio de W de dimensioén finita, por lo
tanto, si V' y W tienen dimensién infinita entonces F' no puede ser suryectiva. Por
otro lado, vemos nuevamente que no todo elemento de V* ®; W es un tensor ele-
mental, pues es claro que no toda transformacion lineal de V' en W tiene imagen de
dimensién 1.

Si bien, dados M4 v 4N, M ®4 N es s6lo un grupo abeliano, en ciertos casos,
este objeto tiene mas estructura. En el ejemplo precedente, V* ®; W resulta un k-
espacio vectorial, como segundo ejemplo vimos que M @4 A =2 My A, N = N
como grupos abelianos, veremos ahora como caso particular que M ®4 A tiene una
estructura natural de A-médulo a derecha (A ® 4 N tiene una estructura natural de

A-médulo a izquierda) y que los isomorfismos anteriores son de hecho isomorfismos
de A-modulos.

Proposicién 7.1.3. Sean A, B, C tres anillos, sAMp y gN¢ dos bimddulos, entonces
M ®pg N es naturalmente un A-C-bimddulo.

Demostracién: La estructura de A-C-bimédulo queda determinada por la férmula
a(m @ n)c:= (am) @ (nc)

y extendida por Z-linealidad en M ®p N. Es claro que esta aplicacién esta bien

definida porque fijados a y ¢, la aplicaciéon M x N — M ®pg N definida por (m,n) —

(am) ® (nc) es bilineal B-balanceada. Se verifica sin dificultad que la funcién

AXMgNxC—MegN

(a,m ®n,c) — (am) @ (nc)

da la estructura de A-C-bimédulo buscada.
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Ademads, dados morfismos A-lineales f: M — M’y g: N — N’| la aplicacién
MxN—M 4N
(m,n) — f(m) @ g(n)
es bilineal y A-balanceada, luego determina un tinico morfismo de grupos abelianos,
que llamamos f ® g, caracterizado por la igualdad (f ® g)(m ®n) = f(m) ® g(n).

Ejemplos: Ver que los isomorfismos de grupos abelianos son de A-C-bimddulos para
cada A y C' convenientemente senalado:

1. Si M es un A-médulo a derecha, entonces M ®4 A = M, isomorfismo de Z-A-
bimédulos (idem con A ®4 N = N).

2. Si M es un A-modulo a derecha y N un A médulo a izquierda, se considera
entonces a M como un Z(A)-A-bimédulo y a N como un A-Z(A)-bimédulo,
entonces M®4 N esun Z(A)-biméduloy M@4N = N® 40 M es un isomorfismo
de Z(A)-bimédulos. También M ®@z4) N = N ®@za) M como Z(A)-bimédulos.

3. El morfismo de grupos F' : V* @, W — Homg(V, W) descripto en el ejemplo
anterior a la proposicion es una transformacion k-lineal.

4. Dado un anillo A cualquiera y para cada par de nimeros naturales r, s, el con-
junto A™** con la suma y multiplicacion usual de matrices tiene una estructura
de M,(A) := A™"-médulo a izquierda y de M (A)-médulo a derecha. En par-
ticular, A1 es un M, (A)-A-bimédulo y A" es un A-M,,(A)-bimédulo, y se
tienen los siguientes isomorfismos:

(a) AWt @, AV 22 A como M, (A)-M, (A)-bimédulo.
(b) AY™ @y, 4y A =2 A como A-A-bimédulo.
(c) En general, A™" @y, a4y A7 = A" como M, (A)-M,(A)-bimédulo.

5. Si A es un anillo conmutativo y L es un A-mddulo libre finitamente generado,
M un A-médulo cualquiera, entonces L* ® 4 M = Homu (L, M).

7.2 Funtorialidad de ®

Dado un bimédulo 4 Mp, se pueden definir dos funtores asociados a M:
— X4 M CMOdA — CMOdB M Qp —: BMOdC — AMOdC
[ f®Idy g ldy ® g
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Como primer ejemplo, si M = A, el funtor A® 4 — es isomorfo al funtor identidad,
es decir, para todo A-médulo X, A® 4 X = X como A-mddulo a izquierda. En caso de
ser X un A-B-bimdédulo, entonces el isomorfismo precedente es también isomorfismo
de A-B-bimédulos.

Como segundo ejemplo, si A es un anillo conmutativo y S es un subconjunto
multiplicativo de A, entonces Ag ® — es isomorfo al funtor localizacién, es decir, para
todo A-mddulo M, se tiene un isomorfismo

As @ M = Mg

a am
S S

am
S

Como tercer ejemplo, si V' es un R-espacio vectorial, podemos considerar su com-
plexificacién: V @ i.V, que tiene una estructura obvia de C-espacio vectorial (defi-
niendo, para a+bi € C, v +iw € V@iV, (a+bi)(v+iw) := av — bw + i(bv + aw)).
Por otro lado, C es un C-R-bimdédulo, y esté entonces definido el funtor C ®p —, que
es isomorfo a la complexificacion:

con inverso — % ® am.

CerV=VaiV
(a+bi) ® v — av +ibv

Maés generalmente, todo morfismo de anillos f : A — B provee a B de una estructura
de A-médulo, tanto a izquierda como a derecha, definiendo a.b := f(a)b (idem para
b.a), por lo tanto podemos considerar los funtores B ®4 — : sMod — pMod, y
—®4 B :Mody — Modpg. Estos funtores se denominan extensiéon de escalares. Si
M es un A-médulo, B ® 4 M se llama el B-mddulo extendido o inducido.
Enunciamos y demostramos algunas de las propiedades del funtor M ® 4 —:

Proposicion 7.2.1. Dado un A-mddulo derecha M, el funtor M ® 5 — preserva epi-
morfismos.

Demostracién: Sea f: N — N’ un epimorfismo de A-médulos a izquierda, entonces
dRf: My N — M®4 N’ es un epimorfismo pues todos los tensores elementales de
M ® 4 N’ estan en la imagen Id® f, y M ®4 N’ esta generado por tensores elementales.

Observacién: El funtor M ® 4 — no siempre preserva monomorfismos. Para ver esto
exhibimos un contraejemplo:
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Sea f : Zy — 74 definido por f(1) = 2. Consideramos el funtor Z, ® —, y tenemos
las siguientes identificaciones:
1d
Ly @7, Ly 8L Ly R, Ly

Ly Ly

Para calcular g, seguimos al elemento T_bajo estas identificaciones. Llamemos p :
Lo Ry Ly — 7o al isomorfismo @ ® b — ab. Obtenemos entonces

gD =u((ide A1) =12 =2=0

Esto dice que Id ® f = 0, que dista de ser monomorfismo. Sin embargo, se tiene la
siguiente propiedad de exactitud a derecha:

Proposicién 7.2.2. Sea N; —! Ny —9 N3 — 0 una sucesion exacta de A-mddulos
a izquierda, entonces, para cualquier A-maodulo a derecha M la sucesion de grupos
abelianos

1d 1
M®AN1ﬁ>M®AN2ﬂ>M®AN3—>O

es exacta.

Demostracién: Ya vimos que Id ® g es un epimorfismo, también es claro que (Id ®
g)o(ld® f)=0pues (ld®g)o(ld® f)(m®@n) =m® g(f(n) =m®0 =0, luego
Im(ld ® f) C Ker(ld ® g). Falta ver que Ker(Ild ® g) C Im(Ild ® f).

Sea ), m; @n; € M ® Ny tal que Y, m; ® g(n;) = 0, esto no permite afirmar que
cada g(n;) = 0!. Sin embargo, podemos considerar M ®4 Ny/Im(ld ® f) = M ®4
Ny/{m & f(n)) y definimos ¢ : M x Ny — M @4 No/Im(Id® f) por ¢(m,z) :==m @ 2’
donde 2’ € N, es un elemento tal que g(z') = x (recordar que g es epimorfismo). 5
estd bien definida porque si z” es otro elemento de Ny tal que g(z”) = z, entonces
' — 2" € Ker(g) = Im(f), esto dice que existe y € N; tal que 2’ — 2" = f(y) y por
lo tanto

mr"=mez"+m fy) =mr"+me (¢ —2")=m®e

Ahora que sabemos que esta bien definida, es claro que (E es bilineal y A-balanceada,

luego define un morfismo de grupos abelianos ¢ : M ® N3 — Ij\rﬁ %z‘@évf) que verifica, por
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construccion, que ¢(m®g(z')) = m ® 2/, es decir, que ¢po(Ild ® g) = Id me 4~, . Siahora

Tm(ld®F)

w € Ker(Ild ® g), entonces w € Im(ld ® f) siy sélosiw =0 en M @4 Ny/Im(Ild ®
f). Pero usando que ¢ o (ld® g) = Ildwms,n, tenemos que w = ¢(ld ® g(w)) =

Tm(IdQf)

O((Id ® g)(w)) = ¢(0) = 0 como querfamos ver.

La proposicion anterior puede generalizarse de la siguiente manera:
Proposicion 7.2.3. Dadas una sucesion exacta de A-modulos a derecha
Ny = Ny =9 N3 — 0
y una sucesion exacta de A-mddulos a izquierda
M, =" My =% My — 0
entonces la siguiente es una sucesion exacta de grupos abelianos

g®k

Im(f)@AM2+N2®AIm(h> NQ@AM2—>N3®AM3—>O

Demostracién: es andloga al caso anterior, se deja como ejercicio (también queda
como ejercicio ver la definicién del morfismo ).

Observacién: Supongamos ahora que dada una sucesion exacta de A-modulos a
izquierda N; —/ Ny —9 N3 — 0 sabemos que para todo A-médulo a derecha M,
la sucesion correspondiente M ®4 Ny — M ®4 Ny — M ®4 N3 — 0 es exacta. En
particular, tomando M = A, la sucesién de grupos abelianos A ®4 Ny — A®4 Ny —
A® s N3 — 0 es exacta; pero sabemos que A®4 N; = N; como A-moédulos a izquierda,
y bajo esta identificacién Id ® f se corresponde con f (resp. g), luego la sucesién
original es exacta.

Hay otra manera de demostrar estas propiedades de exactitud, que provienen de la
relacion entre el funtor producto tensorial y el Hom, que es lo que se llama adjuncion,
que veremos en la seccién que viene. Esta propiedad tiene ademaés la ventaja de poder
ver rapidamente la relacién del funtor ® con otras operaciones como la suma directa.

7.3 Adjuncion entre ® y Hom

Teorema 7.3.1. Sean A, B y C tres anillos y s X, gYc y aZc tres bimddulos. Se
tiene un isomorfismo de C'-modulos a derecha:

Homu (X ®p Y, Z) =2 Homp(Y, Homy (X, 7))
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y un isomorfismo de A-maodulos a izquierda:
Homc(X QB Y, Z) = HOIIIB(X, Homc(Y, Z))

Demostracién: es sencilla, pero larga, con una cantidad considerable de verifica-
ciones de caracter elemental. Daremos entonces las definiciones de los morfismos
relevantes en el primer isomorfismo y dejaremos tanto las verificaciones como las
definiciones del segundo isomorfismo como ejercicio.

Sea g : X ®p Y — Z un morfismo de A-mddulos, entonces, para cada y € Y, la
aplicaciéon = — g(r ® y) es un morfismo de A-médulos de X en Z, por lo tanto se
tiene definida una aplicacion

¢ : Homa(X ®p Y, Z) — Hompg(Y,Homu (X, Z))
g (z—glz®-))

donde, g(x ® —)) indica el morfismo y — g(x ® y).

Reciprocamente, si f : Y — Homy (X, Z), la férmula f(y)(z) depende linealmente
tanto de y como de x, luego define una funcién bilineal (z,y) — f(y)(z). Esta
aplicacién también verifica (ejercicio) f(by)(z) = f(y)(zb), es decir es B-balanceada
y por lo tanto define un tnico morfismo de grupos con dominio el producto tensorial
X ®p Y. Sigue como ejercicio la verificacion de que esta aplicacién es A-lineal,
quedando entonces definida una funcion

¥ : Homp(Y,Hom (X, Z)) — Homu(X ®p Y, Z)
fe((@ey) = fy) (@)
Finalmente, queda como ejercicio ver que ¢ y % son uno el inverso del otro, y que

ademas son C-lineales a derecha.
El segundo isomorfismo es completamente analogo.

Ejemplo: Sea A un anillo conmutativo, L un A-mdédulo libre finitamente generado,
entonces (ejemplo precedente) L* @4 M* = Homyu (L, M*), y a su vez

HOIIlA(L7 M*) = HOIHA(L, HOIIIA(M, A)) = HOIIlA(M Xa L, A) = (M Xa L)*
A partir del teorema de adjuncién, se obtiene una bonita demostracién de la
asociatividad del producto tensorial:

Corolario 7.3.2. Sean A, B, C, D cuatro anillos y AMp, gN¢, ¢ Pp tres bimddulos,
entonces se tiene un isomorfismo de A-D-bimddulos ( M@pN)QcP = M®@p(NRcP).
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Demostracion: utilizaremos el hecho de que si se tienen dos A-D-bimoédulos X e
Y tales que para todo A-médulo Z, Homy (X, Z) = Homu (Y, Z) (isomorfismo de D-
modulos a derecha), entonces X =2 Y (dejamos la demostracién de este hecho como
ejercicio).

Dado ahora un A-mdédulo cualquiera Z, por la adjuncién tenemos los siguientes
isomorfismos:

Hom((M ®@p N) ®@c P, Z) Home (P, Homu (M ®p N, Z))
Home (P, Hompg (N, Hom (M, Z)))
HOIIlB(N XRco P, HOIHA(M, Z))

HOIHA(M ®B (N ®C P),Z)

1111 1l

A continuacion, estudiaremos el comportamiento del producto tensorial con res-
pecto a la suma directa.

Proposicién 7.3.3. Sea {M;}ic; una familia de A-mddulos a izquierda y g X 4 un B-
A-bimédulo, entonces X @4 (BierM;) = Bicr(X ®4 M;), isomorfismo de B-mddulos.

Demostracion: Utilizamos la propiedad universal de la suma directa. Recordamos
que ®;erM; es una suma directa de la familia {M;};c; si y sélo si para todo i € T
existen morfismos j; : M; — @®,cr M, tales que todo morfismo con dominio en @, M;
queda definido a partir de sus restricciones a cada M;, es decir, que la flecha natural

Hom 4 (®;er M;, X) = H Hom 4 (M;, X)
il

[ = A Sl bier

donde f|y;, denota f o j; : M; — X, es una biyeccién.
Utilizando ahora la adjuncién del producto tensorial, tenemos los siguientes iso-
morfismos:

Homp (X ®4 (®icrM,;), Z) Hom 4 (®;erM;, Homp(X, Z))
[L;c; Homs(M;, Homp (X, Z))

[Lic; Homp(X ®4 M;, Z)

11 1R

Esto dice que la aplicacién Homp (X ®4 (®ierM;), Z) — [],c; Homp(X ®4 M;, Z) es
una biyeccién, por lo tanto X ® 4 (®;e;M;) verifica la propiedad universal de la suma
directa.

Un corolario de la relacién del producto tensorial con la suma directa es su relacion
con los modulos libres:
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Corolario 7.3.4. Sea M un A-mddulo, entonces AV @4 M = MWD . En particular,
A @ AV) =2 AUXT)

Sin embargo, el producto tensorial no conmuta en general con productos arbitra-
rios, es decir, que ([ [, M;) ®4 N en general es distinto a [[,(M; ®4 N). Por supuesto,
si el producto es finito, es cierto; exhibimos un contraejemplo:

Sea A = k un cuerpo, consideremos N = kM) y M = N* = kN, Se tiene
un morfismo natural N* ®, N — Homy (K™, kM) dado por (¢ ® v)(w) = ¢(w)v

donde v,w € kM) y @€ (k(N)> . Si el producto tensorial conmutara con productos

N
arbitrarios, tendriamos que EN @ kM) o (k(N)> , es decir, las funciones de N en

kM. Como kM es libre con base N, tener una funcién de N en kM es lo mismo que
tener un morfismo k-lineal de k™ en k™ es decir un endomorfismo. Pero sabemos

que no todo endomorfismo de 300 proviene de (k(N)> ® k(N), justamente la imagen

de (k(N)> @ k™ en Homy, (M, kM) consiste de las transformaciones lineales cuya

imagen tiene dimension finita. Una de las transformaciones lineales que no estd en
esta imagen es por ejemplo la identidad.

7.4 Moébdulos Playos

Vimos anteriormente que si 0 - X — Y — Z — 0 es una sucesion exacta de
A-médulos a izquierda y M es un A-mdédulo a derecha, entonces la correspondiente
sucesion M @4 X — M ®4Y — M ®4Z — 0 es exacta, pero no es posible afirmar en
general que el morfismo M ®4 X — M ®4Y sea un monomorfismo. Hay sin embargo
casos particulares en que esto sucede:

Proposicién 7.4.1. Sea 0 — X —/ Y —9 Z — 0 una sucesion exacta corta de
A-mdédulos a izquierda.

e Si P es un A-mddulo a derecha libre, o mds generalmente proyectivo, entonces
0 ->PRu X >PRLY - PRy 2Z — 0 es exacta.

e 5i la sucesion exacta se parte, y M es un A-maodulo a derecha cualquiera, en-
tonces la sucesion 0 — PR, X — P®4Y — P®y Z — 0 se parte, y en
particular es exacta.

Demostraciéon: 1. Si P = A, vimos antes que la sucesiéon quedaba exacta puesto
que esencialmente la sucesion tensorizada es la misma.
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Si P = AU utilizamos el hecho de que el producto tensorial conmuta con la suma
directa, y que la suma directa de sucesiones exactas es exacta.

Si P es proyectivo, entonces es un sumando directo de un libre, consideremos
entonces () tal que P& () = L con L libre, entonces

0 L®s X L®sY L®aZ 0
0—(PR4X)D(QR4X)—(PR4Y)D(Q®R4Y)—(PR42)D(Q®sZ)—0
P ®A X ldp®f P ®A Y ldp®g P ®A Z 0

Falta sélo ver que ldp ® f es monomorfismo, pero Idp ® f es la restriccién a (P ®4
X)® (Q®a X) de Id, ® f, que sabemos que es monomorfismo.
La parte 2. se deja como ejercicio.

Ejemplo: Sea A un anilloy S C Z(A) un subconjunto multiplicativamente cerrado,
entonces el funtor Ag ® 4 — es exacto, es decir, preserva monomorfismos.

Para demostrar esto identificamos el funtor Ag ® 4 — con el funtor de localizacién
(—)s. Consideremos entonces f : M — N un monomorfismo de A-mddulos, queremos
ver que fs: Mg — Ng es un monomorfismo.

Sea ™ € Ker(fs), entonces f(m) = 0 en Ng, esto significa que existe ¢t € S tal que
0.s =0 = t.f(m) en N. Pero f es lineal, entonces f(t.m) = 0, lo que implica que
tm=0en M pues f: M — N es monomorfismo. Ahora bien, si t.m =0 cont € S,

entonces 2 = 1 — ( es Mg, luego Ker(fs) = 0 como querfamos ver.

Definicién 7.4.2. Un A mddulo a derecha M se dice playo si el funtor M ®4 — es
exacto.

La proposicién anterior dice que los médulos proyectivos son playos. De la demos-
tracién de la proposicion también se ve que sumas directas y sumandos directos de
playos son playos. El ejemplo de la localizacion dice también que la clase de médulos
de playos puede ser estrictamente mas grande que la de los proyectivos. Por ejemplo,
siA=7ZyS=17Z-{0}, tenemos que Ag = Q es Z-playo, pero no es Z-proyectivo.
En general, si A es un dominio integro y K es su cuerpo de fracciones, entonces K es
A-playo.

Ejemplo: Sea f : A — B un morfismo de anillos y P un A-moédulo a derecha. Si P es
A-playo, entonces el modulo inducido P® 4 B es B-playo. Esto es cierto pues el funtor
(P®4 B)®p — aplicado a un B-médulo a izquierda M es P4 B®p M = P®4 M/,
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donde M’ es igual a M, pero con la estructura de A-médulo dada por restriccion.
Luego (P ®4 B) ®p — es isomorfo a la composicién de dos funtores, el primero
es la restriccion de escalares, que es obviamente exacto pues es la identidad en los
morfismos, y el otro es tensorizar sobre A con P que es exacto por hipotesis.

7.5 Ejercicios

Definicion: si k es un anillo conmutativo con uno, una k-dlgebra unitaria A es un anillo
unitario A junto con un morfismo de anillos k¥ — Z(A). En particular A es un k-bimédulo
simétrico.

1. Algebra tensorial, simétrica y exterior: Sea k un anillo conmutativo y V' un k-mdédulo
simétrico. Se define T(V) = @,>0V®" en donde se conviene que V®° := k y
yentl .— yon @ V. Es obviamente un k-médulo, que resulta una k-algebra con
la multiplicacién dada por la yuxtaposiciéon (nombre: dlgebra tensorial). Sea Ig el
ideal bilatero generado por los elementos de la forma v ® w — w ® v donde v, w € V
y sea Ip el ideal bilatero generado por los elementos de la forma v ® w + w ® v. Se
define S(V) := T(V)/Is y A(V) = T(V)/Ia, se llaman respectivamente el algebra
simétrica y el dlgebra exterior. Notacién: a la clase médulo Ig de v1 ® ... ® v se la
denotard vi...v; y a su clase médulo I se la denotard vi A ... Avg. Ver que estas tres
construcciones son funtoriales, que S(V') es una k-algebra conmutativa y que si V' es
un k-médulo finitamente generado, entonces A(V') es también finitamente generado
como k-médulo. Probar ademds que si A es una k-algebra cualquiera, entonces

Homy,(V, A) = Homy,_q4(T'(V), A)
si ademds A es conmutativa, entonces
Homy,(V, A) = Homy_q14(S(V), A)
Si V es k-libre de base {1, ..., z,,} demuestre que S(V') = klz1, ..., zy].

2. Sea k un cuerpoy f:V — V un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensién
finita, dimg(V) = n. Ver que A(V) = @7 AY(V) donde AY(V) = Im(V® — A(V)).
Calcular la dimensién de cada A*(V), ver en particualar que dimy(A™(V)) = 1. Ver
que A(f) : A(V) — A(V) (definido en el ejercicio anterior) se restringe para dar varias
transformaciones lineales A*(f) : AY(V) — A(V). Como A™(V) tiene dimensién 1,
A"(f) debe ser un miiltiplo de la identidad, demuestre que A™(f) = det(f).Idn ().
Deducir de lo anterior y de la funtorialidad de A™ que det(g o f) = det(g).det(f).
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10.

11.

12.
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. Sea S C A un subconjunto multiplicativamente cerrado de un anillo conmutativo

A. Si M es un Ag-médulo a derecha y N es un Ag-médulo a izquierda (luego son
también A-moédulos), entonces M @44 N = M ®4 N.

. Sea M un A-médulo a derecha de torsién y N un A-mddulo a izquierda divisible,

entonces M ®4 N = 0. ;Cuanto vale Gpo ®7 Gpo? Demuestre que el tnico producto
(distributivo con respecto a la suma) que se puede definir en Gpeo es z.y = 0 Vz,y €

Gpoo.

. Si (n;m) = 1 entonces Z,, ®y Zy, = 0.

Calcular Zpn ®yp Zym.
Sea M un A-mdédulo proyectivo, entonces Ag ® 4 M es un Ag-médulo proyectivo.

Sea A un anillo conmutativo, M y N dos A-mdédulos playos (resp. proyectivos),
entonces M ®4 N es un A-médulo playo (resp. proyectivo).

Sea G un grupo y M un Z[G]-médulo, es decir, un grupo abeliano con una accién de
G sobre él. Sea Z el Z[G]mdédulo definido por g.n =n Vn € Z, g € G, entonces:
(a) Homgy(Z, M) = {m € M / g(m) =mVg € G} = ME (los invariantes).

(b) Z®ge M = M/(m—g(m): me M, geG)=: Mg (los coinvariantes) ({...)
significa el generado como grupo abeliano).

(¢) Deducir que (—)¢ y (—)g son dos funtores de Z|G]-médulos en grupos abelianos,

(—)% es exacto a izquierda y (—)g es exacto a derecha.
Demuestre que Q no es Z-proyectivo.
Sea 0 — M' — M — M" — 0 una sucesién exacta de A-médulos.
(a) M’y M" playos entonces M es playo.

(b) M y M" playos entonces M’ es playo.

(¢) Dar un contraejemplo donde M’ y M sean playos, pero que M” no lo sea.
(sugerencia: M’ y M pueden incluso ser libres).

Nota: Este ejercicio no sale de manera obvia y directa, se sugiere ir en etapas,
pidiendo hipétesis adicionales para poder demostrar primero versiones mas débiles de
lo que se pide y después ver que con eso alcanza.

Sea A un dominio integro,

(a) Probar que si M es un A-médulo playo, entonces M es sin torsion.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(b) Encuentre un contraejemplo para la reciproca. Sugerencia: considerar A =
k[x,y] donde k es un cuerpo, M el ideal de A generado por x e y que es eviden-
temente sin torsion y ver que M no es playo.

(c) Sea K el cuerpo de fracciones de A, ver que si M es sin torsién y divisible,
entonces admite una tnica estructura de K espacio vectorial compatible con la
estructura de A-mdédulo original; concluir que M es A-playo.

Sean M y N dos A-médulos a izquierda. Ver que si M es A-proyectivo de tipo
finito, entonces la aplicacién natural M* ® 4 N — Hom4 (M, N) es un isomorfismo
(sugerencia: demostrar que si para un M dado es un isomorfismo entonces es también
un isomorfismo para los M’ que sean sumandos directos de M y para los M' = M™,
finalmente demostrar que para M = A es un isomorfismo).

Sea N un A-mdédulo tal que la aplicacién del ejercicio anterior N* @4 N — End(N)
es un isomorfismo, demostrar entonces que N es proyectivo de tipo finito (sugerencia:
explotar el hecho de que la identidad de N estd en la imagen).

Sea 4P un A-médulo a izquierda, AUp un A-B-bimédulo y g N un B-mddulo a
izquierda. Se define el morfismo

¢ : Homag(P,U) @ N — Homu(P,U ®p N)
o(fen)(p)=flp)®n

Verificar que estd bien definido y que si P es proyectivo y finitamente generado enton-
ces ¢ es un isomorfismo. Considerar el caso particular de una k-algebra A, U = P =
A" B =k, C una k-algebra cualquiera, y concluir que M, (4) @, C = M, (A® C).

Sea A un anillo conmutativo, ver que si AU =2 AY) entonces el cardinal de I es igual
al cardinal de J (sug.: usar — ®4 A/M donde M es algtn ideal maximal de A).

Sea k un anillo conmutativo y sea k — Algc la categoria de k-algebras conmutativas
(con morfismos los morfismos de anillos k-lineales). Si A y B son dos k-algebras
conmutativas, entonces A ®j B tiene estructura de k-dlgebra definiendo (a ® b)(c ®
d) := ac ® bd y extendiendo por linealidad (para esto no hace falta que sean anillos
conmutativos). Demostrar que las aplicaciones i4 : A - AQ, B (a — a® 1p) y
ip:B— A®,r B (b — 14®b) hacen de A ®; B el coproducto de A y B en la
categoria k — Algc.

Sean V' y W dos k-médulos simétricos, demuestre que S(V & W) = S(V) @k S(W),
en particular k[z] @ kly] = k[z,y].

Sea A una k-dlgebra conmutativa, M = A®; V donde V es un k-médulo. Demuestre
que Ty (M) = ART(V), Sa(M) =2 A®Sk(V) y Aa(M) = ARA(V), los isomorfismos
son de k-algebras.
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8

Teoremas de Morita

8.1 Equivalencias de categorias

En este capitulo estudiaremos las respuestas a la siguiente pregunta: sCudndo
dos anillos A y B son tales que las categorias de A-mddulos y de B-mddulos son
equivalentes?

Esta informacion resulta muy 1util ya que muchas de las propiedades de un anillo
no dependen de €l sino de la categoria de moédulos asociada. Por ejemplo dos anillos
Ay B cuyas categorias de mddulos sean equivalentes verificardn Z(A) = Z(B) y
AJ[A, Al = B/|B, B].

Los teoremas 8.2.4 y 8.2.5 responden completamente a la pregunta. Estos teoremas
fueron demostrados por Kiiti Morita en los anos ’60, es por esta razén que los teoremas
similares demostrados posteriormente en otros contextos llevan el nombre de “teorema
tipo Morita”.

Comenzaremos discutiendo una situacién genérica:

Sean A y B dos anillos, y supongamos que se tienen dos bimédulos 4Pg y pQa.
Estos inducen dos funtores

—®4 P :Mody — Modpg : —®p Q : Modg — Mody

donde Mody4 (resp. Modg) denota la categoria de A-médulos (resp. B-médulos) a
derecha. Estos dos funtores son siempre exactos a derecha y preservan sumas directas,
pero en general no son equivalencias. Componiéndolos, se obtienen funtores

Mod4 — Mod4 Modp — Modpg
M— M®y(PRsQ) X=X ®p(Q®aP)

163
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No hay ninguna razén a priori que permita decir que M = M ®4 (P ®p () como
A-médulos (y resp. con los B-mdédulos).

Hacemos entonces las siguientes suposiciones adicionales: P ®4 Q = B (iso-
morfismo de B-bimédulos) y Q ®p P = A (isomorfismo de A-bimédulos), entonces
M®A(PRpQ) = M®4A = M paratodo A-médulo M y X@pQ®4P = X®pB =2 X
para todo B-mdédulo X. Esto dice que uno puede “ir de una categoria a la otra” sin
perder informacién. Notar de cualquier manera que la composicién de — ® 4 P con
— ®p @ no es el funtor identidad, sino naturalmente isomorfo a la identidad (ver
definicién 9.3.2).

Ejemplo y ejercicio: Sea A un anillo cualquiera, n € Ny B = M,(A). La
multiplicacién usual de matrices da una estructura de A-B-bimédulo a P := A"
y de B-A-bimédulo a @ := A"*'. Llamamos {ei,...,e,} a la base canénica de P
como A-médulo a izquierda y {fi,..., f,} ala base canénica de ) como A-médulo a
derecha. Demuestre entonces que las aplicaciones determinadas por

P @) Q@ — A Q®a P — M,(A)
e @ fj — 0 fi®e; e

(en donde e;; es la matriz con un uno en la fila i columna j y ceros en los deméds
lugares) estédn bien definidas y son isomorfismos de bimédulos.

La siguiente definiciéon formaliza el concepto de categorias equivalentes:

Definicién 8.1.1. Dos categorias €, ® se dirdn equivalentes en caso de que existan
funtores F : € - y G : D — € tales queGoF%IdQ yFOG%Id@, donde 27

significa “isomorfismo natural”. Los funtores F' y G se llamardn equivalencias.

Las propiedades categoricas conservadas por equivalencias pueden ser entendidas
(o mejor dicho deducidas) en términos de adjunciones, por lo que demostramos el
siguiente Lema:

Lema 8.1.2. Sea F': yMod — gMod una equivalencia, con quasi-inverso G, enton-
ces I’ es adjunto a derecha y a izquierda de G.

Demostracién: En primer lugar, notamos que si M, N € Obj(€), entonces F' induce
una biyeccion F' : Homg (M, N) = Homg (F (M), F(N)). Esto es una consecuencia
de que Go F = Idy y de que F'o G = Idgy, pues estas ultimas dos igualdades dicen
que G o F': Homg (M, N) = Homg(GF(M), GF(N)) para todo par de objetos de €,
y su analogo para F'o G en ®.
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Consideramos ahora M un A-mddulo cualquiera y X un B-moédulo cualquiera.
Sean F': s.Mod — gMod y G : pMod — 4Mod dos funtores que dan una equivalencia.
Se tienen entonces los siguientes isomorfismos naturales:

Homu (M, G(X)) = Homg(F (M), F(G(X)) = Homg(F (M), X)

La naturalidad del ultimo isomorfismo se debe a la naturalidad del isomorfismo
F(G(X)) =2 X. Esto demuestra que F' es adjunto a izquierda de G, para ver que
ademas es adjunto a derecha, utilizamos que G también es una equivalencia, por lo
tanto se tienen isomorfismos naturales

Homp(F (M), X) = Homu(G(F(M)),G(X)) = Homa(M,G(X))

donde el primer isomorfismo estd dado por aplicar el funtor GG, y el segundo proviene

del isomorfismo G(F(M)) = M.

Corolario 8.1.3. Sea F : \.Mod — gMod una equivalencia, entonces F' preserva su-
mas directas, productos directos, nicleos, conicleos, monomorfismos, epimorfismos,
objetos inyectivos y objetos proyectivos.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de los teoremas 9.3.4 y 9.3.5, validos
para adjunciones en categorias arbitrarias.

Corolario 8.1.4. Sea F' : yMod — gMod wuna equivalencia, entonces F' preserva
generacion finita y cogeneracion finita.

Demostracién: Es consecuencia de la caracterizacién dada en la Proposicion 4.3.1
de la propiedad de ser finitamente generado, y de la definicion misma de finitamente
cogenerado (definicién 4.3.2). Veamos por ejemplo que conserva objetos finitamente
generados:

Sea M un A-médulo finitamente generado y (X;);e; una familia de B-mdédulos.
Sea p @ ®ierX; — F(M) un epimorfismo arbitrario de B-mddulos, y llamemos G al
funtor quasi-inverso de F. Como G es una equivalencia, GG preserva sumas directas
y epimorfismos, entonces G(p) : ®;e;G(X;) — GF(M) es un epimorfismo. Como
GF(M) = M es finitamente generado, entonces existe un subconjunto finito J C I
tal que la restriccion a @, ;G(X;) de G(p) sigue siendo suryectiva, aplicando ahora F’
obtenemos que la restriccion de p a @,;c;X; es sobreyectiva, concluimos entonces que
F(M) cumple con la propiedad que caracteriza a los médulos finitamente generados.

Dado que se trata de adjunciones entre categorias de moédulos, en donde el Hom
es un grupo abeliano, se puede obtener una versién mas fuerte de los teoremas de
adjuncion mencionados anteriormente:
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Teorema 8.1.5. Sean A, B dos anillos, F' : ;Mod — gMod un funtor que admite
un adjunto a derecha G : gMod — sMod. FEntonces F' es exacto a derecha y G es
exacto a izquierda.

En particular, F' preserva epimorfismos y GG preserva monomorfismos, propiedad
que ya conociamos a partir del teorema anterior.

Para demostrar este teorema vamos a hacer uso del Lema 5.2.2, que es la traduc-
cién en términos del funtor Hom de la propiedad de exactitud.

Delineamos ahora la demostracién del teorema de exactitud a derecha (resp. a
izquierda) de funtores con adjunto a derecha (resp. a izquierda), dejamos los detalles
como ejercicio.

Consideremos (con las notaciones del teorema 8.1.5 una sucesiéon exacta de A-
médulos M — N — T — 0. Porellema5.2.2,0 — Homu (7, G(X)) — Homu (N, G(X)) —
Hom (M, G(X)) es una sucesion exacta de grupos abelianos para cualquier B-médulo
X. Utilizando ahora la naturalidad de la adjuncién obtenemos que 0 — Homp(F(7T'), X) —
Hompg(F(N),X) — Homp(F(M),X) es una sucesién exacta de grupos abelianos
para todo B-médulo X. Concluimos entonces a partir de lema anterior 5.2.2 que
F(M) — F(N) — F(T) — 0 es una sucesién exacta de B-mddulos. La exactitud a
izquierda de G es analoga (o mejor dicho dual).

Observacion: El enunciado anterior sigue siendo valido para funtores adjuntos entre
categorias aditivas.

Corolario 8.1.6. Sea F' : sMod — gMod una equivalencia, entonces F es un funtor
exacto.

Ejemplo: Sean 4Pz, pQa dos bimédulos tales que PR Q = Ay Q @5 P =
B. Consideremos las equivalencias FF = Q ®4 — : 4Mod — gMod y G = P ®p
— : gpMod — 4Mod. Entonces Q = F(A) como B-médulo a izquierda, luego Q
es B-proyectivo, P = G(B) como A-mddulo a izquierda, luego P es A-proyectivo.
Considerando las equivalencias entre categorias de moédulos a derecha — ®4 Py
— ®p @ tenemos también que () es A-proyectivo a derecha y P es B proyectivo a
derecha. Tenemos asi que la proyectividad de P y () con respecto a sus dos estructuras
es condicién necesaria para que estos funtores induzcan una equivalencia.

Enumeramos, a continuacién, algunas de las propiedades que son preservadas por
equivalencias entre categorias de modulos.

Proposicién 8.1.7. Sea F : sMod — gMod una equivalencia, entonces:
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1. El conjunto de submddulos de M, ordenado por inclusion, estd en correspon-
dencia biunivoca con el conjunto de submddulos de F(M), esta correspondencia
preserva el orden.

2. M es un A-mdédulo finitamente generado si y solo si F(M) es un B-mddulo
finitamente generado.

3. M es noetheriano (resp. artiniano) si y solo si F(M) es noetheriano (resp.
artiniano).

4. M es indescomponible si y sélo si F(M) es indescomponible.
5. M es simple si y solo si F(M) es simple.

Demostracién: 1. Dado iy : N C M un submoédulo, le asignamos Im(F'(iy) :
F(N) — F(M)) C F(M). El hecho de que F preserve el orden es consecuencia de
que preserva monomorfismos. Es claro que G induce (de manera andloga a F') una
aplicacién del conjunto de submédulos de F/(M) en el de GF(M) = M.

2. Si bien este resultado ya lo conociamos, lo incluimos aqui porque puede ser consi-
derado también como consecuencia de 1.

3. Es consecuencia directa de 1. utilizando la definicién de cadena ascendente (resp.
descendente).

4. Es claro que si M es descomponible entonces F'(M) es descomponible, luego F'(M)
indescomponible implica M indescomponible, la otra implicacién se demuestra igual
utilizando G en vez de F.

5. M es simple si y sélo si el conjunto de sus submddulos estd formado por {{0}, M }.
En este caso el conjunto de submédulos de F(M) (utilizando 1.) estd formado por
{{0}, F(M)} por lo tanto F (M) es simple. Por simetria la reciproca también es
cierta.

Corolario 8.1.8. Sea A un anillo cualquiera y n € N, entonces

o A es noetheriano a izquierda (resp. a derecha) siy solo si M, (A) es noetheriano
a izquierda (resp. a derecha).

o A es artiniano a izquierda (resp. a derecha) si y sélo si M, (A) es artiniano a
izquierda (resp. a derecha).

o A es un anillo semisimple si y sélo si M,(A) es un anillo semisimple.
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Demostracién: Sabemos a partir del primer ejemplo de este capitulo que A™*!
y A" son dos bimddulos que establecen una equivalencia entre las categorias de
A-médulos y M, (A)-médulos (versién a derecha y version a izquierda), y entonces
estamos en condiciones de utilizar la proposicién anterior.

Observacion: La parte de semisimplicidad resulta un corolario de la ultima pro-
posicién pues hemos tomado la siguiente definicién: A es semisimple (a izquierda)
si y sélo si todo A-médulo (a izquierda) se descompone en suma directa de simples.
Existe otra caracterizacion de los anillos semisimples: A es semisimple (a izq.) <
todo A-médulo (a izq.) es proyectivo < todo A-médulo (a izq.) es inyectivo. Con
esta caracterizacion, la invariancia por matrices de la semisimplicidad es corolario del
hecho de que las equivalencias preservan proyectivos (o bien inyectivos).

8.2 Teoremas de Morita

Por razones de comodidad, durante esta seccién consideraremos médulos a derecha
en vez de a izquierda. Veremos de cualquier manera que todos los teoremas de esta
seccion son simétricos en el sentido de que las afirmaciones que se demuestran para las
categorias de modulos a derecha siguen siendo validas si se cambia la palabra derecha
por izquierda.

Definicién 8.2.1. Sean A y B dos anillos. Diremos que A es equivalente Morita
a B si las categorias Mod 4 y Modg son equivalentes. Notaremos A ~y; B.

Resulta claro que ~); es una relaciéon de equivalencia.

Ejemplos:

1. Sea A un anillo y B otro anillo tal que B ~,; A. Sabemos entonces que se tienen
los isomorfismos de anillos B = Endg(B) = End4(G(B)) donde G : Modg — Mod4
es el funtor que da la equivalencia. Como B es B-proyectivo de tipo finito, entonces
G(B) es un A-médulo de tipo finito, luego B queda caracterizado como el anillo de
endomorfismos de cierta clase de médulos proyectivos de tipo finito. Si A es tal que
todo médulo proyectivo de tipo finito es libre (por ejemplo A un cuerpo, o un anillo
de divisién, o un d.i.p., o un anillo local), entonces todo anillo equivalente Morita a
A es isomorfo a un anillo de matrices con coeficientes en A.

2. Sea k un cuerpo, A =k x ky B =k x My(k). Es un ejercicio sencillo verificar
que A ~y; B, y uno se puede preguntar si M, (A) = M,,(B) (isomorfismo de anillos)
para algun n,m € N. La respuesta es no, por un simple argumento de dimension y
divisibilidad, la dimensién sobre k de M, (A) es 2.n* y la de M,,(B) es 5.m?, y nunca
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puede ser cierta la igualdad 2.n* = 5.m? (n,m € N) pues en la factorizacién de 2.n?,
el primo 2 aparece una cantidad impar de veces, y en 5.m? aparece una cantidad
par. Observamos que k X k es un anillo tal que existen proyectivos de tipo finito
que no son libres, un ejemplo es k x k2, cuyo anillo de endomorfismos es justamente

B =k x MQ(/{?) = Endk(k‘) X Endk(k‘Q) = Endkxk(k: X k‘2)

Como ejemplo fundamental recordemos que si A y B son tales que existen bimédulos
APp y Q4 que verifican P®p Q = Ay Q ®4 P = B (como bimédulos) entonces
A~ B. Veremos en esta seccion que esta clase de ejemplos agota todas las posibi-
lidades.

Supondremos que los funtores que dan la equivalencia son aditivos (es decir que
vale F(f +g) = F(f) + F(g) si f,g son morfismos y F' es el funtor), de cualquier
manera esta suposicion es superflua pues se puede demostrar (ver ejercicio 1 del final
de este capitulo) que todo funtor entre categorias de médulos que admite un adjunto
(de algin lado) es aditivo.

Para la demostracion del primero de los teoremas principales de esta seccion co-
menzaremos con dos lemas sencillos:

Lema 8.2.2. Sea F': Mody — Modg un funtor que es una equivalencia, entonces

1. Para cada par de A-mdodulos M y N, F induce un isomorfismo de grupos abe-
lianos Hom 4 (M, N) — Hompg(F (M), F(N))

2. Para cada A-mddulo M, F induce un isomorfismo de anillos
Ends (M) — Endg(F(M)).

Demostracion: En ambos casos, es claro que F' induce biyecciones. Al ser I aditivo,
dichas biyecciones son morfismos de grupos. Para el punto 2. notamos que el producto
en End es la composicion, luego que F' preserve el producto y la unidad se debe
sencillamente a la funtorialidad.

Lema 8.2.3. Sean My y Ny dos A-modulos a derecha y F : Mody — Modg una
equivalencia. Entonces

F : Homu (M, N) — Homg(F (M), F(N))

es un isomorfismo de End (M )-End 4 (N )-bimddulos.
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Demostracién: Sabemos que es una biyeccién, basta ver que F es End(M)-
End 4(N)-lineal.

Sea f € Homy(M,N), ¢ € Ends(M) y ¢» € Enda(NV). Es un ejercicio sencillo
ver que en este caso la estructura de bimédulo de Homy (M, N) estd dada por la
composicion, es decir ¢.f.10 = ¢ o f o1p. Aplicando F' y utilizando la funtorialidad
tenemos

F(¢.f4b) = F(¢) o F(f) o F(¢)

Pero la estructura de End 4 (M )-End 4 (N)-bimédulo de Hompg (F'(M), F(N)) esta dada
por la identificacién de los anillos Ends (M) = Endg(F(M)) (resp. con N) via F,
luego

F(@)o F(f)o F(¥) = ¢.F(f)-¥

es decir que F' es Ends(M)-End4(NV)-lineal.

El siguiente teorema describe todas las equivalencias entre categorias de médulos.

Teorema 8.2.4. (Morita) Sea F' : Mody — Modp una equivalencia con inver-
so G : Modg — Mody,. Entonces existen bimddulos aPg y gpQa tales que F =

Homu(pQa,—) y G = Hompg(4Pg, —)

Demostracién: Sea M un A-moédulo a derecha, consideremos la siguiente cadena
de isomorfismos naturales:

F(M) = Hompg(B, F(M)) = Homu(G(B), M)

Llamando @ a G(B) queda casi demostrada el primer isomorfismo del teorema, pues
solo falta ver que @) es un B-A-bimdédulo y que los isomorfismos anteriores son de
B-A-bimdédulos.

Considerando a B como B-médulo a derecha, tenemos el isomorfismo de anillos
B = Endg(Bg, Bg) (notar la comodidad de considerar médulos a derecha, si no
Endg(pB,5B) = B%). Ademds G induce un isomorfismo de anillos Endg(B) =
End,(G(B)), como G(B) es claramente un Endp(G(B))-A-bimédulo, entonces es un
B-A-bimdédulo. La A-linealidad de los isomorfismos antes mencionados es consecuen-
cia del lema 8.2.3.

El otro isomorfismo de funtores es completamente analogo, si X es un B-moddulo:

G(X) = Homu(A,G(X)) = Homp(F(A), X)
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Llamamos P := F(A) que es, de manera andloga a (), un A-B-bimddulo.

Observacién: Una consecuencia del teorema anterior es que Py () quedan simétricamente
relacionados entre ellos, pues si observamos las férmulas para F'y G del teorema y
especializamos en A y en B obtenemos que

P = F(A) = Hom(5Qa, A) = Q"

Q = G(B) 2 Homp(4Pp, B) =: P*#

Como corolario del teorema 8.2.4, se tiene una segunda caracterizacion de las equi-
valencias entre categorias de modulos que escribimos en forma de teorema:

Teorema 8.2.5. (Morita) Con las mismas notaciones del teorema 8.2.4, se tienen
isomorfismos de funtores:

F2(-)®gP ; G=(-)®4Q

Demostracién: a partir del teorema 8.2.4 sabemos que F' = Homy(pQa,—) y que
y G = Homp(4Pp, —). Por otro lado, para cualquier bimédulo se tienen transforma-
ciones naturales

(=) ®a (Q)** — Homa(pQa, —) ; (—) ®p (P)*” — Homp(aPp, —)

Estas transformaciones naturales son isomorfismos naturales siempre que () sea A-
proyectivo de tipo finito y P sea B-proyectivo de tipo finito. Este es el caso que nos
concierne pues las equivalencias preservan objetos proyectivos y finitamente generados
y Py @ son iméagenes por equivalencias de A y B que son trivialmente proyectivos
finitamente generados.

Notar que por la observacién anterior sabemos que (Q)** = Py que (P)*? = Q,
por lo tanto podemos escribir F' = (=)@ Py G = (—)®4 Q) como querfamos probar.

Con este ultimo teorema se demuestra un hecho notable, y es la simetria en la
definicién de equivalencia Morita. Resulta en principio un poco molesto el hecho de
que para definir una relacion de equivalencia entre anillos, haya que elegir o bien los
modulos a derecha, o bien lo médulos a izquierda, pero mediante la caracterizacién
del teorema anterior se tiene el siguiente corolario:

Corolario 8.2.6. Sean A y B dos anillos. Las categorias s\Mod y pMod son equiva-
lentes st y solo si son equivalentes las categorias Mod, y Modg. Ademds cualquiera
de estas dos condiciones implica que las categorias sMod, y gpModp son equivalentes
( aAMod, indica la categoria de A-A-bimddulos, idem para B).
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Demostracion: A partir del teorema 8.2.5 sabemos que toda equivalencia entre
modulos a derecha estd dada por tensorizar con dos bimédulos 4 Pg vy Q4 tales que
Pp@Q =2 Ay Q®4 P = B. Entonces, tomando los funtores Q @4 — v P ®p —
obtenemos una equivalencia entre los médulos a izquierda. La reciproca es también
cierta, para esto hay que demostrar versiones andlogas a los teoremas 8.2.4 y 8.2.5
para modulos a izquierda, las demostraciones son similares, cuidando algunos detalles
como por ejemplo que Hom4(4A,4 A) = A% en vez de A.

Teniendo P y () como antes, es claro que el funtor Q®@4—®4 P : s\Mods — gModpg
es una equivalencia, pues su inverso es P ®p — ®p @) : pModg — sMod4.

Corolario 8.2.7. Sean A y B dos anillos equivalentes Morita, entonces
o Z(A) = Z(B) (isomorfismo de anillos).
o A/[A Al = B/[B, B] (isomorfismo de grupos abelianos).
Demostracién:

Z(A) HOIIIA_A(A, A)

Homp 5(Q ®4 P,Q ®4 P)

Homp p(Q ®4 A®4 P,Q®4 AR, P)
Homp_p(B, B) = Z(B)

111
[raire

y todos estos isomorfismos son de anillos.

Para el segundo punto, observamos que la categoria sMod, se identifica con la
categoria de 4cMod y con la de Mod 4e, donde A° = A ®7 A’ (idem para B). Utili-
zando el teorema 8.2.5, el funtor Q ®4 — ®4 P debe ser necesariamente de la forma
P ®4e — o bien — @4 @, donde @ y P son dos bimddulos sobre A° y B¢. El lector
puede verificar que P = P®7 Q v Q = Q ®7 P sirven. También es facil verificar (de
hecho ya lo hicimos en el punto anterior) que ﬁ@Ae A= AR ge @ Y PRAARAQ = B,
por lo tanto

A/[A, Al A@pe A

(Q®a P)®pe (Q @4 P)

(P®p Q) @4 (PRpQ)
B®y. B~ B/[B, B

211
211

Ejemplo: Sea k un cuerpo y n € N. Si se quiere calcular Z(M,(k)), una opcién
es demostrar “a mano” a partir de que una matriz que conmuta con cualquier otra,
en particular conmuta con las matrices elementales, obtener asi condiciones sobre la
matriz para llegar, luego de penosas y largas cuentas, a ver que las unicas matrices
que conmutan con cualquier otra son multiplos de la identidad. Otra manera es,
a la luz de la equivalencia Morita entre k y M, (k), aplicar el corolario anterior y
obtener Z(M,(k)) = Z(k) = k. Otra aplicacién elemental al dlgebra lineal es por
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ejemplo responder a la pregunta jcuando una matriz es combinacién lineal de con-
mutadores? Para esto sabemos que M, (k)/[M,(k), M,(k)] = k/[k,k] = k, por lo
tanto [M,(k), M, (k)] es un subespacio de codimensién uno, por lo tanto es el nu-
cleo de algin elemento del dual. Es conocido que tr(M.N — N.M) = 0, por lo tanto
[M,,(k), M, (k)] C Ker(tr), pero como tienen la misma dimensién entonces son iguales.

8.3 Contextos

En esta seccién veremos la nocién de contexto de Morita, que junto al teorema
8.3.2 facilitan enormemente la tarea de verificacion, en casos concretos, de que dos
anillos sean equivalentes Morita.

Comenzamos comentando el caso en que A ~j,; B. Por el teorema 8.2.5 sabemos
que existen bimddulos 4Pp y @4 que inducen (a través del producto tensorial) la
equivalencia entre las categorias de A-médulos y de B-médulos. Recordamos también
que el anillo A = End4(A) se identifica con Endg(F(A)) = Endg(P) y que @ se puede
tomar como P*B. Tenemos entonces dos aplicaciones naturales:

e v: P®pQ — Endg(P) definida por ip ® ¢ — (z +— p.¢(x)),
e v la evaluacién u : Q ®4 P — B definida por ¢ ® p — ¢(p).
Entre estos dos morfismos se verifican las siguientes propiedades de compatibilidad:

e Para todo ¢, ¥ en P*, pen P, ¢.v(p 1) = u(¢ ® p).ib. En efecto:

(Pv(p @ ¥))(z) = (¢.(pY(—))(@)) = ¢(p-1(—))(z) = d(p-1h(x)) = d(p)Y(x) = (u(¢ &
e Para todo p, p’ en P, ¢ en P* v(p®1).p' = p.u(vh @ p'). En efecto:

vp@ V) =pY(') = puld @)

Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 8.3.1. Dados dos bimdodulos sPg y gQa y dos morfismos de bimddulos
u: QR4 P — Byv:P®gQ — A (no necesariamente isomorfismos), se dice que
(A, B, P,Q,u,v) es un contexto Morita entre Ay B en caso de que se verifiquen
las siguientes condiciones de compatibilidad:

vpRq)p =pulgp) ; u(g®@p).qd =qopq)

para todo p,p’ € P, q,qd € Q.
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Cuando u y v son isomorfismos, P y () inducen una equivalencia.

Teorema 8.3.2. Sea (A, B, P,Q,u,v) un contexto Morita tal que u y v son epimor-
fismos, entonces u y v son isomorfismos. En particular A resulta equivalente Morita

a B.

Demostracién: Consideremos 14 € Im(v), luego existen py,. .., p, elementos de P
Y qi, ..., q- elementos de @ tales que 14 = Y\, v(p; ®¢;). Definimos s : A - P®RpQ
a través de la férmula

T

s(a) =Y a.(pi © )

=1

Es claro que s es un morfismo de A-mdédulos a izquierda, veremos que es el inverso de v
(en particular s serd un morfismo de bimédulos). Calculamos para esto explicitamente
las composiciones sov y v o s:

swp®q)= Y vpRpi®qg =3 pulg®p) ¢ =
Srp@ulqep)a =Y pRqu(pi®q) =
= Py v®a) =p®gq

s s

v(s(a)) = Zv(a.pi ® ;) = a. ZU(Pz‘ ®q)=a

i=1 i=1
La demostracién para ver que u es también un isomorfismo es completamente analoga.

Ejemplos: 1. Sea R un anillo cualquiera y e € R tal que e = €2. Consideramos el
anillo e.R.e. Es claro que P = e.R es un e.R.e — R-bimédulo y que () = R.e es un
R — e.R.e-bimédulo. La multiplicacién de R induce morfismos de bimédulos

u:Re®.pree.R— R

v:e.R®r Re—eRe

Es claro que v es siempre suryectiva, en cambio, la imagen de u es R.e.R, o sea, el
ideal bilatero generado por e. Hay veces en que esto tultimo es facil de calcular, por
ejemplo si R es un anillo simple (i.e. que no tiene ideales bilateros no triviales). Como
corolario del teorema 8.3.2 se tiene el siguiente resultado: si e € R es un idempotente
tal que R = R.e.R, entonces R ~,; e.R.e.
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2. Como subejemplo del ejemplo anterior, considerar R = M,(A) donde A es un
anillo cualquiera y e la matriz que tiene un uno en el lugar (1,1) y cero en el resto.
El anillo e.M,,(A).e consiste en las matrices que tienen ceros en todas sus entradas
salvo eventualmente en el lugar (1, 1), este anillo claramente se identifica con el anillo
A. Queda como ejercicio verificar que el ideal bilatero generado por e es M, (A), de
esta manera hemos vuelto a demostrar que M,,(A) ~y A.

Ejercicio: Sean A y B dos anillos tales que A ~); B. Demuestre que existe un
contexto Morita entre A y B que da la equivalencia.

8.3.1 Acciones de grupos sobre anillos y contextos Morita

Asi como en la teoria de k-mddulos, al considerar las acciones de grupos sobre los
modulos nos interesaban las acciones k-lineales, en anillos nos interesaran particular-
mente las acciones de grupos que respeten la estructura de anillo. Sea entonces A un
anillo y G un grupo finito que actia en A por automorfismos de anillos, es decir, se
tiene una aplicacion

GxA— A
(9,a) — g(a)

que es una accién y que verifica ademds que para cada g € G, g(—) es un automorfismo
de anillos (i.e. g(a+a’) = g(a)+g(a'), g(a.d') = g(a).g(a’) Va, a' € Ay g(14) = 14).
En estas condiciones, siempre es posible construir dos anillos asociados a Ay a G que
estdn en contexto Morita, estos anillos son AY (el subanillo de invariantes) y AXG
(el producto cruzado de A con G). Antes de ver la construccién, veamos dos ejemplos
de acciones de grupos por automorfismos de anillos.

Ejemplos:

1. Sea A un anillo cualquiera y G C Auty,ios(A), entonces claramente G actia en A
por automorfismos de anillos.

2. 8Si A=C, G = Zs actia en C por conjugacion.

3. Sea X un conjunto y G x X — X una accién de G sobre X. Sea k un anillo con-
mutativo y consideramos A = kX = Func(X, k) con la estructura de anillo heredada
de k punto a punto. Entonces G actia sobre A a través de la férmula

GxA— A
(9. ) = (. f(g7'(x)))
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El lector podra verificar sin dificultad que ésta es una acciéon por automorfismos de
anillos.

Ejercicio: Sea G un grupo que actia por automorfismos de anillos en un anillo A,
entonces A = {a € A / g(a) = a Vg € G} es un subanillo de A.

Damos ahora la definicién del producto cruzado:
Consideramos A[G] con su estructura aditiva habitual pero con una estructura
multiplicativa diferente. Si a,ad’ € A, g,¢ € G se define

(ag).(a'g') = (ag(a’))(g9g")
y se extiende dicha definicién bilinealmente a los demads elementos de A[G].

Ejercicio: Con ese producto, el conjunto A[G] es un anillo asociativo con 1 (cuél
es el uno?), que se llama producto cruzado de A por G y se denota AXG

Observacién: Atun teniendo AXG un producto distinto en general al de A[G],
contiene de cualquier manera a A como subanillo, y tambien el morfismo evidente
Z|G] — AXG es un morfismo de anillos.

Los anillos A y AXG son construcciones naturales a partir del anillo A y de una
accién de G sobre A por automorfismos, una relacién importante entre ambos estéd
dada por la siguiente proposicion:

Proposicién 8.3.3. Sea A un anillo y G un grupo finito que actia en A por auto-
morfismos de anillos. Entonces A estd en contexto Morita con AXG.

Demostraciéon: Debemos exhibir bimédulos P y () que satisfagan la definicion de
contexto. Para esto tomamos, como grupos abelianos, P = () = A, pero con diferentes
acciones.

Es claro que P = A es un A-médulo a derecha. Sia.g € AXG y x € A definimos

(ag).x := ag(z)

El lector podra verificar que esta definicién cumple con los axiomas de accién, hacemos
notar que si b € AY, entonces ag(z).b = ag(xb). Esta tltima igualdad dice que las
acciones de AXG y A% son compatibles, por lo tanto P es un A X G-A%-bimédulo.

Consideramos a Q = A de manera obvia como un A%-médulo a izquierda, y
definimos

r.(ag) == g Y(xa) (a,z € A, g€q)
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Definimos ahora dos morfismos:

i P®yueQ — AXG T:Q®Ruxq P — A
pla®b) == ag(blg T(a®b) =Y gla.b)
geG geG

Veremos la buena definicion, dejamos como ejercicio verificar que son morfismos de
bimédulos. Si z,y € A, a € A%, entonces

pra®y) = zag(ylg=> zglay)g = plz ® ay)
geG geG
En el caso de 7, sean x,y,a € Ay h € GG, entonces

Taah)@y) = (7' (za)@y) = Yeqy(h (za).y)
= Ygea 9T (@ah(y) = Yyeqd(vahly)) =7(z @ (ah).y)

Veamos ahora la compatibilidad de p y 7: sean x,y, 2 € A entonces

rp(y®@z) = w (dea yg(Z)g) = Y9 (wyg(2) =
dogead H(wy)z = (dea gfl(xy)) z=T(z®Y)?

Por otro lado

wr@y)z = (dec xg(y)g> 2 = D card(y)g(z) =
=2 sec?9(yz) = =x (deg g(yZ)) =27(y ® 2)

Observacién: Una pregunta natural en este punto es jcudndo el contexto entre A
y AXG es una equivalencia? En virtud del Teorema 8.3.2, basta ver cuando p y 7
son morfismos sobreyectivos. El mas sencillo es 7, pues es un promedio. Es claro que
si |G| es inversible en A y a € A%, entonces A = ﬁ >gec 9(a) = 1(a®1). Por otro
lado, Im(p) es un sub-bimédulo de AXG, o sea, un ideal bilatero luego Im(pu) = AXG
siy s6lo si 1,y € Im(u). Esto significa que existen ay,...,a,,b1,...,b, € A tales

que 1= p (320 i ®@bi) =320, deG a;g(;).g-

Definicién 8.3.4. Sea A un anillo y G un grupo que actia por automorfismos de
anillos en A. Diremos que la accion de G sobre A es Galois si existen elementos
ai,...,as,b1,...,bs € A tales que

—~ . 1 sig=1lg
Zaz‘g(bz) - { 0 Si g 7& 1G

=1



178 Anillos y sus categorias de representaciones

Si la accién de un grupo G sobre un anillo A es Galois y aq,...,as,b1,...,bs son
los elementos de la definicién de Galois, entonces

M(Z a;®b) =) Y agbi)g= ( Gig(bi)> g=1

i=1 geG 9eG \i=
Luego, hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 8.3.5. Sea A un anillo y G un grupo que actia por automorfismos de
anillos tal que |G| es inversible en A y la accion de G es Galois. Entonces la categoria
de A%-mddulos es equivalente a la categoria de AXG-mddulos.

Ejemplos: 1. Sea k un anillo tal que 1/2 € k y A = k[z]. Sea G = Zy que actia en
A através de z — —z. Ver que AY = k[z?], pero la accién no es Galois. Demuestre
que G acttia (con la misma férmula) en A’ := k[x,z7!], y en ese caso la accién es
Galois.

2. Considerar A = k[z,y| y G = Zy actuando por permutacion (i.e. y — zy x — y).
Probar que A% = k[s,t] donde s = v +y y t = 2.y y que la accién no es Galois. Sea
§ :=x —y, ver que G actia en A[0~1] (el localizado de A en las potencias de §) y que
la accién de G es Galois en A[67].

8.4 Ejercicios
1. Sea F': y)Mod — gMod un funtor cualquiera. Ver que:

(a) F preserva productos finitos si y sélo si F' preserva sumas finitas.

(b) Si F preserva sumas finitas (o productos finitos), entonces F' es aditivo (i.e. si
F(f +g) = F(f)+ F(g) para todo par de morfismos A-lineales f, g).

2. Sea F' : € — ® un funtor entre dos categorias € y . Supongamos que F admite
un funtor adjunto a derecha que llamaremos G. Demostrar que si G’ es otro funtor
adjunto a derecha de F' entonces G = G’, es decir G(X) = G'(X) para todo objeto X
de la categoria ®, y ese isomorfismo es natural (sugerencia: demostrar primero que el
ejercicio es equivalente a probar que existe un isomorfismo natural Homg (M, G(X)) =
Homg (M, G'(X)) para todo objeto X de © y M de C).

3. Sea F': 4Mod — pMod un funtor que admite un adjunto a derecha G : gpMod —
AMod. Demostrar que existe un B-A-bimédulo X tal que G = Homp(X,—) y
que F' =2 X ®4 —, ademés la clase de isomorfismo (como bimddulo) de X queda
univocamente determinada.
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4. Probar que si A~y By A’ ~jr B entonces A x A" ~)f Bx B'y que AQy A" ~y

B ®y B'.

5. Sean (ni,...,n,) y (mi,...,m,) dos r-uplas de nimeros naturales y k un anillo
cualquiera, (Es M, (k) x My, (k) x --- x M, (k) equivalente Morita a M,,, (k) x
My, (k) X+ -+ X My, (k)? Supongamos que k es un cuerpo, ;qué dimensién tiene el

centro de estas dos algebras?

6. Sea A el anillo de matrices triangulares superiores de 2x2,i.e. A :{ ( g ZC) > , a,b,c € k}

donde k es un cuerpo, {Es A equivalente Morita a k o a k x k7
7. Sea GG un grupo finito que actia en un anillo A.

(a) (Maschke) Probar que si ﬁ € Ay f: M — N es un epimorfismo de AXG-
modulos que se parte como morfismo de A-mddulos, entonces f se parte como
morfismo de AXG-médulos. En particular, si A es un anillo semisimple y |G|
inversible en A, entonces AXG es semisimple.

(b) Probar que si A es noetheriano entonces AXG es noetheriano.
(¢) Concluir que si |G| € A y la accién es Galois, entonces A semisimple (resp.

noetheriano) implica A% semisimple (resp. noetheriano).

8. Consideremos a Zj actuando en C por conjugacién. Demostrar que C¢ = R y que
CXZy = M3(R). (Nota: sale de dos maneras diferentes). ;Es Galois la accién de Zs
sobre C?

9. Ver que la categoria de AXG-mdédulos consiste en la categoria cuyos objetos son A-
modulos munidos de una accién del grupo G tal que vale la siguiente relacién de
compatibilidad:

g(a.m) = g(a).g(m)
y los morfismos son los morfismos A-lineales que conmutan con la accién de G.

(a) Sea M un AxG-médulo, ver entonces que ME = {m € M / g(m) = m ¥m €
M} es un A%-médulo.

(b) Si consideramos a A como un objeto de 46Mod 4y, entonces ver que A® 4y
M = MY
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(¢) La accién de A en M induce un morfismo A® 46 M — M de tal manera que el
siguiente diagrama (salvo eventualmente multiplicacién por |G|) es conmutativo:

A® e MC M

A@6 (A® 4596 M) T ANG ® 4506 M

Concluir que si |G| es inversible en A y la accién de G sobre A es Galois, entonces
A® e MY — M es un isomorfismo.

10. Sea A un anillo tal que todo médulo proyectivo de tipo finito es libre (por ejemplo
un cuerpo, o un d.i.p. como Z 6 Z[i], 6 k[z] 6 k[x,27!]), entonces los tinicos anillos
equivalentes Morita a A son isomorfos a M, (A) para algin n € N.

11. Sea A un anillo y G un grupo que actia en A por automorfismos de anillos tal que
la accién es Galois y 1/|G| € A. Demuestre que si A9 es tal que todo A%-médulo
proyectivo de tipo finito es libre (por ejemplo A% un cuerpo, o un d.i.p.) entonces
AXG = M, (A%) donde n = |G| (notar que este es el caso del ejercicio 8). Calcular
Z(AXG).
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Categorias: construcciones
universales, limites y colimites

9.1 Categorias

En este capitulo se tratardn nociones basicas de categorias que son necesarias a
lo largo del curso, haciendo énfasis en los ejemplos mas utilizados a tales fines.

9.1.1 Definicion de Categoria y ejemplos basicos

Daremos, en esta seccion, la definicién de categoria, y presentaremos, como excusa
de notacion, varios ejemplos ilustrando la definicion.

Definicién 9.1.1. Definir una categoria € es dar los siguientes datos:
e Una clase (no necesariamente un conjunto) de objetos, que se denotard Obj(&).

e Para cada par de objetos X e Y de &, un conjunto de flechas de X en'Y, que se
denotard Homg(X,Y) (0 a veces [X,Y], o [X,Y]g, 0 €(X,Y), 0 Mor[X,Y]).

Estos satisfacen los siguientes axiomas:

Cl: Si X, X', Y, Y’ son objetos de € y o bien X # X' o bien Y #Y', entonces
Homgy (X,Y') # Homg (X', Y7).

181
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Para cada terna de objetos X, Y, Z de € estd definida una funcion que llama-
remos composicion

Homg (Y, Z) x Homg(X,Y) — Homg(X, Z)
(fi9)— foy

que es asociativa (en el sentido obvio).

Para cualquier objeto X, existe un elemento de HomQ:(X, X) que es un elemento
neutro (tanto a derecha como a izquierda) con respecto a la composicion de
morfismos que salen de, o que llegan a X. Tal morfismo (se puede ver que es
tnico) se denota Idx.

Ejemplos: Damos a continuacién la notacién para categorias usuales, senalando
primero los objetos, y luego las flechas:

Sets
Uect

AMOd

()
2Ab
%Mod

Getﬁo
Topo
anl
2An

k-Alg

Conjuntos y funciones.
(k un cuerpo), los k-espacios vectoriales y las transformaciones k-lineales.

(A un anillo), los A-médulos (por ejemplo a izquierda) y los morfismos de A-
modulos.

Grupos y homomorfismos de grupos.
Grupos abelianos y homomorfismos de grupos.
Los A-médulos Z-graduados, y los morfismos de A-médulos graduados.

Los pares (X, xg) donde X es un conjunto no vacio y o € X, un morfismo
f (X, 20) = (Y,y0) es una funcién f: X — Y tal que f(xo) = yo.

Los pares (X, zo) donde X es un espacio topoldgico no vacio y zy € X, un
morfismo [ : (X,z9) — (Y,40) es una funcién continua f : X — Y tal que

f(o) = yo.
Anillos con 1, morfismos de anillos que preservan la unidad.

Anillos (no necesariamente unitarios), morfismos de anillos (i.e. funciones a la
vez aditivas y multiplicativas).

k-algebras (k es un anillo conmutativo con uno) y morfismos de k-algebras.
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E-2Alg& k-algebras conmutativas.

¢ Dada una categoria €, si definimos Obj(€”) = Obj(€) y para cada par de
objetos X e Y: Homger (X,Y) := Homg (Y, X), y la composicién fo,,g := go f.
Entonces € resulta también una categoria, que se denomina la categoria
opuesta.

Otros ejemplo de categoria es aquella formada por los conjuntos ordenados como
objetos, y las funciones crecientes como morfismos.

Por otro lado, si I es un conjunto ordenado, podemos definir una categoria to-
mando como objetos a los elementos de I y como flechas

A ! sii<j
Hom(i, j) = { () siiy jno estdn relacionados

donde {*} denota a un conjunto con un tinico elemento. La transitividad de la relacién
< hace que la composicién esté bien definida, y el hecho de que siempre i < 7 asegura
la existencia del morfismo identidad.

Si M es un monoide con elemento neutro, entonces la categoria con un unico
objeto {*} y las flechas definidas como Hom({x}, {*}) := M resulta efectivamente
una categoria, definiendo la composiciéon de funciones como el producto en el monoide.

9.1.2 Isomorfismos, monomorfismos y epimorfismos categéricos

La definicién mas sencilla que se puede hacer a partir de los axiomas de categorias
es la de isomorfismo:

Definicién 9.1.2. Sea € una categoria, dos objetos X eY de € se dirdn isomorfos
si existen morfismos f : X =Y yg:Y — X tales que fog=1Idy ygo f = Idx, en
tal caso denotaremos X =Y.

Un isomorfismo en la categoria de conjuntos es una biyeccién, los isomorfismos en
las categorias de grupos, también son los morfismos que son biyectivos, pues si una
funcién es un morfismo de grupos y ademads es biyectiva, entonces la funcién inversa
también resulta un morfismo de grupos. En la categoria de médulos sobre un anillo
fijo sucede lo mismo. Llamamos la atencién sin embargo a que ain cuando se tenga
una categoria en donde los objetos sean conjuntos junto con alguna otra estructura
adicional, y las flechas sean un subconjunto del conjunto funciones entre los objetos,
la nocién de isomorfismo no tiene por qué coincidir con la de biyeccion. Presentamos
los siguientes dos ejemplos:
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En la categoria de espacios topoldgicos, un isomorfismo es un homoeomorfismo, es
decir, una funcién continua f : X — Y biyectiva con inversa f~!:Y — X también
continua.

Un ejemplo de biyecciéon que no es un homeomorfismo es considerar un mismo con-
junto, pero definir dos topologias diferentes en él, una contenida en la otra, digamos
(X,7) y (X,7') en donde todo abierto de 7" pertenece a 7, pero con T estrictamente
mayor que 7'. Entonces la funcién identidad (X,7) — (X, 7') es continua, pero su
inversa, que es de nuevo la funcién identidad, pero vista como funcién de (X, 7’) en
(X,7) no es continua. Observamos que esta funciéon “identidad”, en realidad es la
funcién identidad de X, pero no la identidad de (X, 7).

Otro ejemplo es el caso de los conjuntos ordenados como objetos y las funciones
creciente como morfismos. Si (X, <) es un conjunto ordenado con una relacién de
orden no trivial (es decir, que existen por lo menos dos elementos distintos = e y tales
que z < y), definimos sobre X otra relacién de orden, que estd dada por x < z Vz €
X, ysix # y, entonces z no estd relacionado con y; llamemos <’ a esta nueva relacién.
Si consideramos la funcién identidad de X, como morfismo (X, <') — (X, <), es una
funcién (notar que como la relacién <’ es trivial, cualquier funcién con dominio en
X es creciente) y biyectiva, pero (X, <) 2 (X, <).

Sea € la categoria con un unico objeto {x}, y Hom({x},{*}) = M donde M
es un monoide con elemento identidad, entonces M es un grupo si y sélo si todo
morfismo es un isomorfismo.

Ademas de la nocion de isomorfismo, hay muchas otras definiciones que se pueden
hacer en el contexto genérico de una categoria. La clave de estas definiciones es
encontar una caracterizacion, en términos de diagramas de flechas, de la propiedad
que uno quiere generalizar, es decir, de una nocién que uno conoce en una categoria
y desea contar con esa construccion en alguna otra categoria. Cualquier definicién
hecha con diagramas con flechas puede ser enunciada en una categoria arbitraria, uno
de los ejemplos mas sencillos es la nocién de monomorfismo y epimorfismo, que damos
a continuacién en forma de proposicion, en las categorias de conjuntos, y de médulos:

Proposicién 9.1.3. Sea f : X — Y un morfismo en la categoria Sets o 4Mod
(donde A es un anillo fijo). Entonces f es inyectiva si y solo si cada vez que g,h :
Z — X son dos morfismos (en las respectivas categorias) tales que foh = f o g,
entonces g = h.

Demostracion: En la categoria de conjuntos esta proposicion es obvia, en la cate-
goria de médulos es la proposicién 3.3.3 del capitulo 3.
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Definicién 9.1.4. Dada una categoria €, un morfismo f : X — 'Y se dird un mono-
morfismo si y sdlo si, para todo objeto Z y para todo par de morfismos g, h: Z — X
tales que fog = foh, entonces g = h.

Reescribiendo esta definicién, tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 9.1.5. Sea f: X — Y un morfismo en una categoria €, entonces [ es
un monomorfismo si y solo si, para todo objeto Z la funcion de conjuntos

f« : Homg(Z, X) — Homg(Z,Y)
h— foh

es inyectiva.

La nocién de monomorfismo categérico en la categoria de médulos, o de grupos,
coincide con la nocién de monomorfismo definida anteriormente. Como ejemplos
extremos podemos comentar que todo isomorfismo es un monomorfismo (verificarlo!),
y en categorias en donde el Hom sea o bien vacio o bien un conjunto unitario, todo
morfismo es un monomorfismo.

Dejamos como ejercicio verificar que en la categoria de espacios topologicos y fun-
ciones continuas, los monomorfismos son también funciones continuas inyectivas. Sin
embargo, como lo muestra el siguiente ejemplo, la nocién de monomorfismo categérico
no tiene por qué coincidir con la de inyectividad.

Ejemplo: Consideremos la categoria formada por los grupos abelianos divisibles
y los homomorfismos de grupos. La proyeccién al cociente p : Q — Q/Z es un
morfismo en esta categoria pues tanto Q como Q/Z son divisibles. Claramente la
proyeccion al cociente no es una funcién inyectiva, sin embargo afirmamos que es un
monomorfismo en esta categoria. Para esto, consideremos un grupo abeliano divisible
G y dos morfismos de grupos f,g: G — Q, supongamos que f # g, veremos entonces
que necesariamente po f #pog.

Como f # g, existe z € G tal que f(x) — g(x) = % con r y s nimeros enteros
distintos de cero. Como G es divisible, existe 2/ € G tal que r2’ = x, cambiando
x por =’ podemos suponer que r = 1. Con similar argumento, el elemento x puede
siempre elegirse de manera tal que s # 41, de esta manera, la clase de % en Q/Z es
distinta de cero, es decir (po f)(z) # (po g)(x).

La nocién de epimorfismo es la nocién “dual” de monomorfismo. Dado un enun-
ciado a través de flechas, uno siempre puede dar vuelta el sentido de las flechas y
asi obtener un nuevo enunciado que se suele llamar enunciado dual. Més formalmen-
te, una definicion dual en una categoria € no es otra cosa que la misma definicién
pero enunciada en la categoria €.
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Definicién 9.1.6. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria €, diremos que f
es un epimorfismo en caso de que para todo objeto Z, dados dos morfismos g, h :
Y — Z tales que go f = ho f, entonces g = h.

La definiciéon puede reformularse de la siguiente manera:

Proposicién 9.1.7. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria €. Son equiva-
lentes:

1. f es un epimorfismo.

2. Para todo objeto Z, la funcion de conjuntos

f*: Homg (X, Z) — Homg(Y, Z)
h—— hof

es inyectiva.
3. f € Homg(X,Y) = Homger (Y, X) en un monomorfismo en €.

Todo isomorfismo es un epimorfismo. En la categoria de conjuntos, un epimorfismo
es lo mismo que una funcién suryectiva (verificarlo!), lo mismo para la categoria de
médulos (ver Proposicion 3.4.4 del capitulo 3).

Ejemplos: / Ejercicios:

1. En la categoria de espacios métricos como objetos y funciones continuas co-
mo morfismos, las funciones continuas con imagen densa son epimorfismos ca-
tegdricos. Este ejemplo muestra a su vez que la nocién de isomorfismo no tiene
por qué coincidir con la de un morfismo que sea simultdneamente mono y epi.

2. En la categoria de anillos unitarios, la incusién Z — Q es un epimorfismo
categérico (otro ejemplo en donde “epi” no significa suryectividad).

3. La siguiente construccién puede utilizarse para mostrar que, en la categoria de
grupos, un epimorfismo categorico es siempre una suryeccion:

Sea GG un grupo y H un subgrupo de GG. Llamemos X al conjunto de clases a
izquierda de G/H. La multiplicacién a derecha por elementos de G permuta
estas clases, luego X es un G espacio. Sillamamos K := Z3 al grupo aditivo de
las funciones de X en Zs, entonces G actia por automorfismos de grupo en K,
y se puede formar el producto semidirecto de K con G a través de esta accion.
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Se tiene siempre definido un morfismo que llamaremos « : G — K X G dado por
g9~ (0,9).

Llamemos 0 a la funcién que vale 1 en la clase de H y cero en las demas,
definimos la funcién 5 : G — K XG a través de g — (6 — g(9), g).

Esta funcién es un morfismo de grupos (verificarlo!) y ademads los elementos de
G en donde « es igual a [ son exactamente los elementos en donde 6 = g(J).
Como g actia permutando las clases a través de la multiplicacién a derecha,
la clase de H es igual a la clase de H.g si y sélo si g € H. Esto dice que si
componemos « 6 3 con la inclusiéon H — G, entonces estos morfismos coinciden.
Si suponemos ahora que la inclusion H — G es un epimorfismo categdrico,
deberia valer @ = 3 sobre todo G, pero como « coincide con 3 exactamente en
H resulta G = H.

4. Si consideramos el ejemplo de categoria en donde la coleccion de sus objetos
forma un conjunto ordenado, y entre un objeto i y otro j hay un (tinico) mor-
fismo si y sélo si i < j, como los conjuntos Hom({i},{j}) son o bien vacios o
bien unitarios, entonces todo morfismo es un epimorfismo. Notar que esta es
una categoria en donde todo morfismo es a la vez monomorfismo y epimorfismo
sin necesidad de que todo morfismo sea isomorfismo. ;para qué relaciones de
orden todo morfismo es un isomorfismo?

9.2 Limites y Colimites

9.2.1 Productos

Si X e Y son dos conjuntos, el producto cartesiano X x Y es el conjunto de pares
{(z,y) / v € X, y € Y}. Se observa que toda funcién de un conjunto Z en X x Y
queda determinada de manera tnica por una funciéon de Z en X y otra de Z en
Y puessi f:Z — X xY, paraun z € Z, f(z) € X xY, luego es de la forma
f(z) = (fi(2), f2(2)), la funcién f; se consigue componiendo f con la proyeccién
P X xY — X ((z,y) — x), andlogamente f, componiendo f con la proyeccién
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p2: X XY — Y. Dicho en forma de diagrama:

X
f1 T

P1

722 x xy

p2

Y

N

Es decir, dadas f; : 7 — X y fo : Z — Y, existe una tnica funcién f: Z — X x Y
tal que f; =p;of,i=1,2.

Esto ultimo permite generalizar la nociéon de producto cartesiano a una categoria
¢, obteniéndose:

-

Definicién 9.2.1. Dados {X;}ic; una familia de objetos de una categoria € indexa-
dos por un conjunto I, se define un producto directo [[,.; X; como un objeto de €
con las siguientes dos propiedades:

icl

o Vj € I, existe un morfismo p; : [[.c; Xi — Xj.
e (Propiedad universal) Si Z € Obj(€) y para todo j € I se tiene dado un mor-
fismo f; : Z — X, entonces existe un tinico morfismo f: Z — [[,.; X tal que

fi=mpio f para todo i € I.

Observacion: Dados {X;}ic; € €, si un objeto producto existe, entonces es tnico a
menos de isomorfismo, por lo tanto uno puede hablar (suponiendo que exista) de el
objeto producto directo.

Demostracién: Sean (X,{m : X — X;}), (X',{pi : X — X;}) dos objetos pro-
ducto. Por la propiedad universal del producto de X, al tener definidas flechas
p; + X' — X, queda definida una tunica flecha p : X' — X tal que m, 0o p = p;.
Simétricamente, como X’ también es un producto, usando las flechas m; : X — X,
queda definida una tnica flecha 7 : X — X’ tal que p; o™ = 7;.

Hx,

e

p

X-==X-">X'

Afirmamos que estos morfismos son isomorfismos, uno el inverso del otro. Para ver
esto, consideramos la composicion po 7w : X — X, al calcular la composicién con las
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proyecciones tenemos las igualdades:
mio(pom)=(moplom =pom=m=moldx
Es decir, el diagrama siguiente con cualquiera de las dos flechas conmuta

X

Luego, por unicidad, tiene que ser pom = Idx. La otra composicién es analoga.

Todo morfismo f : X — Y entre dos objetos de una categoria € induce, por com-
posicién, para cada objeto Z de €, una funcion entre los conjuntos f; : HomQ:(Z ,X) —
Homg(Z,Y). Si ahora uno tiene un objeto [[,.; X; y para cada j € I morfismos p; :
[[,c; Xi — Xj, ésto induce para cada objeto Z funciones (p;). : Homg(Z, [[,c; Xi) —
Homg(Z, X;). Ahora bien, estas aplicaciones son funciones entre conjuntos, y en la
categoria de conjuntos uno sabe qué es el producto cartesiano, luego tener una familia
de funciones, una por cada coordenada, equivale a tener una funcién que llegue al pro-
ducto cartesiano. Se puede comprobar sin dificultad que una definicién equivalente
de producto en una categoria € puede ser enunciada de la siguiente manera:

Proposicién 9.2.2. El par (HXi,{pj Lies Xi — Xj}je[> es un producto de la
iel
familia {X;}ier en € si y solo si la funcion natural

[, : Homg (2, ][ Xi) — [ [ Home(Z, X;)

icl el i€l

f=Apio flier
es una biyeccion para todo Z € Obj(<).

Demostracion: Que la funcién natural de la proposicion sea suryectiva es precisa-
mente la parte de “existencia” de la definicién de producto, la parte de “unicidad”
corresponde a que la funcion entre los Hom sea inyectiva.

Ejemplos: En la categorias de conjuntos, mdédulos sobre un anillo, anillos, grupos
(conmutativos o no), el producto categdrico es el producto cartesiano, pero esto no
tiene por qué ser siempre asi. Consideremos, dado un cuerpo k, la categoria de k-
espacios vectoriales Z-graduados, donde los objetos son espacios vectoriales provistos
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de una descomposicion V- = @, _7V,, y los morfismos son transformaciones lineales
que respetan la graduacion, es decir, dado V' = @, .7V, y W = @,,czW,, dos espacios
vectoriales graduados, Homg(V, W) = {f : V. — W transformaciones lineales tales
que f(V,,) € W, V n € Z}. Respetar la graduacién es estable por composicién, y
el morfismo identidad obviamente respeta la graduacion, por lo tanto los espacios
vectoriales graduados junto con los morfismos graduados forman una categoria. Se
puede probar fécilmente (verificarlo!) que el producto en esta categoria existe, y
se calcula coordenada a coordenada, es decir, si {Vi};c; es una familia de espacios
vectoriales graduados, entonces el objeto @,,cz(I1,c; Vi) es el producto categérico.

Si definimos k[n] como el espacio vectorial graduado que en grado n tiene a k y
cero en los deméds grados, entonces el producto categérico de {k[n|},cz es un espacio
vectorial graduado con un espacio vectorial de dimensiéon uno en cada grado, es decir
es que es isomorfo a k. Si en cambio olvidamos la graduacion, el producto en la
categoria de espacios vectoriales (o en la categoria de conjuntos) de los k[n| es Kz,
que contiene estrictamente a kD),

Otro ejemplo en donde el producto no se calcula con el producto cartesiano es el
de la categoria en donde los objetos forman un conjunto ordenado, y en donde existe
una (tnica) flecha i — j si y sélosi i < j. Si (k — i,k — j) es un producto, esto
significa, por un lado que k£ < iy que k < j, ademas la condiciéon de la propiedad
universal afirma que si existen flechas ¥ — i1 y K/ — j, entonces existe una unica
flecha k' — k haciendo conmutar el correspondiente diagrama. Traduciendo “existe
una flecha” por “es menor o igual que”, la propiedad universal se traduce en “dado
un k' <iy k' <7, entonces k' < k; en otras palabras, el producto de i y j no es otra
cosa que el infimo entre 7 y j, que nada tiene que ver con productos cartesianos. Este
ejemplo muestra ademas que los productos categéricos no necesariamente existen.

9.2.2 Coproductos

Definicién 9.2.3. Sea {j; : X; — X }ier una familia de morfismos en una categoria
¢ indexada por un conjunto I, diremos que X (junto con los morfismos j;) es el
coproducto de los X; si y sdlo si la familia {j; : X — X;}ier es un producto en la
categoria €7, se denotard X = [[,.; Xi.

Con demostracién obvia, se tiene la siguiente proposicion:

Proposicién 9.2.4. Dada {X;}ie;r una familia de objetos de €, si un coproducto
existe, entonces es unico a menos de isomorfismo.
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Proposicién 9.2.5. Sea {X;}ier un conjunto de objetos de una categoria €, X un
objeto de € y j; + X; — X morfismos; son equivalentes:

X es el coproducto de los X;.

Para cualquier objeto Y de € y cualquier familia de morfismos f; : X; — Y,
existe un unico morfismo f: X — Y tal que foyj;, = f;

X; L

Ve
) v
le/w
Y

Dado cualquier objeto Y en €, la funcion natural
[1J; : Homg(X,Y) — [ [ Homg(X;, )
iel iel

es una biyeccion.

Demostraciéon: se deja como ejercicio.

Ejemplos: / Ejercicios:

1.

En la categoria de conjuntos, y en la categoria de espacios topoldgicos, el co-
producto es la unién disjunta.

. En la categoria de médulos sobre un anillo, el coproducto es la suma directa.

En la categoria de grupos (no necesariamente conmutativos), el coproducto de
dos grupos G y H no es el producto cartesiano G x H (para demostrar esto,

encuentre un contraejemplo, basandose en que los elementos de G conmutan
con los de H en G x H).

En la categoria de anillos conmutativos con uno, el coproducto es el producto
tensorial sobre Z.

En la categoria de anillos con uno (no necesariamente conmutativos) el producto
tensorial sobre Z no es el coproducto (compare con la categoria de grupos).

En la categoria en donde los objetos forman un conjunto ordenado y existe una
(Unica) flecha i — j siy sélo si i < j, el coproducto entre dos elementos i y j
es el supremo.
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9.2.3 Objeto inicial, objeto final, Ker y Coker

En una categoria €, un objeto I se denomina inicial en caso de que, dado cualquier
otro objeto X de €, exista un tnico morfismo I — X. Como es de esperar, un objeto
inicial, si existe, es tinico salvo isomorfismo. Para ver esto, si J es otro objeto inicial,
existe un unico morfismo, llamémoslo j : J — I. Por otro lado existe un tnico
morfismo ¢ : [ — J. Si componemos estos dos morfismos j oi : I — I obtenemos un
morfismo de I en I, pero como I es un objeto inicial, el conjunto de morfismos de
I en I contiene un tnico elemento, luego ese tnico elemento tiene que coincidir con
joi. Asuvez, Id; : I — I, luego por unicidad, j oi = Id;. La cuenta para ver que
107 = Idy es similar.

Ejemplos:

1. En la categoria de conjuntos y en la categoria de espacios topoldgicos, el con-
junto vacio es el objeto inicial.

2. En la categoria de espacios topolégicos con punto de base, el par ({zg}, zo) es
un objeto inicial.

3. En la categorfa de médulos sobre un anillo, el médulo {0} es un objeto inicial.
El grupo {eq} es el objeto inicial en la categoria de grupos.

4. En la categorfa de anillos con uno (no necesariamente conmutativos), Z es un
objeto inicial.

5. En la categoria en donde los objetos forman un conjunto ordenado y existe una
(inica) flecha i — j si y sélo si ¢ < j, un objeto inicial es el minimo (que,
naturalmente, podria no existir).

Dualmente, un objeto F' en Obj(€) se llama objeto final si, para cualquier otro
objeto X de € existe un tnico morfismo X — F.

Ejercicio: Dada una categoria €, un objeto F' es final si y sélo si F' es un objeto
inicial en €°. Si una categoria € tiene un objeto final, éste es tinico salvo isomorfismo.

Ejemplos:

1. En la categoria de conjuntos y de espacios topolégicos un conjunto unitario es
un objeto final.

2. En la categoria de espacios topolégicos con punto de base, el par ({zo}, z¢) es
un objeto final.
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3. En la categoria de médulos sobre un anillo, el médulo {0} es un objeto final.
El grupo {e¢} es un objeto final en la categoria de grupos.

4. En la categoria de anillos con uno el conjunto {0} es un objeto final (en el anillo
{0}, 1 =0).

5. En la categoria en donde los objetos forman un conjunto ordenado y existe una
(Uinica) flecha i — j si y sélo si i < j, la nocién de objeto final coincide con la
de maximo.

Notamos que a veces el objeto inicial coincide con el objeto final, y otras veces
no. Una categoria se dice que tiene objeto cero en caso de que tenga objeto inicial,
objeto final, y que éstos coincidan. Las categorias de moédulos sobre algin anillo,
asi como la categoria de grupos y la categoria de conjuntos (o espacios topolégicos)
con punto de base tienen objeto 0, no asi la de conjuntos o de espacios topoldgicos, ni
la de anillos. En una categoria con objeto cero se puede definir la nocién de ntcleo y
dualmente de conticleo. Observar que la nocién de objeto cero es autodual, es decir,
¢ tiene objeto 0 si y sélo si € tiene objeto cero, y el cero de € sirve como cero de
P,

Observacion: Si € es una categoria con objeto cero, entonces, dado un par de objetos
X e Y, el conjunto Homg(X,Y) nunca es vacio pues siempre existe el morfismo
composicion:

X—-0—-Y

La existencia de X — 0 se debe a que 0 es objeto final, y la existencia del morfismo
0 — Y se debe a que 0 es también un objeto inicial. El morfismo X — Y definido de
esta manera se llama morfismo cero, y se lo denota también 0.

Definicién 9.2.6. Sea f: X — Y un morfismo en una categoria € con objeto cero,
un morfismo i : K — X se dice un nicleo de f en caso de que:

o foi=0.

e Sij:Z — X es un morfismo tal que foj = 0, entonces existe un tunico
morfismo j : Z — K tal que i0j = j. En forma de diagrama:

K—-x-Toy

X T
N .
"7\‘7

ELNAEN

Z
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Se deja como ejercicio verificar que si un morfismo f : X — Y admite ntcleo, éste
es Unico salvo isomorfismo, este objeto se denomina Ker(f), y la flecha Ker(f) — X
se suele denominar ker(f).

Comparando esta definicién con la propiedad universal del niicleo en el contexto
de grupos y de moédulos, vemos que la nocién de nticleo categérico dada aqui coincide,
en estos casos, con la nocién de nicleo habitual.

La nociéon de contcleo es dual a la de ntcleo:

Definicién 9.2.7. Sea f: X — Y un morfismo en una categoria € con objeto cero,
un morfismo p: Y — C se dice un conucleo de f en caso de que:

e pof=0.

e Sij:Y — Z es un morfismo tal que j o f = 0, entonces existe un unico
morfismo j : C — Z tal que jop = j, en diagramas:

Ejercicio: Dada f: X — Y, un morfismo p : Y — (' es un contcleo de f si y sélo si
p:C — Y esun nicleo, en € de f:Y — X. Si una flecha f admite contcleo, éste
es tnico salvo isomorfismo.

Al igual que en caso de nucleo, el objeto conticleo se suele denotar Coker(f), y el
morfismo se denota en letras minusculas.

En la categoria de médulos sobre un anillo, dado un morfismo f : M — N,
el conticleo de f es la proyeccién 7 : N — N/Im(f). En la categoria de grupos,
si f: G — H es un morfismo de grupos, el contcleo es la proyeccién al cociente
H — H/N(Im(f)), donde N(Im(f)) es el normalizador de Im(f) en H, es decir, el
subgrupo normal mas chico que contiene a Im(f) (que eventualmente puede contener
estrictamente a Im(f)).

Sif:(X,z9) — (Y,y0) es un morfismo en la categoria Getsg (es decir, f: X — Y
es una funcién tal que f(zg) = yo), se puede comprobar facilmente que Ker(f) =
{xr e X/ f(x) =yo}, o), y Coker(f) = (Y/ ~,7g) donde la relacion de equivalencia
~ estéd definida por f(x) ~ yo Vo € X.
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9.2.4 Egalizadores y coegalizadores

Si consideramos intuitivamente los nicleos como los objetos formados por ele-
mentos que verifican una igualdad, y los conicleos como cocientes, resulta natural
generalizar estas construcciones a otras categorias en donde la nocién de cero no exis-
ta pero si exista una nocién de “ecuacion” o igualdad, asi como también a categorias
en donde exista la nociéon de cociente por una relacién de equivalencia.

Definicién 9.2.8. Sean f,g : X — Y dos morfismos en una categoria cualquiera
€. Llamaremos un egalizador de f y g a un objeto E provisto de un morfismo
1: EF — X tal que foi= goi, que sea universal con respecto a esa propiedad. Mds
precisamente, si h : Z — X es un morfismo tal que f oh = goh, entonces existe un
unico morfismo h : Z — E tal que h =1i0h

. !
E——X Y
\\ T [l
S h
IR
Z
Ejercicios:

1. Si dos morfismos f,g : X — Y admiten egalizador, éste es tinico a menos de
isomorfismo.

2. Si la categoria admite objeto ceroy f: X — Y, entonces Ker(f) coincide con
el egalizador de los morfismos f,0: X — Y.

La nociéon de coegalizador es la dual:

Definicién 9.2.9. Sean f,g : X — Y dos morfismos en una categoria cualquiera
¢. Llamaremos un coegalizador de f y g a un objeto C provisto de un morfismo
p:Y — C tal que po f = po g, que sea universal con respecto a esa propiedad. Mds
precisamente, si h 1Y — Z es un morfismo tal que po f = po g, entonces existe un
unico morfismo h : C' — Z tal que h =hop

f
—_— p
X__Y—C
g /
ho 7
P11

Z

Ejercicios:
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1. Si dos morfismos f,g: X — Y admiten coegalizador, éste es tinico a menos de
isomorfismo.

2. Si la categoria admite objeto ceroy f : X — Y, entonces Coker(f) coincide con
el coegalizador de los morfismos f,0: X — Y.

3. Si f,g: X — Y son dos morfismos en la categoria de conjuntos, entonces el
egalizador de f y ¢ consiste en el cociente de Y por la relacién de equivalencia
y~y < Jdxre X tal que o bien y = f(z) e y = g(z), o bien y = g(z) e
y = fla).

4. Si f,g : M — N son dos morfismos entre dos moédulos sobre un anillo A,
entonces el coegalizador de fy g es N/(f(m)—g(m) : m € M).

9.2.5 Push-outs y pull-backs (productos fibrados y cuadrados
cartesianos)

La nocién de coproducto se utiliza frecuentemente para construir un objeto a
partir de otros dos, pero puede ocurrir que un objeto quede determinado por un par
de subobjetos sin ser necesariamente su coproducto. Ilustrando este hecho, podemos
considerar un médulo M generado por dos submédulos My y M, tales que My N My #
{0}, y por lo tanto M # M; & M,, o bien un conjunto X que sea la unién de dos
subconjuntos Y y Z, donde esta unién no sea necesariamente disjunta.

En el caso de los conjuntos, si se desea definir una funcién con dominio el conjunto
X =Y UZ, es claro que basta definirla por un lado en Y y por otro lado en Z,
pero como puede haber puntos en comun, las funciones definidas por separado deben
coincidir en Z NY.

En el caso de médulos la situacién es similar, si se tienen definidos morfismos
fi:My — Ny fo: My — N,y M = M;+ M, la condicién para que f esté definida
en M se puede deducir de la siguiente manera:

Como M = M; + My, las inclusiones M; — M y M; — M definen un tunico
morfismo M; & My — M que es un epimorfismo. Por lo tanto M es un cociente
de My & M,. Si un par (my,mse) € M; & M, va a parar a cero en M, significa que
my1 +mso = 0, 0 lo que es lo mismo m; = —mes, y como my € My y mo € Ms se sigue
que my y mgy son elementos de M; N My, luego Ker(M; & My — M) = {(m, —m)
m € My N My} Sifi® fo: My ® My, — N, la condicién para que esta funcién pase
al cociente es que se anule en el ntcleo, es decir que (f; @ fo)(m,—m) =0V m €
MiN My, < fi(m)+ fo(—m) =0V m € M; N M,, olo que es equivalente, que f;
y fa coincidan en donde coinciden sus dominios.
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Esta nocién, de construir un objeto a través de dos partes, pero que pueden tener
relaciones entre ellas, es la que se formaliza categéricamente a través de la definicién
de push-out:

Definicién 9.2.10. Sean f: X — Y yg: X — Z dos morfismos (ver diagrama)

x Ly

7|

Z

Un objeto T, junto con dos morfismosi:Y — T yj:Z — T se llama un push-out
de f y g si verifica las siguientes dos condiciones: 1)iof = jog, y 2) es universal con
respecto a esa propiedad, es decir, dado un diagrama conmutativo de flechas llenas
como el siguiente, siempre puede completarse de manera unica y conmutativa con la
flecha punteada:

Xty

T

Q

i

N
a N
Q)

Xy
Notacién: el push-out de un diagrama 9¢ se denotarda Z [[ Y.
Z
Ejercicios:
YNZ—Y
1. Sea X un conjunto, Y y Z dos subconjuntos de X. Demuestre que
/=Y UZ

es un cuadrado push-out.

2. Sea I un objeto inicial en una categoria € con coproductos, X e Y dos objetos
11— X
de €, entonces el pushout de | es X[Y.
Y
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3. Sea € una categoria que admite coproductos y coegalizadores, entonces el push-
out de dos morfismos f: X — Y y g: X — Z se calcula como el coegalizador

detyof: X =>Y][[Zyizof: X —->Y][Z.

4. Calcule explicitamente el push-out en la categoria de mddulos.

M- N
5. Ver que en la categoria de médulos, un diagrama ¢ ig es un cuadrado
0—T
push-out si y sélo si la sucesion () M ! N7 0 es exacta.

6. Describir al coegalizador como la “composiciéon” de dos push-outs.

La nocion de pull-back es el concepto dual:

Definicién 9.2.11. Sean f:Y — X y g: Z — X dos morfismos (ver diagrama)

Y
W
7 X
Un objeto T', junto con dos morfismosp:T —Y yq:T — Z se llama un pull-back
de [ y g si satisface las dos condiciones siguientes: 1) fop=goq, y 2) es universal

con respecto a esa propiedad, es decir, dado un diagrama conmutativo de flechas llenas
como el siguiente, siempre se pueda completar de manera unica y conmutativa con la

flecha punteada:

7 —X
Y
Notacion: el pull-back de un diagrama Lf se denotard Z [[ Y.
9
Z—=X

Ejercicios:
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1. Sea € una categoria que admite productos y egalizadores, entonces el pull-back
de dos morfismos f : Y — X y g: Z — X se calcula como el egalizador de

fopy :Y[IZ =Xy fopz:Y][[Z— X.
2. Describir el pull-back en la categoria de conjuntos y en la de médulos.
3. Describa el pull-back en la categoria de espacios topoldgicos.

T—Y
4. Sea | | un cuadrado conmutativo en una categorfa €. Ver que es un cua-
Z—X
drado push-out (respectivamente pull-back) si y sélo si para todo objeto W en
¢, aplicando Hom(—, W) (respectivamente Homg (W, —) ) queda un cuadrado
pull-back en la categoria de conjuntos.

5. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria cualquiera. Probar que f es un
x2x
monomorfismo si y sélo si el diagrama Id¢ W es un pull-back.
X—=Y

6. Enunciar y demostrar la versiéon dual del ejercicio anterior, con epimorfismos y
push-outs.

9.2.6 Limites

Daremos en esta seccién la definicién de limite (o limite inverso, o limite pro-
yectivo) y la de colimite (o limite directo, o limite inductivo). Estas son nociones
categoricas. En categorias concretas, como la categoria de conjuntos, o de médulos
sobre un anillo, la parte de los datos que corresponde a los objetos puede interpre-
tarse como las piezas con las que se construye el objeto limite, y las flechas como las
relaciones que se le imponen. La nocion de limite inverso generaliza la de producto,
egalizador, y objeto final, la nocién de colimite es la nocién dual a la de limite, y como
es de esperar generaliza a la nocion de coproducto, coegalizador y objeto inicial.

Para fijar ideas, comenzamos con la construccién del limite en la categoria de
conjuntos:

Consideremos un conjunto parcialmente ordenado (I, <) (que puede ser vacio),
una familia de conjuntos {X;}ie; v por cada ¢ < j una funcién fi<; : X; — X,.
A estos datos les pedimos la siguiente condicién de compatibilidad: si i < j < k,



200 Anillos y sus categorias de representaciones

entonces fi<; o fj<k = fi<k es decir, cada vez que hay tres elementos ¢, j, k de I tales
que ¢ < j < k, entonces el siguiente es un diagrama conmutativo:

fi<k
Xy ——>Aj

f;x* lfiq

Xi

A un conjunto de datos con esas propiedades se lo llamard un sistema proyectivo.
Notemos que si elegimos una familia de funciones entre varios conjuntos, esta familia
siempre esta parcialmente ordenada diciendo que una funciéon f es menor o igual que
otra funcion g si y sélo si son “componibles”, es decir, si el codominio de f coincide con
el dominio de g, luego, tratdndose de datos que contienen una familia de funciones,
resulta natural indexarlos por un conjunto parcialmente ordenado.

Lo que se busca es agregarle un supremo al conjunto parcialmente ordenado I, lo
cual significaria agregar un conjunto X, en donde, para todo ¢ € I estén definidas
funciones f; : X;, — X; (i.e. queig >iVie€ ),y que el conjunto I U{ip} siga siendo
un sistema compatible, es decir, que para cada ¢ < j, los diagramas que se agregan

X, box,

20

sean conmutativos, y ademas, que este conjunto X, sea lo mas grande posible, es
decir, que si un conjunto X’ tiene definidas funciones g; : X’ — X; compatibles con
la relacién de orden de I, entonces estas funciones se factoricen a través de X (ver
diagrama).

ij ;

A
H!g: Aﬂ lfi<j

X/T)Xz’

La construccién de un conjunto X, con tales propiedades puede ser dada como sigue:
Definir, para cada ¢ € I, una funcién de X en X; es equivalente a definir una
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funcién f: X — [[,.; Xi. Si ademds, para cada i < j, el diagrama

f,
‘Xio—]> J

PN

X;
es conmutativo, entonces la imagen de f : X — [[..; X; estd necesariamente con-
tenida en el subconjunto {(z;)ie;r : fi<j(z;) = x; Vi < j}. Llamamos lir? X; a
este subconjunto del producto, y definimos f; : lir? X; — X, a la composicion de la

inclusion del limite en el producto con la proyeccion en la coordenada i-ésima:
11:111 Xi = Hiel Xy X

Por construccion, queda demostrada la siguiente proposiciéon:

Proposicién 9.2.12. (Propiedad universal del limite) Sea I un conjunto parcialmen-
te ordenado y { fi<; + X; — Xi}ijer, i<j un sistema proyectivo, entonces:

e Las funciones f; : lin? X; — X, verifican que para todo t < j, fi<jo f; = fi.

e Si{gi : Y — X;} es un conjunto de funciones que verifican que para todo
t < J, fi<j ©9; = gi, entonces existe una unica funcién g : Y — lir? X; tal que
gi=Tfiog

La proposicién anterior sirve como definicién (en caso de que exista) del limite

de un sistema proyectivo de morfismos en una categoria arbitraria.
Dejamos como ejercicio la demostracion del siguiente resultado:

Proposicion 9.2.13. Dado un conjunto parcialmente ordenado I, y un sistema pro-
yectivo {fi<j : X; — X}, un objeto X es el limite de este sistema si y solo si, para
cada objeto Y, Homg (Y, X) es el limite (en la categoria de conjuntos) del sistema
proyectivo {(fi<j)« : Homg (Y, X;) — Homg(Y, X;)}.

Ejemplos: / Ejercicios:
1. Consideremos, en una categoria cualquiera, un diagrama X1 . Defini-
|
Xy —> X
mos sobre el conjunto {1,2,3} el orden parcial en donde el 1 y el 2 no estén
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relacionados, 3 < 1y 3 < 2. Llamamos f3<; := fy f3<o := g, entonces el limite
del sistema proyectivo {fs<1 : X1 — X3, fs<o : Xo — X3} no es otra cosa que
el pull-back del diagrama anterior.

Sea {X;}ic;r una familia de objetos de una categoria € indexados por un con-
junto I, y consideremos el orden parcial en I en donde ningin elemento estda
relacionado con ningin otro (es decir, el conjunto de {fi<; : i,j € I, i < j} sélo
contiene las identidades Id; = f;<;. Entonces el limite de este sistema proyectivo
coincide con el producto de los X;.

Sea [ el conjunto vacio, entonces h%l es un objeto final.

Los coegalizadores pueden calcularse a partir de dos limites consecutivos, de
hecho, a partir de dos pull-backs consecutivos:
Sean f,g: X — Y y consideremos el pull back X [[,, X ——= X . Si estuviera-

|, b

mos en la categoria de conjuntos, X [[, X = {(z,2") € X x X/ f(z) = g(2')},
pero como queremos definir el subconjunto formado por {x € X / f(zx) =
g(z)}, una manera es considerar la intersecciéon de X [[,- X con la diagonal
{(z,z) / * € X}, es decir, la imagen de X en X x X que se define a través del
diagrama:

N

>

)f
X-->=X[[X
|

7

Llamemos A : X — X][X al morfismo definido anteriormente (que tiene
sentido en cualquier categoria). Demostrar entonces que el egalizador de f y g
es el pull-back del diagrama

XTIy X

l

X —2X[[X
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(se deja como ejercicio también descubrir cudl es la flecha natural X [[,, X —
X[[X).

5. En la categoria de médulos sobre un anillo fijo, el limite de un sistema proyectivo
coincide con el limite visto en la categoria de conjuntos.

6. Sea k un anillo cualquiera, consideremos los naturales con el orden usual. En la
categorfa de anillos llamamos k[z]<, := k[z]/(z"*!) a los polinomios truncados
en grado n. Sin < m, fo<m.k[z]<m — k[zr]<, denota la proyeccién candnica,
probar que lir{ll k[x]<, = k[|z|], las series de potencias formales con coeficientes

en k.

7. Sea I un conjunto parcialmente ordenado que tiene maximo, es decir que existe
19 € I tal que iy es comparable con todo elemento de [ y ademas i < ¢V i € I.
Demostrar que si { fi<; : X; — X;} es un sistema proyectivo cualquiera, entonces
su limite existe y coincide con Xj,.

8. En la categoria de conjuntos, si {X;};c; es una familia de subconjuntos de X,
ordenada por el orden inverso a la inclusion, y se consideran como morfismos
también las inclusiones, entonces lim X; = N1 X;.

—1

9.2.7 Colimites
La nocion dual a la de limite es la de colimite:

Definicién 9.2.14. Sea I un conjunto parcialmente ordenado, {X;}icr una familia
de objetos de una categoria dada €, y para cada i,7 en I con i < j un morfismo
fi<j + Xi — Xj. La familia de objetos X; junto con los morfismos fi<; se denominard
un sistema inductivo en caso de que verifiqguen la condicion de compatibilidad fj<jo
fi<j = fi<k para todo © < j < k.

Definicién 9.2.15. Sea I un conjunto parcialmente ordenado, {fi<; : Xi — X;} un
sistema inductivo. Llamaremos limite directo (o limite inductivo, o limite inyectivo,
o colimite), en caso de que exista, a un par (X,{fi : X; — X}) que verifique las
siguientes propiedades:

e sii<j, fjo ficj = fi

e SiY es un objeto cualquiera, y g; : X; — Y es una familia de morfismos que
satisface que g; o fi<; = ¢; para todo 1 < j, entonces existe un unico morfismo
g: X —Y tal que g; =g o f;.
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A este objeto X lo denotaremos lir? X;.

La siguiente proposicion tiene demostracién obvia:

Proposicién 9.2.16. Sea I un conjunto parcialmente ordenado y {fi<; : X; — X;}
un sistema inductivo en una categoria €.

1. Si un limite directo existe, es unico salvo isomorfismo.

2. Un limite directo en una categoria € es lo mismo que un limite inverso en la
categoria opuesta.

3. Dado un objeto cualquiera Y, el sistema {(fi<;)* : Homg(X;,Y) — Homg(X;,Y)}
es un sistema proyectivo. Un objeto X es un limite directo de los X; si y
sdlo si Homg(X,Y) es el limite inverso (en la categoria de conjuntos) de los
Homg (X3, Y) para todo objeto Y.

Ejemplo: En la categoria de conjuntos, si {X;}ic; es una familia de subconjuntos de
X, ordenada por la inclusion, y se consideran como morfismos también las inclusiones,
entonces linll X; = Ujer X;.

—

9.3 Funtores

9.3.1 Definicion y ejemplos

Una vez definido el concepto de categoria, en donde se tiene en cuenta simultaneamente
la nocién de objeto y la de morfismo, el concepto de funtor resulta natural, pues es
un “morfismo” de una categoria en otra:

Definicién 9.3.1. Sean € y © dos categorias, un funtor F' de € en ®, que denota-
remos F': € — D, es el siguiente par de datos:

e Una asignacion, para cada objeto X de €, de un objeto F(X) de ®.

e Para cada par de objetos X e Y de €, una funcion

Fxy : Homg(X,Y) — Homg (F(X), F(Y)).

Verificando los siguientes dos axiomas:
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Fi: Sig: X =Y y f:Y — Z son dos morfismos en €, entonces F(f o g) =
F(f) o F(g)-

F2: Para todo objeto X de €, F(ldx) = Idp(x).

Nombres: Muchas veces se denomina funtor covariante a un funtor segun la
definicién anterior. Si en cambio se tiene una asignacién de objetos X — F(X) y de
flechas Fiyy : Homg(X,Y) — Homg (F(Y), F(X)) que satisface el axioma F1 y el
axioma F2’: F(fog) = F(g)o F(f), entonces F' se denomina funtor contravariante.

Ejemplos:

e 0 :—Gets, dado un grupo G, O(G) es el conjunto G, y si f : G — G’ es un
morfismo de grupos, O(f) es simplemente f, vista como funcién.

e O: sMod — Gets, dado un A-médulo M, O(M) es el conjunto subyacente M,
si f: M — N es una aplicacién A-lineal entre M y N, O(f) = f.

e Se pueden definir de la misma manera, funtores “olvido” de la categoria Top en
Gets, o de Topg en Top (olvidando el punto de base), de la categoria 4Mod en
b, tomando un A-mdédulo y considerando solamente la estructura subyacente
de grupo abeliano.

e Un ejemplo menos trivial es el funtor “abelianizacién” Ab :&—2b, definido por

G G/G, G
f=7

Notar que si f : G — G’ es un morfismo de grupos, entonces f(|G,G]) C
[f(G), f(G)]. Es por eso que estd bien definida la aplicacién de grupos (abelia-
nos) f: G/|G,G] — G'/|G',G']. Queda como ejercicio demostrar la funtoriali-

dad de Ab (es decir, que fog= fogy que ldg = ldg/icc))-

Un ejemplo de construccion que no es funtorial es la asignacion, de & en b dada
por G — Z(G) (Z(G) = el centro de G); jpor qué no es funtorial?

Mas ejemplos:

1. Si X es un objeto fijo en una categoria €, entonces se tienen dos funtores en la
categoria de conjuntos:
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e Homy (X, —): € — Gets (covariante)
Y + Homg (X,Y)
(f:Y = Z)— (f.: Homg(X,Y) — Homg (X, Z))
donde, si ¢ : X — Y, fi(¢): X — Z estd definido por f o ¢.
e Homg(—, X) : € —»Gets (contravariante)

Y — Homg(Y, X)
(f:Y = Z)— (f": Homg(Z, X) — Homg (Y, X))
donde, si ¢ : Z — X, f*(¢) : Y — X estd definido por ¢ o f.

2. Si A es un dominio integro, entonces ¢ : sMod — 4Mod dada por M — t(M)
(la A-torsién de M), es un funtor.

3. De Gets en Top se pueden definir dos funtores “extremos”, usando la topologia
discreta: X — (X, P(X)), o la indiscreta: X — (X, {0, X}).

4. De Gets a & o 4Mod se puede definir el funtor “libre”, es decir L(X) = el
grupo libre generado por el conjunto X, o AX) el A-médulo libre generado por
X. Como definir un morfismo con dominio L(X) (resp. AX)) equivale a definir
una funcién de conjuntos sobre X con dominio en otro grupo (resp. en otro
A-médulo), dada una funcién X — Y queda univocamente determinada una
flecha de grupos de L(X) — L(Y) (resp. flecha A-lineal de AX) — A()),

9.3.2 Transformaciones naturales

Asi como los funtores pueden considerarse como los morfismos entre las categorias,
las transformaciones naturales pueden considerarse como los morfismos entre funtores.

Definicién 9.3.2. Sean F|, Fy : € — © dos funtores (covariantes) entre dos cate-
gorias € y ®. Dar un transformacion natural n : F| — F, entre los funtores Fy
y Fy es dar un morfismo nx : Fi(X) — F5(X) para cada objeto X de €, con la
propiedad siguiente:

St f: X —Y esun morfismo en € entonces el diagrama

F(f
F(X) 2L B (v

x| g

Fa(f)
Fz(X) 2—>F2(Y)
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es conmutativo.

Nota: si los funtores F, F, son contravariantes, se dird que n : F; — Fj es una
transformacion natural si es conmutativo el diagrama

Fi(f
AX) 2 Ry

ﬂxl ﬁyl
Fa(f)
Fy(X) === F(Y)
para todo morfismo f : X — Y. Sinyx esun isomorfismo para todo objeto X de € (sea
caso contravariante o covariante), diremos que Fi y F5 son naturalmente isomorfos y
que 7 es un isomorfismo natural (notar que en ese caso, el inverso de un isomorfismo
natural también es una transformacién natural).

Ejemplos:

1. Sean V,W dos k-espacios vectoriales y sea f : V — W una transformacién
lineal. Sabemos que las inclusiones en el doble dual son tales que el diagrama

v— W

ivl iwl
f**

V** S W**

es conmutativo, esto dice que la inclusién en el doble dual es una transformacién
natural entre los funtores Fy = Id y I, = (—)*".

2. Sabemos que dados dos anillos A, B y (bi)mddulos 4 Xp, gY, 4Z se tiene un
isomorfismo

Nxyvz : Homus(X ®pY,7Z) = Homp(Y, Homy (X, Z))

(ver teorema 7.3.1).

Fijados X e Y y consideramos los funtores Hom (X ®pY, —) y Homp (Y, Hom (X, —)),
dejamos como ejercicio verificar que este isomorfismo es una transformacion
natural. De la misma manera fijando X y Z, los funtores (contravariantes)
Homu (X ®p5 —,Z) y Homp(—,Homu (X, Z)) también son naturalmente iso-
morfos.

3. Dado un anillo A, los funtores Id, Homa(A, —) y — ®4 A de Mod4 en Mod,
son todos naturalmente isomorfos entre si.
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4. Sea A un anilloy 474 un A-bimoédulo isomorfo a A como A-bimdédulo, llamemos

u: 4 — A ese isomorfismo. Entonces

v : 24 Q4 M — M

z®@m— u(z).m
define un isomorfismo natural entre los funtores Z ® 4 — y el funtor identidad.

Consideremos la categoria de anillos con unidad y la categoria de grupos. Esta
definido el funtor U(—) y (para cada entero positivo n fijo) el funtor GL(n, —),
que asocian respectivamente, dado un anillo A, el grupo de unidades de A, y las
matrices inversibles de n por n con coeficientes en A. Demuestre la funtorialidad
de estas construcciones, y muestre a su vez que la funcién determinante define
una transformacion natural entre GL(n, —) y U(—).

Se consideran los funtores sq : Gets — Gets y Homg,4(2, —) definidos por
sq(F) = E X E'y Homg,4(2, —)(E) = Homg,s(2, £), donde 2 denota al
conjunto de dos elementos {0,1}. Probar estos funtores son naturalmente iso-
morfos.

9.3.3 Funtores adjuntos, definicion y propiedades

Podemos enunciar ahora la definicién de adjuncion de funtores, que sera la nocion

central de esta seccion:

Definicién 9.3.3. Sean € y ® dos categorias, F : € - D y G : D — € dos funtores
tales que para todo par de objetos M € Obj(€) y X € Obj(D) existe un isomorfismo
Homg (F'(M), X) = Homg(M, G(X)) que es natural con respecto a las dos variables.
En este caso diremos que F' es adjunto a izquierda de G y que G es adjunto a
derecha de F'.

Ejemplos:

1. Sea 4 Xp un A-B-bimédulo, FF = X ®p — y G = Homu(X,—). Entonces el

isomorfismo Hom, (X ®p Y, Z) =2 Hompg(Y, Homa(X, Z)) nos esta diciendo que
F' es adjunto a izquierda de G.

2. Sea A un anillo, I un conjunto, entonces el médulo AY) es A-libre y tiene una

base que estd en biyeccion con I. La propiedad de la base nos dice que para
definir un morfismo A-lineal con dominio en AY) y codominio en otro A-médulo
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M, basta definir una funcién (de conjuntos) entre I y M. Llamemos O : A-
mod—Gets al funtor olvido, que a todo A-mddulo M le asigna el conjunto
subyacente M. Entonces se tiene que, identificando el conjunto I con la base
canénica de AW la restriccién de AY) en I establece una biyeccién natural

Hom4 (A", M) 2 Homg o441, O(M))

Sea A un anillo conmutativo y S C A un subconjunto multiplicativo de A.
Sea O : Ag-mod— A-mod el funtor que a todo Ag-mddulo N le asigna el mis-
mo N pero considerado como A-mddulo, con la estructura definida a partir
del morfismo canénico de anillos A — Ag. Se puede verificar como ejerci-
cio que la propiedad universal de la localizacién se traduce en la adjuncion
Homu, (Mg, N) = Homy (M, O(N)).

Ejercicios:

1.

Dado un conjunto X, sea P(X) la categoria cuyos objetos son los subconjuntos
de X, y las flechas son las inclusiones. Fijamos dos conjuntos Ay By f: A — B
una funcién. Sea f~ : P(A) — P(B) el funtor imagen y f~ : P(B) — P(A) el

funtor imagen inversa. Demuestre que f~ es adjunto a izquierda de f—.

.V un k-espacio vectorial, A una k-dlgebra, T'(V') el algebra tensorial, O el funtor

olvido de k-algebras en k-espacios vectoriales, entonces

Hom,_g((4 (T'(V),A) = Homyg(V, A)

V un k-espacio vectorial, A una k-élgebra, S(V') el dlgebra simétrica, O el funtor
olvido de k-algebras conmutativas en k-espacios vectoriales, entonces

Hom,_g(qe(S(V), A) = Homy(V, A)

. G un grupo A un anillo, U(A) el grupo de unidades de A, entonces

Homg (G,U(A)) = Homg, (Z[G], A)

G un grupo A una k-algebra, U(A) el grupo de unidades de A, entonces

Homg (G,U(A)) = Homkfgl[g(k;[G], A)
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6. Sea X un conjunto cualquiera, denotemos F'(X) al grupo libre generado por X,
luego la propiedad universal del grupo libre se lee como:

Homg (F(X),G) = Homg,5(X, O(G))

La propiedad fundamental de los funtores adjuntos esta dada por el siguiente
teorema:

Teorema 9.3.4. Sea G : € — D un funtor que admite un adjunto a derecha F :
D — &, entonces F' preserva limites, en particular preserva productos, push-outs,
egalizadores, monomorfismos, objetos finales, y si existe objeto cero preserva cero y
conicleos. Dualmente G preserva colimites, en particular preserva coproductos, pull-
backs, coegalizadores, epimorfismos, objetos iniciales, y si existe objeto cero preserva
cero y niucleos.

Demostracién: Sea I un conjunto parcialmente ordenado y {fi<; : X; — X;} un
sistema proyectivo en ® que admite limite (X, p; : X — X;), queremos ver entonces
que el sistema proyectivo {F(fi<;) : FI(X;) — F(X;)} también admite limite, y que
coincide con (F(X), F(p;) : F(X) — F(X;)). Para esto, recordemos que X es limite
de los X; si y solo si la funcion natural

Homg (Y, X) — 1(1_%1 Homg (Y, X;)

es una biyeccién para todo objeto Y. Si C' es un objeto de €, entonces se tienen las
siguientes biyecciones naturales:

Homg(C, F(X)) = Homg(G(C), X)
= lim Homg (G(Y), X))

1%

lim Homg (Y, F'(X;))

Lo que demuestra el teorema. La parte dual puede demostrarse de manera directa, o
bien notando que F' : € — ® es adjunto a derecha de G si y sélo si F': €7 — D es
adjunto a izquierda de G : D" — € y los colimites en © coinciden con los limites
en D7,

Si G : € — O un funtor que admite un adjunto a derecha F' : ® — €, no
necesariamente GG preserva epimorfismos, ni /' monomorfismos, sin embargo, en caso
de que alguno de ellos tenga esa propiedad, tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 9.3.5. Sea G : € — D un funtor que admite un adjunto a derecha F :
D — ¢

e 5i G preserva monomorfismos entonces F preserva objetos inyectivos.
o 5i F preserva epimorfismos entonces G preserva objetos proyectivos.

Demostracion: veremos solo el primer item, el segundo item se demuestra o bien
de manera andloga, o bien pasando a las categorias opuestas.

Supongamos ahora que G preserva monomorfismos, queremos demostrar que F
preserva objetos inyectivos.

Dado un objeto inyectivo I en ®, consideremos F'(I) y un monomorfismo g : M —
N en la categoria €. La definicién de inyectivo se esquematiza mediante el diagrama

M——~
Ve

Es decir, dada una f € Homg(M, F(I)) se quiere saber si se “extiende” a NN, o sea

si existe alguna f : N — F(I) tal que f = f og. La manera de reescribir este
parrafo en términos del funtor Homg(—, F(I)) es decir si g, : Homg (N, F(I)) —
Homg (M, F(I)) es 0 no una funcién sobreyectiva, cada vez que g es un monomor-
fismo. A partir de la naturalidad de la adjuncién, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

Homg (N, F(I)) —*~ Homg (M, F(I))

| |

Homg (G(N), ) <% Homg (G(M), I)

Por hipétesis, G preserva monomorfismos, luego G(g) : G(M) — G(N) es un mono-
morfismo, al ser I inyectivo en € se sigue que G(g). es una funcién sobreyectiva, como
las dos flechas verticales son biyecciones, se sigue que g, es una funciéon sobreyectiva,
como se queria probar.

Ejemplos: El funtor olvido O : sMod — Gets conserva epimorfismos, usando el
teorema re-encontramos la propiedad bien conocida que dice que los A-mddulos libres
son proyectivos.
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