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Clase 5:
Representaciones, la forma de Killing



Representaciones de grupos de Lie

Una representacion de G en un espacio vectorial V es un
morfismo suave
G — GL(V)

derivando, obtenemos un morfismo de algebras de Lie

g = TG 2% TGL(V) = gl(V) = (End(V), [])

Deuda:
p . G — H morfismo de grupos de Lie = su diferencial
Dp|1 : g — b es morfismo de algebras de Lie.



Definicion: Una representacion de g es un espacio
vectorial V junto con una accién

gx V-V
que verifica
X-(y-v)—y-(x-v)=[xyl-v

0 equivalentemente, el dato de un morfismo de algebras
de Lie
g = gl(V) = (Bnd(V),[.])

X X —



Ejemplos
El espacio vectorial V =K, con p = 0:
X-A=0VxegeK
se denomina la representacion trivial:

Notar que si V es una representacion, v e Vy VX € g se
verifica X(v) =0

=efv=vVv¥Xeg
Definicion: Si V es representacion,

Vi={veV:x-v=0, Vx € g}



Representacion de defincion

Si g C End(V) es un subespacio cerrado por conmutador,
entonces V es naturalmente una representacion de g.

Ejemplos:
» R? para sl(2,R)
» R3 para s0(3,R)
» C? para su(2)



La adjunta

Sea V = g como espacio vectorial y
X - v:=ady(v) =[x, V]
Jacobi dice
.y, 2]l + ly. [z.x]] + [z, [x, y]] = O

g [Xa [.y7 Z]] - [.y7 [X7Z]] = [[X,y],Z]
& adyad, —adyady = adjy

Se llama la representacion adjunta, se denota g2°.

Ejercicio: (g29)9 = 3(g)

Atencion: sl(2,R)2 es una rep. (real) de dim 3.



» Si V'y W son dos representaciones, V & W es una
representacion con

x-(v,w)=(x-v,x -w)
» Si W C V es un subespacio y
g WCW

= W es una (sub) representacion. En ese caso,
V /W también es representacion via

X-V=X-V

Ejercicio: h C g2 es subrepresentacion < b es ideal.



» Sif:V— Wesunt.l tal que
x-f(v)=f(x-v),Vxeg,veV

(morfismo de representaciones) entonces Ker(f) C V
e Im(f) C W son subrepresentaciones, y

V /Ker(f) = Im(f)

Notacion: Hom,(V, W)=los morfismos de
representaciones.



Si V'y W son dos representaciones
= Hom(V, W) = Homg(V, W) es una
representacion via

(x-f)(v)=x-f(v)—Ff(x-v)

Notar
Hom(V, W)® = Homy(V, W)

En particular, V* es representacion via

(x-9)(v) = —o(x - V)



» Vo W =V g W es una representacion via
X-(VOW)=X-VRW+VRX-W
Ejercicio (asumimos dimension finita):
Hom(V, W)= V* o W

es un isomorfismo de g-mddulos.



» V representacion, entonces

ven S"(V), A"V son representaciones.



La forma de Killing
V una representacion, entonces

Bil(V,k) ={b: V x V — k: besbilineal}= (V& V)*
es una representacion via
(x-b)(v,w)=—b(x-v,w)—b(v,x-w)
Decimos que b es g-invariante si

b(x-v,w)+b(v,x -w)=0,Vxeg,v,weV

Construccion: V representacion de dim finita, se define
by gxg—k
via
bv(x.y) = tr(x|voylv)



Propiedad: by(x,y) = by(y,x)y
bV([yv X]? Z) = b(y7 [Xv Z])

Es decir, by : g?! x g*d — k es simétrica y g-invariante.
dem:
by(ly,x],z) = tr(ly, xllvzlv) = tr((y|vX|v — x|vy|v)Zz|v)

= tr(yxz) — tr(xyz)

por otro lado

b(y,[x,2]) = tr(y(xz — 2x)) = tr(yxz) — tr(yzx)



Definicion g un algebra de Lie de dimension finita, se
define « la forma de Killing como la forma bilineal
asociada a V = g%

k:gxg—K

k(X,y) = tr(ady o ady)



Ejemplo aff,

El algebra no abeliana de dimensién 2, con base {x,y}y
corchete

[X>y] =

ady(x) =0, ad«(y) =y
ady(x) = —y, ady(y) =0
= ady = (§9),ady = (%9)
= tr(ad?) = tr(ady) = 1, adyad, =0= adf,
= k(Xx,x) =1,
(X, y) =Ky x) = x(y,y) =0
La matriz de ~ en la base {x, y} es (}3)



Mas propiedades de la forma de Killing
k es simétrica e invariante, y ademas

1. Es invariante por iso de algebras de Lie:
Sig:g =, §)

= #ig(X, ) = rp(9(x), 0(¥))

2. Extiende escalares: Si E/K es una extension de
cuerpos, u algebra de Lie sobre K, g := E ®k u con

Neoxuyl=Ae X y]V\ueE, x,y cu

= k(AR X, 1 ® Y) = A ® Ku(X, y)
2’ u algebra de Lie sobre R, g := u @ ju, con

[zx,Zy] = zw[x, y], Vz,Z € C,x,y €u

= ry(2X,2'y) = 2Z'ku(X, y)



Demostracion.

1.Si {x1,...,x,} esbasede g = {¢(x1),...,0(Xn)} €S
base de §. )

Si [xi, xj] =>4 afj‘-xk, como ¢ es morfismo de algebras,

= [6(x),609)] = > _ afo(x)
k

i.e. las constantes de esctructura son idénticas para esa
eleccion de bases, = la matriz de ad, en la base B
coincide con la matriz de ad ()

= tr(adyad,) = tr(ad,xad,y)

2. Si {xy,...Xx,} es una base de u como K-espacio
vectorial = {1 ® xy,...,1 ® x,} es una base de

g = E ®x ucomo E-espacio vectorial. La cuenta es
similar a (2), utilizando estas bases.

O]



Ejercicio:

(R3, x) = 50(3,R) = s5u(2)

C®rsl(2,R) =sl(2,C) 2 50(3,C) = C ®g 50(3,R)

= C g su(2)

Pero veremos que sl(2,R) 2 su(2).



Ejemplo: s1(2, R)

x=(88), h=(%), y=0%,
[h7X]:2X7 [h7y]:_2y7 [X7y]:h

Las matrices en la base {x, h, y} de ady, ads, ad, son

0-20 20 0 000
adX:<oo1>, adh:(ooo>, ady:<—1oo>
000 00 -2 020

La tabla para la forma de Killing es
k(h,h) =8, k(x,x)=0, «x(y,y)=0
k(h,x) =0, k(hy)=0, r(x,y)=4
. 004
La matriz de x en esta base es <0 8 o).
400

Ej.: enlabase {x + y,x — y, h}, la matriz es <+88 —28 +88>



Ejercicio: su(2)

El algebra de Lie real con base u, v, w y corchetes
[u,vl=w, [v,w]=u,[w,u]l=v

Obs.: La permutacién ciclica u +— v — w — u es un
automorfismo del algebra de Lie.

Calcular k(u, u) y k(u, v) y despejar los demas valores de
k. Mostrar que « es definida negativa, luego

su(2) 2 sl(2,R)

Sin embargo, C @ su(2) = C ®g sl(2,R).



