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Clase 5:
La exponencial



La funcion exponencial en un grupo de Lie

Definicion: Un subgrupo 1-paramétrico de G es un
homomorfismo de grupos de Lie de R en G.

R—G
Calculando la derivada en cero ~
ToR =R — g= T1 G

1—Xxeg

.un grupo 1-paramétricoen G~ x € g



Definicion: una curva integral a un campo vectorial que
pasa por p es una curva

c:R—G
talque c(0) =py
C/(t) = Xc(t) Vte R

(es la sol. de un sist de e.d.o.s a condicién inicial)



Sea X el campo inv a izq tal que
X1 =X
Consideramos ¢, (t) una curva integral de X, se define

exp(x) := cx(1)

resultallexp:g — G




Si el campo X es inv aizq, ¢(t) = go,

Xavo = (Do - =) (%)
Sio(t) = c(ty + 1), =

= Xgoo(t) = Xu(t)

.. (unicidad de sist de e.d.o.’s a valores iniciales) =
u(t) = o(t) Vt, es decir,

C(to + t) = C(to)C(t) Viy, t
es decir, ¢(t) es un grupo monoparamétrico.



Reciprocamente, si ¢(t) es un grupo 1-paramétrico,

entonces
c(to +t) = c(b)c(t)

= /(I + t) = D(c(tr) - —)C/(1)
= () = D(c(t) - =)€'(0) = D(c(to) - =)x = Xow)

= ¢(t) es una curva integral del unico campo inv a izg. X
que en 1 vale x = ¢/(0).



Propiedades

Sea x € g, X el campo invariante a izquierda
correpondiente.

1. dar un grupo 1-paramétrico ¢ : R — G con ¢/(0) = x
equivale a dar una curva integral de X con ¢(0) = 1.
En cualquier caso, exp(x) := ¢(1).
c(ty) = exp(thx)
exp(O) c(0) = 1.
Xp(tx) - exp(tx) = c(exp((t1 + b)X).
xp(—tx) = (exp(tx))~"

_cn_4>_c,o[\>



Sea ¢ : H— G un homomorfismo de grupos de Lie,
entonces el siguiente diagrama conmuta:

H--G
expT Texp
d
b i g

[

dem: heh,sic: R — Hesgrupo 1-param. con
¢'(0) = h, entonces

poc:R—= G
es un grupo 1-param.y
(¢ 0¢)'(0) = (dp)c(0) = (do(h)) =: x
luego ¢(exp(h)) = ¢(c(1)) = (¢ o €)(1) = exp(x)



Coro: si conocemos la exponencial g — Gy H C Ges un
subgrupo de Lie, entonces la exponencial h — H es la
restriccion de la exponencial de G.

Hecho: en G = GL(n,R), exp es la conocida exponencial
de matrices. dem:



Sobre la exponencial de matrices

AE(CHXH
A 1 1
o 2oan A% ... AN
SN._nZOn!A 1+A+2A+ +N!A
A . 11
o= Jim S

Proposicion

Para cada A € C™", la sucesion de matrices {Sy}n
definida antes es una sucesion convergente en norma,
para la norma de matrices como operadores y, por lo
tanto, es convergente en cualquier norma.



Demostracion.
{Sn}n €s una sucesion de Cauchy. SiM > N,

N N N

1 1 1
1Su=Swll={| D A < >, AT < > A
n=N-+1 n=N-+1 n=N+1

usamos la desigualdad triangular y ||AB|| < ||A||.||B]|.
Como la exponencial de numeros reales es convergente
y ||A|| es un numero real, la sucesion de sumas parciales
de la exponencial usual e/l es convergente, y en
particular, es de Cauchy. O



Propiedades

1.

2.
3.
4.

Si Ay B son matrices que conmutan = e**8 = gAe?
e A= (M)

C € GL(n,C) = e%¢™' = ce*C.

D = diag(\1,...,\p) =

eP = diag(e™, ..., eM).

Si J(\, k) = AId + N es un bloque de Jordan de
tamano k y autovalor \ =

(k—1)!

t € R, c(t) := e” € GL(n, C) es diferenciable,
U(O) = 1Id, O'/(O) =A y C(f1 + tz) = C(t1)C(t2).

1
e _ oA (Id+N+%N2+~--+ NH)-

. e = exp(A)




dem.
1. AB = BA = vale la formula de Newton

o0

eA-&-B:Z; A—I—B Z Z()Aank
n=0

n=0

o (5) (520

usando el producto de Cauchy

(5) (S0) S5 -

[ 1 T k) =1 0l e
;(;ﬂAk(n—k)!B k>:z<k nl kI(n—k)! A'B k)

como queriamos.




3.C e GL, Sy(A) =N L A" La funcién

n=0 n!
Adg: C™" —5
A — CAC™'
es lineal en A = es continua y verifica
Adg(A- B) = (AdcA) - (AdeB)

= Adc(An) = (Ach)n

= Cexp(A)C™" = Adc( lim Sn(A)) (AdcSn(A))

= lim
N—oo

= lim Sy(AdcA) = et
N—oo



5. Sea o(t) := e*;
si A fuera un bloque de Jordan de tamano k,
A=J(\ k)=

A _ gtAd+IN _ eMNId+ N+ N2 + ... +

© 2 k—1)!

k—1)

es mezcla de exp. (complejas) y polinomios en t.
En general, es claro que

e es diferenciable < CeAC~' = e!AC" |g es.



Para calcular (e”)’ usamos
N

’ n ’ N n—1
(o) = (3 ) =3

n=

tnq n — n+1
:Z(n—1)!A :ZHA
n=1 n=0
g
- (Z —IA”>A = sn_1(H)A
n=0

Como a la derecha tiene limite (conv. absoluta sobre
compactos), entonces esto prueba (nuevamente) que e
es diferenciable, y ademas

(etA)/ — etAA

en particular (e”)'(0) = A.



Corolario
La exponencial abstracta de cualquier grupo de Lie de
matrices coincide con la exponencial usual de matrices.



Corolario
Sea G un subgrupo de Lie cerrado de GL(n,K) con
K =R 6 C y sea g su algebra de Lie, entonces

g={Aegl(nK):e" e GparatodotecR}



Aplicaciones:
» Si Ae C™" (o en particular en R™"),

= det(eA) — H e)\ — ezauw‘,)\ _ etrA

autov

Luego
dete = 1Vt < trA=0

(e = () Vt e R < e —1d vt
S A+A =0
» (e =(e®)VteRs A+ A =0.



Ejemplos de exponenciales y espacios
tangentes

Sig=gl(n,R)y A e g, entonces det(e*) = e** > 0, por
lo tanto

exp(gl(n,R)) C {g € GL(n,R) : det(g) > 0} = GL(n,R)o,

donde GL(n,R), es la componente conexa de la
identidad. En cambio, exp(gl(n, C)) = GL(n, C).



Determinemos el grupo de Lie conexo tal que su algebra

t 0

de Lie sea g = 0 t
00

t 00 et 00

expl O t 0O |=| 0¢€e O
00O 0 0 1

y €' > 0 para todo t € R, se obtiene que g = TigG con

A0
G= 0 A cabAeR, A>0
00

. Dado que

ox X

- T o



Teorema
Si G es un grupo de Lie abstracto, la exponencial
exp : g — G es un difeo local alrededor de 0.

Coro: Gy esta generado por la imagen de la exponencial.

Atencion: exp(g) € Gp contiene un entorno de 1 € G pero
la contencidn puede ser estricta.



Ejemplo: s1(2, R)
Si M € sl(2,R), i.e. trM = 0. Hay tres posibilidades
1. autovalor 0 con multiplicidad 2
2. autovalores +x con x € R
3. autovalores +ix con x € R
Caso 1, trexpM=1+1=2.

Caso 2, tr(expM) =e*+ e *>2
Caso 3, tr(exp M) = 2cos(x) > -2

" (_02 ,?/2) € SL(2,R) no es exponencial de ninguna
matriz de traza cero, i.e.
exp : sl(2,R) — SL(2,R)

no es sobreyectiva. Sin embargo, SL(2,R) esta generado,
como grupo, por exp(sl(2, R)).



