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Clase 3:
a) Grupos finitos y grupos compactos
b) Campos vectoriales y algebras de Lie



Reps. de grupos de Lie compactos
G grupo finito y V una representacion en un espacio
vectorial sobre k con 1/|G| € k.

[Maschke] Si S C V es G-estable, entonces existe
S CVitalque V=5S& Sy Ses G-estable.

dem:Seap: V — Vtalque p> =pelm(p) = S. Si
p(g-v)=g-p(v), entonces
S' = Ker(p)

funciona.
Si p no es G-lineal, cambiamos p por p y funciona:

D 1 -1, _
p-=@Zg-p(g )

geqG



Reps. de grupos de Lie compactos
G grupo de Lie compacto y V una representacion
continua en un espacio vectorial sobre k=R o C, de
dimension finita.

[Maschke-type] Si S C V es G-estable, entonces existe
S'CVitalque V=S& Sy Ses G-estable.

dem1:Seap: V — Vtalque p? = pelm(p) = S. Si
g-p(v) =p(g-v), entonces

S' = Ker(p)

funciona.
Si p no es G-lineal, cambiamos p por

p(v) = \/0,1(6)/Gg~/o(g1 v)dg




Reps. de grupos de Lie compactos

dem 2: Sea (—, —) un p.i. en V. Si G se mapea en O(V)
(o U(V) en el caso complejo), es decir,

<g-V,g-W>:<V,W>

entonces S+ es G-estable también.
Si G no se mapea en U(V), entonces se define un
NUEVO p.i.

(v w) = g (@ v. - wicg

Es claro que esG-estable (la medida dg se toma
G-invariante), es (sesqui)bilineal, y es definido positivo.
Entonces S*'= el perpendicular c.r.a. este nuevo p.i. es
un complemento G estable de S.



Reps. de grupos de Lie compactos

Observacion:

Si G es un subgrupo compacto de GL(n, R)
(resp GL(n, C))

entonces es conjugado a un subgrupo de O(n, R)
(resp U(n))



Reps. de grupos de Lie compactos
Ejemplo: G = S' = {€? : § € R}. X € R™" tal que
todos los autovalores estan en /Z.
Sig=e’yvecR"= S ~ R"via

g-v:=exp(#X)- v

(notar la buena definicién)

Si S C R"” es G-estable (equivalente a ser X-estable!),

tomamos vy, - - - , v, base de S, completamos vy, 1, -+, Vp
a una base de R”, definimos
p(vi)=vi, i=1---,k -
p(vl):O, /:k_|_17...7n



Reps. de grupos de Lie compactos

o bien, en R” tomamos el p.i. standard, y definimos, el
nuevo p.i. via

(v, w)) = zl /0 7 lexp(6X)v. exp(6X)w) df

™



Campos vectoriales y algebras de Lie

Derivaciones 1
Si A es una k-algebra, por ejemplo si M es variedad y
A = C>(M), se define

Derk(A) = {D € Endk(A) : D(ab) = D(a)b+aD(b) Va,b € A}

Derivaciones 2
Sea U un abierto de R”,

Dery(U @ c>(U 6X
1

Si D € Der(U), D=7, pid; : C>(U) — C>=(U) verifica
la regla de Leibnitz, y en geometria apendemos que todos
los operadores que verifican Leibnitz son de esa forma.



Campos vectoriales y algebras de Lie

Corchete de Lie
Si Dy E son derivaciones, entonces D o E no nec. lo es,

pero
[D,E]=DoE—EoD

silo es.
dem 1:
D(E(ab)) = D(E(a)b + aE(b))
= D(E(a))b+ E(a)D(b) + D(a)E(b) + aD(E(b))

E(D(ab)) = E(D(a)b + aD(b))
— E(D(a))b + D(a)E(b) + E(a)D(b) + aE(D(b))



Campos vectoriales y algebras de Lie

Corchete de Lie
Si Dy E son derivaciones, entonces D o E no nec. lo es,
pero

[D,E]=DoE—-EoD

silo es.
dem2:D:p83Xi, E:qﬁix,-’
E(D(f)) = Q%(pg—)’;) _ qg_)f:jg_)’; N qp;;;

— [D. E] = pd(9)3; — 4/(p)o)



Campos vectoriales y algebras de Lie

Derivaciones
G un grupo de Lie, D : C*(G) — C*°(G) una derivacion,
g € G, se define G ~ C*(G) via
(9-(x):=1f(g 'x)
decimos que D es G-invariante si

g-D(f)y=D(g-f) Vge G, Vfec C®G)

(o equivalentemente g~' - D(f) = D(g~"' - f))



Campos vectoriales y algebras de Lie

Derivaciones G-invariantes:

Ejemplo: G = (R, +)

D(f) = p(x)f'(x)

g = Xo,

gD =DgVgeR < D(f)=ctef



Campos vectoriales y algebras de Lie
Ejemplo: G = (R*, )

D(f) = p(x)1'(x)

g=A
(g-H(x)=f(A"x)
D(g - f) = p(x)A~'F(\"x)
g-D(f) = p(A " x)F (A 'x)
S p(X/A) = p(x)/A
o bien

p(x) = Ap(x/A)
o bien (A =x, p(1) =¢)

p(x) =cx, D(f)= cxf'(x)



Campos vectoriales y algebras de Lie
Observacion:

D(f)(g) = (9 - D(f))(1)
.. D(f) esta determinada por D(f)(1).
D(f)(1) = v(f), ve T1G

v= vector velocidad de una curva que pasa por 1,
v(f) = derivada direccional (en la direccion tangente v)

v(f) = (fe(t)) (0)
Luego
Der®={DeDer:g-D=D(g-—)Vg e G} = T;(G)

es un esp. vect. de la misma dimension (finita!) que G.



Campos vectoriales y algebras de Lie

Ejemplo G = GL(2,R),

B € GL(2,R),
_(a b _(x Yy
B—(c 0) =2 7)

D(f)(p Z AP 55 ]

ij=1
= (A11(p)Ox + A12(P)0y + A21(p)0; + A22(P)0:)(f(Xx, ¥, 2, t))

of
—1
B~ D(f E:A,, (B,

‘Bp



Campos vectoriales y algebras de Lie

f=B"'.f
f(x,y,z.1t) = f(B-(X {)) = f(ax+bz, ay+bt, cx+dz, cy+at)

z

o~ 0~ B d
= —axﬂf— a_Xf_ <387ﬁ+08721>(f)|8p
2 0
= <Zbk1m>(f)|BP

o~ 0~ 0 0 2 0
Fr’ ~ay ~ (B Cg) Dlen = (X g ) Oles
mas en gral

& ~ 2 0

7, |~ (22 Pug ) Dl



Campos vectoriales y algebras de Lie

B~". D(f) Ai(B -
Z U anUBp

Ay :
=2 Aule )57, (,,;Aff P)ow 5= (s
son iguales < (vemos los términos k = i)
Aj(B-p) = ZAU

Si p = Id, ajj = A,/(Id),

B) = Z a,-/jb,-,-/ = (b a),-,-

lekak/a - a f)

ijk



Campos vectoriales y algebras de Lie

Dso Dy = lekak/a (Z X/’k’bk” )

l/k

(=i, k' =)

= Xiayb 5 T terminos 0
ijkoJ’

= Z (xab); ot terminos 62

= D, + terminos &?

o.DgoDp—DpoD, = D[a,b]




Campos vectoriales y algebras de Lie
Ejemplo 0: un algebra de Lie de matrices es un
subespacio de R"™ que es estable por comutador.

Ejemplo oo: El espacio tangente T; G con G subgrupo de
GL(n,R) dado por ecuaciones

Definicion: Un algebra de Lie sobre un cuerpo k es un
k-esp vect g junto con una aplicacion bilineal (Ilamada
corchete)
[-.-]:axg—g
que verifica
» Antisimetria: [x,y] = —[y.x],Vx,y € g
» Jacobi:Vx,y,z€ g

[X’ [y,Z]] + [y> [Z,X]] + [Z, [X,y]] =0



» Cdmo calcular espacios tangentes?
» diccionario Grupos <> Algebras de Lie

» desarrollar teoria sobre algebras de Lie

» problema de clasificacion
» representaciones



