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Caracteres II



Caracteres como funciones generatrices

Caso sl(2,C) Miramos autovalores de H =
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Caracteres como trazas
Caso general: {h1, . . . ,h`} es base de h, si H ∈ h,

H = τ1h1 + · · ·+ τ`h`, , τi ∈ C

ch(V ) : h→ C

ch(V )(H) = tr(eH |V ) =
∑
µ

dim(Vµ)tr(eH |Vµ)

v ∈ Vµ ⇒ eH · v = eµ(H)v = e
∑

i τiµ(hi )v

=
∏̀
i=1

(eτi )µ(hi )v =
∏̀
i=1

qµ(hi )
i v

⇒ ch(V )(H) =
∑
µ

dim(Vµ)
∏̀
i=1

qµ(hi )
i ∈ C[q±1 , . . . ,q

±
` ]



El caracter como objeto algebraico
V ∈ g-mod, de pesos / dim Vµ <∞∀µ, ch=la suma formal:

chV :=
∑
µ

dim Vµeµ

Si dim V <∞, entonces µ ∈ Λ retı́culo ∼= Z`

Λ ∼= Z`

λi(hj) = δij ↔ ei

chV ∈ C[Λ] ∼= C[Z`] ∼= C[q±1
1 , . . . ,q±1

` ]

eλi ↔ ei ↔ qi

Claramente valen V ∼= W ⇒ ch(V ) = ch(W ),

ch(V ⊕W ) = ch(V ) + chW

ch(V ⊗W ) = ch(V ) · chW
(con el producto eµeλ = eµ+λ)



Weyl character formula

Caso sl(2,C), V = V (m), observamos

ch(V (m)) = q−m+q−m+2+· · · qm−2+qm =
q(m+1) − q−(m+1)

q − q−1



Weyl character formula

Caso sl(2,C), ch(V ) : h→ C, q = eτ , τH ∈ h = CH

ch(V (m)) =
q(m+1) − q−(m+1)

q − q−1

α ∈ {α} = ∆ ⊂ h∗ = (CH)∗, α(H) = 2,
w(α) = sα(α) = −α, sα(H) = −H,
V (m) = L(λ) con λ(H) = m⇒ λ = m

2 α

qm = eτm = eτλ(H) = eλ(τH), qm+1 = e(λ+α
2 )(τH)

∴ ch(V (m)) = ch(L(λ)) =
e(λ+α

2 )(τH) − e(λ+α
2 )(wτH)

e
α
2 τH − e−

α
2 τH



Weyl character formula

λ tal que dim L(λ) <∞, la rep. simple de peso máximo λ,
H ∈ h:

ch(L(λ)) =

∑
ω∈W (−1)ωew(λ+ρ)∏
α>0(e

α
2 − e−

α
2 )
∈ C[Λ] ⊂ C[1

2Λ]

donde ρ = 1
2

∑
α>0 α, (−1)ω = (−1)`(ω),

`(ω) = longitud en W ,

Sobre la definición de signo:



Sobre la definición de signo:
Consideremos Λ := 1

2 < Φ >Z y

D :=
∏
α>0

(e
α
2 − e−

α
2 ) ∈ C[Λ]

Lema

α0 ∈ ∆⇒ sα0(Φ+ \ {α0}) = Φ+ \ {α0}, y claramente
sα0(α0) = −α0

dem: sα(β) = β − 2κ(β,α)
κ(α,α)

α = β + (..)α

Coro: sα0(D) = −D, y por lo tanto

w · (D) = ±D

Queda definido sgn(w) = (−1)w via w · (δ) = (−1)wδ



Sobre la dem de la WCF

Llamemos Mλ= módulo de Verma de peso máx λ.
Comenzamos con un epi

Mλ � L(λ)

∴ ch(L(λ)) = ch(Mλ)− · · ·

Teorema (BGG=Berstein-Gelfand-Gelfand)

Existe una sucesión exacta

0→ Mw0∗λ→ · · ·
⊕

w :`(w)=k

Mw∗λ → · · ·
⊕
α∈Φ+

Msα∗λ → Mλ → L(λ)→0

donde w ∗ λ = w(λ + ρ)− ρ

dem: final Pablo??



BGG para sl(2,C)
El Verma Mm = C[Y ]⊗ Cλ con λ(H) = m⇒ λ = m

2 α
Base:

• • · · · • • • • · · ·
1 Y · · · Y m−1 Y m Y m+1 Y m+2 · · ·
m m − 2 · · · −m+2 −m −m − 2 −m − 4 · · ·
λ λ− α · · · λ−mα λ−(m+1)α λ−(m+2)α · · ·

mα
2

(m−2)α
2 · · · −mα

2
−(m+2)α

2
−(m+4)α

2 · · ·
−(λ+ α

2 )− α
2

w(λ+ρ)−ρ

Pesos de V (m) = L(λ):
m, m-2, m-4, . . . , -m+2, -m

V (m) ∼= Mm/M−m−2 = Mλ/M−λ−α



BGG para sl(3,C)

Dibujo sl(3,C) con V = gad = L(1,1)

xβ xα+β

yα h1,h2 xα
yα+β yβ

dimensiones:
1 1

1 2 1
1 1

En el Verma M(λ), λ = α + β = ρ

• •
β−α
• • eα+β

•
• • • • •

•
−3α−β
• • • •

α−β
•

• • • • • •
• •

−3α−3β
• •

−α−3β
• • •



WCF a partir de BGG
Observamos que si

0→ Vd → Vd−1 → · · · → V1 → V0 → 0

es una sucesión exacta de esp. vect. de dim finita

⇒
∑

i

(−1)i dim(Vi) = 0

Consecuencia: para µ fijo∑
k

(−1)k dim
(⊕
w :`(w)=k

(Mw∗λ)µ
)

= dim L(λ)µ

⇒
∑

w

(−1)`(w)ch(Mw∗λ) = chL(λ)

Calculemos ch(Mλ):



Si Yα1 , . . . ,Yαr son vectores raı́ces (0 6= Yα ∈ g−α, α > 0),
entonces como espacio vectorial

Mλ =
⊕

(n1,...,nk )∈Nk
0

CY n1
α1

Y n2
α2
· · ·Y nk

αk
1

Como espacio vectorial y como h-módulo

Mλ
∼= C[Yα1]⊗ C[Yα2]⊗ · · · ⊗ C[Yαk ]⊗ Cλ

⇒ ch(Mλ) =
(∏
α>0

ch(C[Yα])
)

eλ

ch(C[Yα]) =
∞∑

n=0

enα =
1

1− eα

⇒ ch(Mλ) =
eλ∏

α>0 1− eα
=

eρ+λ∏
α>0 eα/2 − e−α/2



Expresiones antisimétricas

Usando BGG

ch(L(λ)) =
∑

w

(−1)`(w)ch(Mw∗λ)

+ ch(Mλ) =
eρ+λ∏

α>0 eα/2 − e−α/2

(notar ρ + w ∗ λ = w(ρ + λ) concluimos WCF :

ch(L(λ)) =

∑
w (−1)`(w)ew(ρ+λ)∏
α>0 eα/2 − e−α/2



Expresiones antisimétricas
Diremos que ξ ∈ C[h∗] =

∑
µ nµeµ es antisimétrico si

w · ξ :=
∑
µ

nµewµ = (−1)wξ

Ejemlo 1: D =
∏

α>0(e
α
2 − e−

α
2 )

Ejemlo 2: ∀λ ∈ h∗,

A(λ) :=
∑
w∈W

(−1)wewλ

Proposición (Weyl denominator formula)

ρ = 1
2

∑
α>0 α, entonces

D =
∏
α>0

(e
α
2 − e−

α
2 ) = A(ρ)



Expresiones antisimétricas

dem:

ch(L(λ)) =

∑
w (−1)`(w)ew(ρ+λ)∏
α>0 eα/2 − e−α/2

L(λ = 0) = C

⇒ 1 =

∑
w (−1)`(w)ew(ρ)∏
α>0 eα/2 − e−α/2



dim(λ) <∞ entonces

ch(L(λ)) =

∑
w∈W (−1)wew ·(λ+ρ)∑

w∈W (−1)wew ·ρ

=

∑
w∈W (−1)wew ·(λ+ρ)∏
α>0(eα/2 − e−α/2)

dimq(V ) := tr(q2ρ) = ch(V )(τH0)

donde H0 =
∑`

α>0 hα

dimq(V ) = tr(q2ρ) =
∑
µ

dim(Vµ)q2κ(ρ,µ)



dimq(V ) =
∑
µ

dim(Vµ)q2κ(ρ,µ)

Recordamos ch(V ) =
∑

µ dim(Vµ)eµ. Si definimos

πρ : C[h∗]→ C[q±]

eµ 7→ q2κ(ρ,µ)

⇒ dimq V = πρ(ch(V ))

De WCF

ch(L(λ)) =

∑
w∈W (−1)wew ·(λ+ρ)∑

w∈W (−1)wew ·ρ

se sigue

dimq L(λ) = ch(L(λ)) =

∑
w∈W (−1)wq2κ(w ·(λ+ρ),ρ)∑

w∈W (−1)wq2κ(w ·ρ,ρ)



Usamos la fórmula∑
w∈W (−1)wew ·ρ =

∏
α>0(eα/2 − e−α/2)

Entonces el numerador∑
w∈W

(−1)wq2κ(w ·(λ+ρ),ρ) =
∑
w∈W

(−1)wq2κ(λ+ρ,w ·ρ)

= πλ+ρ

( ∑
w∈W

(−1)wew ·ρ
)

= πλ+ρ

(∏
α>0

(eα/2 − e−α/2)
)

=
∏
α>0

(qκ(λ+ρ,α) − q−κ(λ+ρ,α))

y de manera análoga (λ = 0) el denominador∑
w∈W

(−1)wq2κ(w ·(ρ),ρ) =
∏
α>0

(qκ(ρ,α) − q−κ(ρ,α))



Hemos demostrado:

Corolario

dimq L(λ) =
∏
α>0

qκ(ρ+λ,α) − q−κ(ρ+λ,α)

qκ(ρ,α) − q−κ(ρ,α)

Lema

m,n ∈ C, qz := ez ln q, entonces

lı́m
q→1

qm − q−m

qn − q−n =
m
n



dem:
qm − q−m

qn − q−n =
qm

qn

(1− q−2m)

(1− q−2n)

Como qm

qn → 1 basta ver

lı́m
q→1

1− q−2m

1− q−2n

y por l’Hôpital

lı́m
q→1

1− q−2m

1− q−2n = lı́m
q→1

−(− ln(q)2m)q−2m

−(− ln(q)2n)q−2n =
m
n



Corolario

dimC L(λ) = lı́m
q→1

dimq L(λ) = lı́m
q→1

∏
α>0

qκ(ρ+λ,α) − q−κ(ρ+λ,α)

qκ(ρ,α) − q−κ(ρ,α)

=
∏
α>0

κ(ρ + λ, α)

κ(ρ, α)
=
∏
α>0

(ρ + λ, α)

(ρ, α)

En la última igualdad cambiamos κ(−,−) por
(−,−) = cteκ, total la formula no cambia. En las álgebras
matriciales, podemos usar la traza del producto.



Caso sl(3,C)

dimC L(λ) =
∏
α>0

κ(ρ + λ, α)

κ(ρ, α)

En sl(3,C), hay 3 raı́ces positivas α, β, α + β,
ρ = 1

2(α + β + (α + β)) = α + β. Si cambiamos κ a menos
de múltiplo la fórmula no cambia:

=
(λ + α + β, α)

(α + β, α)

(λ + α + β, β)

(α + β, β)

(λ + α + β, α + β)

(α + β, α + β)

Tomamos el pairing tal que (αi , αj) = aij , la matriz de
Cartan con 2 y -1, y ası́ (λ, α) = m1, (λ, β) = m2

dim(L(λ)) = (m1 + 1)(m2 + 1)
(m1 + m2 + 2)

2



¿cuál es a rep. de dim. mı́nima de g2?
Φ+: α, β, β + α, β + 2α, β + 3α, 2β + 3α
α es corta β es larga. ρ = 3β + 5α.

dimC L(λ) =
∏
α>0

κ(ρ + λ, α)

κ(ρ, α)

Tomamos el pairing t.q. (α, α) = 2, (β, β) = 6, (α, β) = −3

λ(hα)=m1, λ(hβ)=m2 ⇒ λ=(2m1+3m2)α+(m1+2m2)β(chequear !)

dim(L(λ)) = (..)(..)(..)(..)(..)(..)


