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Caracteres como funciones generatrices

Caso sl(2, C) Miramos autovalores de H = ({§ ©,)

v Di(V), chy = > dim(V))q'
Vo 0 : q° =1
|
Vi A | q+q’’
V2 %2/—-\ 31/’“.;22 | q2+1 +q—2
Vs ojfTojj T e el : @+g+qg'+q3



Caracteres como trazas

Caso general: {hy,...,h,} esbasede b, si H € b,
H:7'1h1—|—"'+7'ghg, ,T/GC
( )'h—><C
ch(V)(H) = Zdlm )tr(e|v,)

vV & V = e -V:e“( )V:erTiM(hi)V
y4

H e h)V_H ulh),

= ch(V)(H) = 3 dim(V, Hq“‘” €Clay,....q;]

i=1



El caracter como objeto algebraico

V € g-mod, de pesos / dim V,, < ocoVp, ch=la suma formal:
chV =Y dimV,e"
M
Sidim V < oo, entonces u € A reticulo = Z¢
=/
Ai(hj) =6 < e
chV e C[\| = C[Z] =~ Cl¢, ..., g "]
e & e & q
Claramente valen V = W = ch(V) = ch(W),
ch(V & W) = ch(V) +chW
ch(V® W) =ch(V)-chW
(con el producto e*e* = e#+?)



Weyl character formula

Caso sl(2,C), V = V(m), observamos

q(m+1) _ qf(m+1)

ch(V(m)) = q~"+q "4+ " +q" =

q—q’




Weyl character formula

Casosl(2,C),ch(V):h - C,g=€",THe h =CH
q(m—H) _ q—(m+1)
- g-q

a€{a}=AcCh"=(CH)", o(H) =2,
w(a) = So(a) = —a, So(H) = —H,
V(m)=L(A) con \(H)=m= = Za

ch(V(m))

qm — ™M — eT/\(H) — e/\(‘rH)’ qm+1 — e(>\+%)(TH)

eO+5)(TH) _ g(A+§)(wrH)

< ch(V(m)) = ch(LN) = — 7



Weyl character formula

A tal que dim L()\) < oo, la rep. simple de peso maximo A,
Heb:

1)wew(>\+p)
%

ch(L(\)) = ZH%W((; —e ) € C[A] € C[2N]

donde p = 3 °,.q (—1)* = (—1)),
¢(w) = longitud en W,

Sobre la definicion de signo:




Sobre la definicion de signo:

Consideremos A :=1 < ® >y

D:=]](e? —e %) e CIA

a>0

ag € A = Su(PF\ {ao}) = &7\ {ao}, y claramente
Sao(ao) = —Qp

dem: s,(8) = B — 2280 = B+ (.)a

k(a,a)
Coro: s,,(D) = —D, y por lo tanto
w-(D)=4+D
Queda definido sgn(w) = (—1)" viaw - (§) = (—1)"¢



Sobre la dem de la WCF

Llamemos M,= modulo de Verma de peso max \.
Comenzamos con un epi

-.ch(L(N)) = ch(My) — - --
Teorema (BGG=Berstein-Gelfand-Gelfand)

Existe una sucesion exacta

0— Mygir— - - @ Myy — - @ Ms,,.n — My — L(\)—0

wil(w)=k acdt
donde w « \ = w(\+p) — p

dem: final Pablo??



BGG para sl(2, C)

El Verma M, = C[Y]® Cy con A(H) = m= )\ = Za

Base:

° ° e ° ° [ ] [ ]
1 Y L. me1 Ym Ym+1 Ym+2
m m-2 --- —m+2 —m -m-2 -m-—4
A A—a - A—ma | A—=(m+)a A—(Mm+2«
ma  (M=2)a —ma —(m+2)a —(m+4)a
2 2 2 2 - 2

- +3)-2

W +p)—p

Pesos de V(m) = L(\):
m, m2,m4,...,-m+2,-m

V(m) = Mm/MfmfZ - M)\/M,)\,a



BGG para s((3, C)

Dibujo sI(3,C) con V = ¢g& = L(1,1)

X5 Xo+3 1 1
Ve hy, ho X, dimensiones: 1 2 1
ya+,3 yﬁ 1 1

EnelVerma M(\),\=a+58=p

6,0{ ea+5




WCF a partir de BGG

Observamos que si
O=-Vg—>Vog1—>-—>Vi=>Vy—0

es una sucesion exacta de esp. vect. de dim finita
= Z ) dim(V;) =0

Consecuencia: para v fijo

S (1) dim (@) (Maen),.) = dimL(2),

k wl(w)=kK
:Z 1) ch(My.,) = chL())

Calculemos ch(MA).



Si Y,,, ..., Ya son vectores raices (0 # Y, € g_,, @ > 0),
entonces como espacio vectorial

M= € CYIvE...yi

Como espacio vectorial y como h-modulo

My =2 C[Ya,] @ C[Ya,] ® - - @ C[Ya,] ® Cy

= ch(M,) = (Hch (C[Y])

a>0

C[Y ] Z e —
Ha>0 1—er Ha>0 e*/2 — g=o/?
e 4 4444

= ch(M,) =



Expresiones antisimétricas

Usando BGG
ch(L(A)) =) (—1)"™ch(My.»)
ep+)\
Ha>0 eu/2 — g—a/2

(notar p + w x A = w(p + \) concluimos WCF :

+ Ch(M)\) =

—1)4Uw) gw(p+X)
ch(L(n) = Zel=1) e

Ha>0 ea/z _ e—a/2




Expresiones antisimétricas

Diremos que ¢ € C[h*] = 3_ , n,e" es antisimétrico si
w-g = ne" = (-1)"
7
Ejemlo 1: D =T],.,(e2 — e 2)
Ejemlo 2: VA € b*,

weW

Proposicion (Weyl denominator formula)

p =33 ..o, entonces

D=T](e% - &%) = AQp)
R



Expresiones antisimétricas

dem: S (1)
_ w)gWip
_ w
Ch(L()\)) - Ha>0 ea/2 _ efa/z
L(A=0)=C
1o ZW(_1)€(W)eW(P)

2 —a/2
Ha>0 ea/ —€ o/




dim()\) < oo entonces

_1\WwaW (A tp)
ch(L() = =g e

B ZweW(_1 )wew-(A+p)
 laso(e2 — e7/2)
dimg(V) := tr(g?) = ch(V)(rHo)
donde Hy = Z h.

a>0

dimg(V) Zdlm g>le)




dimg(V) => " dim(V,)g>*)
I

Recordamos ch(V) = 3_  dim(V,,)e". Si definimos
m,: Clh"] = C[g]
e.“ — quf(p:/‘)

= dimg V = 7,(ch(V))

De WCF
_1{ YW aw(Atp)
ch(L() = S

se sigue

S ew(—1)" 000
2 ew(— 1))
R

dimg L(A) = ch(L(\)) =




Usamos la férmula

Cuen(—1)"0"” = [L.o(e"" — &%)

Entonces el numerador

Z (—1 )WqZR(W~()\+p),p) — Z (—1 )Wq2n(/\+p,W-p)

weW weW
= mao( 2 (-1)76"7) = m, ([J(67/2 = e772)
weW a>0
_ H k(A +p,a) n()\—f—p,oc))
a>0

y de manera analoga (A = 0) el denominador

Z (—1 )Wq%(W'(p)m) — H(qﬂ(pya) _ q_’i(ﬂva))

weW a>0



Hemos demostrado:

Corolario

H(p+)\,a) — —Iﬁ)(p-}—)\,Ot)
dimg L()) = [T 2 q

a>0

grlee) — g—rlpa)

Lema
m,n € C, g? :== €9, entonces

m _ ~—m
imd—9 " _m
g1 q"—q " n




dem:
q"—q " _q"(1-q*")
g"—-qg" q"(1-g2)
Como g—f —+ 1 basta ver
) 1— q72m
(','2“1 1—q2"

y por I'Hopital

_ q—2m _(_ -2m
im =9 " _ . —(=In(g2mqg=" _m

g1 1—qg=2n qlm —(=In(9)2n)g=2" ~ n




Corolario

qrletha) _ gr(ptra)

dim(c L()\) = C'}'lq dlmq I—()‘) - Lm H qn(p,oz) — q—ff(/ha)

a>0

+)\a 17 (p+ A Q)
_H _H (p. )

a>0 a>0
En la dltima igualdad cambiamos x(—, —) por

(—, —) = ctex, total la formula no cambia. En las algebras
matriciales, podemos usar la traza del producto.



Caso sl(3,C)

K(p + A )
K(p, )

dimec L(A) = [ [

a>0

En sl(3,C), hay 3 raices positivas «a, 8, a + 3,
p=21(a+pB+(a+pB))=a+ 3. Sicambiamos x a menos
de multiplo la férmula no cambia:

A+a+B,a)A+a+8,8)(A+a+b,a+p)
(a+ B, ) (a+5,0) (a+ B, + )

Tomamos el pairing tal que («;, ;) = aj, la matriz de
Cartancon2y -1,y asi (A\,a) =my, (\,B) = ma

my +mp + 2)
2

dim(L(\)) = (my +1)(m2 + 1)(



;cual es a rep. de dim. minima de go?
ot o, 8,8+, +2a, 5+ 3,28 + 3a
« es corta g es larga. p = 35 + 5a.
k(p+ A «)
K(p; a)

dime L(A) = [ [

a>0
Tomamos el pairing t.9. (o, ) = 2, (8, 5) =6, (a, ) = =3
A ho)=my, A(hg)=ma = A= (2m+3ms)aH{ m+2m,) 3(chequear!

dim(LO)) = ()



