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Caracteres como funciones generatrices
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Propiedades basicas

V = W = ch(V) = ch(W)
ch(V @ W) = ch(V) + ch(W)

S C V subrep. = ch(V/S) = ch(V) — ch(S)

ch(V ® W) = ch(V) - ch(W)




Consecuencias

V=@, S8 =@, V(m)=ch(V)=5,ch(V(m))
_ Z (q—mi + q—m,+2 44 qm,-—2 + qm,>

=> dim(V).q’

el coef. de mayor grado = la multiplicidad de V(m) en
V con m maximo.

r € N,
dim(V), = el coef. de q" en ch(V)
= multiplicidad de V(m) en V
con r < my mde la misma paridad que r.
dim(V), —dim(V),.» = mult. de V(r)en V
s.ch(V)=ch(W)= V=W
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Consecuencias

Ejercicio (ver la guia):

[((m+n)/2]
Vime V(im)= & V(m+m —2k)
i=0

Por ejemplo, H= ({ ° ), vemos V = C? = V(1).
CCeC*=V(1)e V(1) =V(2)a V(0
[H,X] = 2X, [H,H] =0H, [H, Y] =—-2Y
sl(2,C)d = V(2),
C2@C? = (C?)*®C? = My(C) = sl(2,C)®CId = V(2)dV(0)

V() ® V(3) = V(4) @ V(2) & V(0)
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Caracteres como trazas

ch(V)=" > (dimVi)q" =tr(q"]v)

k autovalor de H

donde g" = e"(@" pues

veVi(H-v=kv)

= . v=e".v=e"*v=qgkv

V=P Vi= tr(q") =D g"dim(Vi) = ch(V)
k k



Si G es (simplemente conexo) tal que TG = g,
podemos pensar que g7 = e"P" ¢ G. Si V es un
g-mddulo = es un G-mdédulo. Para g € G,

xy:G—C

g~ tr(glv)
es una funcion invariante por conjugacion.




Si h C g, podemos restringir a exp(h):
h exp G Xv C
ch
Caso sl(2,C), h = CH,

exp

CH=SL(2,C) X —C

TH et tr(g")

donde g = €".




h Cg, T:=exp(h) (habeliana, luegoT = exp(h) ya es un
subgrupo). -
W ={geG:gTg ' C T}

Claramente T C W y por construccion T < w

Proposicion

W/T=w
donde W= el grupo de Weyl.

dem: tema de final?

Obs: h de Cartan, [x,h] Ch = x € b.
= TiW=h= W= W/T es discreto = W es finito.



_bc _ _1 ?
(25)(3.2)(%2) = (S 2o)er

la condicion es ab = 0 = cd

W/T ~ b via

(SOHEH = (2D 0CN) = (3 =-H
. H— —H, como el grupo de Weyl de s1(2,C), a — —«.
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Caso SL(n,C)
W = W/T = matrices de permutacion = S,

P, - diag(a,...,an) - P;1 = diag(as(1),-- -, @s(n))
Notar
0 0
H[ — 1 1 —> _H/ — -1 1
. . . .

se implementa por s; = matriz de permutacion (i,/ + 1)

Ejercicio: ver la matriz de permutacion (i, i + 1) anda
bien en general, i.e. coincide con
tI'(HkH')

Sj i i
Hk — Hk 2tr(H,-H,-) H,



hbCg xv:G—C:

XV

exp m

h " GZ—~Endc(V)"—=C

ch(V)

Corolario

ch(V) : b — C definida como antes, es una funcion
invariante por W

En sl(2,C), ch(V)(7) = tr(e™|y) = tr(q"|v)
es una funcién invariante por 7 +» —,

o0 vista en g, invariante por q — 7



El caracter como objeto algebraico

V € g-mod, de pesos / dim V,, < ocoVp, ch=la suma formal:
chV =Y dimV,e"
M
Sidim V < oo, entonces u € A reticulo = Z¢
=/
Ai(hj) =6 < e
chV e C[\| = C[Z] =~ Cl¢, ..., g "]
e & e & q
Claramente valen V = W = ch(V) = ch(W),
ch(V & W) = ch(V) +chW
ch(V® W) =ch(V)-chW
(con el producto e*e* = e#+?)



Weyl character formula

Caso sl(2,C), V = V(m),
Ch( V(m)) = qu + q*m+2 4. qm72 + qm

m 1 _ qm+2

e




Weyl character formula

Casosl(2,C),ch(V):h - C,g=€",THe h =CH
q(m—H) _ q—(m+1)
- g-q

a€{a}=AcCh"=(CH)", o(H) =2,
w(a) = So(a) = —a, So(H) = —H,
V(m)=L(A) con \(H)=m= = Za

ch(V(m))

qm — ™M — eT/\(H) — e/\(‘rH)’ qm+1 — e(>\+%)(TH)

eO+5)(TH) _ g(A+§)(wrH)

< ch(V(m)) = ch(LN) = — 7



Weyl character formula

A tal que dim L()\) < oo, la rep. simple de peso maximo A,
Heb:

w gA+p)(wH)

> wew(—1
r H — ch(L H _ weW
(e) = ch(L)(e) = = o

donde p = 13", @, (~1)* = (~1)©),
{(w) = longitud en W,

ch como expresion formal:

Zwe W(_1 )wew()\ﬂ))
%

) oot e D)

€ C[N] C C[3A]




