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Representaciones:
Maodulos simples de eso maximo, condicidn de finitud.

Clase 21




Teorema

Sea \ € h* entonces la representacion simple L(\) tiene
dimension finita < \(h;) € Ng paratodoi=1,... (.

= es clara, la vuelta es larga de ver, la dividimos en
etapas.




Necesitaremos formulas de conmutacién.
Notacion: h C g, A = {aq,...,a,} C ® un sistema de

raices simples
2

ol

h; H.,
e = vector no nulo en g,

f. = vector en g_,, tal que x(e;, f;) = ﬁ

.. Cej @ Ch; @ Cf; tiene las reglas de conmutacion
desl(2,C)como X = (3¢), H=({2), Y=(%9).



Lema

EnU(g), parak > 0,i,j=1,...,(, vale:
[e, 7' =0 sii #].
[hj, fik+1] _ —(k+ 1)Oéi(hj)f,'k+1
[ei, £ = —(k + 1)ff(k — hy)

Demostracion.

Ejercicio. O




Lema

Misma notacion, vy € L()\) el vector de peso A, con
hi-v = XMh)v =miv, mj € Z>o con m; € Z>,, entonces
Sip € & y x € g, entonces x actua loc. nilpo en V':
Vv € V,3 No(v) € N tal que x"(") . v = 0.

Sii=1,...,¢entonces| " . vy=0|
Los vectores f; actuan de manera localmente
nilpotente.

Observacion: en el punto 2 se usa que los pesos estan
en Np.




dem:
1. Los vectores e; actuan de manera localmente
nilpotente en L(\) (de hecho en V().

Los pesos de L(\) son A — >_¢_ ma;con n; € No. Sive V
es homogéneo de peso = A — Y0 may y =32, My

14 14
xcgs=>xN-ver— (Zn,-a,-) +N(Zn?oz,->
i=1 i=1

que en algun momento son pesos que no aparecen en
L(X) (no aparecen en V(\).




2.Sii=1,...,lentonces ™ - v, = 0.

En efecto, sea w := f™"" . v, sabemos que para j # |,
g - w = 0, pues g conmuta con f;. Ademas, para j = i,

e -w= e,-f’"’“ Vo = e,-f’"’“ Vo — fm’+1 e -

= [e,-, fm’+1] Vo = —(m,- + 1)f,.m"(m,- — h,) Vo = 0
pues
(m,' — h,) - Vo = (m,' — m,')Vo =0

Esto dice que w deberia ser un vector de peso maximo,
pero los vectores de peso maximo en un modulo simple
tienen dimensién uno, con lo que w es un mdltiplo de vy,
pero w € V\_(m+1)q,, POr lo tanto w = 0.



3. Los f; actuan de manera localmente nilpotente.

Consideremos

VL) ={vell\): fN.v=0, N> 0,Vi}. Sabemos
que vo € V pues ™" . v, = 0 para todo i.

Mostremos que V es un g-submaddulo.

V es h-estable, pues si v es tal que f,.N -v =0,

"NH.-v=fNH.v—HN .v=[f"H] v

2

—1 N—1

Al I v =Y oM v
1 j=1
= No;(H)fN-v=0
Notar que la accion de h no aumenta el grado de
nilpotencia de cada f,.

I



Sij#i,fNej-v=gfV.-v.Parai=j,sif'-v=0,
f,'N+1ei‘ V= f,'N+1ei' v—e,-f,-N+1 Y

— [fiN+17 ei] .V
=(N+D)NN-h)-v=0
pues el h; no aumenta el grado de nilpotencia de v con
respecto a f..

Veamos ahora que V es estable por multiplicacién por los
fi. Recordemos las relaciones de Serre, para i # J,

0=ad, (f)




Sabemos que A; =0,—-1,-2, -3 = Vg ss vale
0 = adj(f) = [f, [f, [f;, [f,, f]]]
= 146 — 4P, + BIPA17 — AL +
equivalentemente
£ = (4125 — 6£25f; + 4612 — f12)f

= V) e (T Ef™v . n,m € Ng, m > m+1)
= Vv e (MY n.m € No)

.. la multiplicacion por f; asigna elementos f-nilpotentes
en elementos f-nilpotentes.

Obs: El grado de nilpotencia puede aumentar, pero la
cota que hemos utilizado puede mejorarse pues depende
de 1 — Aj, que hemos tomado como menor o igual que 4.
L(X\) simple, 0 # V es g-estable = V = L(\).



Para la nilpotencia de la parte negativa:

Proposicion

Sea \ € v* tal que \(h;) € Ny, entonces, los pesos que
aparecen en L(\) son permutados por la accion del grupo
de Weyl.

Definimos una acciion en L(\) que permuta las
componentes homogéneas como el grupo de Weyl, a
partir de exponencial endomorfismos localmente
nilpotentes. Necesitaremos férmulas..




Lema

x, h € g tales que ad”(h) = 0 para N > 0,
V un g-modulo y supongamos
X|v es loc. nilpo.

veV = hexp(x)-v=exp(x)(exp(—ady)(h)) - v




dem: ad”(h) = 0 = exp(—ad,)(h)) es una suma finita y
da un elemento de g.

(exp(—ady)(h))v =

[X,[X,h]] N—11[X7["'7[X7h]'“]]
2 (N—1)!

es un elemento de la representacion, donde x actlia

nilpotentemente, pues

= v—[x, hjv+ V- 4(—1)

xad(h)v = [x,adlh]v + (ad(h))xv = ad}™" (h) + (adh)xv

= exp(x)(exp(—ady)(h))v es una suma finita y lo mismo
para exp(x)v.



Potencias bajas en U(g):
hx = [h, x]v + xh = —[x, h] + xh

hx? = (hx)x = (=[x, h] + xh)x
= [—x, =[x, h] + xh] + x(—[x, h] + xh)
=[x, —[x, h]] + x[—x, h] — x[x, h] + x?h
= ad? (h) + 2xad_,(h) + x2h
Inductivamente se prueba que

n
hx" = Z <:) x¥ad™ X (h)
k=0

n

= hx"v=>" <Z) x""kad, (h)v

k=0
Divididiendo n! y sumando sobre n ...



= exp(x) - (exp(—adx)(h)v)




Dem. de la prop.
e y fi son loc. nilpo en L(\) =

exp(e;),exp(f;) : L(\) — L(N)
Definimos
Si = exp(e;) exp(—1) exp(€;)

es un iso lineal, con inversa
S = exp(—e;) exp(f) exp(—e;).
Sea v e L(A),, Af. 2: Si(v) € L(N\)s,(n)-

HSv = Si(e s e™ig—de)(H)v

Af. 1: (e s g™ e2de)(H) coincide con la accién de la
reflexion con respecto a H;, llamémosla o;(H). Si por un
momento suponemos valida la afirmacién, obtenemos



HS,'V = S,'O','(H)V = S,',M(O','(H))V = M(O‘,’(H))S,’V

= Sjv es un vector de peso uoj, COMO queriamos ver.
La proposicion termina observando que todo elemento
del grupo de Weyl esta generado por reflexiones con
respecto a raices simples y demostrando la igualdad

(1) (e™e™ie ™ )(H) = oi(H)
Si H es tal que «;(H) = 0, tenemos que
ade,(H) = [e, H] = —ai(H)e; = 0; analogamente,
ads(H) = 0y por lo tanto Sj(H) = H.
Llamemos h = H,, x = g;, y = f;; la férmula (1) anterior

para H = H; es una férmula en U(sl(2)).



() (e7™ee*e™*)(h) =a(h)

[x, [x, h]] = 0 = exp(—ady)(h) = [x hl = h+2x

.. exp(—ady) exp(ady) exp( dx)(h) =
= exp(—ady) exp(ad,)(h + 2x)
También sabemos que [y, x] = —h,
.y xll =1y, =h = =2y, ly. Iy, ly, xlll = [y, -2y] = 0,
= exp(—ady) exp(ad,)(h + 2x)

= exp(—ady)(h+2x + [y, h+ 2x] + %[y, [y, h+2x]])
= exp(—ady)(h+2x+2y —2h—2y) = exp(—ady)(—h+2x)
y finalmente
exp(—ady)(—h+2x) = —h+2x — [x, —h + 2x]
=—-h+2x—-2x=—h
e 4 4444



En conclusidén

(e—adei eadfl. e*adei )(HI) —_ _Hi

. efadei eadfl.

e~ cambia signo a H; y fija H+.




Corolario

Mismas hipotesis que la prop. anterior, « € &+, y € g_,
Entonces la accion de y en L()\) es localmente nilpotente.




dem: W > o,= la reflexién c.r.a a.

0o =0a Oy = So 1 =8j, -+ 5

S

donde S; es como antes:
Si = exp(e;) exp(—fi) exp(ei) : L(A) — L(A)
Notar que S, : L(\) — L()\) es uniso lineal, y verifica

S.(V,) C V,,

e (1) =

Vo

alp)s
= Y =8,yS;": L — L verifica
Y(Vi) = 8ay8.' (V) € Soy (Vo)

C Sa(Vouw-a) € Vouoaw)-a) = Vita

= Y es loc. nilpo = Y es loc. nilpo porque es un
endomorfismo conjugado a Y.



Ahora mostramos dim L()\) < oo:
L(A) = U(g)vo = U(n")vo

Sea {f,..., 0} = &~ = —d* una numeracion de ¢~
0#VYi€ gg

por PBW, tenemos un sistema de generadores de L()),
como C-espacio vectorial, de la forma

L= D> Wy




yr actua loc. nilpo = 3N, = N.(y,, vp) € N tal que
yMve =0
LN = > v
(ny,...,nr)ENG, N <Ny

Yr—1 es loc. nilpo. Para k =0,1,2,...,N,, IN,_4(k) tal que

v Wyfve =0
Si N,y = max{N,_1(k),k=0,...,N,},
yNykv = 0 vk
=L = > v
(P15--50r):0r <Npynp 1 <Ny 4
Continuando este proceso, 3(Ny,. .., N;) € Nj tal que

r
L= Y ¥y =diml(y) <N
i=1

(M1,eesnp )0 <N; Vi



