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Clase 21

Representaciones:
Módulos simples de eso máximo, condición de finitud.



Teorema

Sea λ ∈ h∗ entonces la representación simple L(λ) tiene
dimensión finita⇔ λ(hi) ∈ N0 para todo i = 1, . . . , `.

⇒ es clara, la vuelta es larga de ver, la dividimos en
etapas.



Necesitaremos fórmulas de conmutación.
Notación: h ⊂ g, ∆ = {α1, . . . , α`} ⊂ Φ un sistema de
raı́ces simples

hi =
2
|αi |2

Hαi

ei = vector no nulo en gαi

fi = vector en g−αi tal que κ(ei , fi) = 2
|αi |2

∴ Cei ⊕ Chi ⊕ Cfi tiene las reglas de conmutación
de sl(2,C) como X =

(
0 1
0 0

)
, H =

(
1 0
0 −1

)
, Y =

(
0 0
1 0

)
.



Lema

En U(g), para k ≥ 0, i , j = 1, . . . , `, vale:
1 [ei , f k+1

j ] = 0 si i 6= j .

2 [hj , f k+1
i ] = −(k + 1)αi(hj)f k+1

i

3 [ei , f k+1
i ] = −(k + 1)f k

i (k − hi)

Demostración.

Ejercicio.



Lema

Misma notación, v0 ∈ L(λ) el vector de peso λ, con
hi · v = λ(hi)v = miv, mi ∈ Z≥0 con mi ∈ Z≥0, entonces

1 Si β ∈ Φ+ y x ∈ gβ, entonces x actúa loc. nilpo en V :
∀v ∈ V, ∃ N0(v) ∈ N tal que xN0(v) · v = 0.

2 Si i = 1, . . . , ` entonces f mi+1
i · v0 = 0 .

3 Los vectores fi actúan de manera localmente
nilpotente.

Observación: en el punto 2 se usa que los pesos están
en N0.



dem:
1. Los vectores ej actúan de manera localmente
nilpotente en L(λ) (de hecho en V (λ).

Los pesos de L(λ) son λ−
∑`

i=1 niαi con ni ∈ N0. Si v ∈ V
es homogéneo de peso µ = λ−

∑`
i=1 niαi y β =

∑
i n0

i αi

x ∈ gβ ⇒ xN · v ∈ λ−
(∑̀

i=1

niαi

)
+ N

(∑̀
i=1

n0
i αi

)
que en algún momento son pesos que no aparecen en
L(λ) (no aparecen en V (λ).



2. Si i = 1, . . . , ` entonces f mi
i · v0 = 0.

En efecto, sea w := f mi+1
i · v0, sabemos que para j 6= i ,

ej · w = 0, pues ej conmuta con fi . Además, para j = i ,

ei · w = ei f mi+1 · v0 = ei f mi+1 · v0 − f mi+1ei · v0

= [ei , f mi+1] · v0 = −(mi + 1)f mi
i (mi − hi) · v0 = 0

pues
(mi − hi) · v0 = (mi −mi)v0 = 0

Esto dice que w deberı́a ser un vector de peso máximo,
pero los vectores de peso máximo en un módulo simple
tienen dimensión uno, con lo que w es un múltiplo de v0,
pero w ∈ Vλ−(mi+1)αi , por lo tanto w = 0.



3. Los fi actúan de manera localmente nilpotente.

Consideremos
V ⊆ L(λ) = {v ∈ L(λ) : f N

i · v = 0, N � 0,∀i}. Sabemos
que v0 ∈ V pues f mi+1

i · v0 = 0 para todo i .
Mostremos que V es un g-submódulo.
V es h-estable, pues si v es tal que f N

i · v = 0,

f N
i H · v = f N

i H · v − Hf N
i · v = [f N

i ,H] · v

=
N−1∑
j=1

f j
i [fi ,H]f N−j−1

i · v =
N−1∑
j=1

f j
i αi(H)fi f

N−j−1
i · v

= Nαi(H)f N
i · v = 0

Notar que la acción de h no aumenta el grado de
nilpotencia de cada fi .



Si j 6= i , f N
i ej · v = ej f N

i · v . Para i = j , si f N
i · v = 0,

f N+1
i ei · v = f N+1

i ei · v − ei f N+1
i · v

= [f N+1
i ,ei ] · v

= (N + 1)f N
i (N − hi) · v = 0

pues el hi no aumenta el grado de nilpotencia de v con
respecto a fi .
Veamos ahora que V es estable por multiplicación por los
fi . Recordemos las relaciones de Serre, para i 6= j ,

0 = ad1−Aij
fi

(fj)



Sabemos que Aij = 0,−1,−2,−3⇒ ∀g ss vale

0 = ad4
fi (fj) = [fi , [fi , [fi , [fi , fj ]]]]

= f 4
i fj − 4f 3

i fj fi + 6f 2
i fj f 2

i − 4fi fj f 3
i + fj f 4

i

equivalentemente

f 4
i fj = (4f 3

i fj − 6f 2
i fj fi + 4fi fj f 2

i − fj f 3
i )fi

⇒ f 4
i (f n

i fj f m
i v) ∈ 〈f n′

i fj f m′
i v : n′,m′ ∈ N0, m′ ≥ m + 1〉

⇒ f 4N
i fjv ∈ 〈(f n

i fj f m
i )f N

i v : n,m ∈ N0〉

∴ la multiplicación por fj asigna elementos fi-nilpotentes
en elementos fi-nilpotentes.
Obs: El grado de nilpotencia puede aumentar, pero la
cota que hemos utilizado puede mejorarse pues depende
de 1− Aij , que hemos tomado como menor o igual que 4.
L(λ) simple, 0 6= V es g-estable⇒ V = L(λ).



Para la nilpotencia de la parte negativa:

Proposición

Sea λ ∈ h∗ tal que λ(hi) ∈ N0, entonces, los pesos que
aparecen en L(λ) son permutados por la acción del grupo
de Weyl.

Definimos una acciı́on en L(λ) que permuta las
componentes homogéneas como el grupo de Weyl, a
partir de exponencial endomorfismos localmente
nilpotentes. Necesitaremos fórmulas..



Lema

x ,h ∈ g tales que adN
x (h) = 0 para N � 0,

V un g-módulo y supongamos
x |V es loc. nilpo.

v ∈ V ⇒ h exp(x) · v = exp(x)
(

exp(−adx )(h)
)
· v



dem: adN
x (h) = 0⇒ exp(−adx )(h)) es una suma finita y

da un elemento de g.(
exp(−adx )(h)

)
v =

= v−[x ,h]v+
[x , [x ,h]]

2
v+· · ·+(−1)N−1 1[x , [· · · , [x ,h] · · · ]]

(N − 1)!
v

es un elemento de la representación, donde x actúa
nilpotentemente, pues

xadn
x (h)v = [x , adn

xh]v + (adn
x (h))xv = adn+1

x (h) + (adxh)xv

⇒ exp(x)(exp(−adx )(h))v es una suma finita y lo mismo
para exp(x)v .



Potencias bajas en U(g):

hx = [h, x ]v + xh = −[x ,h] + xh

hx2 = (hx)x = (−[x ,h] + xh)x

= [−x ,−[x ,h] + xh] + x(−[x ,h] + xh)

= [−x ,−[x ,h]] + x [−x ,h]− x [x ,h] + x2h

= ad2
−x (h) + 2xad−x (h) + x2h

Inductivamente se prueba que

hxn =
n∑

k=0

(
n
k

)
xkadn−k

−x (h)

⇒ hxnv =
n∑

k=0

(
n
k

)
xn−kadk

−x (h)v

Divididiendo n! y sumando sobre n ...



h exp(x)v =
∞∑

n=0

1
n!

(
n∑

k=0

(
n
k

)
xn−kadk

−x (h)v

)

=
∞∑

n=0

(
n∑

k=0

xn−k

(n − k)!

adk
−x (h)

k !
v

)
=

(
∞∑

k=0

xk

k !

)
·

(
∞∑

n=0

adn
−x (h)

n!
v

)
= exp(x) · (exp(−adx )(h)v) X



Dem. de la prop.
ei y fi son loc. nilpo en L(λ)⇒

exp(ei),exp(fi) : L(λ)→ L(λ)

Definimos

Si := exp(ei) exp(−fi) exp(ei)

es un iso lineal, con inversa
S−1

i = exp(−ei) exp(fi) exp(−ei).
Sea v ∈ L(λ)µ, Af. 2: Si(v) ∈ L(λ)si (µ).

HSiv = Si(e−adei eadfi e−adei )(H)v

Af. 1: (e−adei eadfi e−adei )(H) coincide con la acción de la
reflexión con respecto a Hi , llamémosla σi(H). Si por un
momento suponemos válida la afirmación, obtenemos



HSiv = Siσi(H)v = Siµ(σi(H))v = µ(σi(H))Siv

⇒ Siv es un vector de peso µσi , como querı́amos ver.
La proposición termina observando que todo elemento
del grupo de Weyl está generado por reflexiones con
respecto a raı́ces simples y demostrando la igualdad

(†) (e−adei eadfi e−adei )(H) = σi(H)

Si H es tal que αi(H) = 0, tenemos que
adei (H) = [ei ,H] = −αi(H)ei = 0; análogamente,
adfi (H) = 0 y por lo tanto Si(H) = H.

Llamemos h = Hi , x = ei , y = fi ; la fórmula (†) anterior
para H = H1 es una fórmula en U(sl(2)).



(†) (e−adeeadf e−ade )(h) = σ(h)

[x , [x ,h]] = 0⇒ exp(−adx )(h) = h − [x ,h] = h + 2x
∴ exp(−adx ) exp(ady ) exp(−adx )(h) =

= exp(−adx ) exp(ady )(h + 2x)

También sabemos que [y , x ] = −h,
[y , [y , x ]] = [y ,−h] = −2y , [y , [y , [y , x ]]] = [y ,−2y ] = 0,

⇒ exp(−adx ) exp(ady )(h + 2x)

= exp(−adx )(h + 2x + [y ,h + 2x ] +
1
2

[y , [y ,h + 2x ]])

= exp(−adx )(h+2x +2y−2h−2y) = exp(−adx )(−h+2x)

y finalmente

exp(−adx )(−h + 2x) = −h + 2x − [x ,−h + 2x ]

= −h + 2x − 2x = −h



En conclusión

(e−adei eadfi e−adei )(Hi) = −Hi

∴ e−adei eadfi e−adei cambia signo a Hi y fija H⊥i .



Corolario

Mismas hipótesis que la prop. anterior, α ∈ Φ+, y ∈ g−α
Entonces la acción de y en L(λ) es localmente nilpotente.



dem: W 3 σα= la reflexión c.r.a α.

σα = σαi1 · · ·σαis ⇒ Sα := Si1 · · ·Sis

donde Si es como antes:

Si = exp(ei) exp(−fi) exp(ei) : L(λ)→ L(λ)

Notar que Sα : L(λ)→ L(λ) es un iso lineal, y verifica

Sα(Vµ) ⊂ Vσαi1
···σαis

(µ) = Vσα(µ),

⇒ Ỹ = SαyS−1
α : L→ L verifica

Ỹ (Vµ) = SαyS−1
α (Vµ) ⊆ Sαy(Vσα(µ))

⊆ Sα(Vσα(µ)−α) ⊆ Vσα(σα(µ)−α) = Vµ+α

⇒ Ỹ es loc. nilpo⇒ Y es loc. nilpo porque es un
endomorfismo conjugado a Ỹ .



Ahora mostramos dim L(λ) <∞:

L(λ) = U(g)v0 = U(n−)v0

Sea {β1, . . . , βr} = Φ− = −Φ+ una numeración de Φ−

0 6= yi ∈ gβi

por PBW, tenemos un sistema de generadores de L(λ),
como C-espacio vectorial, de la forma

L(λ) =
∑

(n1,...,nr )∈Nr
0

yn1
1 · · · y

nr
r v0



yr actúa loc. nilpo⇒ ∃Nr = Nr (yr , v0) ∈ N tal que

yNr
r v0 = 0

⇒ L(λ) =
∑

(n1,...,nr )∈Nr
0,nr≤Nr

yn1
1 · · · y

nr
r v0

yr−1 es loc. nilpo. Para k = 0,1,2, . . . ,Nr , ∃Nr−1(k) tal que

yNr−1(k)
r−1 yk

r v0 = 0

Si Nr−1 = max{Nr−1(k), k = 0, . . . ,Nr},

yNr−1
r−1 yk

r v0 = 0 ∀k

⇒ L(λ) =
∑

(n1,...,nr ):nr≤Nr ,nr−1≤Nr−1

yn1
1 · · · y

nr
r v0

Continuando este proceso, ∃(N1, . . . ,Nr ) ∈ Nr
0 tal que

L(λ) =
∑

(n1,...,nr ):ni≤Ni ∀i

yn1
1 · · · y

nr
r v0 ⇒ dim L(λ) ≤

r∏
i=1

Ni


