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Representaciones:
Vectores de peso maximo y Modulos de Verma
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Mdédulos de peso

g ss compleja, h C g una subalgebra de Cartan.
V un g-mddulo, (no necesariamente de dim. finita),

definimos
V=@pv.cv
pneh*
donde V,={ve V:H.-v=puH)v, VH € b}.
Notar que los V,, son subespacios que estan en suma
directa (como esp. vec), pues autovectores de
autovalores distintos son linealmente independientes.

Decimos que V es un modulo o representacion de peso
siV=V.EnelcasodmV < oo, V siempre es de peso.



mf:V — W morfismo=f(V,) C W,
mveSCPH, Vi, v=>3,v.=>V, €S (V)
m V —» W,V esdepesos = W también




Definicion
V una representacion de g.
h,d, A.

V es un modulo ciclico de peso maximo si V es una
representacion de pesos y V esta generado, como
representacion, por un vector vy € V), para cierto \ € b*,
con la propiedad

XVg =0,VXx € go, a0 € &

En estas condiciones, vy se dice un vector ciclico de peso
maximo \.



Proposicion

V simple con vector vy de peso maximo X, entonces, los
pesos . que aparecen en V son de la forma

L
M:A—Zn,-oz,-, n; € Ny
i=1

dim V, =1, y para cada peso i, dim V,, < co. En
particular, la dimension de V es a lo sumo numerable.

Observacion

Esta proposicion justifica el nombre de "peso maximo”.
También demuestra la proposicién que habiamos dejado
para mas adelante.



Demostracion.

PBW!

A

N

V=U(g) v =U(n) -U®b) - Un")vo=Un") - v

Como g, V) C V..., entonces (—f3; € o)

0610+ 08 VA © Va(g480t-+80)




Modulos de Verma

Sea vy € V tal que 3\ € h* con

Hvo = A(H) v, X-V=0,Vx€g,,a>0
Cambiando V por U(g)vo, supondremos que v, genera V.
Como U(g) v, esta generado por vy, tenemos un

epimorfismo
™ U(g) - U(g)vo

U uv
Obs: H — A\(H)1 € Kerr, idem {E, } ,co+-

Def: f, := 37, U(g)(hi — A7) + X cor U(0)Eo,
el ideal a izq. generado por los (h; — A(hi)1) ¥y {Ea}aso-

V(A) :=U(g)/ s




Modulos de Verma

Consecuencia: Sea v, € V tal que
Hvo = A(H) v, X-V=0,Vx € gy, a>0
Entonces existe un unico epimorfismo determinado por
V(A = Ulg)w
U(g)/h 21~ v

Corolario

Vo € V de peso max = U(g)vy C V es automaticamente
un modulo de pesos.




Modulos de Verma

2da construccién y base de V() como espacio vectorial:

[ Poincaré - Birkhoff - Witt] implica

Proposicion

gss/C,h,®,dF nt = ®g,, n = @ g, entonces
a>0 a<0

U(h), U(n™) y U(n~) son subalgebras de U(g) y
U(g) =U(n") @ U(h) ® U(n™)
como espacio vectorial; mas aun, sib = b @ n* entonces
U(g) = U(n™) @ U(b)
como U(n~)-modulo a izq. y U(b)-modulo a derecha.



Sea ) € h*, en C definimos la siguiente estructura de
b = h @ nt-modulo:

x-1=0Vxen", H-1=\H), VHe}
Denotamos este b-mddulo por C,. Afirmamos:

V(\) = U(g) ®u) Ca

dem: llamamos v, := 1 ®y(p) 1. Tenemos mapas
V(A) — U(g) @u() Ca
T = Y
V(A) « U(g) ®@u() Cx

U—u 1



Corolario

Como espacio vectorial, y como U(n~)-mddulo,

VIA)=Umn" )1

dem:

V(A) = U(g) ®ue) Ci

I

(U(n™) @ U(b)) @y Cx

12

U(n™) ® (U(b) @u() C»)

1%

U(Il_) ® C,



Ejemplo

g=sl(2,C)=CY®CH®CX.
nt=CX,h=CH,b=CHa& CX.
A : h — C esté determinada por \(H) = X € C.

Como C-espacio vectorial, V(\) = C[Y] ® 1
Una base es {Y"® 1: n € Ny}. La accién, por ejemplo:

X (Y1) =XY1=XY-YX+YX)®1
=H1+YX®1=10H - 1+Y@X - 1=X®1+0

H-(Y®1)=HY®1=HY-YH+YH)® 1
= -2YR1+YH®1 = 2YR1+YH-1 = -2Y14+AY®1
=(A-2)Y®1
e 4 4444



En general,

Corolario

Sea{y,...,ym} una base de n~ como espacio vectorial,
entonces el conjunto

{y'ys2 - yPm @1 :(ny,...,Ny) € NI'} es una base de
V(\) como espacio vectorial.

Corolario

Seap e b yB =S "naw, conn; e Ny, a; € A entonces la
i=1

dimension de V(\),+s es finita; ademas, la dimension de

V(M) esigual ai.




Sea V(A =D V(\)u= @ V(N
HFEX HA>L

entonces todo submaodulo esta contenido en V(\),.
31 submodulo propio maximal M.

L(X) := V(X\)/M es simple y tiene un vector de peso
maximo .

Corolario

Si V es simple y tiene un vector de peso maximo,
entonces V = L(\) para un unico \ € h*.
En particular, V es de peso y (dim V), = 1.



dem: Sea W un submddulo propio de V(A\)y 0 # v e W,
si escribimos v = }_ .. v,, entonces sabemos que cada
v, € W.

Si llegara a ocurrir que v, # 0 entonces W contendria al
generador de V(\), con lo cual W no seria propio.




Proposicion (Dixmier)

dimc g < oo, S un g-maddulo simple, entonces
End,(S) = C-1d.

Sabiamos el resultado para dim S < oo y una manera de
demostralo es considerar f : S — S un endomorfismo,
que en dimension finita tiene con seguridad un autovalor
y el subespacio de autovectores de ese autovalor es un
subméddulo no nulo, que por lo tanto coincide con S.

Para el caso dim S = oo daremos otra demostracion, que
también se puede aplicar para el caso de dimension finita.




Si0#veS= U(g)vC Sy porsimplicidad U(g)v = S.
Luego dim S es a lo sumo numerable.

End,(S) es un algebra de division y como v genera S, si
f € Endy(S) = f esté determinado f(v),

End,(S) — S
f — f(v)

es inyectiva = dim Endy(S) es a lo sumo numerable.

Si f € End,(S), C(f):=el menor subcuerpo de End,(S)
que contiene a f (y a C).

Si f es algebraico sobre C = f € C (es decir, f = z - Id)

Si f es trascendente = C(t) = C(f) C Endy(S), pero
{tj—zO 1 Zg € C} C C(t) es l.i. Absurdo porque dim End,(S)
es a lo sumo numerable.



Teorema

Sea \ € h* entonces la representacion simple L(\) tiene
dimension finita < \(h;) € Ng paratodoi=1,... (.

= es clara, la vuelta es larga de ver, la dividimos en
etapas.




