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Clase 2: cultura general topoldgica en los grupos clascos



Observaciones topoldgicas

GL(n,R) C R™ tiene una topologia inducida obvia.
1
det(GL(n,R)) = R\ {0}, GL(nR) = det(R \ {0})
. es un abierto de R™, no es compacto ni conexo.

Tiene 2 componentes conexas.



SL(n,R) tampoco es compacto.
Por ej. {diag(x,x—1,1,--- 1):0#x¢€ R}
es un subconjunto no acotado.

o bien,

{diag(n,1/n,1,~~ ,1)}

no tiene subsucesiones convergentes

neN



O(n,R) es compacto, es un cerrado contenido en
Sn—1 N Sn—1

-~

n—veces

O(n,C) = {A e C™": AA' = 1d} NO es compacto

U(n) ={A e C™": AA* = 1d} Sl es compacto



SL(n, C) no es compacto, pero SU(n) C SL(n,C) si es
compacto.

La dimension compleja de SL(n, C) es n®> — 1, por lo que
su dimension real es 2(n? — 1). Por ejemplo SL(2,C)
tiene dimension compleja 3, pero dimension real 6.

SU(n) es un grupo real, no es un grupo complejo, tiene
dimension real n* — 1.

Por ejemplo
SU(2) = {U: (_ZW ";) . zwnC, detU = 1} ~ 3

tiene dimension 3.

SU(n) c SL(n,C) jamas puede ser denso con la
topologia usual, pero (hecho) es denso Zariski!



Hechos

GL(n,R) tiene 2 componentes conexas, GL(n, C) es
conexo.

SO(3) es conexo (porqué?), no es simplemente conexo,
SU(2) es simplemente conexo, de hecho, es el
revestimiento universal de SO(3, R).
Como esp. top:

SU(2) = S®



(Gram-Schmidt!)

GL(n, R) tiene el tipo de homotopia de O(n, R),
SL(n,R) tiene el tipo de homotopia de SO(n, R),
GL(n, C) tiene el tipo de homotopia de U(n),
SL(n, C) tiene el tipo de homotopia de SU(n, R),



Gram-Schmidt
GL(n,R) £ O(n,R)

T F=triangulares inferiores con positivos en la diagonal,
como esp. top

>~ Roo x RM=D2=RN (N =n(n+1)/2)
Ejerciciol O(n,R) N T, = {Id}
M=TO=T0O = (T)'T=00"
=T=T, 0=0

~.m: T x O(nR) — GL(n,R)

Tarea: Gram-Schmidt dice que es suryectiva, y con
inversa continua



Grupos topoldgicos

GL, := GL(n,R) = {M € R™" : det M + 0} & R™*"
La multiplicacion de matrices es bilineal =
m: GL, x GL, — GL,
(M,N)— M- N
es continua. La férmula de la inversa

GL, — GL,

Cof(M)
detM

es una funcion racional = continua donde el
denominador no se anula, es decir, es continua en GL,,

M— M=




Grupos topoldgicos

Un grupo continuo, o grupo topoldgico, es un espacio
topoldgico G con una estructura de grupo tal que la
multiplicacion y la inversion son continuas.



Grupos topoldgicos

Si S, G son grupos continuos, una funciéon f : S — G se
dice un homomorfismo de grupos continuos si es un
morfismo de grupos abstractos y es continua.

Una representacion (continua) de G en un espacio V de
dim finita es un morfismo continuo de grupos G — GL(V)

notar dimy(V) = n=
V=K"y GL(V)=GL(n,k)

(k=R o C)



Grupos topoldgicos

G grupo continuo
» S subgrupo de G = S es grupo continuo con la
topologia iducida.
» S< G = G/S es grupo continuo con la topologia
cociente.
» G/S Hausdorff & S=S

» Si Gp= la componente conexa de la identidad de G,
= Gp < Gy latopologia de G/G, es discreta.



Grupos topoldgicos

Cualquier subgrupo de GL(n,R) es un grupo continuo.

Si S € GL(n,R) = S, la clausura de S en GL(n,R)
(atencion, que no es la clausura en R""!)
es un subgrupo cerrado.



Grupos de Lie

Un grupo de Lie es un grupo continuo G donde ademas
G es una variedad diferenciable,

m:GxG— @G
y lainversion I : G — G son suaves.



Grupos de Lie

Ejemplos: Subgrupos de GL(n, R) dados por ecuaciones

Aﬁq(R):{(g ‘1’> :a,beR,a;«éO}

- {(a” 312) € GL(2,R) : @1 = 0, ap = 1}

ar do2

GL(n, C) es un subgrupo de GL(2n,R)

1Tvi - Vp
(Rnﬂr)g{(? I ):(v1,...,vn)eR”}cGL(n+1,R)

0



