GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE
1ER CUATRIMESTRE 2021

Clase 19

Representaciones:
Vectores de peso maximo, Algebra envolvente.




Representaciones de peso maximo

g semisimple compleja, h C g de Cartan, A = {aq, ..., s}
2

w(a, ag)

raices simples, | | h; .= H., |l Sabemos:

Lema

dim V < oo una rep. de g, entonces
m V es suma directa de simples.
m h; (simult.) diagonalizables, autovalores enteros.
m 30 # v € V talque x.vo = 0,Vx € g, con a > 0.
B hivpg = mivy, m; € Ny.

Coro: dim V < oo rep. simple ~ (my, ..., m,) € N§.



Proposicion

dimV < oo simple=dim{ve V:xv=0Vxent}=1.
Ademas, {ve V:x.v=0Vx € nt} es de la forma V,
y todo V,, que aparece en V es de la forma

V= V/\—Zi njc
con n; enteros no negativos.
A € h* esta dado por su valor en base:

A(h) = m;

Vo se llama “vector de peso maximo”.

Para la dem, necesitaremos el algebra envolvente.



El Algebra envolvente universal

Dada g algebra de Lie, SE BUSCA:
U(g) algebra asociativa, con una aplicacion ¢ : g — U(g)
tal que
(Ix,y]) = u(X)u(y) — o(y)u(x)
y universal con esa propiedad:

Si A es alg. asociativa, Lie(A) := A es Lie con
[a,b] = ab— ba,ysif:g— Lie(A) morfismo de Lie,
queremos

g— Lie(A) — A

Ed

. o
J/ 3 morfismo de alg asoc

U(g)
En otras palabras:

Homy_44(U(g), A) = Homy,je(g, Lie(A))
e 4 4444




El Algebra envolvente universal

Definicién / construccion:

Tg

U(g) =

x@y—-yox—[xyl)




El Algebra envolvente universal
El monoide libre

Dado X conjunto, el conjunto
M(X) ={e}UXUXxX)U(XxXxX)U---UX*"U---

es un monoide asociativo con neutro ey producto de
concatenacion

(X‘I?"' 7Xp) : (Y17"' an) = (X17"' aXpJ’h"' an)
Tiene la propiedad, para todo monoide M:

Homuon(M(X), M) 2 Func(X, M)



El dlgebra asociativa libre

W un K-e.v.

TW::éWW:k@ WoeW2eW=2e. ..
n=0
con el producto (asociativo)
(V@ @V (MR - QVp) =R - QVp@W R @ Vpy
Si W tiene base X, entonces TW tiene base M(X).

Proposicion

A K-algebra asociativa, entonces
Homy_44(TW, A) = Homg (W, A)
f— flw



El algebra envolvente universal

Cocientes: A asociativa, | C A un ideal, entonces

— A .B “Ka)

A/l




El algebra envolvente universal

Si g es algebra de Lie, definimos
su algebra envolvente universal, U(g) como

U(g) =Tg/(x@y—-yex—[xy])

Proposicion

g un algebra de Lie, A una K-algebra asociativa.
Lie(A) := (A,[,]) con [a, b] = ab — ba.

Homy_44(U(g), A) = Homye(g, Lie(A))




Corolario

V un espacio vectorial, A= End(V), luego
Lie(A) = gl(V), entonces

Homyje(g, g/(V)) = Homye(g, Lie(End(V)))

= Homy—ag(U(g), End(V))

.. g-moédulo = U(g)-modulo.




Ejemplo: g = kx, el algebra de Lie de dimension 1.
Entonces un g-moédulo = k[x]-mddulo = un espacio V
con un endomorfismo f = x - —

Ejemplo: g = kx; @ - - - @ kx,, el dlgebra de Lie abeliana
de dimension n. Entonces

un g-modulo = un K[xi, ..., X,]-modulo
= un espacio V con un n endomorfismos que conmutan.

Ejemplo: g = kx & ky, el algebra de Lie con corchete
X, ¥1=y,

un g-mddulo = un esp. vect. V con dos endomorfismos f,
g tales que
fg—-9f=g
= un k{x,y}/(xy — yx — y)-modulo
e 4 4444



Teorema (Poincaré - Birkhoff - Witt)
Si{x1,...,Xxn} es base de g sobre K,
entonces el conjunto de monomios
{x{mxz’”?n-x,’,"" c(my,mg, ... .omp) € Ng}

es una K-base de U(g).
Es decir, U(g) = K[x4, ..., Xn] como K-espacio vectorial.

dem: por ejemplo Humphreys, seccién 17.4,
o Bergman (diamond Lemma)

Obs: si interpretamos g = X(G)¢ = Derg(C>(G))°,
entonces

U(g) = Diff(G)¢ = R(X(G)%) c End(C>*(G))



Ejemplo raro: V espacio vectorial. L(V)="el algebra de
Lie libre en V”. Verifica

Homy(L(V), g) = Homg(V, g)

En particular, si A es asociativa,

Hom,jo(L(V), Lie(A)) = Homg(V,A) = Hom(TV, A)
pero también
Homy(L(V), Lie(A)) = Hom(U(L(V)), A)

Concluimos U(L(V)) = TV.



Sub-ejemplo: ALgebra de Lie libre en 2 generadores
V =Kx ¢ Ky.
Base de TV= palabras en x,y:

{1050 00 X0 X, Y 00 X0 XYX, XYY YK, Y0 Yy, YWY |

Sistema de generadores de L(V):
é)_//s lxvy] =Xy — YX, lxv [X’y]]’[yv [X7y]l!

g

Ly Lo=[L+,L4] Ls=[L1,Le]

Pele Dyl e eyl Dbyl Ay xy]]
Ly=]L ,L:]+[L2,Lz]

para ver l.i. los veo en TV:

El ultimo es cero por antisim.

El 1ero y 4to son l.i. por cantidad de x’s o de y’s.
El 2do y 3ero no es tan claro, pero los miro en TV:



[x,y] = xy — yx
[, [X, Y]] = XXy — Xyx — XyX + yxXxX = XXy — 2xyX + yxx

lv.[x,y]] = yxy — yyx — Xyy + yxy = —yyx + 2yxy — xyy

[X, 1y, X, Y11l = —XyyX+2XyXy — XXyy + yyXX — 2yXyX + Xyyx
= +2XyXy — XXYy + Yyxx — 2yxyx

. [x. [x, V]Il = yxxy — 2yxyX + yyXx — XXyy + 2Xyxy — yxxy
= —2YXYX + YyXxX — xXxyy + 2xyxy
son iguales! una base de L4 es
{ XDyl e Deyll=De eyl el

Ls = [L1,L4]+[L2,L3], etc, L(V) =Ll ---
e 4 4444



Definicion
Sea A una K-algebra; una sucesion de subespacios F:

0=F 1CFRCFRC - CFRCFC--

tales que A= U,>oFp,y Fp- Fg C Fpigparatodo p,g >0
se dice una filtracion de A. En este caso, A se dice
filtrada por F.




Ejemplos

En A=K|xq,..., X, es filtrada con el grado
polinomial total: Fy = K[x1, ..., Xs]<4, 0S polinomios
de grado total < d.

V esp. vect ~ TV es filtrada maxima de tensores
que aparecen en una suma.

Si 7 : B— Aes un epide algebras suryectivoy B
filtrada = A es filtrada. .-. U(g) es filtrada.




Definicién

A una K-algebra es graduada si, como esp. vect.

A=PA,

n>0

Yy An-An C Anim paratodo n,m € Ng.

Definicién

Para A filtrada por F se define el graduado asociado
gr-Avia:

8r;(A)n = Fn/Fn
gr A= @ gr-(A)n



Proposicion

A filtrada por F Entonces

gr A = @(grfA)n = @(Fn/F,H)

n>0 n

es algebra graduada con producto

(8r7A)n % (81 zA)m — gr A

(X mod Fr_1,y mod Fp,_1) — Xy mod Fpym_1




Obs: en grU(g) el producto es conmutativo, por ejemplo
six,y € g C F1(U(g)), entonces

xy € F2(U(g))

idem yx, pero

xy —yx =[x,y] € g C Fi(U(g))

=>Xy—-yX=xy—yx=\[x,y]=0¢€ R/F =gr,




Proposicion

A algebra filtrada, B, una K-base de gr(A)n = Fn/Fn-1,
entonces B = [ [, B, es una base de gr - A.

|

SiB,={aj,...,ag,} elegimos a] € F, tales que

a’ = a’ modF,_;

Br={a),....al,} = B=11,B, es una base de A.




Teniendo en cuenta la estructura multiplicativa de
gr-U(g), el teorema de Poincaré - Birkhoff - Witt se
puede enunciar como

Teorema (Poincaré - Birkhoff - Witt)

g un algebra de Lie sobre K, {xi, ..., X,} unaK-base de
g, entonces el epimorfismo de algebras

K[X1, R ,Xn] - gI‘U(g)

es un iso. En particular, el conjunto de monomios
{x™ - xm . (m,...,m,) € N0} es una K-base de U(g).




Definicion
V una representacion de g.
h,d, A.

V es un modulo ciclico de peso maximo si V es una
representacion de pesos y V esta generado, como
representacion, por un vector vy € V), para cierto \ € b*,
con la propiedad

XVg =0,VXx € go, a0 € &

En estas condiciones, vy se dice un vector ciclico de peso
maximo \.



Proposicion

V simple con vector vy de peso maximo X, entonces, los
pesos . que aparecen en V son de la forma

L
M:A—Zn,-oz,-, n; € Ny
i=1

dim V, =1, y para cada peso i, dim V,, < co. En
particular, la dimension de V es a lo sumo numerable.

Observacion

Esta proposicion justifica el nombre de "peso maximo”.
También demuestra la proposicién que habiamos dejado
para mas adelante.



Demostracion.

Consideremos el subespacio V= U(g) - vo- Como V esta

generado por vy debe ser V = V. Por otro lado,
h-V,C VyyntV, =0, es decir,

PBW!

A

V=V=U(g) vo=Un) UM Un")ve=Un") v
Como g, V) C V..., entonces (—f5; € o)

9-p1 -8 08 V2 © V(8480 +-485)

Si escribimos a cada /3 como combinacion lineal entera
de raices de simples, como las —f son raices negativas,
tendremos que los V,, que aparecen son de la forma
f=X— 3", ma;con n; € Zsg. ]



