
GRUPOS Y ÁLGEBRAS DE LIE
1ER CUATRIMESTRE 2021

Clase 18

Representaciones:

Acción del casimir 1er lema de Whitehead
y teorema de completa reducibilidad de Weyl



Representaciones

Corolario (de la descomposición en espacios raı́z de g)

n+ :=
⊕
α∈Φ+

gα, n− :=
⊕
α∈Φ−

gα

1 g = n− ⊕ h⊕ n+ como espacio vectorial,
n+, n−, h son subálgebras de Lie, también
b+ := h⊕ n+⊕ , b− := n− ⊕ h son subálgebras de Lie.

2 n+ y n− son subálgebras nilpotentes y actúan
ad-nilpotentemente en g.

3 b+ = n+ ⊕ h, b− = n− ⊕ h son subálgebras solubles.

4 Si V es rep. de g de dimensión finita
⇒ ∃0 6= v0 ∈ V tal que Eα.v0 = 0 ∀ α ∈ Φ+.



Teorema

dim S <∞ representación simple de g, entonces

ω|S = cte(S) Id

con cte(S) = 0⇔ S ∼= C .

Más aún, si V es una representación y v0 ∈ V es tal que

Eαv0 = 0, ∀α ∈ Φ+

y λ ∈ h∗ es tal que Hv0 = λ(H)v0, ∀H ∈ h

⇒ ω · v0 = κ(λ + 2ρ, λ)v0

donde ρ = 1
2

∑
α∈Φ+

α



Corolario

Vale el Lema de Whitehead para g:

dim V <∞⇒ Der(g,V ) = InDer(g,V ).

Corolario

Vale el Teorema de Weyl para g:

dim V <∞⇒ V es suma directa de simples.



dem: S simple⇒ (Schur) ω|S = cteId
q.v.q. S 6= C⇒ el escalar es no nulo. Calculemos cte.
Elijamos {Eα ∈ gα}α∈Φ tal que κ(Eα,E−α) = 1. Luego,

ω =
∑
α∈Φ+

(Eα ⊗ E−α + E−α ⊗ Eα) +
∑

i

Hi ⊗ H i

donde {Hi : 1 ≤ i ≤ `} recorre una base de h y
{H i : 1 ≤ i ≤ `} es la base dual c.r.a κ.
Calculemos primero uno de los dos sumandos en v0:∑

α∈Φ+

(EαE−α + E−αEα)v0

=
∑
α∈Φ+

EαE−αv0 =
∑
α∈Φ+

(EαE−α − E−αEα)v0

=
∑
α∈Φ+

Hαv0 =
∑
α∈Φ+

λ(Hα)v0 =
∑
α∈Φ+

κ(α, λ)v0 = κ(2ρ, λ)v0



Para la parte en h⊗ h del Casimir, Hi ,H i bases duales
implica

H =
∑

i

κ(H,Hi)H i =
∑

i

κ(H,H i)Hi

Ahora ∑
i

HiH iv0 =
∑

i

λ(Hi)λ(H i)v0

=
∑

i

κ(Hλ,Hi)κ(Hλ,H i)v0 =
∑

i

κ
(
Hλ, κ(Hλ,H i)Hi

)
v0

= κ
(

Hλ,
∑

i

κ(Hλ,H i)Hi

)
v0 = κ(Hλ,Hλ)v0

= κ(λ, λ)v0

∴ ωv0 = κ(2ρ, λ)v0 + κ(λ, λ)v0 = κ(λ + 2ρ, λ)v0



Cálculo explı́cito en términos de los m’s

Para cada α, consideremos el número mα igual al peso
máximo de la slα(2)-subrepresentación de S generada
por v0:

hαv0 =
2Hα

κ(α, α)
v0 = mαv0

Si mα = 0,∀α⇒ E−α|S = 0⇒ Cv0
∼= C

Concluı́mos S 6∼= C⇒ ∃ al menos un mα > 0.



Para el primer sumando, conociendo las acciones de
sl(2,C) (via slα(2))∑

α∈Φ+

(Eα ⊗ E−α + E−α ⊗ Eα)v0 =
∑
α∈Φ+

EαE−αv0

=
∑
α∈Φ+

κ(α, α)

2
2

κ(α, α)
EαE−αv0 =

∑
α∈Φ+

κ(α, α)

2
XαYαv0

=
∑
α∈Φ+

κ(α, α)

2
Xαv (α)

1 =
( ∑
α∈Φ+

κ(α, α)

2
mα︸ ︷︷ ︸

cte1

)
v0

Hay un mα0 > 0, y como κ(α, α) > 0, estos términos de la
suma contribuyen con un número cte1 ∈ R>0



Para la componente de ω en h⊗ h, tomamos ∆ ⊂ Φ tal
que {Hα : α ∈ ∆} sea base de h (por ej. simples).
Calculamos {Hα : α ∈ ∆}, la base dual c.r.a Killing:

La matriz K con coeficientes κα,β := κ(α, β)α,β∈∆ es
definida positiva⇒ su inversa también.
Denotamos κα,β := (K−1)α,β.

⇒ Hβ =
∑
α

καβHα

pues

κ(Hα,Hβ) = κ(Hα,
∑
γ

κβγHγ) =
∑
γ

κβγκ(Hα,Hγ)

=
∑
γ

κβγκα,γ = δβα

Ahora actuamos en v0...



∑
α,β

κα,βHαHβv0

=
∑
α,β

κ(α, α)

2
κ(β, β)

2
κα,β

2Hα

κ(α, α)

2Hβ

κ(β, β)
v0

=
∑
α,β

κ(α, α)

2
κ(β, β)

2
κα,βmαmβv0

=
1
4

(∑
α,β

κ(α, α)mα κ
α,β κ(β, β)mβ︸ ︷︷ ︸

:=ch

)
v0

Veamos que ch ∈ R>0



algún mα 6= 0. Fijamos una numeración de
∆ = {α1, . . . , α`}. El vector

vκ,m :=
1
2
(
κ(α1, α1)mα1 , . . . , κ(α`, α`)mα`

)
=

1
2

(κ11m1, . . . , κ``m`) 6= 0 ∈ R`

K−1 es def. positiva⇒

⇒ ch =
1
4

∑
α,β

κ(α, α)mα κ
α,β κ(β, β)mβ =

1
4

∑
i,j

κiimi κ
ij κjjmj

=
1
4

vκ,m

 κ1,1 · · · κ1,`

... κi,j ...
κ`,1 · · · κ`,`

 v tr
κ,m > 0

∴ ω · v0 = (cte1 + ch)v0 cte1, ch ∈ R>0



Representaciones de peso máximo

Sea g un álgebra de Lie compleja semisimple y fijemos h
una subálgebra de Cartan, ∆ = {α1, . . . , α`} un sistema
de raı́ces simples, y llamemos hi := 2

κ(αi ,αi )
Hαi .

Para cada λ ∈ h∗, construiremos una rep. V (λ) de
dimensión infinita generada por un v0, con un único
cociente simple L(λ) de peso máximo λ.
Casi siempre dim L(λ) =∞, pero veremos

dim L(λ) <∞⇔ λ(hi) ∈ Z≥0 (i = 1, . . . , `)

Con este procedimiento, se obtienen todas las
representaciones de dimensión finita de g.

Primero repasamos lo que sabemos hasta ahora:



Lema

dim V <∞ una rep. de g, entonces
V = ⊕iSi es suma directa de simples.

hα :=
2Hα

κ(α, α)
son simultáneamente diagonalizables ,

sus autovalores son enteros.
∃0 6= v0 ∈ V tal que x .v0 = 0,∀x ∈ gα con α > 0.
hαv0 = mαv0, mα ∈ N0.

Corolario

dim V <∞ rep. simple⇒ tiene asociada una upla de
`-enteros (mα1 ,mα2 , . . . ,mα`

) ∈ N`
0.

Veremos luego que cualquier upla es posible y que
determina completamente a V


