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Clase 18

Representaciones:

Accion del casimir ~ 1er lema de Whitehead
y teorema de completa reducibilidad de Weyl




Representaciones

Corolario (de la descomposicion en espacios raiz de g)

nt = @ Jas no= @ Ja

acdt acd—

g=n" @ bhadnt como espacio vectorial,
nt, n~, h son subalgebras de Lie, también
b, =bh®nt®,b_:=n" @b son subalgebras de Lie.

n* yn~ son subalgebras nilpotentes y actuan
ad-nilpotentemente en g.

by =nt@h, b_ =n" ®bh son subalgebras solubles.

Si V es rep. de g de dimension finita
=3I0#we Vtalque E,.vo =0V a € oF.



Teorema
dim S < oo representacion simple de g, entonces

w|s = cte(S) Id

con|cte(S) =0 S=C|

Mas aun, si V es una representacion y vy € V es tal que
EAW)ZZO, Va € ¢F

y A€ b*estalque Hvy = A\(H)vo, VH € b

=w- Vo =k(A+2p,\)%

dondep=1 > o

acedt



Corolario

Vale el Lema de Whitehead para g:

dim V < oo = Der(g, V) = InDer(g, V).

Corolario
Vale el Teorema de Weyl para g:

dim V < oo = V es suma directa de simples.




dem: S simple = (Schur) w|s = cteld
g.v.q. S # C = el escalar es no nulo. Calculemos cte.
Elijamos {E, € g.}aco tal que k(E,, E_,) = 1. Luego,

w=Y (Ea®E+E.®E)+> H&H
acdt i

donde {H;:1 < i< /(}recorre unabasede by
{H":1 < i</} eslabasedual c.ra .
Calculemos primero uno de los dos sumandos en vy:

Y (EaE_o+ E_Ev

acdt
=Y E.E.vo=) (E.E.o—E E)v
acdt acdt
= Z Hovo = Z A(H, Z ko, \)Vo = K(2p, \) Vo
acdt acdt acdt



Para la parte en h ® h del Casimir, H;, H' bases duales
implica

H=> r(H H)H =) rx(H H)H

]

Ahora _ .
Z H,'HIVO = Z )\(H,))\(HI)VO

= Z r(Hy, H)k(Hy, H vy = Z k(Hy, k(Hy, Hi)Hi) Vo

i i

- &(HA, Z k(Hs, H")H,) Vo = #(Ha, Hs)vo

= /{(/\7 )\) Vo

SowVy = Kk(20, Vo + k(A AN)vo = k(A + 2p, A\ v
e 4 4444



Calculo explicito en términos de los m’s

Para cada «, consideremos el numero m,, igual al peso
maximo de la sl,(2)-subrepresentacién de S generada

por w:
2H,,

Ko, )

h,vo = Vo = My Vo

Sim,=0,Ya=E ,|s=0=Cypy=C

Concluimos S * C = 3 al menos un m, > 0.




Para el primer sumando, conociendo las acciones de
sl(2,C) (via sl,(2))

E (E.@E ,+E .®E,) E E.E_.v
acdt acdt
kla,a) 2 Ko, )
= E.E_ = X;y;
Z 2 K/(O(’ O[) « « VO Z 2 VO
acdt acdt

a)Xan”) _ ( Z /i(Oéz, @) ma>V0

acedt acdt
N

J/

-

cteq

Hay un m,, > 0, y como x(a, a) > 0, estos términos de la
suma contribuyen con un numero cte; € R.q



Para la componente de w en h ® h, tomamos A C ¢ tal
que {H,, : « € A} sea base de ) (por €j. simples).
Calculamos {H“ : « € A}, la base dual c.r.a Killing:

La matriz K con coeficientes x5 1= k(e 8)a,sen €8
definida positiva = su inversa también.
Denotamos ™7 := (K1), 3.

= HF :ZHO‘/BH&

pues

K(Ha, H?) = k(Ho, Y kY H) = 677 6(Ha, H,y)
v Y

= Z “Bv”ﬁaﬁ = 55
.

Ahora actuamos en v,...



a,B
M) K(0.0) s 228
272 Fanri
B L CCLCI N

Veamos que ¢, € R.



algun m,, # 0. Fijamos una numeracion de

A ={ay,...,a}. El vector
1
Vien = E (/{(&1 , OV )ma1 ey H(Cl/g, Oég)mw>
1 ¢
= 5(/<;11m1,...,/wmg) #0 € R
K~ es def. positiva =
1 1 )
= Gy = 5 > le,a)me 5 (8, B)my = 5 S ymy gy
a,p i
51,1 ,%1,8
1
=7 Vem SN R vl >0
RZJ Hf,@
w - Vo = (cter + ¢y) Vo ctey, ¢, € Ry



Representaciones de peso maximo

Sea g un algebra de Lie compleja semisimple y fijemos b
una subalgebra de Cartan, A = {ay, ..., o} un sistema
de raices simples, y llamemos h; := W i

Para cada A € h*, construiremos una rep. V(\) de
dimension infinita generada por un vy, con un dnico
cociente simple L(\) de peso maximo .

Casi siempre dim L(\) = oo, pero veremos

dmL(\) <oco< ANh) €Zso (I=1,...,0)

Con este procedimiento, se obtienen fodas las
representaciones de dimension finita de g.

Primero repasamos lo que sabemos hasta ahora:



Lema

dim V < oo una rep. de g, entonces
m V = @;S; es suma directa de simples.

o
k(a, a)
sus autovalores son enteros.

m 10 # vy € V talque x.vo = 0,Vx € g, con a > 0.
| haVO = m,Vy, M, € Np.

mh, = son simultaneamente diagonalizables ,

Corolario

dim V < oo rep. simple = tiene asociada una upla de
(-enteros (M, My, ..., M,,) € N§.

Veremos luego que cualquier upla es posible y que
determina completamente a V



