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Relaciones de Serre y teoremas de reconstruccion

Clase 17




g ss compleja, h subalgebra de Cartan,
¢ sistema de raices ¢,

A eleccion de raices simples

(Aj)1<ij<e la matriz de Cartan.
Recordamos o € h* ~» o = k(H,, —).

Definimos 5
hi = —H,,
1 |al|2 Qj
e; = vector no nulo en g,,
f. = vector en g_,, tal que x(e;, f) = ﬁ
1

Proposicién

El conjunto Bs = {h;,e;, fi : i =1,...,(} generag como
algebra de Lie.



Aij _ 2/—6(05,', CY/)

rk(ay, o)

Teorema (Relaciones de Serre)

El conjunto Bs = {h;,e;, f; : i =1,...,(} satisface las
siguientes relaciones:

(S1) [hi, ] =0, Vi, j
(82) [e,-, f:] = h;, [e,-, ﬂ] =0, Vi 7£j
(S3) [hi, ] = Ajej,  [hi, f] = —Ajf;, vi,J
(Sj) (ade)**'(g) =0, Vi#]
(S;) (adf)~4i*(f) =0, Vi#]j




dem: [h;, hj] = 0 es claro. También sabemos que si i # J,
[ej, f] = 0 pues a; — a; no es raiz (porque no es ni positiva
ni negativa) y si i = j entonces

2

=——H,
a2

[ei, fi] = k(ey, fi)Ha, =h;

Para las relaciones entre los h; y los e;:

2 2
[hi, €] = cj(hi)e; = oy { 3 Hay ) € = i { Hoy 5 Hay ) €
’Oél| ’al,




Para las relaciones cuadraticas usamos las longitudes de
las a-cuerdas:

e, e, ), (e, e, gl e e [ei, &ll, - -

2 3
&, adei(e/)’ ade,-(e]')u ade,-(ej) e
egaj €gaj+a,- GgajJrgai Egaﬁga/
Si o + qa; es raiz pero o + (q + 1)a; no es raiz, entonces
ad{ () # 0y adZ""(e)) = 0. Notar a; — a; no es raiz.
Ponemos p = 0 y g como habiamos mostrado(mucho)
antes,

Qj, _A;
p-9=-9= anaf &; Ay = ad,"" () = 0

La relacion con los f; es completamente analoga.



Ejemplo s((2, C)

(S1) [hi, hj] =0, N
(S2) [e;, ] = hi, e, ] = O, Vi ]
(S3) [hi, e] = Ajey,  [hi, fi] = —Ayf, Vi, J
(S}L) (ade;)'~%(e) =0, Vi# |
(S;) (adf;)'~4(f) =0, Vi# ]

Para sl(2,C), A = (2), hay una unica raiz simple,
Bs = {h, e, f} satisface
1) [h,h] =
(S2) [e, f] =
(S3) [h,e] =2e [h,f]=—



Ejemplo s1(3, C)

(S1) [hi. hj] =0, Vi, j
(S2) (e, fi] = h;, [ei, fi] = 0, Vi# |
(83) [h.e] = Ase,  [hif] = —Af, vi,j
(S;) (ade)'%i(g) =0, Vi#
(S;) (adfy)'%i(f;) =0, Vi#j

Para s1(3,C), A = (_21 -l ) Bs = {hi, hs, €1, 65, bo)}
satisface S1,5S2, /i =1, 2:
(83) [h,’, e,-] = 2¢;, [h,', ej] = —& Sii 7é j, idem [h,’, 6]
(S;) (ade;)"""*'(g) = 0Vi # j dice:

[e1,[e1, €2]] =0 = [e2, [€2, &4]]

(Sy) [h.[h, =]l =0 =[f2, [2, 1]
e 4 4444



Ejemplo s1(3, C)

Tenemos los generadores (como espacio vectorial)

hi, ho, e, 60, fi, b
[617 92], [f17 f2]
2 1

es el algebra asociada a la matriz A = <71 > )

Todos los corchetes se deducen de las relaciones de
Serre (y de ser de Lie). Por ejemplo

[e1, €1, e2]] =0
[e2,[e1, €2]] = —[e2, [€2,64]] =0
[, [er, €2]] = [, e4], ] + [e1, [h1, €2]]
= [2e1, €] + [e1, —€2] = [e1, €]
[f1. [e1, e2]] = [[fr. &1], €2]+[ey, [f1, €2]] = [, 2] +[e1, 0] = —es
e R 4



Ejercicio: Reconstruir g en los casos

2 —1
A12 e —1 . ad1e1+1(62) == [e17 [e17 eZ]] = 0
A =—2: adyl'(er) = [e [ex [e2, €] = O




Base de Chevalley.

Los elementos €;, f;, hijcon 1 < i </ no son base de g.
Pero [Chevalley] 3 una base de g de la forma

{Xo i€ ®;hi:1 <</}

con h; := h,, para algun sistema de raices simples
A ={ay,...,a,} de @, tal que satisface

B [X,, X o] = hy, Vo € &F,
mSiafedliypf—pa,...,0+ qaeslaa-cuerda =

H(p+1)Xuys Sia+p e,
[Xa’xﬁ]: .
0 sia+/5¢®

W [N, X,] = 250)

H(ai’ai)
Notar todas las ctes de estructura € Z.



(sin dem)

Proposicién

Sea A una matriz de Cartan abstracta, entonces el
algebra de Lie libre con generadores el conjunto
Bs={hi,...,he,ei....,e.f,... I} ysujeta alas
relaciones de Serre es un algebra de Lie semisimple.

b = @', Ch; es una subélg. de Cartan.
Vi=1,...,¢, Ce; es subespacio raiz. La subalg. de Le
generada por los e; proporciona una eleccion de ®+ y los

Ce; corresponden a las raices simples.

A(g, b, A)=La matriz de Cartan asociada a g,h, A
coincide con la matriz de Cartan abstracta original.



Corolario

Dos algebras de Lie semisimples con misma matriz de
Cartan son isomorfas.




Teoremas de isomorfismo

gy g sscomplejas, h C gy b’ C ¢ subalgebras de
Cartan, ¢ y ¢’ los sistemas de raices correspondientes.
Se prueba que un isomorfismo entre ¢ y ¢’ induce un
isomorfimo de algebras de Lie entre g y g’ que hace

corresponder b con b’.

Esto dice que
{clases de isom. de  ~~
alg. de Lie s.s. /C}

es

la aplicacion:
{clases de isom. de sist.
de raices abstractos}

inyectiva




uniso w: (E,®) — (E'®’') ~ by = by (isometria)
Complexificando, 7 : h* = b,
Via Killing h = h*:

ach~IH, ch:a=r(H,, —)
El isomorfismo entre ® y ¢’ viene de una isometria, y
(h ) hﬂ(a) i.e. ha — h/a/

by b’ abelianas = 7 es un iso de algebras de Lie.

Sea 0 # x, € g, una eleccion abritraria, para cada a € A,
idem 0 # x/, € g, paracada o € A'.

Dada esta eleccion, afirmamos que 3! isomorfismo de
algebras de Lie x,, — X’ (o) PAratodo o € A.

La unicidad es clara, pues [x,, X_,] = h, determina la
eleccion de x_o, X' ,)), ¥ m(X_a), y todos forman un sist.
de generadores.

Para la existencia, enunciamos:



Teorema de reconstruccion de Serre

Teorema (Serre)

® un sistema de raices abstracto,
A ={ay,...,a,} una eleccion de raices simples.

g el algebra de Lie libre generada por los 3¢ elementos
{Xi, yi, hi : 1 < i < (} sujetos a las relaciones (S1), (S2),
(S3), (S}) y (S;).

Entonces dim g < oo, es semisimple, el subespacio
vectorial generado por los h; es una subalgebra de
Cartan, y su correspondiente sistema de raices es .



El teorema de Serre dice que la aplicacion:

{clases de isom.de — { clases de isom. de sist.
alg. de Lie s.s. /C} de raices abstractos}

es suryectiva




Ejercicios:

Procedimiento:
m encontrar h en cada caso (e.g. so(6,C) y sl(4, C))
m Encontrar los g, y determinar los ®’s.
m Encontrar isometria entre los sistems de raices.
[

Elegir Ay C ¢4 y tomar A, C , a través de la
isometria.

Elegir 0 +# x,, € g, cada subespacio raiz simple.

m Definir el morfismo en los {x,}.ca usando la
correspondenica entre los ¢’s y determinar en
X, 1 a € 1 através de los corchetes de Lie.

m Explicitar x_, € g_, como el Unico que verifica
[Xa, X_o] = h, y terminar de definir el morfismo.



Existencia de la forma real compacta

Sea g un algebra de Lie simple sobre C y consideremos
un sistema de generadores de Chevalley - Serre
{€u, s, ho}aen. Se denota i := +/—1. Se define la forma
real u como el algebra de Lie real generada por
{ihOU (eOc - fa)a i(eoc + fa)}aeA

Hecho: Killing de u es definida negativa.
Por ej.
K(iha, €5 —13) = 0 = K(ihy, i(€5+15)) = r(€a —fs, i(€5+15))

#(ihy, ihg) = iPk(hy, hs)

"{(ea - fa: €5 — fﬁ) — —2(5&3:‘1(9&7 fﬁ)
H(I'(en( + f&) I'(e[g + fﬂ)) = +2i2(5mgﬁ?(ea, fg)

luego u es un algebra de Lie compacta, pues u es
subalgebra de so(k,) = so(dimg u, R).
e 4 4444



Formas reales compactas de algebras de Lie clasicas

tipo g u

A, | sl(n+1,C) su(n+1)

B, | so(2n+1,C) so(2n+1,R)

Cn | sp(2n,C) |sp(n)=sp(2n,C)Nu(2n)
D, | so(2n,C) so(2n,R)




Representaciones

Corolario

nt= P ga, n = @ g., entonces
acdt acd—

g=n" & hdnt como espacio vectorial, n",n" yh
son subalgebras de Lie, tambiénbh®ntd yn~ ©bh son
subalgebras de Lie, conn™ y n~ ideales respectivos.

Los subespacios n yn~ son subalgebras de Lie
nilpotentes y actuan ad-nilpotentemente en g.

Los subespacios ™ @ b yn~ @ b son subalgebras de
Lie solubles.

Si V es rep. de g de dimension finita=- 30 # vy € V
talque E,.vo =0V o € T,

Las pruebas de 1, 2 y 3 son claras. Veamos 4:



dim V < oo un g-médulo = es una representacion de n'.
Dado E,,con o € & ~» s, = CE, ® CH, ® CE_,,.

dmV < oo = V =&;S; con S; rep. sl,-simples.
E, esnilpo en S}Vi = E, es nilpoen V.

n™ ~ V, suimagen en End(V) es una subalgebra de Lie
soluble = isomorfa a una subalgebra de matrices
triangulares superiores.

Pero tiene un sistema de generadores nilpotentes, (los E,
actuando en V), luego, en la diagonal, tienen que tener
ceros = combinaciones lineales de triangulares estrictas
da triangulares estrictas.

. laimagen de n™ en la representacion consiste de
endomorfismos nilpotentes. [Engel] = 30 # v, € V con
E.vo =0 paratodo a € .



