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Clase 13

Representaciones de sl(2, C).
Primer Lema de Whitehead.




Teorema

vVm e N,

Vn—1 representacion simple de sl(2, C).

En V,,_; existe una base vy, ..., vy_4 tal que
Y- Vi= Vi1, VO<i<m-1(vy,=0)
H~V;:(m—1—2i)V/, Og1§m—1,

X-vi=ilm—Nvi_y,1<i<m, X -vw=0,




Sea V simple, dimc V=m,30 A v e V: Hv = \v.
[H, X] =2X =
H(Xv) = [H, X]v + X(Hv) = 2Xv + X(\v) = (2 + \) XV

Xv es autovector de H de autovalor A + 2 y siguiendo con
este proceso, X?v, X3v... son todos autovectores de
respectivos autovalores \ + 4, A +6,... etc.

dim¢ V < oo = no pueden ser X'v todos no nulos
(serian todos I.i.!)

= Jky € Ntal que X*ov =0y X%~"v #£0.

Llamamos v, := X*v. Es autovector de H, y Xvy = 0.
Hemos encotrado un “vector de peso maximo”.



Renombrando, supongamos
Hvo = vy

(y sabemos Xvp = 0)
[H, Y] =—-2Y = Y/v, son todos autovectores de H, de
autovalor A\ — 2/, y 3 un primer ng tal que Y™vy = 0.

Sea vy = YiVO y S = @7261 Cy;
S es estable por Y y por H, pues

HV,' = ()\ — 2/)V,'

veamos que es estable por X:



Tenemos Xvy = 0. E inducivamente

XV/+1 = XYV,' = [X, Y] Vi + Y(XV/)

= Hv; + Y(XV,)
=A=2NVvi+ Y (X V)
——
h.i.eS
- V=_8.
Ya tenemos
XV() =0
YVi = Vigy

H(V,') = ()\ — 2i)V,'

Veamos Xv; = i(m—i)v,_4 ¥ 1 < i < m por induccion en .



Xvi=im—-ivi 1Vl <i<m
Definamos v_4 = 0, entonces

Xvo=0=0(m—-0)v_4

Ahora inductivamente, para i + 1,
Xvipr = XYv; = [ X, Y]vi+ YXv,
= Hv; + Yi(lm — i)vi_4
=A=2)v,+i(m—-i)v
=(A=2i+ilm—1i))v
Notar: si A fuera igual a m — 1, tendriamos

A= 2i4i(m—i)=A—2i+iA—i+1)=X—i+i(\—i)
A=)+ 1) =(i+1)(m—(i+1))



Para ver que A\ = m — 1, calculemos la traza de H|y de
dos maneras distintas.

H‘V :X’Vy‘\/— Y’\/X’V jtr(H‘\/) =0

Pero H|y es diagonal

= 0=tr(H) =S () 2i)




Autovalores de H

Vo Vo
1%

1

Vi W~V




Realizacion Polinomial

Clx,y] = EBC[X Yl

0
p(X) = Dx = Xay p(Y)=Dy:=yo-
0 0
p(H) = Dy —Xa—x—}’@

En C[x, ¥]n, Vo = X", v; = cte.x"""y'.




Para el Teorema de Weyl,

Teorema (Weyl: Completa reducibilidad)

Toda representacion de dimension finita de sl(2,C) es
suma directa de copias como las del teo anterior.

necesitaremos del Casimir:




g ss. Sea {xy,...,x,} basey {x' ... x"} tal que
k(X X\) = &

Se define, para cada V, el endomorfismo

n
w[V:Zx,-xf: VoV

i=1

Se lo denomina “El Casimir”.




El Casimir: Ejemplo: g = s1(2, C)

k(H,H) =8, (X, Y)=r(Y,X)=4
Si B={H, X, Y}, labase “dual” es {{H, ; Y, 1 X}

1
:>w_§H +Z(XY+ YX)

o mejor dicho, para cada representacion V, w|y : V — V

w(v) = %H2v+ %(XYV—{— YXv)




Independencia de base:

Si yk = aixi, _
KV X) = &
k(v (@ )ixl) = (a"){d, = of
=y =(a")x
= iy = (ax)((a ") x')
= ai(a ") xx!
= §x;x!

= x:x'



oy =3 xixly
- Zx,-[x’,y] + Zx,-yx'
= D NIy Y by )y yxix
= DN Y1+ D D X+ yw
== > nly X+ 3y ye

L yw??



- fo[y, X'+ Z[Xi,}/]xi
Xeg=>x= m(x,xj)xj _ /’v(nyj)Xj.

X, ¥] = w(lx, y], )X = w(x, [y, x])x =
= Z[X/ I = Z k(x5 y1, x')xix!
—Zx,[y X = - Zx, Iy X'], x)x
- Zx, [X vl xi)x
= Zx, (X', Iy, x])x

—ZXI (Iy. x1, x')
_



Ejemplo s((2, C)

1 1 1
w= g(H2 + (XY +YX) = g(HQ +2XY +2YX)

Casimir+Lema de Schur

V es simple

= w|y = cteyld




El Casimir en C[x, y] = @5, C[X, ¥n

Ejercicio: chequear las cuentas!

0 0

p(X) = Dx = X5y p(Y) =Dy =y~
0 0
p(H) = Du = x- Yoy

D} = x0x + X205 + yoy + y?0> — 2xy 92,
DxDy = x0,(y0x(—)) = x0x + Xya}%x
DyDx = yox(x9y(—)) = y0, + yxafy

L1
8

(8x0 -+ 8yd, + X202 + 202 + 2xy 33, )

<H2 +oXY + 2YX>

_1!
B
e 4 4444



’
w=g <3x8x +3y0y + X205 + yPO + 2xy8§y>

x’y/H5(3/+3/+/(/—1)+/(/—1)+2u)x’yf

(%)
(%) = 2i + 2j + i + j2 + 2if
=2(i+J) + (i + j)?
sim=i+j
= m? +2m=m(m+ 2)

- wlv, = ctegld = T4




Ejercicio: En so(3, C) tomamos

44>b:®x:(8

0 —1

—_

==l
oo o

) 0
:ex:<o
J1 1 0

oo
o—=0O

7)

1 .
8>BZ%X=<
Ver que k(fa, jb) = Ctedzp.
Concluimos que, a menos de multiplo, el casimir es

EAE+E

= ()= (%) k(1) =(3).5(1) = (%)

Consideramos V = C|x, y, z] y s0(3, C) actua via

Ji =y0, — z0,
J2 = Zax — X@Z
J3 == x0, — yOx

J/(X2+y2+22)20 =dJd COO(SZ) J12+J§+J2 = ASph
e 4 4444



Corolario

Sea V # C una representacion simple de dimension finita
de sl(2,C), entonces w|y = cyld con 0 # cy € C.




Corolario

Sea V una representacion compleja de dimension finita
de sl(2,C); siw actua por cero, entonces V = V.

Induccion en dime V. Si V es simple

V no simple = 30 # S C V simple.

w|s = 0 = g actua trivialmente en S = C = S = Cs;.
También w|y,s = 0 = (H.l.) g actia trivialmente en V/S.

x-v=0= x-veS = x-v=D(x)sy
eC




Corolario

Si V es una representacion compleja de dimension finita
desl(2,C), entonces Ker(w : V — V) = Ve.

dem: Es claro que V¢ C Ker(w|y).
Ker(w) C V es una subrepresentacion,

W|Ker(w) =0

= Ker(w|v) = Ker(w| V)g - Ve,




Lema de Whitehead y Teorema de Weyl

Definicion

Sea V una representacion de un algebra de Lie g.
Der(g, V) ={D:g — V: D([x,y]) = x.D(y) — y.D(x)}
InDer(g,V)={D:g— V:3w € V /D(x) = x.w}.

Observacion

InDer(g, V) C Der(g, V)

En efecto, si D(x) = x.vp =

D([x, y]) =[x, y]-vo = x.(y- Vo) — y(x.vo) = x.D(y) — y.D(x)



Teorema (Lema de Whitehead)

Sea V una representacion de g, dim¢ V < oo, g SS,
entonces Der(g, V) = InDer(g, V).

dem: algunos lemas..

Lema
Vale el Lema de Whitehead para V = C.

dem: D : g — C es una derivacion

= D([x,y]) = xD(y) — yD(x) = 0

= D([g,9]) = 0 = D = 0. En particular es interior..



Supondremos demostrado w actla por escalar no nulo en
toda rep-simple no trivial
(ok para sl(2, C), demostraremos en gral para ss luego)

Lema

g ss, V # C una rep. simple. Entonces vale el Lema de
Whiteghead para V: Der(g, V) = InDer(g, V)




dem: Sea D : g — V una derivacion, {x;};, {x'}; bases
duales c.r.a. k. Usamos w € (g ® g)?, es decir,

Y lyxlex +xely,x]=0
i

= Z(yxi = xiy)D(x') + xD(ly, x') = 0

D € Der == Z (yX,'D(Xi)—X,-yD(Xi)—f-Xi}/D(Xi)—XiXiD(Y)>

i

—y( Yo%) - (32 xx') D)




dem Der=InDer en general:
dim V < oco. Si V es simple,
V nosimple = 30 # S C V.dimg V/S <dim¢ V =

D:g— V/S

x — D(x)

es interior.

=T :DX)=x-VN=X "V

= D(x) := D(x) — x - v € Der(g, S)

=38y : D(x) = D(x) —x - vo =X - S

= D(x) = x- (v + So)



