GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE
1ER CUATRIMESTRE 2021

Clase 12

Subalgebras de Cartan en algebras de Lie semisimples,
primeras propiedades de las raices.




Proposicién

h C g subalgebra de Cartan de una ss compleja

entonces by es abeliana.




Dem: Veremos «([h, h],g) =0

Descomponemos g*¢ como pesos c.r.a. h:
gzgo@<@ga> zb@<@ga>
aced acd
Empezamos con ([, b], ).

b nilpo = soluble = en alguna base,
las matrices de ad, son triangulares C End(g®?).

Si A, B, C son matrices triangulares
= tr(ABC) = tr(BAC) = «([h,h],h) =0



Sea 0 #£ a € &, veamos «([h, b], g.) = 0.
X € 8oy Y € 95, H e b = [X7.y] € Ja+8 [H7 [va]] € fots

= adn(adx(gs)) € gars
ademas, ady(adx(h)) C ga,
.. la matriz de ady o ad, en alguna base

(adaptada a la desc. en pesos) tiene estructura de
bloques fuera de la diagonal = su traza es cero, es decir

k(h,8.) =0

en particular x([h, b], g.) = 0 = &([h,b],g) =0



Observaciones

La demostracion anterior también prueba

m x(h,g.) =0, luego «|yxy €S NO degenerada.

BSia#—F= k(ga985) =0
B K| ga X g_o — C es no deg. En particular
aced=—acd

dem: X, € ga, V5 € 95 = (adx, oady,)(9,) C Gutars

Coro: g simple, dimc g = 3 = g = s((2,C).



Ejercicios para el hogar

m Hacer el dibujo (en R3) del sistema de raices de
s((4,C).

m Hacer el gjercicio de las subalgebras de Cartan de
s0(2n, C). Hacer explicitamente el dibujo (en R3) del
sistema de raices de s0(6, C).

m Sospechar de lo anterior que so(6, C) = sl(4, C).

m Mostrar que so0(6,C) = sl(4, C).




El conjunto ¢ de todas las raices genera h*

dem: veremos a(H) =0Va € & = H=0.
Sea H € b* tal que a(H) = 0 para todo a € ¢.

Recordando
g=9o S ( S ga)
acd
= ady es nilpotente.
Como § es abeliana = ady o ady es nilpotente VH' € b.
= k(H,H)=0VH €

= H =0, pues x|y«, €S no degenerada.



Lema

g ss compleja y b C g de Cartan.
aed=40+#E, € g, tal que

[H,E,] = a(H)E,, YH e

a€d, yeg o= [E.y]=r(E.Y)H.
donde E, es el del item 1.

a, € & = B(H,) es multiplo racional de a(H,,).
a€ d=a(H,) #0.




1. Se sigue del Teorema de Lie parahy V = g,.

2.y €9-u-[Eas Y] € 9a—a = 80 = h. COMO K|y« €S NO
degenerda,
[Ea, Y] = K(Ea, Y)Ha

< K([Ea, Y], H) = K(Eqs, Y)k(Ha, H) VH € b
RHS: = k(E,, y)a(H)

LHS:
R([EaayL H) = _K([y7 Eoé]v H) = _K(y7 [EOH H])
= k(Y. [H, Es]) = (¥, a(H)Ea) = k(y, Ea)o(H)



3. Killing no singular
=3IXE€g o k(Xoa, Es) =1
Entonces, 2. dice
[En, X] = k(En, X)H, = H,

b e o, sea

V= @gﬂ+na

nez

Es invariante por ady,_, por ady__ y por E,.
Calcularemos la traza de ady, en V de dos maneras
distintas.



tr(adHa|V) = tr([adxfa|v, adEa|\/]) =0
Pero H, tiene autovalor generalizado 5(H,) + na(H,) en
98-+na-

= tr(ady, )|y = ) (5(Ha) + na(Ha)) dim g,

nez

Esto muestra 3.
4.Sia(H,) =0=por3, f(H,) =0V € b= H, =0,
absurdo, porque o # 0.




Proposicién

Sia € ¢, enfonces dimg, = 1

y na ¢ & para ningun entero n > 2.

En particular g, es de peso (i.e. no s6lo de peso
generalizado)




dem: x_, € g_, talque k(x_o, E,) =1, = [x_0, E.] = H
Six' e€g_,=[X,E)=r(E.,x)H,

SeaW:=CE,®CH, & ( P g_na>
n>0

Es estable por ady,, adg, y ad,__, = tr(ady, |w) = O.

ady, actua por cero en CH,, por a(H,) en CE, y por
autovalor generalizado —na(H,) en g_p, =

0 = tr(adn,|w) = a(H, +0+Z —nao(H,)dimg_n,
n>1
a(H,) # 0 = despejamos
Z ndimg_n, = 1
n>1

dimg_p, € Ng =dimg_,=1ydimg_,,=0sin>2.
e 4 4444



Paréntesis: representaciones de sl(2, C)

Teorema

vme N, 3V,_4, dim V,,_1 = m rep simple de sl(2,C).

En V existe una base vy, ..., Vn_1 tal que
Y Vi=Viy, VO<i<m-1(vy=0)
H-vi=(m-1-2i)y, 0<i<m-1,

X-vi=im—=i)yv_q,1<i<m, X-vy=0,

Teorema (Weyl: Completa reducibilidad)

Toda representacion de dimension finita de sl(2, C) es
suma directa de copias como las del teo anterior.



Autovalores de H

Vo Vo
1%

1

Vi W~V




Ejemplos:

m Vy = k= la representcion trivial

m V; = C?= la representacion de definicion,
p(H) = (2) 5 )

m V, = g*, los autovalores de H son 2,0, —2, con
autovectores X, H, Y resp., pues

[H,X] =2X, [H.H] =0, [H, Y] = —2Y

X % H W 2y



Realizacion Polinomial

Clx,y]1 = @C[X Yl

0 0
p(X) = Dx -—Xaa p(Y) = Dy -—ya—x
8 9

En C[x, ¥]n, Vo = X", v; = cte.x"y'.

Corolario

C? =V larep. = V, = S8"(C?)




Observaciones

Corolario
C? =V larep. = V, = 8"(C?)
5[(2,C) 2 50(3,C) = C ®g 50(3,R)

Vo = C® = C ®@g R3, la complexificacion de la rep. de def.
de s0(3,R) NO genera (tensorialmente) todas las reps.

Pero so(3,R) = su(2)

C2?= la representacion de def. de su(2), genera
(tensorialmente) todas las reps. de sl(2, C).




