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Clase 11:

Subalgebras de Cartan. Existencia y primeras
propiedades.




Subalgebras de Cartan abstractas

Hoy consideraremos sélo algebras de Lie g sobre C.
dimg < oo, Vrep. dim V < .

Sea h un algebra de Lie y V una representacion de b.
Si a € b*, el subespacio de peso:

VO ={ve V:H(v)=a(H)v, VH c b}
el subespacio de peso generalizado
Va={veV:(H-a(H)d)"(v)=0,n>0,vHeb}

Si V, # 0, diremos que « es un peso y que
V,, es un espacio de peso generalizado.



Proposicion

b algebra de Lie nilpotente, dimb < oo, V una
representacion, dim V < oo. Entonces

vz@va

o peso

es una suma directa finita de subrepresentaciones.

Es decir, hay finitos a € h* tales que V,, # 0,
los V,, son subespacios h-estables,
y V es suma directa de ellos.



Dem:

Sea a un peso, veamos b - V,, C V,. Como
Va - ﬁHeh Va,H
donde V,y={ve V:(H—-a(H)Id)"(v) =0,n> 0} para
H fijo, basta ver que cada V, 4 es estable por b.
b nilpotente = ady es nilpotente. Consideremos
Por ejemplo, b1y = los que conmutan con H.
b nilpo = b = U, hm)-

Veamos por induccion en m que V,, 4 es estable por bh(m
m=1,[Y,H =0=

(H - a(H).1d)"Y(v) = Y(H — a(H).Id)"(v) = 0
e 4 4444



Si V,, 1 es hm-1)-estable

Y € f](m) = [H, Y] S f](mq)
Como [—, p(Y)] es una derivacién del algebra End(V),
entonces ' '

AV Y]= > AA VA

en particular 7
[(H—a(H)Id)", Y] =
= > (H—a(H)d)[(H-a(H)d), Y](H - a(H)Id)
= Y (H-a(H)Id)[H, Y](H - a(H)IdY

Sea v es tal que (H — \(H)Id)"v = 0.
I R A4



(H=XH)IAN YV = [(H=-AH)IA)N, Y]v+ Y(H-A(H)Id)"v

€hm—1)
= > (H-a(HId)'H, Y](H - o(H)Id)v
i+j=N—1
+Y (H = MH)1d)"v

-~~~

=0

=> 0+0




Sea ahora {H;, ..., H,} una base de .
Para H;, tenemos que

V= @ V,\}.,H1

(Jordan) reunidos los de mismo autovalor.
( En particular, la suma es directa.)
Cada V)1 4, corresponde a un «; tal que a;(Hy) = AL

Como cada V, 4 es estable, podemos considerar H,
actuando en cada V) . Tendremos

V,\,LH1 = @(VA},H1)AJ?,H2
J
Cada sumando corresponde a un « tal que
Oé(H1) = )\/1, Ck(Hg) = )\]2
En n pasos se concluye la demostracién (y quedan
establecidos los valores de los o’s en la base).



Proposicion

Sea g de Lie y h C g una subalgebra nilpotente. Entonces
g = @ g, con ® el conjunto de todos los pesos.
acd

Si go denota el subespacio correspondiente al peso
cero, entonces b C go.

[84,95] C 9a+5, donde la inclusion se entiende por
[94,85] = 0 si o + B no es un peso generalizado.




Demostracion.

La primera parte es la proposicion anterior. La segunda,
como b es nilpotente, ady es nilpotente en h. Para la
dltima, primero verifiquemos la formula

(ady — (aH + BH)IA)[X, Y] =
= [(ady — aHId)X, Y] + [X, (ady — AHId) Y]

y por induccion

(adn — (aH + BH)IA)"[X, Y] =

-y <”) [(ady — aHId)*X, (ady — BHIA)" Y]

k




Corolario

El espacio correspondiente al peso cero go es una
subalgebra de Lie de g.




Subalgebras de Cartan

Definicion

Si g es un algebra de Lie de dimension finita, una
subalgebra de Cartan es una subalgebra nilpotente
h C g tal que h = go.

Si b C g es una subalgebra cualquiera, se define el
normalizador de h en g como

Ny(h) = {x € g:[x,b] C b}

Es claro que siempre vale

hC Ng(b) C go
La primera inclusion es clara, la segunda es porque
ad}y(X) = adf; ' ([H, X]) y [H, X] € b.
La cualidad de ser de Cartan esta regulada exactamente
por el normalizador:



Proposicién (Definicion alternativa)

h C g una subalgebra de Lie nilpotente de g, entonces b
es de Cartan < h = Ny(b).

Siempre vale ) C N,;(h) C go, si h es de Cartan, la
igualdad h = go fuerza h = N,(b).




Dem:

Supongamos ahora h = N,(h) pero h no es de Cartan,
es decir go # b;

= h actua por ad en el espacio no nulo go/b.

(teoL/

b soluble 30 # x autovector VH € b.

Pero X € go/h = el autovalor debe ser cero.
= ady(X) = 0 mddulo b
es decir, x € go \ b verifica

[H.x] € h,YH € b

= x € N,(h). Absurdo, porque N,(h) = b por hipotesis.



Teorema

Toda algebra de Lie de dimensidn finita admite una
subalgebra de Cartan.

Introducimos la nocion de elemento regular.

Sea V una representacion de dimension finita de g y
X € g.
Vox={ve V:x"v=0paran> 0}
={veV: ximVy =0}

Por ejemplo,

Bx=0= V,=V.

m si x actua diagonal, sin autovalores nulos, V; , = 0.

m V=g = x € gox Eneste casodim V,, > 1vx.



Consideremos

ly(V) = mindim Vo x;
Xeg
como los valores dim V; x son discretos, ese minimo es
alcanzado por algun elemento; a estos elementos los
denominaremos regulares:

Definiciéon
X € g es regular con respecto a la representacion V si

dim Vo = £5(V)

Denotemos por R,(V) al conjunto de elementos
regulares.



Dada una representacion, es claro que existen elementos
regulares y, en particular, existen para la representacion
adjunta.

Teorema

g dlgebra de Lie sobre C, x ¢ g reqular con respecto a g*¢

entonces

h = 9o,x

es subalgebra de Cartan de g.




Dem:

Veamos g x €s nilpotente.

Si go x no fuera nilpotente, go x No podria actuar
nilpotentemente en si misma por la adjunta, entonces el
conjunto

gox 2 Z={H € gox: ([H, _]|go,x)n # 0,n=dimgo}

es no vacio; ademas, Z es Zariski abierto.
Consideremos a la vez “fuera” de go x el conjunto

gox 2 W ={H€gox:[H,~]:0/80x — 8/80x}

también es un abierto Zariski, y no vacio, pues x € W.
Concluimos que Z N W # 0.



Sitomamos y € ZnN W entonces

yeW={Hecgox: [H -] 0/d0x — 0/00x}

= goy € Gox

yeZ={Hecgox:([H ~lg,)" #0,n=dimgoy}

= ady|g,, NO nilpo

yeZnW = dimgy, <dimgg

absurdo porque x es regular. .. go x €s nilpotente.



Sabiendo que h = go x es nilpotente, descomponemos g4
en espacios de pesos generalizados

g=9o ) (EBagoz)

Es claro que go x C go, pero a la vez

gox C 0= [ gon C Gox

HGgo,x

por lo tanto, go = go x-




Proposicion

h C g subalgebra de Cartan de una ss compleja,
entonces by es abeliana.

Corolario
Misma hipdtesis, = b es abeliana maximal.

dem: la vez que viene




Teorema

Si b1 y bo son dos subalgebras de Cartan de un algebra
de Lie compleja g de dimension finita, entonces existe un
automorfismo interior 1) € Intg tal que ¥ (h1) = bo.

(Ver por ej. [Knapp, pag 92])

Como corolario, todas las subalgebras de Cartan de g
son isomorfas entre si, en particular tienen la misma
dimension, que se denomina rango de g. Por ejemplo, el
rango de sl(n,C) es n— 1.




