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Clase 9:

Subalgebra de Cartan y descomposicion en pesos para
sl(n,C).




h := diag Nsl(n,C)

Hecho

b es subalgebra abeliana maximal.

dem: Sea A tal que [A, h] = 0,Vh € b y consideremos
ho=e11 — %Id Notar

[A, h] = [A, 911]
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h C sl(n,C) es subalgebra, entonces
ad : h — gl(sl(n,C))
H € diag, A € sl(n,C)
ady(X) =[H, X] € sl(n,C)

Hecho

las acciones ady se diagonalizan simultaneamente. Mas
aun, los Ej son una base de autovectores simultaneos,
pues si H = diag(hy, ho, ..., hy), entonces

ady(E;) = [diag(h, ..., M), Ej]
= (hi = m)E;
= Xj(H)E;j



La forma de Killing en b

Si b es abeliana, entonces x, = 0, pero si h C g, se puede
considerar rglpxp - b x h — C Para H = diag(h, ..., hy),

adf(Ej) = (hi — h)?Ej
y adu(h) = 0, luego
ko(H, H) =Y (hi — hy)?
i#]

Notar que h; = h;,Vi,j = H = cld, pero tr(H) = 0, luego
eso no sucede (salvo H = 0).

bo:={(hr,...,h) : >0 hi=0,h; € R} C hesuna
forma real de b,

Kgln,xn, — R €8 un verdadero producto interno.



Definicion
b un algebra de Lie, V una representacion, u € bh*. El
subespacio de peso p de V es

V,:={veV:h-v=ypuhv,Vheh}

Observacion:
h-H-v=h-(ANH)v)=XPDXH)v=H -h-v

= [hH]-v=0

=V, es una representacion de /[, b].
La definicién de “subespacio de peso” tiene mas sentido
para algebras de Lie abelianas.



Sih C g, para cada a € b*, se define en particular
0o :={x €g:[hx]=a(h)x

Si a = 0, go= los que conmutan con b, si h es abeliana
maximal, coincide con b.

Una subdlgebra de Cartan es una subalgebra abeliana
maximal.

Si a # 0, se dice que « es una raiz (root) si g, # 0.
Si h es abeliana maximal y actua ad-diagonalizable en g,

entonces
g= h D @ Yo

aed
Los pesos (ue aparecen) de g2 con respecto a una
subalgebra de Cartan h se llaman raices. Es decir,
0+# ac€bh*esraizsig, #0.



Mas aun, en el caso sl(n, C) tenemos
sl(n, (C) = ( Di<j CEI,) ) diag b ( Di<j (CE,'j)
[H, Ej] = Xi(H)Ej
[H, Ej] = —[H, Ej
)\j,' = —)\,'j.
Es decir, =0, UD_,
sl(n,C) = (®aco,0-a) @ b & (Daco, 0a)

= n_ © bh @ n,




Claramente, el conjunto de draices es finito. Ademas, si

:b@@ga

acd

entonces
[0a,9-0] C b

sia, 8,y a+ [ son raices

[90: 98] € Ga+ts

Si o, 8 # —a son raices pero a + 3 no es raiz =

[90,85] =0

dem:
[H’ [va]] = [[H7X]7y] + [X7 [H7y”



Ejemplo s1(3, C)

ao 0
ho = 0 b 0 ca,beR
0 0 —-a-»

K(HH)=(a—b)(@ —b)---=) -
I#]
Killing facil: con la traza usual?
Obs: En sl(n, C), b(M, N) = tr(MN) verifica
tr([M, M'IN) = tr(M[M', N))

.. b es g-invariante.



Proposicion

g simple compleja, entonces toda forma bilineal invariante
es un multiplo escalar de Killing

dem: (g" @ g*)? = ---




Vuelta al ejemplo sl(3, C)

[H, E12] = oz(H)E12

ao 0
al0 b 0 =a—»>b
0 0 —-a-—-»b

dH, € b : k(H, H,) = o(H)
idem 8, [H, Eps] = B(H)Ezs
ao 0
10 b 0 =b—-—(—a—b)=2b+a
0 0 —a-b»b

angulo entre ay 5?






Vuelta al ejemplo sl(3, C)

100
Enx<a —a < h :<0—1o>
12 1 2 « 00 0
00 0
E23%32—33<—>h5:(8(1)01>
10 0
E13(—>a1—a3<—)h7:<8801>




