Caracteres

Fijamos g ss compleja y h C g subdlgebra de Cartan.
Decimos que V' es una representacién de peso de g si, como espacio vectorial (o como
h-modulo)

donde V), = {v € V : h-v = A(h)v}. Es decir, si los elementos de H acttian de manera
diagonalizable. Por ejemplo, si V es de dimensién finita, entonces es de peso, o si esta
generada por un vector de peso maximo.

Sidim V), < oo para todo A € b*, se define la expresioén formal

ch(V) =Y (dim Vy)e
Aeh*

En particular, si dim V' < oo, la suma anterior es finita. Se define -parcialmente- un pro-
ducto, de la siguiente manera: Para sumas finitas, como la extensién bilineal de

A

et = M

y para sumas formales, como
a-b= ( Z a,\e)‘> ( Z bue“> = Z( Z axb,)e”
Ach* neb YEDT Atp=y
Este producto estéd definido para los pares tales que, para todo v, la suma
2 b
Atp=y

sea finita. Por ejemplo, si uno de los dos factores, a 0 b es una suma finita.

Caracteres en s((2, C) y férmula de Clebsch-Gordan
Caso g =5l(2,C) =CX & CH @ CY, dimbh = 1, llamamos
g = e, ¢ =, (2€C)
donde a(H) = 1.

1. SiV,, es la representacion simple de peso m € Ny (o equivalentemente la simple de
dimensién m + 1), compruebe que

qm+1 _ q—m—l
ch(Vo) = ¢ ™ +q¢ "2 4 q" 2 q" = ErET e Clg*™]
es un polinomio de Laurent en ¢. Notar que si evaluamos ch(V},)(¢) en ¢ = 1 obte-

nemos
ch(V,,)(1) = dim V,,
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2. Si V' y W son dos representaciones de dimension finita de s[(2, C) entonces
ch(Vae W) = ch(V) + ch(W)
(notar que si S C V es subrepresentacion = ch(V/S) = ch(V') — ch(S5))

ch(V@ W) = ch(V) - ch(W)

3. V=&V, = chV = >".ch(V,,). La multiplicidad del V;,, con m maximo coincide
con el coeficiente de mayor grado en ¢. Si dim V' < oo, concluir que si

ch(V) = Z nich(V,,)

con todos los n; > 0, entonces necesariamente V' = P, n;V,,,, donde la notacién

n— veces

. . e f_A— . . .,
“nW” significa W & - - - @ W. Sugerencia: demostrarlo por induccién en n := ), n,.

4. Muestre que

(@™ +q "+ " ") (0 +q) = chVig + chV

Diagramaticamente:
e e R e Lo gl gt
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+ g m=D) LgmmDi2y 0 L gmeD)2 gmed

5. Mostrar que

<qu + qu+2 NI quz 4 qm)(q72 14 q2) — Cth+2 + cth + Cth,Q




En general,

chV,, - chV,, = chV,, 1, +chVi 1o +chVi g + -+ chVi i o(min) /2

[(m+n)/2]

= Z chViin—ak

k=0
concluir la férmula de Clebsch-Gordan:

[((m—+n)/2]
Vm & Vn = @ Vm+n72k
k=0

Algunas propiedades generales

6. Notar que ch(V) = tr(¢”|y)

7. 51V y W son dos representaciones de peso de g tal que dim V,, y dim W, son finitas
para todo p, entonces
ch(V e W) = ch(V) + ch(W)

Muestre que dim(V ® W), < oo para todo p si y sélo si sus caracteres se pueden
multiplicar, y en ese caso

ch(V @ W) = ch(V) - ch(W)
8. SiV = @;n;S; con S; simples, entonces

chV = Z n;ch(S;)

y ademas n; = dim Homgy(S;, V') = dim Homg(V, S;)

Caso s((3,C)

9. Denotamos ¢; = e, g, = e*? donde a; y a5 son la dos raices simples “standard”, es
decir, a los correspondientes espacios raiz g,, = CE13, go, = CE»3 con respecto a la
subdlgebra de Cartan dada por las matrices diagonales. Si V' es una representacion
finita de s((3, C) muestre que

ch(V) € Clay", ¢;”]

los polinomios de Laurent en 2 variables.

En general para g semisimple, si dim V' < co entonces ch(V) € C[g;™!, ..., ¢;'] donde
¢ = dim b es el rango de g. Notar

dimV =ch(V)(1 =1,...,q.=1)
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g-enteros (volvemos a las aplicaciones de s((2, C))

Se define [0, =0, [1],=1, 2], =1+ ¢, [3], =1+ ¢+ ¢* en general

n—1
[n]g == ¢
=0
n—1
[—nly = — q"
=0

y los combinatorios

Mostrar que vale la “férmula de Pascal”
(n) (n — 1) & (n - 1)
k/, k—-1/, k- /,

. Hecho (posible tema de final):

27 m
Ch(Ak m) qk (2+1)k (m k—i— 1)
q

. Muestre en general que si V' 'y W son g-médulos, entonces el isomorfismo de “orde-
nar elemento” A*(V @ W) = @,,,_, A'V ® AW es un isomorfismo de g-médulos.
Concluya férmulas combinatorias para los ¢g-combinatorios.



