Grupos y algebras de Lie 2021

Schur-Weyl duality

Sea GG un grupo finito. Todos los espacios vectoriales serdn sobre C. Un espacio vecto-
rial V' se dice un G-moédulo a izquierda si se tiene dada una accién

GxV =V

(g,v) = g-veED

tal que g - — es lineal, (9¢') -v = ¢ - (¢’ - v) y 1l¢ - v = v. En oras palabras, si se tiene un
morfismo de grupos

G — GL(U)

grrg-—

Anéalogamente se define un G-médulo a derecha como un espacio vectorial U con una
aplicacion

UxG—=U

(u,9) > u-g
que verifique — - g es lineal, v - (g¢') = (u-9g) - ¢', u-1lg =u.

Si Uy V son G-moédulos, el primero a derecha y el segundo a izquierda, se define
U W

URQqW :=
“ (U - gRUV—U®g-w)

donde g, u, v recorresn todos los elementos g € G,v € V,w € W

1. Muestre que si V' y V' son G-médulos, entonces V @ V' y Hom(V, V') son G-médulos
via
g-(v@v):=gve gt

(9 Nw)i=g(flg™'))
2. Definimos Homg(V, V') = {f € Hom(V, W) : f(gv) = gf(v)Vv € V, g € G} Observar
Homg(V, V') = (Hom(V, Vv’ )>G= los G-invariantes.
Muestre que si V' y V' son de dimensién finita, entonces
Homg(V, V') = V* @¢ V'

donde la accién derecha de G en V* est4d dada por

(¢ 9)(v) = d(gv)



. (Lema de Schur) Sea S un G-médulo simple (i.e. S # 0y los tnicos subespacios G-
estables son 0 y S). Notar que automaticamente S es de dimensién finita (porqué?).
Muestre que Endg(S) = Homg(S,S) = Clds. Sugerencia: si f : S — S considere
subespacio de autovectores.

. Sean S; y 5> dos G-médulo simples. Muestre que o bien Hom(S4,.S2) = 0, o bien
S1 = 5, (y en ese caso, existe un tnico isomorfismo a menos de multiplo escalar).

. Muestre que si V' es un G-médulo de dimension finita, entonces admite un producto
interno G-invariante (o sea, los elementos de g acttan por isometrias). Sugerencia: si
(—, —) es un producto interno dado en V, muestre que

’ 1 /
((v,01)) == al > (gv,gv)

geG
es también un producto interno y es G-invariante.

. Concluir que si S es un subespacio G-estable de V, entonces S se complementa por
un subespacio estable. Sugerencia: considere S*.

. (Teorema de Maschke) Concluya que todo G-médulo V' de dimensién finita se des-
compone como suma directa de simples.

. Sea A = M,(C)yV = C", que lo vemos como un A-médulo con la multiplicacién
matricial usual. Muestre que si 0 # v € C", entonces el menor subespacio que es
M,,(C)-estable (o sea, el A-submédulo generado por v) coincide con C". En otras
palabras, M es un A-médulo simple.

. Sea W un G-médulo de dimensién finita, luego (Maschke) W = @F | S™ para
(Gnicos a menos de permutacién de indices) simples S;, y enteros m;, donde S™ =
S @ --- @S m-veces. Muestre que

Ende(W) = M, (C) X -+ x My, (C)

[Lema 1] Sea U un G-médulo a derecha y B := Endg(U), por lo que U es (simultdnea-
mente) un B-moédulo a izquierda. Mostraremos que si V es un G-médulo a izquierda
simple, entonces

U®qgV

es B-simple (o cero), donde la estructura de B-médulo a izquierda estd dada por
fru®wv):=flu) ®@w, Vf € Endg(U),ucUnveV

dem: Por Maschke (version derecha), U = @, S/, luego (ver Ejercicio 10)

i~

U®gV = (EBS:”Z) ®GV§€B(S¢®GV)W

(2

2



Ahora para cada ¢,
S; ®c V = Homg (S, V)

escerosiS; 2 V ydedimensién 1si S} = V.

Siningun S7 = V entonces U ®¢ V =0,sino, V= 57y

U®qV =CMo
concluya por el ejercico 9 que es Endg(U)-simple

[Schur-Weyl 0] Sea d € N, V®¢y G = S;. Notar que la acciéon de GL(V') dada por

[ (v ®uvg-Quy) = f(v1) ® f(v2) @R f(vy))

conmuta con la accén de S, por lo tanto un subespacio S,,-estable es necesariamente
GL(V)-estable.

[Schur-Weyl 1] Sea d € N, U = V¥ y G = S,. Entonces, los subespacios V*? que
son GL(V)-estables son S,,-estables.

dem: Muestre (usando una base de V' y su base dual) que
End(V®?) = Hom(V®, V&) = (V)@ V¥ =2 (V*@V)@---- (V*®V) = End(V)®

y que bajo esa accién
Endg(V®?) 2 Sym?(End(V))

donde Sym“W = los tensores completamente simétricos, como subespacio de W®.

Consideramos la funcién (no lineal! pero continua)
End(V) — Endg, (V%)

fefeofe --af

Muestre que la imagen de esta aplicacion genera (como espacio vectorial) a
Sym%(End(V)) = Endg, (V®9)
Concluya el enunciado a partir de que GL(V) es denso en End(V').

[Schur-Weyl 2] d € N, G = S,;, U = V¥ Si VV* es una representacion irreducible de
Sq (estan parametrizadas por particiones A de d), entonces el “polinomio de Schur”

SAV) = V¥R V

es Endg, (V®?)-médulo simple, y por lo tanto un GL(V)-médulo simple.



10. Sea A un anillo, M un A-médulo a derecha y N un A-médulo a izquierda. Se define

M®N

(ma®mn—m® an)

M®ANI:

Denotamos m ® 4 n = m ® n.

= Encaso A = C[G] = D, Cy, el dlgebra de grupo, M ®4 N = M ®¢ N.

= Muestre que en el caso particular para N = A se tiene
M®s A=M

m @4 a+— ma

m gy 1m

» Si N =@, N; como A-médulo a izquierda, entonces

M @s (P N) =EPM 24N,

[Schur-Weyl 3] d € N, G = S,;, V®4.Si

C[Sq) = P )™

es la descomposicién en simples -con sus multiplicidades- parametrizados por A,
entonces, la descomposicion en simples de V¥4 como GL(V)-médulo es

V®d ~ @ SA(v)mA
A

dem: usamos
Y ®d o Jed X5, C[Sd]
y los resultados previos.
11. Ejemplod = 2. S, = {Id, 7} con 7% = Id.
Cl[S,] = C[t]/(t* —1) =2 CxC=C®sgn
T = t = (1,-1)
donde C se la considera como representacion trivial.

=V = (V¥ ®s, C) @ (V¥ ®s, sgn) = Sym?(V) @ Alt*(V)

es la descomposicion como GL(V)-moédulos simples.



12.

13.
14.

15.

Consideremos los siguientes elementos de C[S,,]:

ey = % Z o, e = % Z (=)

O’GSn O'GSn
muestre que
E4T =€y = Tey, eT=(-1)0e_=71e_, VT €S,
ei —ey, €2 =e_, eje.=0= e_ei

Es decir, son idempotentes “ortogonales” que conmutan. Llamemos e :=1—e; —e_.
Muestre que
er =T1eVT €5,

e?=e, eep =ce_ =0
Escribiendo 1 = ey + e + e, muestre la siguiente descomposicién

C[S,] = €4 C[S,] @ e_C[S,] & eC[S,,]

C[S,] = e C[S,]es @ e_C[S,]- @ eC[S,]e = Cey x Ce_ x eC[S,)]

(en la ultima igualdad, el simbolo x en lugar de @ se usa s6lo para enfatizar que el
producto es coordenada a coordenada).

d=2:C[S] =Cey x Ce_.
Deducir del ejercicio 9, con W = C[S,,], que
C[S,] = M,,(C) x --- x M, (C)
y tomando dimensiones n! = >, n?.
d = 3: C[95] = Ce; x Ce_ @ eC[S;]. Como S5 es no-conmutativo, no puede ser
C[Sp] 2 Mi(C) x ---M;(C)=Cx---xC

con todos los n; = 1, por lo tanto alguno de los n; es > 2. Como 3! = 6 = 4 + 2,
necesariamente
6=2%+1%+1?
es la tinica posibilidad y
C[S3] 2 C x C x M,(C)

Concluya que existen solamente 3 simples no isomorfos entre si en C[S;], a sa-
ber: C = eC|[S;] (la trivial), sgn = e_C[S3] y “la otra”, que aparece dos veces (pa-
ra dar M,(C)) y que es necesariamente de dimension 2 (pues S* es de dimensién



4 = dim M,(C)). Concluir que par cualquier espacio vectorial de dimension finita V/,
la descomposicién de V* como GL(V)-médulo es

V= Sym*(V) @ Alt*(V) @ la otra

donde “la otra” es una suma directa de dos copias isomorfas entre si (y no isomorfas
ni a la simétrica ni la antismétrica). El proyector en la componente la otra esta dada
pore=1Id —e; —e_.

[Weyl’s Unitary trick] (més “involved” en la topologia) Sea f : M;(C) — C una
funcion polinomial. Muestre que si f|y4) = 0 entonces f = 0.

= Concluya que U(d) es Zariski-denso en GL(d, C).

= Sea W un GL(d, C)-médulo de dimensidn finita. En particular, W es un U(d)-
moédulo. Muestrar que S C W es un subespacio GL(d, C)-estable si y sélo si es
U(d)-estable.

Concluya que en la dualidad de Schur-Weyl se puede intercambiar GL(d, C)
por U(d).



