Sobre la base del médulo de Verma

Fijamosh C g, Py ®", g=n_@dhdny
1. Otra base en U(h)

h es abeliana, sea hq, ..., h, una base de h, entonces PBW dice que
hay un iso de algebras

U(h) 2 Clhy, ..., hy]

Sizi,...,z, € (C,yE := h — z;, muestre que

Clhi, ..., ha] = Clhy, ..., hy]
y que el conjunto

{(hy —2)™ -~ (hg — 20)™ : (na,...,ny) € NG}

es otra base de U(h) como C-espacio vectorial.

2. Baseen [,

Si fijamos (31, .. ., 2) € C*, definimos \ € h* via su valor en la base:

Recordar que para cada ), se define

]A_ZUh —Ah)) + > _UE, —ZUh +) UE,

a>0 a>0
Tomamos una base {E_, },~0 de n_ y { £, }a>0 de n, respectivamen-
te. Las enumeramos {E_,,, -+ , E_o, } V{Eas, - , Ea, }-
Muestre que una base de I, como C espacio vectorial estd dada por
la union de los siguientes conjuntos:

By = {E", - E% Rl hIEM .. B

—ap '
donde (i1,...,ix) € N§, (ji,...,7J¢) € N§, y (n1,...,nx) € NE con
(n1,...,nx) # (0,...,0) (i.e. hay por lo menos un E,,)
union 4 .
By = {E", - B% I i}

donde (ir,. . .,it) € Ni, (i, ., jo) € Nb, con (... . je) # (0, .., 0).
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3. Base del médulo de Verma. Concluir que

By :={E" ... E* :(iy,..., i) c Ni

—Qa1 —Qp

es una base de un complemento de I, en U(g) como espacio vetorial,
y por lo tanto

B .= {Eil ... F% ;(z’l,...,ik)eN’g}

—a —Qy
es una base de V(\) = U(g)/I, como C-espacio vectorial.

4. Sig =5sl(2,C) = CY & CH & CX, concluir que el médulo de Verma
V() es, como espacio vectorial, C[Y]. Hacer el ejercicio 11 de la lis-
ta anterior de ejercicios http://mate.dm.uba.ar/~mfarinat/
materias/G/2021/EjPesos.pdf

5. Slg = 5[(3,@), A\ € [’J*, X1 = E12, X2 = E23, X3 = [Xl,XQ] = Elg.
H, = diag(1,—1,0), H, = diag(0,1,-1), ¥; = X!. Muestre que el
moédulo de Verma V() es el espacio vectorial con base

{Y7Y52YS% i ngyma,ng = 0,1,2,...}

a) Calcule H - Y1Y5Y; = HY,Y,Y; (para H = Hy y H = H,) usando
las reglas de conmutacién y reemplazando

H ~ \(H)

b) Calcule de manera similar H - VY7

c) Calcule X; - Y1Y5Y5 usando las reglas de conmutacién de X; con
los Y;’s a partir de lo calculado antes y del reemplazo

X~ 0
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