Aplicacion de la existencia de subdlgebra de Cartan

Usamos que toda élgebra de Lie de dimension finita sobre C (sea ss 0 no) admite una
subélgebra de Cartan b. Esta es nilpotente, y g*¢, como h-médulo, se descompone como

g:gazo@( @ ga) =b® (@ga)
0#£ach* acd

Lo aplicaremos a la clasificacién de algebra de Lie en dimensiones bajas. Aqui, todas las
algebras son sobre C.

1. Sidim b = 2 y b es nilpotente, entonces g es abeliana.
2. Sidim b = 3y b es nilpotente = ) es abeliana, o bien h = h; (la Heisenberg).

3. Sea g de dimensién 3 no nilpotente y h C g una subdlgebra de Cartan. Entonces o
bien dim h = 1, o bien dim h = 2, necesariamente h es abeliana.

4. Sea g de dimensién 3 tal que su subdlgebra de Cartan es de dimensién 2. Escribimos
g=bDga
Necesariamente dim g, = 1. Muestre 3 una base {1, ho, 2} y 0 # A, u € C tales que
[hh h?} = 07 [hbm] = )\33', [han] = pT

Incluso se puede tomar A = 1. Notar que g es soluble.

5. Sea g de dimension 3 tal que su subalgebra de Cartan es de dimensién 1. Entonces
hay dos posibilidades

a) g =h @ g, condim g, = 2. En ese caso, muestre que existe una base {h, z, y} tal
que
[h,a] = Az +y, [yl =Ny, [z,y]=0
Donde A € C puede tomarse A = 1. Notar g es soluble.
b) g =bh® g. ® gs. En este caso, a su vez, hay a su vez dos posibilidades
i) a = —f. En este caso, existe una base {h, z,y} y ¢ € C tal que

[h7x] = 2z, [h7y] = —2y, [xay] = ch

En cualquier caso, c esta determinado a menos de mdltiplo.
Sic # 0, entonces g = s5[(2,C) y es simple.
Sic =0, g es soluble.

ii) o # —f. En este caso, existe una base {h,z,y} tal que

[h,a] =, [hyl =Ny, [z,y] =0

En este caso, g también es soluble. En partucular, si dimc g = 3y g es simple
entonces necesariamente g = sl(3, C)

6. Concluimos: si dim¢ g = 3, entonces o bien g es abeliana, o bien es la Heisenberg, o
bien es una de la lista de recién.



