GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE
EJERCICIOS

UBA 1ER CUAT 2009

Matrices de Cartan y diagramas de Dynkin

1. Sea E un espacio Euclideo, ¢ un sistema de raices en F, y A una eleccién de raices
simples.

a) Si A = AJ[As con (o,3) = 0sia € Ay y [ € Ay, muestre entonces que
O = Py x Py con (Py, Py) = 0.

b) Muestre que A = A, [[ A, equivale a decir que el diagrama de Dynkin tiene por
lo menos dos compoenntes conexas, y que a su vez esto equivale a que la matriz
de Cartan (eventualmente conjugada por una permutacién) es una matriz con
(por lo menos) dos bloques.

2. Sea g un algebra de Lie semisimple, h una subdlgebra de Cartan, ® un sistema de
raices, A un subconjunto de raices simples. Supongamos que A = A;[[A, con
(a,) = 0siw € Ay y [ € Ay Muestre entonces que ) = h; & hy con A; C b
(t=1,2),y que g = g1 P g2 es suma directa de dos algebars de Lie semisimples, con
h; una subdlgebra de Cartan de g;.

3. Sea A una matriz de Cartan y D = diag(dy, . .., d;) una matriz diagonal con d; > 0 tal
que DAD™! es simétrica y definida positiva.

a) Sihay un par de indices i # j tales que A;; = Aj;, muestre que d; = d;.

b) Si el diagrama de Dynkin es conexo, muestre que la matriz D con las propieda-
des requeridas (diagonal positivay DAD ™! simétrica y definida positiva) estd univo-
camente determinada a menos de un factor global.

4. Escribir la matriz de Cartan de Fy. Si hy, ho, hs, ha, €1, €2, €3, €4, f1, f2, f3, f4 con los ge-
neradores del dlgebra de Lie libre médulo las relaciones de Serre, escriba las relacio-
nes correspondientes a la subdlgebra generada por los e;’s. Qué dimensién tiene la
subdlgebra generada por los ¢;’s? qué dimension tiene toda el dlgebra?

5. Calcular el determinante de las matrices de Cartan de tipo B, C'y D.

6. Para ¢ = 2 las matrices de Cartan de tipo B, (s0(2¢ + 1)) y C5 (sp(¢)) son conjugadas
por una permutacion, luego, la clasificacion predice un isomorfismo s0(2 x 2 + 1) =
s0(5) = sp(2). Encuentre explicitamente el isomorfismo.

7. Para / = 3, el diagrama Ds (s0(2¢)) es el mismo que As, por lo tanto debe existir un
isomorfismo entre s0(2 x 3) = s50(6) = sl(4). Describalo explicitamente.



