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Una estructura de algebra asociativa a menos de homotopia en el
operad de cactus

El objeto principal de estudio de esta tesis es el operad (diferencial graduado)
Cacti de cadenas de cactus sin espinas [MS02, BF04, [Kau07]. El mismo
consiste en las cadenas celulares del operad topologico de Cactus [Vor05].

En cuanto al operad Cacti, en particular, se estudia el producto proveniente
de la inclusion A — Cacti (donde A es el operad que modela las algebras
asociativas). Este producto es asociativo pero no conmutativo.

Al simetrizar el mismo para obtener uno conmutativo, se pierde la asociativi-
dad. En esta tesis se muestra que este producto es, sin embargo, asociativo a
menos de homotopia. Es decir, si se considera el operad que codifica 4lgebras
asociativas a menos de homotopia, A, [LV12], construimos ezplicitamente
un morfismo de operads

A, L Cacti

que en aridad dos corresponde a dicho producto [GLT13|. De hecho, mostra-
mos que el morfismo se factoriza como:

Ay S A2 L Cacti

donde A&? es la version a menos de homotopia del operad A®), el operad
que codifica didglgebras combinadas |Zinl0Q).

Es sabido que el operad Cacti actiia en el complejo de Hochschild C*(A)
para un algebra asociativa A [GV95, MS02, BF04, Kau07|. De esta manera,
el producto estudiado corresponde al producto cup de C*(A).

En toda Cacti-algebra puede considerarse un producto pre-Lie. En el caso de
que la Cacti-algebra sea de la forma TV para V un espacio vectorial, este
producto, restringido a V/, resulta asociativo. Se muestra que una estructura
de Cacti-algebra en TV induce una estructura de bidlgebra asociativa y
coasociativa en H = V@ 1y donde 15 es la unidad formal de dicho producto.
Esto muestra, junto con [Men04, Kad05|, que estas estructuras estan en
correspondencia biunivoca con las estructuras de Cacti-algebra en TV (que
extienden la de algebra asociativa) con cierta condicion de compatibilidad con
la graduacion, propiedad motivada por el ejemplo del complejo de Hochschild.

Palabras clave: operads, operad de Cactus, &lgebra asociativa a menos de
homotopia, algebras combinadas, complejo de Hochschild.







An up-to-homotopy associative algebra structure in the cactus
operad

The main object of study of this thesis is the (differential graded) operad
Cacti of chains of spineless cacti [MS02, BF04], [Kau(07|. This operad is given
by the (simplicial) chains of the (topological) operad of Cactus [Vor05].

Regarding the operad Cacti, we study the product coming from the inclusion
A — Cacti. Here A is the operad modelling associative algebras. This
product is associative but not commutative. In order to get a commutative
product, one can consider its symmetrization. Then the associative property
is lost. In this thesis it is shown that this product is, nevertheless, associative
up to homotopy. Let A, [LV12] be the operad that codifies associative
algebras up to homotopy. Then, there is an operad morphism

A, L Cacti

which matches the mentioned product in arity 2 [GLT13]|. In fact, this morph-
ism factors as:

A 2, Ag) L Cacti

where A&? is the up-to-homotopy version of the operad A®. This operad
codifies matching dialgebras [Zinl0]: algebras with two associative operations
such that any linear combination is associative.

It is well known that the operad Cacti acts on the Hochschild complex C*(A)
of an associative algebra A [GV95, MS02, BF04, [Kau07|. Here, the studied
product corresponds to the cup product of C*(A).

In any Cacti-algebra a pre-Lie product. If the Cacti-algebra is TV with V a
vector space, this product turns out to be associative. We show that a asso-
ciative and coassociative bialgebra structure arraises in H = V @ 15 where
1y is the unit of this product. This shows, together with [Men04, Kad05],
that there is a one to one correspondence between this kind of structures
in H and Cacti-algebra structures in TV (such that the associative algebra
structure is given by the tensor product) subject to a compatibility condition
(that is motivated by the Hochschild complex example).

Keywords: operads, Cactus operad, up-to-homotopy associative algebra, mat-
ching dialgebras, Hochschild complex.
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Introduccion

En esta tesis se estudia el operad (diferencial graduado) Cacti de cadenas
celulares de cactus (sin espinas) [MS02, BF04, [Kau07]. Este operad describe
las llamadas &lgebras de Gerstenhaber y Voronov [GV95| (a menos de una
convension de graduaciéon, ver apartado . En el mencionado trabajo,
los autores muestran que esta estructura estd presente en el complejo de
Hochschild de un algebra asociativa.

Un aporte original importante del presente trabajo (teorema es mostrar
que en toda algebra sobre el operad de Cacti se tiene una estructura (expli-
cita) de algebra asociativa a menos de homotopia. En el caso del complejo
de Hochschild, este producto corresponde a simetrizaciéon del producto cup
(equivalente a este en homologia). Este resultado es parte de [GLT13].

Como parte del estudio del operad Cacti se demuestra (ver apartado [2.5) que
toda algebra tridendriforme d.g. (ver [Cha02, 3.2]) es un algebra de cactus.
Ademas, al final del capitulo[2]se propone una definicién de algebra de cactus
simétrica que contiene la de algebra de brace simétrica [LMO05, def.2].

Por otra parte, se estudian ciertas estructuras de Cacti-algebra en TV para
V' un espacio d.g. Se deduce que las mismas estan en correspondencia (ver
teorema con las estructuras de biadlgebra asociativa y coasociativa en
H = V®k-1g. Para el caso en el que se tiene C' = V@k-1 es una dg-codlgebra
coaumentada, las estructuras de dg-bidlgebra en C' se corresponden con cier-
tas (i.e. compatibles con el grado externo) estructuras de Cacti-algebra en
TV = QC, de esta manera se extienden los resultados de Menichi [Men04] y
Kadeishvili [Kad03].

La presente tesis se desarrolla en cuatro capitulos y dos apéndices. La misma
se organiza de la siguiente manera.



En el primer capitulo se presentan los conceptos clave en teoria de operads
que se utilizaran a lo largo de toda la monografia. El objetivo principal del
mismo es presentar el operad A&?, la version a menos de homotopia del
operad A? [Zinl0] que codifica algebras combinadas. Se busca ilustrar la
analogia con el operad A [LV12] que describe dlgebras asociativas y Ay que
describe algebras asociativas a menos de homotopfa.

Consideramos que el presente trabajo se enmarca dentro de la topologia
algebraica y del dlgebra homologica. Por este motivo se considera a la ter-
minologia de dichas areas como parte del lenguaje técnico de la presente
monografia y no se definirdn dentro de la misma. Notables ejemplos son
categoria y funtor, espacios vectoriales diferenciales graduados (o dg-espacios
vectoriales), homologia y conjuntos simpliciales.

Miés alla de esto, se busca ser 1o méas auto-contenido posible. Por este motivo
y debido a que el lenguaje de operads es esencial y, lamentablemente, no
del todo difundido, es el objetivo de este capitulo definir y fijar la notacion
necesaria para el resto de la tesis. De todas maneras, no se pretende que
la presentacion sea completa sino mas bien minimalista. La eleccion de este
enfoque se hace evidente en la seccion donde se presentan las algebras
a menos de homotopia que nos interesaran en este trabajo (esto es, las
modeladas por los operads A, y A&i) . Se busca, sacrificando
generalidad, mantener la exposicion lo mas accesible posible. Como referencia
del tema, nos permitimos recomendar [LV12, [MSS02].

De esta forma, el primer capitulo es una introduccion, adaptada a las necesi-
dades de esta tesis, de las definiciones y construcciones generales. Las mismas
se presentan con la mayor simpleza posible para ser utilizadas en los ejemplos
que nos interesan: los operads A vy A® que modelan algebras asociativas
y &lgebras combinadas [ZinI0]. Como aporte original en este capitulo se
tiene el hecho de que A® es Koszul (resultado obtenido independientemente

en [ZBGI12|) y la presentacion explicita del operad A

Ya que en el presente trabajo el vocablo “operad” hace referencia a lo que en la
literatura (por ejemplo [MSS02, [LV12]) se denomina un “operad no simétrico”
u “operad planar”, incluimos al final de dicho capitulo una seccién donde se
discute brevemente las diferencias entre ambos conceptos y su relacion con
el resto de la tesis.



En el capitulo 2] se estudia el operad de cadenas celulares de cactus topologi-
cos sin espinas, Cacti [MS02, BF04, Kau07]. El mismo sera el objeto central
de estudio en el resto de la tesis.

Se comienza identificAndolo como suboperad del operad de suryecciones X de
[BE04]. El operad Cacti = X es el generado por las suryecciones que poseen
cierta propiedad (ver definicion que llamaremos, justamente, cactus.
Luego se presenta una notacién geométrica para los cactus justificando,
podria decirse, su nombre.

Hacia la postre del capitulo (apartado se exhibe el emblemaético de
algebra de cactus que es el origen historico del mismo: C*(A), el complejo
de Hochschild de un algebra asociativa. Esto se consigue relacionando (via
la suspension operadica) la definicion original de algebra de Gerstenhaber-
Voronov [GV95] con la de algebra de cactus.

Luego se presenta la relacion entre dlgebras tridendriformes y algebras de
cactus, surgida a partir de comentarios de M. Ronco sobre una version
preliminar de la tesis. Como aporte original, se obtiene que toda algebra
tridendriforme d.g. es un algebra de cactus. Mas precisamente, si tD es el
operad que axiomatiza las algebras tridendriformes (ver definicion m,
también resulta la suspension del operad presentado en [Cha02, 3.2]) se
tiene un morfismo de operads d.g. (ver 2.13): Cacti — tD. Esto se consigue
basandose en lo conocido para el caso no graduado [Ron00, BR10).

Un &lgebra de brace es un algebra sobre el suboperad B (no d.g,) de los
cactus de dimensiéon maxima. Estos junto con el cactus Wgeneran todo
Cacti. Un algebra de brace simétrica (ver [LMO5L 2|) es una variante de
dlgebra de brace invariante por la permutacion de (algunas) entradas. Ante
la sugerencia de M. Ronco de estudiar de que manera dar un anélogo a las
braces simétricas en el caso de Cacti nos permitimos sugerir una definicion de
algebra de cactus simétrica. Esto es, valiéendonos de la correspondencia entre
estructuras preLie y de brace simétricas (ver [LMO05, [OGO05]) y del hecho de
que se tiene P < B < Cacti donde P es el operad preLie (suspendido), La
propuesta es considerar SymCacti, el suboperad (d.g.) generado por Py W:

SymCacti = <Qp Qp> c Cacti
’ operad

De esta manera, se tiene una estructura de brace simétrica en el sentido
de [LMO05] con un producto asociativo compatible.



En el capitulo [3] se estudia el producto inducido por el morfismo de operads

A — Cacti

mo +—> z\:

Este producto es asociativo y no conmutativo. Sin embargo, existe una ho-
motopia que resuelve la falla de la conmutatividad:

5(b) -

Por lo tanto es conmutativo en la homologia de cualquier Cacti-algebra.
Si se quiere un producto equivalente (en homologia) pero conmutativo se
puede considerar el producto dado por &’ + V. Al hacer esto se pierde
la propiedad asociativa. El resultado principal del capitulo, el teorema 3.8,
muestra que este nuevo producto resulta asociativo a menos de homotopia.
Esto es, construye explicitamente un morfismo

A, 5 Cacti

My +—> W—FW

Este morfismo se consigue via la factorizacion (no obvia a priori)
¢ 2) M .
Ay — A(()O) - Cactt

donde en los dos generadores (como operad) de A? de aridad dos son
asignados a pr W El morfismo p se construye de manera inductiva a via
o y =, dos construcciones sencillas. Este par de operaciones y la composicion
con el elemento que da la homotopia para la conmutatividad se encuentran
intimamente relacionadas:

uD—u'ziQp%u—UonQﬁ

para u un cactus con cierta propiedad. Esto da lugar a un comportamiento
particular con el diferencial del operad Cacti y por lo tanto permite demostrar
que p es un morfismo de operads.

Por otra parte se describe la imagen del morfismo 7. Es decir, si m,, es
el generador (como operad) de Ay en aridad n y n(ms) = X ,cor U se
determina el conjunto C'(n) de manera sencilla.



Como aplicacion, se ilustra el caso del producto cup. Es un resultado clasico
que el operad Cacti actiia en C*(A) el complejo de Hochschild de un algebra
asociativa A [GV95, BF04, [MS02, Kau07|. El producto estudiado corresponde
ni mas ni menos que al producto cup de C*(A). Por lo tanto, la simetrizacion
del producto cup es asociativa a menos de homotopia.

En el captitulo 4] se estudian un tipo particular de Cacti-adlgebras. Mas
precisamente, se estudian las algebras de la forma TV para V un espacio
vectorial, con la graduacion tensorial. Dado que TV es un algebra asociativa
(libre) con el producto tensorial, nos concentraremos en el caso en que la
estructura de Cacti 4lgebra sea coherente con esto. Es decir, se tiene

W(r,y) =r®y

De esta manera, la estructura de Cacti algebra extiende (definicion la de
algebra asociativa. Pediremos ademas (motivados en el ejemplo del complejo
de Hochschild) cierta condicion de compatible con el grado (definicion [4.4)).
Esta condicion, en particular implica que el producto * dado por

Ty = (—U"”%(%y)

que, en principio, es pre-Lie, resulta asociativo al restringirlo a V. Notar que
esto ocurre también en el ejemplo de Hochschild ya que, al restringirse a
grado uno, la operaciéon en cuestion es la composiciéon de funciones.

Consideramos H = V @ klgy donde 15 es el neutro formal de =. Se muestra
(ver teorema que el producto = y el coproducto inducido por el dife-
rencial dan lugar a una estructura de biadlgebra en H. Mas atn, si se tiene
una bidlgebra (H, A, =, €, 1) asociativa unitaria y counitaria, se considera V'
el ideal de aumentacion, entonces TV tiene determinada una estructura de
Cacti-algebra, que extiende a la de dlgebra asociativa y es compatible con el
grado.

Esta construccion se relaciona con la construccion bar de la siguiente manera.
Si H es una coalgebra, se tiene en TV una estructura de dg-algebra asociativa.
En caso de que ademéas H sea una bidlgebra (c.f. [Men04, [Kad05]), esta
estructura se extiende a una Cacti-algebra compatible con el grado.

Luego se estudia qué implicancias (ver lema[4.12)) tiene dicha propiedad sobre
los morfismos en la categoria de Cact: algebras. Se concluye a partir de esto
que la construccion cobar da lugar a una equivalencia de categorias entre



bidlgebras y algebras de cactus compatibles con el grado.

Otra implicacion de dicho estudio es el teorema [4.16] El mismo dice que si se
tiene un algebra (d.g.) A y una bialgebra (d.g.) H, el conjunto de estructuras
de H-moédulo algebra en A estan en correspondencia biunivoca con los mor-
fismos TV — C*(A) de Cacti algebras (ambas son compatibles con el grado).
Dada un algebra d.g. A, este teorema determina para cada estructura de
H-modulo algebra en A, un morfismo de &lgebras de Gerstenhaber

H*(Q(H)) — HH*(A)

En el apéndice [A] se presenta el operad Cacti como el operad algebraico
dado por las cadenas singulares del operad topologico de Cactus [Vor05| al
considerar sus cadenas celulares. En cierto sentido y a modo de motivacion,
puede pensarse un cactus como una superficie infinitesimal. Siguiendo este
modo de pensar, se presenta el operad topolégico como un operad relacionado
a las teorfas de campos conformes desde la perspectiva de Segal [Seg04].
De esta manera, las cadenas de este operad se relaciona con las teorias
topologicas conformes [Wit88| [Get94] [Kon95].

Se comienza por el paso desde una teoria de campos clésica a una teoria
cuantica, para luego estudiar el caso de las teorias conformes y de ahi llegar
a los operads de cactus topologico y Cacti. El mismo describe, desde una
perspectiva personal, la motivacion del autor para estudiar el operad de
cactus. De esta manera, el material alli expuesto no es necesario, desde un
punto de vista estricto, para el desarrollo y comprension de los resultados
expuestos en el capitulo |2l Es por eso que nos permitimos la licencia de
utilizar un lenguaje matematico no del todo preciso. En otras palabras, se
sacrifica rigurosidad en la exposicién con el objetivo de hacerla mas entendible
y amena.

En este apéndice se comienza por introducir brevemente teorias de campos
como contextualizacion de las teorias conformes. En el mismo se describe un
formalismo matemaético para tratar teorias de campos. Desde este punto de
vista, se define una teoria de campos como un funtor que parte de alguna
categoria de cobordismo y toma valores en espacios vectoriales (o espacios de
Hilbert). La simetria de la teoria esta codificada en la categoria de cobordismo
elegida. No se busca la completa (no posible ain) rigurosidad matematica
para definir teorias cuénticas sino exponer las ideas fisicas detras de los
objetos matematicos que nos interesan.



En la siguiente seccion, la mas importante del apéndice, se toma como punto
de partida las teorias conformes desde la optica de Segal [Seg04] v se busca
llegar al operad de Cacts.

Se define una teoria conforme como un funtor (proyectivo)

U:RS — Hilb

desde la categoria (de cobordismo) de superficies de Riemann (superficies
compactas con una estructura compleja) a espacios de Hilbert. Como aporte
conceptual en la presentaciéon podemos mencionar el hecho de incluir el
semigrupo de difeomorfismos de S' como flechas en la categoria.

Luego se estudia la subcategoria € dada por los cilindros. Al restringir la teo-
ria se tiene una representacion U : € — Hilb. Esta induce una representacion
(unitaria) del algebra de Virasoro. De manera reciproca, cualquier represen-
tacion de este tipo se extiende a una representacion de €. En consiguiente, se
estudian dichas representaciones y de qué manera estan determinadas, a su
vez, por sus vectores de peso maximo. Se presenta también la equivalencia
entre este concepto y la definicion de Segal de campo primario. A partir de
ahi se introduce la correspondencia estado-operador.

Dado que toda superficie se puede descomponer en cilindros y pantalones
(superficies de género nulo con tres componentes de borde), una teoria con-
forme queda determinada por su valor en ellas. En otras palabras, el valor
de una teorfa en las superficies de género nulo la determina. Es por eso que
restringimos a Sy la subcategoria de superficies con s6lo un circulo saliente
y género nulo. Se presenta en consecuencia al operad de cactus (topologico)
como un caso “limite” o “infinitesimal” de superficies de Sy. Por tltimo se
propone el estudio del operad de cadenas de Cactus como un modelo de
juguete para teorias topologicas conformes [Wit88, [Get94, [Kon95l, [Cos07] a
género cero.

En el apéndice |B| se adjunta y explica el codigo utilizado para los computos
del capitulo |2l Este codigo ha sido fundamental para la investigacion del
operad Cacti. El hecho de implementar dicho operad en la computadora ha
generado una arena donde generar ejemplos y experimentar conjeturas.






Capitulo 1

Operads

En este capitulo se presentan los conceptos bésicos de la teoria de operads
(planares o no simétricos) que se utilizaran como lenguaje a lo largo de
todo el trabajo. Los operads [May72| buscan abstraer y modelar el concepto
de operacion. Un operad es esencialmente una coleccién de operaciones de
distinta aridad junto con la composicion parcial de las mismas [LV12] [MSS02].
Esta composicion parcial entre dos operaciones consiste en reemplazar el
resultado de una en una de las entradas de la otra. La exposicion se basa
principalmente en |[LV12| en cuanto a los contenidos, pero utilizamos la
notacion de [Murli.

Comenzamos presentando, como ejemplo de la definicion, el operad A que
modela dlgebras asociativas. A continuacion damos la definiciéon de operad
a través de composiciones parciales junto con otras definiciones y ejemplos
béasicos relacionados con este concepto. Luego se introducen los drboles como
un lenguaje para expresar operads dado por objetos combinatorios. Se tiene
asi, por ejemplo, la construccion del operad libre.

En la seccion se expone el concepto de operad a menos de homoto-
pia [Sta63, BV73| de un operad dado. El enfoque respecto a este concepto, la
dualidad de Koszul [GK94] y la construccion cobar es méas bien minimalista:
se presenta lo necesario para poder definir los operads A, y A&?) las versiones
a menos de homotopia de los operads A y A [Zin10).

En la ultima seccioén se introduce el concepto de operad simétrico, esto es, un
operad cuyas operaciones n-arias tienen una accién del grupo simétrico S,
(junto con cierta compatibilidad). En dicha seccién se discuten las diferencias
entre el concepto de operad simétrico y no simétrico, haciendo especial énfasis
en el uso de ambas nociones en el capitulo siguiente.



1.1. Definiciones preliminares

Pongamos como ejemplo un algebra asociativa. La misma consiste en un
espacio vectorial V' conjuntamente con un producto asociativo x - y para
x,y € V. El mismo es una operaciéon binaria, llamémosla ms. Esto es,

m2V®V—>V

Esquematicamente, se puede pensar como una caja con dos entradas y una
salida:

Ahora bien, uno podria construir una aplicacion ternaria a partir de mo apli-
cando ésta dos veces: Se calcula el producto de dos elementos y el resultado
se multiplica por un tercero. Volviendo a la representacion esquematica, esto
seria:

Llamemos a esta operacion msy o7 my, donde la notaciéon introducida oy
significa justamente que el resultado una operacion se utilizara en la primera
entrada de la otra. Esto es, para elementos xy,xs, 23 € V,

(my o1 ma) (1, 2, x3) = (21 - 22) - T3

Se podria haber calculado también msy 0y mo, esto es:

Es decir, para elementos x1,xo,x3 € V,

(mg g m2)($1,x2>3¢3) =21 - (T2 - T3)

Como justamente el dlgebra es asociativa, tenemos que ambas operaciones
coinciden y definimos:

ms3 1= Mg 01 Mgy = Mgy O3 My
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Es decir, se multiplican las tres entradas sin importar el orden en el que se
realizan las operaciones (pero si respetando el orden de los elementos). En
cualquier aridad se puede realizar lo mismo, es decir, definir m,, como el
producto de sus entradas sin importar la posicién de los paréntesis.

Este ejemplo consiste entonces en una coleccién sencilla de operaciones n-arias.
Pasemos ahora a la definicion de operad, para luego volver al mismo.

Definicion 1.1. ([LVI12] 5.9.4|[MSS02, 1.3][Murlll 2.4 y 2.6]) Un operad (no
simétrico o planar) O en una categoria monoidal V consiste en:

» Objetos {O(n)}nen, que llamaremos operaciones n-arias.
= Morfismos (uno por cada n,m e Ny,i € {1,...,n})
O(n)®O(m) 2 O(n+m —1)
a los cuales llamaremos composiciones parciales.

» Un elemento 1 € O(1) identidad para las composiciones parciales, es
decir, para cualquier w, € O(n) y cualquier 7 € {1,...,n} se tiene
wy, 0; 1 = w, =107 w,.

= Las composiciones cumplen la siguiente asociatividad:

(W, 0j W) Ojyqe1 Wy sij <1

(’LUT. O; U)p) Oj wq = {

W, O; (U}p Oj—i+1 U}q) si1 < j <p-+ 1
cualesquiera sean w, € O(p), w, € O(q), w, € O(r).

En este trabajo consideraremos operads en conjuntos, espacios topologicos y
espacios vectoriales (diferenciales graduados). En estos contextos, en general,
estudiaremos operads reducidos, esto es, O(0) = &, O(1) = 1 en el caso de
conjuntos y O(0) = 0, O(1) = (1) para espacios vectoriales. Es decir, todos
los operads seran reducidos si no se definen los espacios de operaciones 0-
arias y l-arias de manera explicita (como, por ejemplo en los operads End a
continuacion y S del capitulo [A]).

Ejemplo 1.2. Volvemos al ejemplo mencionado anteriormente, que llamare-
mos A. Definido de manera precisa A es el operad (en espacios vectoriales)
dado por:

= A1) =D, A(n) = (my)

" My, Of My, = Mypm—1. (En particular: m, o; 1 = m,, = 10y m,.)

11



Ejemplo 1.3. Para un espacio vectorial V', se puede considerar el operad
(en espacios vectoriales) End(V') (ver [LV12, 5.2.11 y 5.9.8]) dado por:

End(V)(n) = Hom(V®" V)

y para f € End(V)(n),g € End(V)(m),i e {1,...,m}, la composicion parcial
esta dada por:

go; fur, o Vneme1) = g1, .., 01, f(Viy e oo, Vntiz1)s Unis -+ - s Unbm—1)
cuya unidad es 1y, la identidad del espacio vectorial.
Ejemplo 1.4. Sea S el operad (en conjuntos) dado por
» S(n) =S, el grupo de permutaciones de n elementos.

» Para 0, € 5,0, € S, la permutacion o, o; 0, € S,44-1 estd dada por:

r

op(k) sik <iyop(k) <op(i)
op(k) +q—1 sik <iyop(k) > op,(i)
(0poiog)(k) =X ag(k+1—i)+0,(i) sii<k<i+gqg
op(k+1—¢q) sik>=i4+qy oyk) <op,(i)
opk+1—q)+q—1 sik=i+qyo,(k)>0,(i)

\

Es decir, la permutacion resultante se obtiene reemplazando el valor
i-ésimo de o, por toda la permutaciéon o, pero actuando en el conjunto
{i,...,i+q—1}.

., ¢ . .
Definicién 1.5. Un morfismo de operads O — ‘P consiste en una coleccion

de morfismos {O(n) In, (1) }nen, que conmutan con las composiciones
parciales y que cumple ¢1(1lp) = 1p.

Para O un operad (en espacios vectoriales), una estructura de O-dlgebra en
un espacio vectorial V' consiste en un morfismo O — End(V).

Observacion 1.6. El concepto usual de algebra asociativa (no unitaria)
coincide con el de A-algebra.

Operads diferenciales graduados

Definicién 1.7. Un operad en la categoria de espacios vectoriales diferen-
ciales graduados se abreviara dg-operad.
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En otras palabras, en un dg-operad los espacios O(n) son dg-espacios vec-
toriales y, por consiguiente, es parte de la estructura una graduacion | - | en
cada uno de ellos y un diferencial

d:O(n) — O(n)

En cuanto a la definicién de las composiciones parciales, se toma la nocién
estandar de morfismo en esta categoria, esto es, morfismo lineal de grado
nulo compatible con el diferencial. En concreto, las o; deben cumplir:

[0 0 w] = [o] + [w]

d(v oy w) = dv oy w + (=1 o; dw

Observacion 1.8. Notar que la construccion del ejemplo [1.3|se puede gene-
ralizar de manera canonica a dg-operads. Se consideran morfismos (ahora si)
de cualquier grado y el diferencial esta dado por: df = do f — (—=1)//If o d.
Para un dg-operad O, una O-algebra consiste en un dg-espacio vectorial V'
y un morfismo (de dg-operads)

O — End(V).

Proponemos la siguiente convencién en el contexto de &lgebras sobre un
operad O. Sive O(n),ne O(m),x1,...,Tpn_1,Y1,---,Ym € V, convenimos

(l/oi,u)(ml, e T 1, YLy e ey Ym) = (—1)€V(ZE1, oo T (YL, e Ym) s Ty - ,xn_l)

i—1
donde = = (3574 [yl ) (11 + 51 lusl)-
A modo de ejemplo y para fijar notacion en el caso de operaciones binarias,

sea V un espacio d.g. con una estructura de O-algebra d.g. Sea * € O(2).
Para x,y € V, la expresion x % y se define como

zxy = (1) 5 (z,y)
De esta manera, vemos que el hecho que % sea asociativa se traduce en
(xky)kz = % (ykz)
(D (x () k2 = (1) (2, (y x 2))
(_1)(\w\+\y|+l*\)l*l * (* (z,y), z) _ (_1)\y|\*l * (x, * (v, z))
(_1)(\w|+|y|+l*l)\*l * ( * (), )(:c, y,z) = (_1)(|y\+|w\)l*l * (.7 *(-, ))(a:, Y, 2)

En el lenguaje de las composiciones parciales, la asociatividad se traduce en:

(—D)*H 3 o) % = 0y %
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Observaciéon 1.9. Todo operad en espacios vectoriales puede pensarse co-
mo operad diferencial graduado con graduacion y diferencial triviales. Por
ejemplo, el operad A puede pensarse de esta manera. En el contexto de dg-
operads, una A algebra es un algebra d.g. (ya que dmy = 0 se traduce en
d(a.b) = da.b + (—1)%a.db).

Recordemos que si V' es un espacio d.g. se define su suspension XV en el
mismo espacio base con graduacion

ey =1 - v+
y diferencial
dsy = —dy
Similarmente, se define la desuspension, X'V, donde del grado original se

sustrae la unidad.

Introduciremos a continuacién el concepto de suspension de un operad. Aun-
que no sea crucial en el desarrollo de la tesis, sera comodo contar con ¢l en
la ultima seccion del capitulo 2]

Definicién 1.10. Sea O un operad diferencial graduado, la suspensién ope-
radica X O esta determinada al considerar

(20)(n) := "7'O(n)
con las composiciones parciales heredadas de O.

En el caso de un 6perad simétrico (ver seccion se debe ademaés tensorizar
el espacio X" 1O(n) con la representacion signo (ver definicion [MSS02, 3.13],
o el apartado [LV12, 7.2.2|)

Teniendo en cuenta la identificacion BEnd(V) ~ End(X71V) (c.f. [MSS02,
3.16]) se tiene la siguiente relacion entre algebras sobre O y XO.

Observacién 1.11. A partir de la suspension, se tiene una relacion 1-1 entre
las estructuras de (O-algebra en V' y las estructuras de X O-algebras en V.

Si O esta dado por generadores y relaciones sabemos que X O tiene los mismos
generadores pero subidos en grado (su aridad menos uno). A partir de la
observacion anterior se pueden calcular de manera sencilla las relaciones que

definen X0O.
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Operads y arboles

Como se entrevé en la introduccion de este capitulo, los operads pueden
representarse de manera grafica por medio de arboles cuyos vértices internos
(ver definicion abajo) codifican las operaciones y el arbol mismo de qué
manera éstas se componen (es decir, de qué manera el resultado de una sirve
como entrada en otra). De hecho, veremos que el operad libre en un conjunto
de operaciones esta dado por los arboles etiquetados por dicho conjunto. A
continuacion, daremos la definicién de arbol que utilizaremos en el resto de
la monografia.

Definicion 1.12. Un arbol drbol (planar reducido con raiz) de n hojas T
consiste en un grafo grafo dirigido (i.e. conjunto simplicial 1-dimensional),
contractil y con las siguientes propiedades:

= Los vértices de valenciaﬂ 1 estan etiquetados por 0,1,...,n. El vértice
etiquetado por 0 corresponde a la raiz del arbol y el resto a las ho-
jas. Llamaremos internos a los vértices que no son hojas ni la raiz.
Notaremos por in(7") al conjunto de todos los vértices internos.

= Kl grafo estd dirigido hacia la raiz. Es decir, desde cualquier vértice
existe un (Gnico) camino dirigido que termina en la rafz. Esto implica
que, salvo la raiz, cada vértice tiene una sola arista saliente. La cantidad
de aristas entrantes a un vértice v se llamaré la aridad de dicho vértice
y la notaremos como ar(v). Los vértices de aridad 0 son exactamente
las hojas. Por definicién, la raiz debe tener aridad 1.

= No hay vértices internos con aridad 1, es decir, el arbol es reducido.
Equivalentemente, no hay vértices de valencia 2 ya que esto seria tener
una arista entrante y una saliente.

= Las hojas tienen un 6rden total, ya que se corresponden con el conjunto
{1,...,n}. Al representar graficamente un arbol en el plano, lo haremos
de manera tal que este orden se lea en sentido horario.

= De manera analoga al punto anterior, se tiene un orden total en las
aristas entrantes a un vértice v, lo que lo hace un arbol planar. Al
representarlo graficamente, se leera en sentido horario.

!Cantidad de aristas que confluyen en el vértice, sean éstas entrantes o salientes.

15



Como convencién, pensaremos a las hojas numeradas de izquierda a derecha.
Llamaremos n-corola al arbol de n hojas y un solo vértice interno. Un ejemplo
de una corola de cinco entradas es:

4

Podemos omitir dibujar las flechas si consideramos un arbol siempre dirigido
hacia abajo, es decir, la raiz es el vértice que estda méas abajo en el dibujo.
Como puede verse, en este ejemplo las etiquetas estan ordenadas en sentido
horario desde la raiz (y por este motivo, las podemos omitir en el dibujo).

O=<—0<—W

Definimos ahora 7T, el operad de drboles. El mismo consiste en el operad
(en conjuntos) cuyas operaciones son 7 (n) = {arboles con n hojas} y donde
la composicion parcial i-ésima consiste en pegar la raiz de un arbol a la -
ésima hoja del otro. Las hojas del arbol resultante se etiquetan con el orden
descripto anteriormente.

Por ejemplo, para \V& e T(7), V € T(6), resulta

Vg -
o -

s -

La siguiente observacion nos muesta una manera equivalente y mas compacta
de codificar un arbol (planar).

Observacion 1.13. Un arbol T de n hojas consiste en un conjunto (que
llamaremos también T') de subconjuntos de {1,...,n} con las siguientes
propiedades:
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Para cada i € {1,...,n}, consideraremos que {i} € T' (que seran las n
hojas).

{1,...,n} € T. (O sea, el conjunto de todas las hojas siempre lo
pensaremos como parte de T, ya que corresponde a la raiz.)

Cada v € T es una lista de nameros correlativos (es decir, existen i < j
tales que v = {i,...,j}).

vNU #F QP = vcv o6v>DV

El conjunto de vértices del arbol serd T con una arista v — v’ si v D v’ de
manera inmediata, es decir v D w >V = w =v 6 w = v'. Agregamos el
vértice 0 y una arista {1,...,n} — 0.

Los subconjuntos que definen el drbols pueden pensarse como una expresion
con llaves en el conjunto 1,...,n, por ejemplo

\\V = {{L 2}{374}{5v67 7}}

De esta manera, la composiciéon parcial consiste en sustituir el ¢-ésimo ele-
mento de una expresion por toda la otra expresion etiquetando nuevamente
el resultado. Asi, el ejemplo antes expuesto resulta:

{1,213, 4}{5,6, 7}} 05 {{1,2, 344, 5,6}} = {{1,2}{{3,4,5}{6,7,8}}9}{10,11,12}}

V ¥

Definicién 1.14. Para un conjunto graduado X = {X,},>2 se define el
operad libre (en la categoria de conjuntos) dado por X (que seréan las opera-
ciones) de la siguiente manera:

T X (n) = {arboles con n hojas etiquetados en X'}

donde un arbol etiquetado en X consiste en un arbol con una asignaciéon
que le hace corresponder a cada vértice interno v, un elemento z, € X, ().
Observar que el arbol con una sola hoja (y ningtin vértice interno) se considera
etiquetado. Mas atn, resulta en la identidad del operad libre.

Llamaremos ¢ a la n-corola etiquetada por un x € X,,. Observar que T X esta
generado como operad por las corolas ¢ con x € X, es decir, cualquier arbol
en 7 X se consigue de las r via composiciones parciales.
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Ejemplos 1.15.
= Si se considera X,, = {o} Vn > 2 se obtiene TX =T

= Si se considera X, = {8} y X, = & si n # 2 se tiene TX — T el
suboperad formado por los arboles binarios. Por ejemplo

TX(2) = {Y}
TX(3) = {K(V}

= Sise considera X, = {e, 0}y X, =& paran > 2, T X resulta el operad
de arboles bhinarios con vértices internos decorados por e y o.

Por ejemplo V/, \;5/, V, \é ET)N((ZL).

Definicién 1.16. Dada una sucesion de dg-espacios vectoriales F = {E, },>o
se define el dg-operad libre F(E) de la siguiente manera:

FE)n) = @ & Euw

TeT (n) vein(T)

Estos son dg-espacios vectoriales, con el diferencial y el grado extendido
naturalmente al producto tensorial, esto es:

dz®y) =dz®y+ (—1)"lz®dy
[z @yl = |z] +[y]

Las composiciones parciales estan dadas por el pegado de arboles. Esto es,
en los sumandos dados por arboles T}, T, de n y m hojas respectivamente se
define en esa componente la composicion parcial via la identificacion:

X) Ear(v))@( X Ear(v)) - X)) B

vein(Th) vein(Ts) vein(Tyo] Tb)

TRy — (x®y) =1xo;y

Por ejemplo, si 77 = \\VV, =21 R012Qr3RXx4 € F3Q Fy® Fy® F3 'y
Ty = V;y=y1®y2®y3€E2®E3®E3setiene
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‘\VV,$1®$2®$3®$4 03<V7y1®y2®y3>=
= $,$1®$2®$3®y1®y2®y3®x4

Si se elige una base para los espacios E,, la descripcion de F(E) puede
simplificarse como se muestra en la siguiente observacion.

Observacion 1.17. Si E, = (X,,) el espacio vectorial con base X, y lo
consideramos como dg-espacio con diferencial trivial, se tiene

F(E)(n) = (T X(n))

Es decir, F(F) esta generado (en cada aridad) como espacio vectorial por
los arboles etiquetados en los generadores de X. Mas atn, las composiciones
parciales en F(E) corresponden a extender linealmente las de 7 X.

Volviendo al ejemplo anterior,
» Si se considera X,, = {e} Vn > 2 se tiene, entonces, F,, = (o). Luego
F(E)(n) =<T(n)

O sea, las operaciones n-arias consisten en combinaciones lineales de
arboles de n-hojas.

= Si se considera X, = {8} y X, = & si n # 2 se obtiene Ey = (o) (y
E, =0sin # 2). Por lo tanto,

F(E)(n) = (T € T(n) : T binario)

En otras palabras, las operaciones n-arias estan generadas por los ar-
boles binarios de n-hojas. Por ejemplo,

oY)

FEE) = YY)
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= Al considerar X, = {o,0} y X,, = f para n > 2, se tiene

FE(n) ={(TX(n)

Asi, por ejemplo, V \? — 3\<T>/ \</ € ]-"E

Pasemos ahora a la definicion de algunos conceptos algebraicos bésicos de la
teoria de operads que necesitaremos en la siguiente seccion.

Definicién 1.18. Sea O un dg-operad. Un ideal de O consiste en una
coleccion de subespacios
Z(n) < O(n)

tal que peZ 6 v e Z implica po; veZ.

Se puede definir entonces el operad cociente

O/T =
©m)m -2
con composiciones parciales i o; U := 1 0; V.

Dado un subconjunto R de O (més precisamente, R(n) < O(n) para cada
n € N), se define el ideal generado por R al menor ideal que contiene a R,
esto es, la inteseccion de todos los ideales que contienen a R.

Ejemplos 1.19.

= Consideremos el operad libre en una coleccion {X,},=2 v E, = (X,)
como en la observacion anterior. Sea Y una subcoleccién, esto es, Y,, <
X,, para todo n > 2 (podria ser Y,, = &J). Se tiene el ideal Z generado
(como espacio vectorial) en aridad n por los arboles etiquetados que
tienen algin vértice con etiqueta en Y.

Z(n) ={T € TX(n): algin vértice esta etiquetado por Y'})
Al considerar el cociente, se obtiene

F(E) )
= = F(E)

donde E! = (X, )/{Y,) ~ (X,\Yn).
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= Veamos ahora otra descripicion del operad A. Consideremos el operad
libre para X, = {e}, esto es, libre en Ey = (o), £, = 0 Vn # 2.

Recordemos que en este caso F(E)(n) = (T € T(n) : T binario)

Consideramos entonces Z el ideal generado por el elemento

P < B (I yoiys

Se tiene entonces

ya que F(E)(n) es el espacio vectorial generado por los arboles binarios
y en el cociente todos resultan identificados. Mas precisamente, al
considerar el morfismo

se tiene Z = Keryp. Veamos esto. Como a € Kerp y éste es un ideal, se
tiene Z < Kerp. Reciprocamente, se puede ver inductivamente (para
n = 2) que dim (Z(n)) = 2" ! — 1y, dado que dim (F(E)(n)) = 21,
se sigue la igualdad.

Proposicion 1.20. Sea O un dg-operad, su homologia
 Ker(O(n) % O(n))
' Im(O(n) 4 O(n))

hereda una estructura de dg-operad (con diferencial trivial).

HO(n)

Demostracion. El resultado se desprende de las siguientes dos propiedades
= Ker(n) = Ker(O(n) 4, O(n)) es un suboperad de O (y d|.,. = 0).
= Zm(n) = Im(O(n) 4, O(n)) es un ideal de Ker.
Sean p, v € Ker, se tiene
d(po;v) =dpojv+ (=)Mo dv = 0.
Por lo tanto, po; v € Ker como se queria ver.
Ahora, sea u € Im, esto es, 3¢ : d€ = p. Luego, para v € Ker, se tiene
d(€ojv) =pojv+ (—1)¥lg oy dv = po; v,

Luego, 1 o; v € Im. Anélogamente, se ve que v/ o; € Im para v' € Im. [
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Definicién 1.21. Un morfismo de dg-operads ¢ : O — P se dice una
equivalencia débil o un cuasi isomorfismo si cada ¢, : O(n) — P(n) es una
equivalencia débil de dg-espacios vectoriales (complejos de cadenas). Esto es
equivalente a que el morfismo inducido ¢ : HO — HP sea un isomorfismo.

1.2. Algebras a menos de homotopia

En esta seccion presentaremos el concepto de &lgebra a menos de homotopia.
Esto consiste en dar, para un dg-operad O, un operad O donde las relaciones
de las operaciones originales de O han sido relajadas (se satisfacen a menos
de homotopia). Esta idea se formaliza considerando una resolucién minimal
de O (un operad libre a menos de un diferencial (descomponible) [MSS02,
I1.3.10] que sea débil equivalente al operad de partida).

En el caso de operads cuadraticos, un candidato a resoluciéon minimal es
O, = Q(0"), la construccién cobar en el dual Koszul de O. Debido a que
solo utilizaremos este concepto aplicado a los operads A y A® . nos permi-
tiremos simplificar estas construcciones. La simplificacién para estos casos
particulares es notoria, ya que se trata operads cuadraticos generados por un
conjunto finito de operaciones binarias que, ademas, resultan la linearizacion
de un operad de conjuntos (es decir, las relaciones que lo definen pueden
escribirse como igualdades). En ambos casos, sendas contrucciones dan lugar
a resoluciones minimales como se buscaba. Esto puede verse a partir del
método de reescritura [LV12, 8.1]

Aclaracion: El material de esta seccidon no es requerido, en un sentido formal,
para el desarrollo del resto de la tesis. Es incluido aqui con la intecién de
contextualizar los objetos utilizados. A los efectos de autocontencion del
manuscrito, puede pensarse los ejemplos y como definiciones de
los operads A, y Ag) respectivamente. A partir de esto, se puede verificar
de manera directa (y elemental) que los morfismos

A, - A y AP - A

son equivalencias débiles y que los operads asi definidos son resoluciones
minimales. Aln asi, ante la ausencia de tal verificacion, solo seran utilizados
los objetos Ay y .Ag) en si mismos. Es decir, los resultados del capitulo 3| no
requieren de la teoria de operads aqui expuesta, verbigracia, teoria homoto-
pica (y resoluciones minimales), (operads cuadraticos y) teoria de Koszul y
contruccion cobar.
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Operads cuadraticos

Un operad cuadratico es un operad dado por generadores binarios y relaciones
cuadraticas en los generadores. Pensando el operad libre como arboles eti-
quetados en los generadores, esto quiere decir que se consideran generadores
de aridad dos sujetos a relaciones dadas por (combinaciones lineales de)
arboles de altura dos (o sea, con dos vértices internos). Como mencionamos
anteriormente, nos restringiremos a operads de presentacion finita. Muchos
operads se pueden presentar de esta manera. En el contexto no simétrico,
el operad A que codifica algebras asociativas es el ejemplo emblematico.
También el operad A®), que definiremos méas adelante, es de este tipo.

Definici6n 1.22. Un operad cuadrético (de presentacion finita) es un operad
definido por un conjunto finito de generadores binarios y relaciones cuadré-
ticas entre ellos. Mas precisamente, se trata del cociente del operad libre en
un conjunto de generadores X = Xy (0 sea, X,, = &J si n # 2) por un ideal
Z(R) generado por relaciones R de la forma:

R c F(X)(3) =(TX(3))

En aridad 3 dicho operad libre consiste en todos los arboles binarios etique-
tados en X, (ya que X soélo tiene generadores de aridad 2). Es decir,

\) Y,
R - <\<X(7 \)%/>;L’,yeX

El dg-operad cuadratico dado por X y R es entonces

FX)

O, B) = 7

donce Z(R) es el ideal generado por R.
Ejemplo 1.23. Como vimos en[1.19, A = O(X, R) para X = {ms} y
R = <m2 O1 Mg — TNo O9 m2>

A modo de ejemplo de operad cuadratico, introduciremos aqui el operad
A® uno de los operads que utilizaremos en el capitulo . Al contrario de
lo hecho con el operad A, lo presentaremos primero como 6perad cuadratico
para luego dar una descripcion de las operaciones en cada aridad (y las
composiciones parciales). El operad A modela algebras con dos operaciones
asociativas que ademés asocian entre ellas de una manera particular. Esto
es, dos operaciones o y = tales que:



. . O |m
O, si pensamos a las operaciones o y = como corolas |'|'| y |'|'|,

Definicién 1.24. [Zinl0, [ZBG12] Definimos el operad A® como O(X, R)
para X = {my,ma}y

R :<ml O1 Muy — Ma O2 Mgy, Mg O1 Mg — Mg O2 M,

Ma O1 My — Ma 02 Mg, Mg ©1 Mg — Mg O2 mD>

Ahora, anélogamente a lo hecho con A, podriamos también presentar el
operad A® como generado (como dg-espacio) en cada aridad por un M
con £ € {m,0}""! (en este caso diremos |[£| = n).

Es decir, se tiene:

AP (n) = (me)eeqo mn—
donde tanto el diferencial como la graduacion son triviales y las composiciones
parciales estan definidas de la siguiente manera:

mg O; mg// = m(g’l,...7527175’1’7“_7%717&7__.76;71)
para [¢'| = p,|&"| =qei:1<i<p.
Por ejemplo,
Maoon O4 Mas = mIDD(ID)I

donde el paréntesis esta solo para enfatizar la operacion realizada.

En otras palabras, la composiciéon i-ésima de un generador en aridad p y uno
en aridad ¢ resulta en el generador etiquetado con los primeros ¢ — 1 valores
de la primera etiqueta, seguido de los valores de la segunda y completando
con los restantes valores de la primera.

Otro ejemplo similar de operad cuadratico es el operad A® [Zin10, Dot09)
que las describe algebras compatibles: espacios con dos productos asociativos
tales que la suma también es asociativa (o, equivalentemente, dos productos
tales que cualquier combinacion lineal de ellos es asociativa).

Ejemplo 1.25. Se define A» = O(X,R) con X = {m,,m.} y

R :<ml O1 Mu — Ma O2 Mg, Mg O1 Mg — Mg O2 My,

muolm-+mnolmu_m\:\OZmn_m-OQmD>
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El hecho de que m, + m. sea una operacién asociativa quiere decir que existe
un morfismo de operads:

A A

Mo —> My + M

Ademas, como R 42 < R 42, se tiene un morfismo natural:

AP 5 A®)
My — Mg

Me > M

Componiendo ambos morfismos, se tiene un morfismo de operads:

A— AP

Mo —> Mg + M

ademés de los morfismos obvios

A— A®) A— A®)

m2f—>mu m2|'—>m.

Por otra parte, un ejemplo trivial de A®-algebra se obtiene a partir de una
A-algebra poniendo m, = m. = msy. En otras palabras, se tiene un morfismo
de operads A® 2 A dado por p(m,) = p(m.) = ma.

El O, de un operad cuadratico O

Dado un operad O, se busca un operad Oy que sea una resoluciéon minimal.
Esto es, un operad libre a menos de un diferencial (descomponible) [MSS02,
I1.3.10] tal que se tenga una equivalencia débil O, — O. En el caso de
los operads cuadraticos, se tiene un candidato: O, = QO' [LV1Z, 10.1], la
construcciéon cobar en su dual Koszul. Nos interesan las resoluciones de los
operads A y A®, para los cuales este candidato funciona. Nuevamente, el
ejemplo emblematico (y el origen del concepto [Sta63]) es el de operad A,
que axiomatiza las dlgebras asociativas. Recordemos que el mismo esta dado
por una operacién asociativa mso. En cada aridad hay una operaciéon m,, que
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consiste en multiplicar los elementos para cualquier posicién de paréntesis.

El operad A, que describe dlgebras asociativas a menos de homotopia, estara
dado por una operacién binaria m, que no es asociativa. Sin embargo, la falla
de la asociatividad es corregida por una operaciéon ternaria. Esto es, hay una
operacion ternaria mg tal que:

Oms = my 01 My — My Og My

Topolégicamente, esto se puede pensar como una 1-celda cuyo borde son las
dos 0-celdas:

m3
My O2 My ——>Mp 01 My

O bien, L[‘H i L\EIJ si representamos my = I'I'| y mg = I—|—|

Ahora bien, en el caso de un algebra no asociativa, a partir de la operaciéon
binaria pueden definirse cinco operaciones cuaternarias. Las mismas consisten
en, dados cuatro elementos, multiplicarlos asociando de todas las maneras
posibles. Es decir, todas las maneras de poner paréntesis a la expresion abed
para a,b, c,d elementos del algebra. Por supuesto, en un algebra asociativa
estas operaciones coinciden. De manera grafica, lo podemos representar como
todos los arboles binarios posibles con cuatro hojas:

((ab)e)d | (a(be))d | (ab)(ed) | a((be)d) | a(b(cd))

.

En un Algebra asociativa a menos de homotopia, usando que L[‘F‘ e L\EIJ
vemos que dichas operaciones se relacionan unas con otras mediante:
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Yt
4, i

.
Ny

No es necesario que los dos caminos coincidan, pero si deben hacerlo a menos
de homotopia. Es decir, la falla de que ambos caminos coincidan es corregida
por una operacion my:

omy = my 01 M3 + M3 Oz My + My Op M3 — M3 O3 My — M3 O1 My

Es importante notar como la ecuacion algebraica tiene su interpretacion geo-
métrica dada por la orientacion y disposicion de las 1-celdas en el pentagono.
Veamos un ejemplo mas antes de dar la ecuacion general.

En aridad n = 5, a partir de la operaciéon binaria pueden formarse 14
operaciones 5-arias, correspondientes a los 14 arboles binarios con 5 hojas.
Es decir, uno por cada manera de poner paréntesis en una expresion de 5
elementos.

Utilizando la relacion L[‘F‘ i L\EIJ, se pueden conectar entre ellas. Es decir,
se pueden armar 21 1-celdas correspondientes a combinar dos my y una msg.

A su vez, estas 1-celdas se relacionan entre si via mgy 019 My, M3 0123 M3 y
My 01234 Mo. Geométricamente, podemos organizar esta informacion utili-
zando un poliedro como en la siguiente figura.
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En un algebra asociativa a menos de homotopia se pide entonces que exista
un ms tal que:

n—1

i=1 p+q=6

Al continuar aumentando la aridad puede verse que para cada n € N se
tiene un politopo de Stasheff [Sta63, BV73| que diagraméaticamente describe
la ecuacion:

n—1
om,, = Z Z (—1)=D+e=0a o, m,

i=1 p+g=n+1

Definiciéon 1.26. Dado O = O(X, R) un operad cuadratico, se define su
operad dual Koszul [IV12, 7.7.1] como O' = O(X*, R). M4s precisamente,
identificando (X) ~ (X)* R' es el espacio ortogonal a R en

FXNB) = C duaex DY Deaex

. (I O
respecto a la matriz (O —])'

Por ejemplo, si O = O(X, R = 0) = F(X)entonces O' = O (X, R = F{(X)(3))

y viceversa.
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Ejemplos 1.27. A~ A' [[V12] y A® ~ (A®)" [ZBGI2].

Demostracion. Incluimos aqui la demostracion de este hecho para ilustrar
la definiciéon anterior. En ambos casos se demuestra por medio de sendos
calculos directos a partir de la misma.

En el primer caso, recordemos que A = O(X, R) para X = {my}

U1 v2
—_ —_

R=<%01@—ﬁ202@>

Calculemos entonces R* en el espacio A(3) = (v;,vy). Las coordenadas del
generador de R en la base {vq, v2} son (1, —1) y la matriz del producto interno

10 10 1 ,
es <() _1>. Dado que (1 —1) (O _1) (_1) — 0, deducimos R* = R.

El segundo caso es completamente analogo. Recordemos que A? = O(X, R)
para X = {m,,m.} y R

R :<ml O1 Mua — Ma O2 Mg, Mg O1 Mg — 11y O2 Mg,

Ma O1 Mg — M O2 Mg, Mg O1 Mg — Mg O2 mn>
Llamemos
am Oom =0 oo, __
Vg = Ma©O1 Ma Uy =My 01 Ma Uy = Ma O1 My V] = Mg O1 My

am | om | [ 1= oo,
Vg™ 1= M O3 Ma Uy = Mg O3 Ma Vy 1= Ma O2 My Vg = Mg Oz Mg

Consideramos la base {vf", v{", v]°, v7° V5", V5", v5°, v3°}. Las relaciones se es-
criben de manera simple en esta base, ya que

. | 1] [ 1] Om Om | =) | In] oo oo
R—<U1 — Uy, U1 — Uy, U — Uy, _U2>

De esta manera, resulta evidente que cada generador de R es ortogonal a si

X . (1 0
mismo (respecto a la matriz |24
0 _I4><4

tiene R+ = R. ]

>) y, como en el caso anterior, se

Como ejemplo, podemos mencionar también que el dual Koszul del operad
AP es el operad que describe las dlgebras totalmente compatibles[Zin10).

Ejemplo 1.28. El dual Koszul del operad A® es el operad [Zinl0, Dot09)
(A®) = O(X, R) para X = {m,, m.} y relaciones
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Para un dg-operad cuadratico O = O(X, R), consideremos el operad QO',
donde Q es la construccion cobar (ver [GK94][3.2] v [LVI12][6.5]).

De esta manera, el operad Q0" esti generado de manera libre por las opera-
ciones de O' y el diferencial bar desarma un generador en la suma de todas
las posibles maneras de obtenerlo como composicién de dos operaciones en O".

Observemos que se tiene un morfismo natural
Q0' - 0
definido por ¢ — z para x € Xs.

Este morfismo inducido en homologia es siempre un isomorfismo en grado
cero, HyO,, — HyO. Esto se debe en primer lugar a que la componente en
grado cero de Oy (n) consiste en los arboles binarios de n hojas etiquetados
en operaciones binarias de O(X, R*) que resultan, precisamente, el conjunto
X. Por otra parte, en grado uno se tienen los arboles (de n hojas) que tienen
exactamente un vértice con aridad tres y el resto de aridad dos etiquetados en
una operacion ternaria y el resto binarias de O(X, R*) respectivamente. Una
operacion ternaria en O(X, RY) consiste en la clase de equivalencia (dada
por la relacion R*) de un arbol binario etiquetado en X. Se puede verificar
de manera directa que la imagen por el diferencial cobar de las corolas
etiquetadas de tres hojas consiste en R mirada dentro de la componente
cero del operad Q.. De esta manera, la imagen de la componente de grado
uno es (R) mirada dentro O y por lo tanto el morfismo mencionado induce
es un isomorfismo en la homologia de grado cero.

Definicién 1.29. Un operad se dice Koszul si el morfismo natural QO' — O
es una equivalencia débil. En este caso, consideraremos O, := QO".

Mas adelante, en la proposicion [1.36, veremos que los operads A y A® son
Koszul.

A continuacion veremos qué se obtiene por medio de esta construccion en el
caso de los operads Ay A . Es decir, explicitaremos los operads A, ¥ A&?.
Estos operads seran necesarios en el capitulo [3] Por otra parte, son los tnicos
operads “a menos de homotopia” que juegan un papel imporante en esta tesis.
Es por eso que hemos decidido mantener las construcciones involucradas lo
més sencillas posibles.

Notar que en ambos ejemplos, son autoduales Koszul y por lo tanto sera
Ap = QA y A = QA®,
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La siguiente observaciéon muestra de qué manera se simplifica el calculo de
la construccion cobar en el caso de los operads A v A®. Esto se debe a
que éstos son linealizaciones de operads de conjuntos finitos en cada aridad.
Por lo tanto, por una parte, los espacios de operaciones son de dimensiéon
finita y triviales como dg-espacios. Mientras, por otra parte, las composiciones
parciales son particularmente sencillas. A los efectos de autocontenciéon de la
tesis, se puede pensar la observaciéon como una definicion.

Observacion 1.30. Sea O un operad de conjuntos finito en cada aridad
y notemos por O a su linealizacién. La construccion cobar(ver [GK94, 3.2]
v [LV12] 6.5]) en O, resulta considerar el operad libre en O

Q0 = (TO)

con la siguiente estructura de operad diferencial graduado.

= SiaeTO sugradd]es:
la|p = n — #(aristas internas de T') — 2

Asi, por ejemplo, las corolas tienen grado n — 2 y los arboles de grado
cero son exactamente los binarios.

» El diferencial bar definido para un z € O(n) por

dp(r) = ), (~1)DHE=de T

x:yo?z

donde p, g son tales que n = p+ ¢ — 1 y la suma es sobre todas las ma-
neras de conseguir x € O(n) como composicion de y € O(p), z € O(q).

Recordemos que 1, 1,3 denotan las corolas etiquetadas por x,y, z res-
pectivamente. Como 7 O esta generado como operad por las corolas, el
diferencial queda definido extendiendo por composiciéon y linealmente.

2En general, se considera la suspensién del operad O. Como en el caso particular que
estamos considerando el operad O tiene graduacién trivial, preferimos directamente
explicitar los grados de las operaciones.
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Ejemplo 1.31. Explicitemos el operad A, := Q(A') = Q(A). Recordemos

A(l) =), yparan =2, An)=_{m,)

Es decir, esta generado (linealmente) por una sola operacion en cada aridad.
Por lo tanto al considerar la coleccion X = {X,,},>2 formada por los genera-
dores (es decir X,, = {m,}) se tiene,

Q(A)(n) =T X(n))

El diferencial bar, queda definida por su valor en las corolas M

() -5 5 e G
Por ejemplo: dB(LP) = Ll'_l‘_. — L:]J

Ejemplo 1.32. Ahora, presentemos de manera explicita el operad
AP 1= Q((A®)) = Q(A?)
Recordemos que

AP (1) = (1), yparan =2, A%(n) = (mg: e {o, .}(n—1)>

Por lo tanto, al considerar X la coleccion dada por X9 = {o,a}(®D
resulta

QAP (n) =<TXP(n))

En otras palabras, el operad Q(A?) es el operad generado (libremente) por
las corolas etiquetadas por mg y su diferencial queda definido por:

Z 2 (i—1)+q(p— z)mgl 0; Men

Z 1&'/ é‘// é‘
donde p = |€,|7q = ‘5”|7 y 5, 04 5” = (gia"-aé, 1 17"'7 g—la&f?"'agzl)—l)'

. . 2
Equivalentemente, £’ o; £” es la etiqueta correspondiente a mg og“( : Men.

Por ejemplo,

OMas = Mg O M — Ma Og Mg
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En el capitulo |3[ se construye un morfismo Aé? L Cacti decretando su valor
en los generadores mg. Corroborar que efectivamente se haya definido un
morfismo de operads consiste en verificar ud = du donde 6 es el diferencial
de Cacti. Esta ecuacion, a su vez solo es necesaria verificarla para cada m,.
En el apéndice |B| se describe de qué manera esto se ha corroborado con la
ayuda de la computadora hasta etiquetas £ de largo |£] = 9 (lo que se traduce
en ecuaciones de miles de términos).

Pensamos una corolla de aridad n etiquetada por ¢ € {o, a}("=1 con el valor
de &(7) dibujado entre la entrada i — 1 e i, como puede verse en los siguientes
ejemplos.

0 || 1L |_J|m]|mi] ]{m]] ]
S - R T ——— =S

Asi, el calculo anterior, puede escribirse como

m o

() -Ron-pon-H-F
Por tdltimo, cabe mencionar que de manera analoga al operad A, el operad
A&? se puede describir con politopos de Stasheff. Es decir, la ecuacion para
el valor del diferencial en los generadores puede esquematizarse con dichos
politopos. En este caso, en cambio, se tiene en aridad n un politopo por cada

generador. Es decir, en vez de un s6lo politopo, se tiene uno por cada etiqueta
¢ € {o,w}""1. En aridad tres se tienen las siguientes 1-celdas:

En aridad cuatro, se tiene un pentagono por cada £ € {o, =}, por ejemplo

para £ = (o, o) se tiene
LD[‘[‘H
[
m

O |m
] m)| |{m]

gt — =



Ejemplo 1.33. Aunque no sea crucial en el desarrollo de esta tesis, po-
demos mostrar, a modo de ejemplo, el operad A§§>. Ya que este operad es
Koszul [Str08], el mismo sera

AD = QA
Este operad esta dado por [Zhal3, 4.4]:
A@(”) ={Mmgp:n=a+b+1(i,5 =0))

con |mgp| = n — 2y diferencial dado por

n—1
8(mm~) = Z Z (_1>(i—1)+q(p—i)mT’S Of My w
i=1 a

dOHde, p= |mr,s|7 q= ’mu,v

Podemos pensar que, si en el caso de A® las corolas estan etiquetadas por
tiras £ € {o,=}""1 en A@' estan etiquetadas por la cantidad de blancos y
negros. Es decir, como en A<2>! las operaciones o y = se pueden intercambiar,
solo importa la cantidad. Analogamente a lo que sucede en el operad A?,
desde un punto de vista geométrico, se tiene un politopo de Stasheff por cada
par a,bcona+b=n—1.

Fijemos brevemente la siguiente notacion. Diremos que [£] = (a,b) para una
etiqueta & € {o,m}"" ! si la cantidad de veces que o aparece en £ es a y
la cantidad que = aparece es b. Podemos formalizar lo dicho en el parrafo
anterior observando que se tiene un morfismo de operads:

Af,? N Ag)

Desde el punto de vista geométrico, esta aplicacion le asigna a cada politopo
de Stasheff correspondiente a un par (a,b) en A@ la suma de todos los

politopos en AP con etiquetas £ tales que [£] = (a,b).

Por otra parte, se tiene un morfismo A, — A§§> dado por
A, L AP

m, — Z ma,b



Nuevamente, podemos pensar de manera geométrica que este morfismo asig-
na al politopo de aridad n en A, la suma de los politopos en Aé? etiquetados
por (a,b) tales que a +b=n— 1.

Tenemos entonces el siguiente corolario

Corolario 1.34. Toda A(Og)—dlgebm es una Ag>—dlgebra y toda Ag?—dlgebm
es una Ay -dlgebra.

En el capitulo [3| definiremos (ver un morfismo Afﬁ) £ Cacti partiendo

de
W B

El mismo tendra la particularidad de que ambas operaciones son asociativas
y, por lo tanto tendremos mu, = Maa = 0 (N0 asi Mua ¥ Mas). A partir de
el morfismo y conseguiremos un morfismo A, > Cacti gracias a la relacion
entre los operads A, v AP que resumimos en la siguiente observacion

Observacion 1.35. Se tiene el morfismo de (dg-)operads ¢ = ¢ 09,
¢
A @ AY
El mismo esta definido en el generador de cada aridad de A, como la suma
de los generadores de dicha aridad en ASE).
Mas precisamente:
A(n) — A? (n)

m, — me
=n

Esto se utilizard mas adelante para definir una estructura de A,-algebra en
el operad Cacti (ver definicion . Se construird una aplicacion A % Cacti
y se obtendra la estructura de A,-algebra mediante la composicion:

Ay AP L Cacti

En resumen, veremos que se tiene en toda Cacti-algebra una estructura de
algebra sobre el operad Aﬁ? que, en particular, es una estructura de algebra
sobre los operads A v A

A continuacién, para completar la presentacion de los operads A y AP,
veamos que ambos son Koszul.
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Proposicién 1.36. A es Koszul (ver [LV12, 8.1.1]). También A® es Koszul
(ver [LV12, 9.7.4] y [ZBG12]).

El resultado se consigue de manera analoga al caso del operad A via el
método de reescritura que veremos a continuacion. De hecho, es el ejercicio
9.7.4 en |[LV12]. Daremos un bosquejo de la demostracion aqui. Al momento
de escritura de esta tesis, el mismo resultado ha sido publicado en [ZBGI2].

La siguiente definicion y el teorema a continuacion (ver [LV12] 8.1]) dan un
criterio para determinar si un operad cuadratico es Koszul, el llamado método
de reescritura.

Definicién 1.37. Sea O(X, R) un operad cuadratico con un orden en X =
{p1 < --- < pg}. Las operaciones ternarias estan generadas por {y; o1 145, f1; 02
). Se impone el siguiente orden:

B [l O fhj < [ O1 [hj
= i O1)2 fj < g O1j2 (4 Si 1 < k para cualesquiera j, [.
®m f1; O1j2 fj < f4; O1)2 Hg S1 J < k para cualquier .

Este orden define una regla de reescritura de la siguiente manera.
Sea > N5 i(1i 05 i) € R, donde Ao(pi, ©s, ftj,) €s €l mayor de los términos
(no nulos), entonces la regla de reescritura es

AO(M’L'O OSO ,ujo) — Z >\i757j (lul Os /J’])
Xi,s,j #A0

Al término Ao (piy0s0ttj,) lo llamaremos lider. Un monomio en tres generadores
[ O 14 Ot se dice critico sitanto p; o pt; como pj o, p1y, son términos lideres.
Dado un término critico, se pueden aplicar las reglas de reescritura de dos
maneras. Si se llega (por los todos los caminos posibles) al mismo resultado
aplicando sucesivamente las reglas de reescritura a un término, éste se dice
confluente.

Teorema 1.38. [LVI12] Sea O(X, R) un operad cuadrdtico. En la notacion
de la definicion anterior, si cada monomio critico es confluente entonces el
operad es Koszul.

Via el método de reescritura, se tiene entonces el siguiente resultado.

Corolario 1.39. El operad A® es Koszul.
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Demostracion. Las reglas de reescritura son:

B
Y — X
para x,y € {o,n}, es decir:

L A

. L. Y
Los monomios criticos son los de la forma Tz] para z,y, z € {o, =}. Al calcular

los dos caminos de reescritura posibles, el pentagono queda confluente:

X y
Y X
z z
l Y

x| |z z
y X

1.3. Operads simétricos

En la literatura, el concepto de operad definido anteriormente se suele llamar
operad planar u operad no simétrico y tiene su origen (aunque con diferente
notacion) en el trabajo seminal de Gerstenhaber [Ger63] bajo la denomina-
cion sistema pre-Lie. El vocablo “operad” (debido a May [May72]) se utiliza
para denotar lo que nosotros llamaremos un operad simétrico. Este concepto
es sumamente util para modelar algebras en cuya definicion se intercambian
entradas (conmutativas, de Lie, de Gerstenhaber, de Poisson, pre-Lie, etc).
Incluimos la definicién en esta monografia debido a su importancia y para
evitar confusion, si bien es cierto que sélo utilizaremos el concepto de operad
simétrico en el capitulo 4| donde consideraremos la estructura simétrica del
operad Cacti. Por ejemplo, en el teorema se da la descripcion de las
Cacti-algebras al considerar la estructura simétrica.
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Definicién 1.40. [LV12, 5.3.4] Un operad simétrico es un operad O con una
accion del grupo simétrico en n elementos S,, en O(n) para cada n € N tal
que las composiciones parciales son equivariantes. Es decir, con la notaciéon
del ejemplo [1.4], se tiene

(wp @ 0p) 0 (Wy ® 04) = (W), 0; wy) @ (0, O;S ay)

para w, € O(p),w, € O(q),0, € Sp,0, € S, cualesquiera. Un morfismo de
operads simétricos es un morfismo de operads equivariante.

A continuacion, mostramos brevemente las relaciones entre ambos conceptos.
Lo que resta del capitulo se basa principalmente en [LVI12], 5.9.11].

Observacion 1.41. Todo operad simétrico puede verse como operad (no
simétrico) olvidando la estructura (dada por las acciones de los grupos S,,).

Ejemplo 1.42. El operad &nd del ejemplo es en realidad un operad
simétrico (ver [LV12l 5.2.11]). Al actuar con una permutacién o € S,, en una
f € s€End(V)(n) = Hom(V®" V), se obtiene la funcion f7 dada por permutar
las entradas de f.

Cuando nos estemos refiriendo a él como operad simétrico, lo notaremos s€nd
para explicitar que se esta teniendo en cuenta dicha estructura. Al presentarlo
en|1.3] lo hicimos como operad no simétrico, olvidando asi (ver [LV12, 5.9.8])
la estructura simétrica.

También, de manera analoga al caso no simétrico, se tiene la nociéon de
O-4lgebra en el contexto simétrico: un morfismo de operads simétricos

O — sEnd(V)

Notar que si consideramos a ambos operads como planares, las nociones de
algebra simétrica y no simétrica en general no coinciden. Dejaremos claro a
qué nos referimos en cada caso, especialmente en el capitulo

Considerar un operad simétrico como planar tiene una construccion adjunta
que llamaremos la reqularizacion de un operad. Para ser méas precisos, fijemos
la categoria de trabajo V a dg-espacios vectoriales. Llamemos Opd a la
categoria de operads planares y Opd® a la categoria de operads simétricos.
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Observaciéon 1.43. El olvido de la estructura simétrica es un funtor de la
categoria de dg-operads simétricos en la de dg-operads no simétricos. Este
funtor, que llamaremos Ou, tiene un adjunto S - Ou:

5
Opd Opd®
Ou
Para un operad O, el operad SO se define en cada aridad por el producto

tensorial de las operaciones n-arias y la representacion regular de dimension
n (ver [LV12 5.9.11]), es decir:

SO(n) := On) ® k[S,]

Podemos pensar esta construccion como agregar al espacio de operacio-
nes n-arias las operaciones que se consiguen de las originales permutan-
do las entradas. Por ejemplo, si O(n) = (X,,), con X,, un conjunto, sera

SO(n) = {(z,0) € Xn x Sy},

Se llama requlares a los operads simétricos que provienen de regularizar un
operad no simétrico, o sea, a los operads simétricos en la imagen de S. No
todos los operads simétricos son regulares, es facil ver que el operad s€nd(V)
no lo es.

En lo que concierne al presente trabajo, el concepto de regularizacion de un
operad sdlo es relevante en relacion a los operads Ay SA = Ass (presentado
a continuacion) y sus versiones a menos de homotopia.

Ejemplo 1.44. Sea Ass el operad simétrico dado por:

w Ass(n) = (m,o:0€S,) = {Mp)s, modulo libre = {Sn)

- 0 0 myT = (my o ) (005 7) = mpiyo(ooF T)
Notar que Ass es la regularizacion del operad A. Por lo tanto, los morfismos
de operads no simétricos A — End(V') estan en correspondencia uno a uno
con los morfismos de operads simétricos de Ass — s€nd(V). Luego, las
nociones de A-algebra y Ass-algebra coinciden.

El siguiente ejemplo es central en la teoria de operads simétricos y, al mismo
tiempo, no es expresable de manera no simétrica (es decir, no proviene de
regularizar un operad planar).
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Ejemplo 1.45.
El operad simétrico Com [LV12, 5.2.10] que modela algebras conmutativas
estd dado por:

» Com(n) = (), con accion trivial: m,o = m, Yo € S,.
B TNy O My 1= Mpyg—1
La nocion de Com-algebra es la de algebra conmutativa. Observemos que se

tiene un morfismo de operads:

Ass — Com

My — My,

Vimos de qué manera definir operads (planares) mediante operaciones y
relaciones. Si bien lo hemos hecho en el contexto de operads no simétricos,
esto puede hacerse, de manera analoga, para operads simétricos. Llamemos
g€ns ala categoria de conjuntos graduados y abreviemos por F(X) al operad
libre en un conjunto graduado, es decir, la linealizacion del operad libre en
conjuntos:

F(X) = (T (X))

Observacion 1.46. Dado un conjunto graduado X = {X,}-o, el operad
simétrico libre en X, Fg(X), es la regularizacion del operad libre en X:

Fs(X) = SF(X)

Esto se debe a que S y F son adjuntos a los funtores olvido:

. Sy
g€ns Opd Opd®
Ou Ou

Asi, por ejemplo, puede definirse el operad Lie (que codifica dlgebras de Lie)
como un operad cuadrético (analogamente a la definicion [1.22)

Ejemplo 1.47. El operad Lie [LV12] 5.2.10| esta generado por una operacion
. . . . L, . (1<—>2) .
binaria ¢y (el corchete) que es antisimétrica (o sea, ¢ = —c) sujeto a la

relacion cuadratica dada por la ecuacion de Jacobi.

Varias otras estructuras algebraicas pueden ser modeladas en el lenguaje de
operads simétricos, por ejemplo algebras de Poisson y Gerstenhaber.

40



Como se mencion6 anteriormente, no es nuestra intenciéon extendernos en
el concepto de operad simétrico ya que no es clave en el desarrollo de la
presente tesis. Sin embargo, consideramos pertinente mencionar lo siguiente.
En el capitulo [3 se estudiara qué ocurre al cambiar un producto asociativo
(no necesariamente conmutativo) por su simetrizacion (para volverlo conmu-
tativo). El producto estudiado esta dado por el cactus N2

Los operads estudiados en dicho capitulo, X v Cacti, poseen una estructura
de operads simétricos (dada por intercambiar las etiquetas del codominio y
los 16bulos, respectivamente). El producto simetrizado esta dado, entonces,
por la suma de dicho cactus y él mismo actuado por la transpocision (1 < 2):

QP 4 PP _qp o ap

De todas maneras, alli el concepto de operad simétrico no se utiliza, ya que

se explicita QP(IHQ) = Qﬁ

En el siguiente capitulo, al definir el morfismo de operads no simétricos
n . . ., .
A, — Cacti se tiene, por la observacion anterior, un morfismo de operads

simétricos Ass., - sCacti (donde Assq, es la version a menos de homotopia
de Ass [LV12, 9.2| y, al mismo tiempo, Ass, = SAy).

Para poder determinar qué datos se requieren para definir una sCact: alge-
bra, en la observacion [2.9) se consideran generadores de sCacti como operad
simétrico, lo que debe interpretarse en el marco de la observacion [I.46]

Mas adelante (en el capitulo [4)) se estudian sCacti-algebras, es decir dlgebras

sobre el operad simétrico. Para esto, previamente se establece la relaciéon
entre algebras sobre el operad Cacti y sobre el operad simétrico sCacti.
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Capitulo 2

El operad Cact?

En este capitulo estudiaremos el operad Cacti [Kau(7|. Este operad es lla-
mado originalmente H en [MS02| y codifica las é&lgebras de Gerstenhaber
y Voronov [GV95]. Con el objetivo de fijar una convencién de notacion y
signos, lo veremos como suboperad del operad de suryecciones definido por
Berger y Fresse en [BF04].

El capitulo se organiza de la siguiente manera.

En la primera seccion se define el operad X de suryecciones [BE04| del
cual Cacti serd un suboperad. Asi, las definiciones y convenciones de signo
introducidas en esta seccion (para X') seran las que se utilizaran a lo largo del
resto del capitulo (para Cacti). Creemos que a considerar el operad X permite
dar una definicion precisa de dichas definiciones y convenciones. Lo que,
a su vez, es requisito indispensable para la implementacién computacional
(descripta en el apéndice y los calculos realizados

Se continia definiendo el operad de cactus haciendo énfasis en la notacién por
medio de esquemas de cactus. Se revisan las definiciones de las composiciones
parciales y el diferencial para presentar una interpretacién geométrica de las
mismas en el operad de cactus. Si bien puede parecer superfluo, este cambio
en la notaciéon ha sido fundamental ya que ha proporcionado la intuicion
necesaria para las construcciones y resultados del resto del trabajo.

En la siguiente seccion se presenta el comenta la estructura simétrica en el
operad Cacti y se lo presenta dado por generadores y relaciones.

En la altima seccion se presenta el ejemplo clasico [GV95] de Cacti-algebra:
el complejo de Hochschild de un algebra asociativa.
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2.1. El operad de suryecciones
En [BE04] se define el operad de suryecciones X" de la siguiente manera.

Definicién 2.1. Una funcion w : {1,...,n+ k} — {1,...,n} sobreyectiva se
dice no-degenerada si u(i) # u(i + 1) para todo i.

Se define X'(n) como el espacio vectorial diferencial graduado cuya compo-
nente en grado k, X(n), esta generada por las suryecciones no-degeneradas
w:{l,...,n+k} > {1,...,n}.

Usualmente denotaremos una suryecciéon u por su secuencia de valores,
u=(u(l),...,u(n+k)).

Asimismo, si no hay riesgo de confusién, nos permitiremos omitir las comas
separadoras. Por ejemplo, (1,2,1) = (121).

El diferencial 6 : X(n)y — X'(n)r_1 esta dado por

n+k

() = ., signo,(u)di(u)

i=1

donde 9; evita la i-ésima entrada de la secuencia,

~

6;i(u) = (u(1),...,u(i),...,u(n +k)).

con signo,(u) definido como cero si §;(u) ya no es una suryeccion no dege-
nerada y en otro caso estd dado de la siguiente manera: se considera la sub-
secuencia de estos valores (los que signo,(u) serd no nulo), (u(j1),...,u(jx))
donde se omite la tltima aparicion de cada valor 1,...,n y se define

= signo, (u) = (=) 1,

= signo;(u) = (—1)" si u(j) es la ltima aparicion de ese valor y u(j,) la
pentltima.

Por ejemplo, para v = (1213231), al eliminar las apariciones del valor 2
queda una suryeccion degenerada. La subsecuencia mencionada en el péarrafo
anterior es (1,1,3) y al calcular el diferencial, queda:

Su = +(213231) — (123231) + (121231) — (121321) + (121323)
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Las composiciones parciales

ot X(n)g®@X(m) —> X(m +n— 1)k (1<t<n)
estan definidas de la siguiente manera:
Siu e X(n)g con r = |u"'{t}|, entonces las r ocurrencias de ¢ determinan

r + 1 subsecuencias de u de siguiente manera:
U = (U’OJ t? U, t? ey Up—1, tu ur)

Ahora, para una eleccion de indices 1 = jo < --- < j, = m + [, se tienen las
subsecuencias de v dadas por

Up = (U(Z’))jpﬂ@‘sjp
Se define

Uopv = Z +(Buo, awr, fu, avs, ..., fup—1, avr, Buy)

1=jo< - <jr=m+l

donde las funciones o y [ son

S sis<t

als) =s+t—1, B(s)—{

s+m—1 sis>t

Para definir el signo de cada término en la suma, consideramos el grado
relativo de una subsucesion v = (u(a),u(a + 1),...,u(b)) respecto a la
sucesion original u € X'(n)g. El mismo se define como

[u'| = #{a < i <b:u(i) =u(i) para algin i’ tal que i < < m + k}

esto es, la cantidad de valores (salvo el ultimo) en la subsucesion u’ que se
repiten alguna vez més adelante en u.

El signo + es el signo de Koszul para la permutacion de los 2r simbolos:
Uty oo oy UpyV1y oo o s Upy 2> V1, Upy o v oy Upy Uy,

donde el grado de w, y u, para ¢ # r son los grados de (t,u,) y (t,uq,t)
relativos a u y los grados de v, son los grados respectivos a v.
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Ejemplo 2.2. Consideremos las sucesiones (121) € X(2);,u € X(n), la
composicion (121) oy u € X(n + 1)1 esta dada por

n+k
(121) oy u = Y (=)0 4,
j=1
donde |ul; es el grado relativo de (u(1),...,u(j)) respecto a u 'y @, estd dado

por reemplazar el j-ésimo valor de u por (u(j),n + 1,u(j)),

a; = (u(l),...,u(j—1),u(y),n+ Lu(j),u(d+1)....,u(n+k)).

Por ejemplo si v = (123141), se tiene

Gy = (15123141) 4y = (12523141) 43 = (12353141)
g = (12315141) 45 = (12314541) 4 = (12314151)

y asi

(121) oy u =  (15123141) + (12523141) — (12353141)
—(12315141) — (12314541) + (12314151)

En el siguiente apartado, estudiaremos el suboperad de X dado por un tipo
especial de suryecciones: los cactus (definicion . Veremos mas adelante
que 1, puede interpretarse geométricamente en Cacti como la operaciéon dada
por pegar el 16bulo n + 1 sobre el j-ésimo arco. Al hacerlo, volveremos sobre
este ejemplo en la observacion y la definicion [3.1], donde se presentan las
construcciones o y =,

2.2. El operad de Cactus

Definiremos ahora el operad de Cactus como suboperad del operad X de
suryecciones. El mismo estard generado por cierto tipo de suryecciones que
llamaremos cactus. Continuamos valiéndonos de |[BE04], ya que diremos que
Cacti = Ay, el segundo paso de la filtracion presentada en la observacion
siguiente. Luego introduciremos una notacion mediante la cual los cactus
pueden representarse de manera grafica (lo que justifica la nomenclatura).
Esto nos permite cierta intuicion geométrica en las operaciones. Por eso,
revisamos la estructura de dg-operad desde esta notacion.
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Observacion 2.3. Se tiene una filtracion de suboperads [BE04]:
FXckhXc - -cFXc---cX

donde el r-ésimo paso de la filtracién estd generado por las suryecciones u
para las cuales las subsecuencias u; ; formadas por los valores 7 y j no tienen
mas de r variaciones. Esto es, para cada 1 < i < j < n, si u '({1,7}) =
{ki,..., ks} entonces |{t : u(k;) # u(kir)}| < 7.

Por ejemplo, para u € X' (n) se tiene:

» u € F1X siy solo si u es una biyeccion (o sea, k = 0).

=y € FoX siy s6lo si u no posee ninguna subsecuencia de la forma
(i,4,1,7) para 1 <1i # j < n cualesquiera.

El segundo paso de esta filtracion es, a menos de una convencién de signo,
isomorfo al complejo de cadenas del operad de Cactus topologico sin espi-
nas [Kau07, [KLP03].

De esta manera, consideraremos como definicion del operad Cacti como dicho
suboperad, esto es:

Definicién 2.4. Llamaremos Cacti al suboperad Fo X < X.

Decimos entonces que una suryeccion u : {1,...,n + k} — {1,...,n} es
un cactus si tiene no mas de 2 variaciones (o sea, no posee subsecuencias
(1,7,i,7) con 1 < i # j < n). Por ejemplo, (1232141) y (2123) son cactus,
pero (121312) no lo es. Llamaremos al dominio y el codominio del cactus
arcos y lobulos respectivamente.

Representaciéon geométrica de un cactus

Geométricamente, los cactus se representan un diagrama de lobulos y arcos.
A continuacién describiremos los diagramas a considerar y de qué manera
estos representan cactus. Las definiciones formalizaran la siguiente idea: si
se tiene un dibujo de un cactus con sus lobulos numerados, al recorrerlo en
sentido antihorario se produce una sucesiéon de nimeros que corresponden
a los lobulos que se van recorriendo, y asi se tiene una funcién suryectiva
{arcos} — {lobulos}. Esta construccion es la que da la correspondencia entre
la descripciéon combinatoria y la geométrica.
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Definiciéon 2.5. Un esquema de cactus consiste en los siguientes datos.

Un naimero n € N que serd la cantidad de l6bulos. Pensaremos los
l6bulos indexados por el conjuntos {1,...,n}.

Cada l6bulo tendra una cantidad de puntos. Todo l6bulo tendra siempre
un punto base que notaremos e;.

Cada l6bulo podra tener (o no) otros puntos. Llamaremos P; al conjunto
de estos puntos.

Consideraremos un punto extra, e que serd la raiz del cactus.

Un arbol T dirigido, planar y con raiz cuyo conjunto de vértices es
V(T) = {e, 01, - 0.} |_|Pz
i=1

y se debe cumplir:

La raiz del 4rbol es e.

Hojas(T) < {e1, - e,}.

Para todo 1 <@ < n,p e P, se tiene la arista p — e,.

Se tiene para cada 1 < i < n,p € P, una (Gnica) arista e, — p con
p = e o0 bien pe P; con j # 1.

Notemos que, por definicién, en cada vértice hay a lo sumo una tnica arista
saliente. De igual modo que antes, al representar el arbol podemos omitir
la direccién de las aristas pensando que el dibujo se encuentra orientado de
arriba hacia abajo.

Ejemplos: Para n = 5, podemos considerar los esquemas dados por
P1 = {a},P2=P4=P5 2@7])3: {b,C} con arbol

oy
N
.5 a
/S
o >
N,/
c b
NS
3



u k1=2,]€120812#1

w p(l) =9, p(2)=p(4)=1,p(3) =p(5) =2con 2 <4y 3 <5h.

YPl:{a,b}7P2:P3:P4:P5:@60nérbol

o3 oy

Notacién. Un esquema de cactus se puede representar graficamente de la
siguiente manera.

1.

ii.

iii.

Por cada i se dibuja en el plano el l6bulo correspondiente, esto es una
curva cerrada simple y se la etiqueta (dentro) con 1.

En cada curva se marcan su punto base y los puntos P; respetando el
orden ciclico del arbol.

Se identifican los puntos dados por las aristas del tipo e; — p respe-
tando el orden ciclico en p (es decir, como los 16bulos que se intersecan
en p en el dibujo y los puntos base conectados directamente con p en el
arbol coinciden, deben estar dispuestos de la misma manera). el punto
base del i-ésimo lobulo al punto p(7).

Por convencion, siempre dibujaremos un cactus con la raiz abajo y en el caso
de que varios l6bulos se peguen en un mismo punto, el orden en los mismos
como de derecha a izquierda.
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Los ejemplos anteriores se pueden dibujar de la siguiente manera:

oy
AN <.
.5 a
.
) )
N,/
[N \ ’
N S o
o3

Observemos que se obtiene, por medio de este procedimiento, una figura en
el plano formada por n curvas simples cerradas etiquetadas. En la misma se
encuentran marcados k + 1 puntos que corresponden a la raiz y los k; puntos
sobre cada lobulo (es decir, si k; = §P; se tienen 1+ > k; puntos marcados en
el dibujo). Los puntos k£ + 1 puntos distinguidos determinan entonces n + k
arcos (segmentos de curva entre dos de estos puntos).

Veamos ahora de qué manera un esquema representa una suryeccion. Al
considerar un esquema con n lébulos y n + k arcos, la suryeccion que le
corresponda serd, entonces, la aplicacion que a cada arco le asigna el 16bulo
al que pertenece. Para esto, debemos dar una manera de etiquetar los arcos
de un esquema con el conjunto {1,...,n + k}. En otras palabras, debemos
distinguir un orden total en el conjunto de los arcos de un esquema.

Se define un orden ciclico en el conjunto de arcos de las siguiente manera. La
orientacion positiva (anti-horaria) de cada lobulo induce una direccion en sus
arcos, es decir, determina sus puntos de inicio y fin. Supongamos que tenemos
un arco p — ¢ (es decir, un arco que comienza en p y termina en ¢) sobre un
l6bulo 7. A partir del orden ciclico en el conjunto de l6bulos que se intersecan
en ¢, se considera j el l6bulo siguiente al 7. En el dibujo del esquema, el
l6bulo j es el que siguiente a ¢ cuando se leen los l6bulos que confluyen en ¢
de manera antihoraria. En este lobulo, hay un unico arco ¢ —~ r (es decir, un
inico arco que comienza en q) y es éste el que se define como sucesor de p —~ g.
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Por tltimo, se define como arco inicial al arco que comienza en la raiz y que
perteneciente al primer l6bulo que se pega en la misma (los l6bulos que alli
se pegan tienen un orden). De esta manera, se tiene un orden total en los
arcos de un esquema.

Gréaficamente, este proceso corresponde a recorrer arco por arco el exterior
del dibujo en sentido antihorario comenzando en la raiz.

El orden total permite etiquetar los arcos por el conjunto {1,...,n + k}. De
esta manera se tiene una suryeccion definida como:

{1,...,n+k} - {1,...,n}
arco —  l6bulo

Al aplicarle este proceso al ejemplo de esquema que vimos antes,

obtenemos el cactus de 5 lobulos y 7 arcos (1,2,4,1,3,5,1). Veamos unos
ejemplos maés:

b o 4w

(1,2) (1,2,1) (2131 (1,2,3,2,1,4,1) (1,2,3,1,4,1)

Lo importante es que, dada una suryeccion que es un cactus, el proceso se
puede revertir. Se comienza de la raiz y se dibuja cada arco del esquema en
sentido antihorario. La propiedad de que la suryeccién en cuestion sea un
cactus permite, justamente, obtener un esquema como resultado.

En resumen, el proceso de leer un dibujo en sentido antihorario desde la raiz
da lugar a un tdnico cactus y todo cactus puede obtenerse de esta forma.
Tenemos entonces una notacioén para los generadores del operad Cacti. A
continuacion, presentamos de qué manera se pueden interpretar geométrica-
mente el diferencial y las composiciones parciales.
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Observacién 2.6. En la representacion grafica el diferencial se puede ver
como la suma de los cactus que se obtienen al eliminar los arcos que no son
l6bulos enteros. Mas precisamente, si llamamos arco propio a un arco que no
es un lobulo entero, el diferencial de un cactus se calcula como la suma de los
cactus que se obtienen al eliminar los arcos propios. El procedimiento para
determinar el signo del término correspondiente a cada arco es el siguiente.

Empezando desde la raiz y en sentido antihorario, se asigna alternadamente
+ v — a cada arco propio salvo al iltimo de cada l6bulo. Luego, al altimo de
cada lobulo se le asigna el signo contrario al antetltimo del mismo lobulo.

Esto puede verse en el siguiente ejemplo:

A\

@\
a():+—++—

Observaciéon 2.7. La composicion u o; v puede verse graficamente como la
suma de todos los cactus posibles obtenidos por reemplazar el i-ésimo 16bulo
de u por todo el cactus v y luego plantar los subcactus de u que originalmente
estaban sobre el 16bulo i en todos los arcos posibles de v (manteniendo el
orden relativo de aquellos). Es decir,

El signo de cada término puede calcularse a partir de los dibujos de manera
sencilla. Los puntos base de los l6bulos (que no son la raiz) de cada término de
uo; v corresponden a los puntos base de los l6bulos de cada uno de los cactus
(que no son la raiz) u y v. Los puntos base de cada cactus los pensamos
ordenados en sentido antihorario a partir de la raiz. Asi, el signo de cada
término corresponde al signo de la permutacion de los puntos de u seguidos
de los de v al orden en el que se encuentran en dicho término.
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Por ejemplo, si u es el cactus de , u = (123141) = () | se tiene

donde las disposiciones de los puntos son e e ¢ en la original y en los dos
primeros términos del resultado, e4e en los siguientes tres y 4 ee en el tltimo.

2.3. Cacti como operad simétrico

Es una buena oportunidad para describir la estructura de operad simétrico en
Cacti y de esta manera evitar confusiones entre ambos conceptos. En realidad,
el operad X tiene una estructura de operad simétrico con las permutaciones
actuando en el conjunto de llegada de las suryecciones (las etiquetas de los 16-
bulos en los cactus). Mas precisamente, siu € X (n)g, u = (u(1),...,u(n+k))
una permutacion o € S, actia via u” = (o (u(1)),...,o(u(n+k))). En Cacti
esto se traduce en permutar las etiquetas de los 16bulos.

Por lo visto en la seccion los morfismos de operads no simétricos de A,
en Cacti estan en correspondencia con los morfismos de operads simétricos
de Assy en sCacti. Por lo tanto, se deduce el siguiente corolario:

Corolario 2.8. El morfismo n define un morfismo de operads simétricos
N : Assy — sCacti.

En el caso de una estructura de algebra en un espacio V', tanto sCacti como
sEnd(V') pueden verse como operads simétricos o no. De esta manera, una
sCacti-algebra (es decir, considerando sCacti — s€nd(V) un morfismo de
operads simétricos) es equivalente a una Cacti-algebra con la propiedad de
que para todo cactus

u (1, ..., xp) = u(xa(l), . ,xg(n))

Para concluir la presentacion de la estructura simétrica, la siguiente observa-
cion muestra cudles son los generadores de sCacti (como operad simétrico).
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Observacién 2.9. Como operad simétrico, sCacti estd generado por los

cactus
C, = % —(1,2,...,n)

B, = v =(1,2,1,...,1,n,1)

por convencion, By = C; = (1), el cactus con un solo l6bulo.

Una manera de ver que esto es cierto es considerar para w un cactus, el
siguiente procedimiento que lo construye a partir de composiciones alternadas
de los generadores de tipo C' y B. Dicho cactus tendra alguna cantidad de
l6bulos en que se pegan en la raiz, digamos r. Comenzamos entonces con la
corola C.. Sobre cada uno de estos l6bulos hay alguna cantidad de puntos, k;
(los mismos del esquema de cactus). Componemos en cada lobulo i de C,. con
By,,. Tenemos entonces una r-corola donde en cada lo6bulo pusimos k; puntos
y en cada uno de estos puntos hay un tnico l6bulo que lo tiene como base.
Ahora, en u, sobre cada uno de estos puntos hay alguna cantidad de 16bulos.
Componemos entonces en cada lo6bulo de estos con la corola correspondiente.
Luego, en u, cada uno de estos nuevos l6bulos tiene alguna cantidad de puntos
y entonces componemos en ellos con el By correspondiente. Repitiendo este
procedimiento (componer alternadamente C's y Bs) se obtiene un cactus que
es, al menos de una permutacion en las etiquetas de los 16bulos, u.

Por lo tanto, para definir una sCacti-édlgebra alcanza con describir cémo
acttian estos cactus y determinar que la accién del grupo simétrico estd dada
por la permutacion de las entradas. Verificar que efectivamente se definio
sCacti algebra implica ver que el morfismo es compatible con el diferencial
(en los generadores) y verificar las composiciones parciales entre pares de
generadores.

Esto es, para definir una estructura de sCacti-algebra en un dg-espacio V,
se pueden determinar (para cada a,b,by,..., b, € V.,n = 1) los valores de
Cy(a,b) y By(a,by,...,b,) de manera tal que se verifique

= (5 de lugar a un producto asociativo (de grado cero)

= Las operaciones B,, tienen grado n y cumplen las siguientes ecuaciones
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de compatibilidad (para a,by,...,by,c1,...,¢pn € V).
(Bp o1 By)(a, by, ..., by, 1, 0m) = Bn(Bm(a,bl, b)), er, ,cm)

Las cuales, al explicitar B,, o1 B,

Bnole = v 01

posibilidades

(donde el signo esta dado por la permutacion de los puntos de B, y
B,,, como se describe en la observacion [2.7), se obtienen las llamadas
identidades de braces.

Por otra parte, las operaciones deben verificar (para a,b, ¢y, ..., ¢y, € V)
(B o1 Co)(a,b,c1, ..o yCm) = Bm(C’z(a, b),ci,. .. ,cm).

Estas ecuaciones pueden interpretarse como una regla de distributivi-
dad al calcular de manera explicita B,, o1 C5

OIW;

Las acciones de Cy y B,, asi definidas sean compatibles con el diferencial
de V', esto es 6Cy = [d,Cy] v B, = [d, B,]. Como 6Cy = 0, se tiene
que el producto dado por C5 hace de V un &lgebra asociativa d.g. En
cuanto al borde de B,,, recordemos que éste se escribe en funcion de
los generadores de la siguiente forma

e ‘5( *WLZ e

lo que nos dice que en V' debe ser

m—1
[d, Bn] = (02 09 Bm—l) (12) + Z (—1)i+le_1 0; CQ + (-1)m+102 01 Bm—l

1=2
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Observacién 2.10. A partir de la observacién anterior, vemos que se puede
definir el diferencial de manera mas elegante determinando su valor en los
generadores y extendiendo como derivaciéon de las composiciones parciales.
Esto es, definiendo

0Cc, = 0
n+1 .

0B, = ,21(_1)“_1(1’2’1"”’ >]-< /7,..,1,7271)
1= i-ésimo 1

La forma en la que se introdujo anteriormente tiene la ventaja de ser una
formula que permute calcular el diferencial en cada elemento de la base (como
espacio vectorial) de cada Cacti(n) de manera sencilla (y eficiente). Esto
permite implementar el operad computacionalmente como se describe en el
apéndice [Bl Por ejemplo, si se quiere calcular el borde de (121341656761)
se puede aplicar la “receta” dada por la definiciéon original sin pensar de qué
manera se escribe como composicion de generadores. Desde ese punto de
vista, vale destacar el valor formula cerrada del trabajo de [BE04]. Si bien
es cierto que definir el borde de manera minima en los generadores (de la
manera ademés natural que decis) es mas econémica y elegante desde un
punto de vista abstracto.

2.4. El complejo de Hochschild

Por tltimo, mostraremos brevemente el ejemplo emblematico (y que da origen
al concepto |[GV95]) de Cacti-algebra: el complejo de Hochschild.

Sea A un algebra asociativa. Denotemos por C*(A) y H*(A) a su complejo y
cohomologia de Hochschild respectivamente. En el trabajo seminal [Ger63],

el autor identifica el producto cup (componer con el producto del algebra)

(f—9g)ar,...,aprq) = flar,...,ap)g(Aps1, .., Apiqg),

y la operacion pre-Lie de cocadenas en el complejo de Hochschild:

(donde f: A®P — A g: A®? — A).
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Estas operaciones, al pasar a la cohomologia dan lugar a lo que posteriormen-
te se denominé un algebra de Gerstenhaber. En [GV95] los autores consideran
las operaciones brace en el complejo de Hochschild.

f{glv"‘agm}: Z f(“'uglv"'»gmv"‘)
0<i1 <+ <im<n
donde g; estd insertada en la entrada ¢;-ésima de f. Las mismas son una
generalizacion de la operacion pre-Lie anterior ya que ésta es f{g}.

Al operad que axiomatiza estas operaciones (el producto cup y las braces) lo
llamaremos GV, el operad de Gerstenhaber y Voronov.

Definicién 2.11. El operad d.g. GV que axiomatiza las algebras de Gerten-
haber y Voronov [GV95| esta generado por

MQ = U € QV(2), |M2| = -1 Yy Ml,n = { x }n € QV(n + 1), |M1’n| =0

tomamos como definicion de grado al llamado |- | = deg — 1 en [GV95]. En el
ejemplo del complejo de Hochschild este grado deg(f) = r para f : A®" — A.
O sea, en la definiciéon se considera el grado desuspendido del homoloégico.
Estos generadores estan sujetos a ciertas relaciones. Para explicar estas re-
laciones de manera més clara, diremos cudndo un espacio d.g. V' es una
GV-élgebra. Por una parte, M, da lugar a un producto asociativo compatible
con el diferencial, esto es, du = 0. En otras palabras, el producto u hace de
V un algebra d.g. Por otra parte, las M, ,, determinan en V' lo que se llama
una estructura de algebra de brace, es decir, cumplen

xS T Y, Ynt =
Z (_1)ax{y1’ s 7yi17$l{yi1+l7 s }7 s Yim xm{yim-‘rla s }7 s 7yn}
0<i1 < <im<n

(donde o := 37" | |7, Zf]”:l lyq| es el signo de Koszul de la expresion). Ade-
mas, el producto y las braces verifican la siguiente compatibilidad

n

('Il U x?){yla cee ayn} = Z(_l)ﬁzl{yla cee 7yk} v sz{ka, B 7yn}7
k=0

(aqui el signo de Koszul es § = (|z2| + 1) 22:1 |yp|). Por ultimo, el diferencial
de las braces esta dado por

(OMyp)(x, 21, xn) = — (—1)(|m|+1)“”1‘x1 R N
- (_1)\x| Z(_l)‘xl‘++‘xl‘x{$la PP A T PE 7xn+1}
i—1
+ (—1)‘“*‘“1H"'Hx"‘x{xl, ce T} T
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Dado que esta tultima identidad la utilizaremos més adelante, la reescribimos
€omo

n—1

My = —(M; 0y Ml,nfl)(w) + My oy Mypa — 2 Myn—y 05 My

j=2
El siguiente lema, nos dice que GV y Cacti axiomatizan esencialmente la mis-
ma estructura algebraica (esto es, a menos de convencion en la graduacion).

Lema 2.12. Los operads GV y Cacti aziomatizan las mismas dlgebras a
menos de grado. Mds precisamente, un espacio (d.g.) V' es un dlgebra sobre
GV siy solo si XV lo es sobre Cacti al identificar

oo

W Ad M2 v A Ml,n—l

Demostracion. La demostracion consiste sencillamente en verificar que las
relaciones que definen una GV élgebra en ¥~'V dan lugar a las que definen
una Cacti algebra en V. Podemos escribir un elemento (homogéneo) v € 371V
como bv donde el simbolo b tiene grado (menos) uno y v el grado original en
V. A modo de ejemplo, verifiquemos la identidad de brace. Si, ¥7'V es un
algebra sobre GV, se tiene

bri{bxry, ... b 1 M Y1, Dy} =

Z (_1)04 bx{byla s 7b/yi1a bxl{b,yiri-lv s }a s 7b/yim717 b‘T’rrl—l{b/yimfri-l7 cee }7 BRI b,yn—l}

(donde av := Z;h”:_ll(|xp| -1) Zzpzl(|yq| —1)). La misma identidad, la escribimos
una identidad de operaciones

b {b1'7 SR bm—l'}{bll’ﬂ s 7b;L*1.} =
N R (O A P APTNUNS SUUN AR TS (RTINS ISP A

<im—1s<n—1

donde ahora el signo es el de la permutacion de los simbolos b y V. (La
identidad anterior se recupera al evaluar en (x,21,..., %y, Y1,.-.,Yn).) En
Cacti esta relacion se corresponde justamente con la que se tiene entre los
generadores B, y B, (vista en la seccion anterior):

O1 .: 2

posibilidades
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Recordemos que el signo es el de la permutaciénde los puntos de B, y B,,
al leerlos en sentido antihorario desde la raiz (ver [2.7) y, de esta manera,
coinciden con el de la permutacion de los b y b’

La verificacion de las demas relaciones en aniloga. ]

Este lema, en combinaciéon con la observacion [1.11, dice que Cacti = XGV.
De esta manera, tenemos un diccionario entre ambos conceptos.

Volviendo al complejo de Hochschild, se puede ahora traducir el resultado
clasico de |[GV95] en el lenguaje de algebras de cactus. Es decir, C*(A) es
una Cacti-algebra (considerando el grado homoldgico) de la siguiente manera:

Cacti — sEnd(C*(A))
W:(172) — Cup

Qﬁ = (1,2,1) +— = (operacion pre-Lie)

"
9 =(1,2,1,3,1...,1,n,1) +— n — brace

En este contexto, el teorema dice que la simetrizacion del producto cup
es asociativa a menos de homotopia en el sentido operadico. De acuerdo a lo
visto en la seccion [1.3] tenemos un morfismo explicito

Assy, —  sEnd(C*(A))

ms — cup + cupt?

Por otra parte, en el capitulo |4 vemos que este ejemplo posee la propiedad
de compatibilidad con el grado alli estudiada. Obtenemos entonces (ver teo-
rema [£.16)) que si H es una bidlgebra (d.g.) unitaria y counitaria, las posibles
estructuras de H-modulo algebra de A estan en correspondencia uno a uno
con los morfismos (de algebras de cactus) QH — C*(A).
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2.5. Algebras tridendriformes y de cactus

El objetivo de esta seccién es mostrar que toda algebra tridendriforme d.g.
(ver definicion [2.21) es una Cacti dlgebra. Esto generaliza el trabajo de [Ron00),
BRI10] en el caso no graduado. El estudio de este problema surge a partir de
comentarios de M. Ronco sobre una version preliminar de esta monografia.
El resultado obtenido que relaciona Cacti y tD (ver es el siguiente:

Teorema 2.13. Se tiene un morfismo de operads (d.g.) Cacti — tD. FEs
decir, toda dlgebra (q = 0)-tridendriforme (d.g.) es una Cacti-dlgebra.

En realidad, obtenemos un resultado similar. Consideramos el operad K (ver
definicion y vemos que existe un morfismo de operads (d.g.) GV — K.
Ya hemos visto que Cacti = GV y de manera anéloga (esto es, a partir de
los argumentos de la observacion se tiene tD = XK.

El morfismo Cacti — K es esencialmente (ver definicion [2.15) el definido
en [Ron00, BR10| para el caso no graduado. Vemos en la definicién que el

mismo sigue siendo valido como morfismo en el caso graduado y verificamos
la compatibilidad con el diferencial (ver lema [2.16)).

Comencemos definiendo, basandonos en [Cha02, sec. 3| el operad K y la
descripcion de las algebras sobre éste.

Definicion 2.14. El operad (d.g.) K [Cha02, 3.2] estd generado por tres
operaciones binarias >, <\ y e con |e | = 1,|>| = | <| = 0, sujetos a las
siguientes relaciones.

o1 B> = DPogJ
<qo1 < = Jog <+ Q09>
>ogl> = Do +D>o1 <
<]oje = 009
o0 > = [>0ge
001 < = o0y [
[ ] Ol [ ] = — @ 02 [
Se define el diferencial a partir de 0<i = @ = —0> y en consecuencia de = 0.
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Dar una estructura de K-algebra en un espacio d.g. (V,d) consiste en de-
terminar la accion de las operaciones binarias >, <! y e de manera que se
satisfagan para todo x,y,z € V (c.f. [Cha02l, def. 3|)

(x>y)<z = x> (y<2)
(x<y)<z = z2<4(y<+0>2)
x> (y>z) = (z<+>y)>z
(roy) <z = we(y<z)
(z>y)ez = x> (yez)

(z<ay)ez = (-)Vze(y>2)
(zey)ez = we(yez)

Donde la condicién de compatibilidad con el diferencial es

diz<y)—de <y — (-Dlz<ady = (=1)lzey
dz>y)—dey— (—DFlzsdy = (=) zey
dlxey)—drey— (—1)‘x|+1xody = 0

Veamos ahora que toda [C-algebra es un algebra de G). Para esto adaptamos
la definicion dada por [Ron00] de la construccion de las imagenes de las

operaciones M, a partir de las operaciones > y <. Con lo visto en en
mente, el procedimiento es escribir la definicion original en lenguaje operadico
y tomarla como definicién para el caso graduado.

Definicion 2.15. Se define el morfismo de operads (basandonos en [Ron00]).

gy — K

donde

M., :zi(—l)"i<£2<1(3<1...(z’—1<1i)))>1)<l(((i—|—1>i—|—2)...Dn)>n+1)

7 L. 7/
~" ~"
i—1 entradas n—i+1 entradas
(donde 1,--- ,n + 1 indican el lugar de insercion de cada argumento.)
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De manera equivalente, llamando

<S> = (<] o D)(12) (D 09 <])(12)
wt o= (((p)...>)>) =>owi e K(k)
wh o= (ra <. (-9Y) = Qo wt T e K(k)

(considerando w? = <; w2 = >, wl = id = wl), My, se escribe de la
siguiente forma

My, = (—1)"<ow? + >02) o, w?
n

+ (—1)" (S ogwh) 034wl

Vale mencionar (aunque no lo utilizaremos) que si un espacio d.g. V' es una
IC-4lgebra, para elementos x,y,...,y, € V, la formula es

Ml,n(xa Y1y 7yn) =

= i(—l)n_”g<(y1<(yz<- . (yz-_ﬂyi_l)))w)<(((yz->yi +1) . DYn1)>Yn)

i1
donde € = |z[( Y] |y;|) es el signo de Koszul de intercambiar z,y1, ..., yi_1.
j=1

La expresion original de [Ron00, BRI10| se recupera en el caso de V trivial-
mente graduado.

Lema 2.16. El morfismo es de operads d.qg.

Demostracion. Si bien los resultados de [Ron00, BRI0|] son para el caso no
graduado, el hecho de que las operaciones > y <1 sean de grado 0 (y éstas sean
las que tienen mayor protagonismo en las identidades a verificar) permite
reutilizar las demostraciones incluidas en estos articulos para probar que
M, cumplen la identidad brace (ver [Ron00, 5]) y la compatibildad entre
éstas y My (ver [BR10), 2.2| para el caso g = 0). De esta manera, sélo queda
verificar que el morfismo es compatible con el diferencial.
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Calculemos primero los bordes de las operaciones <, w, wy

i) En primer lugar, es inmediato a partir de la definicién de < que
g
(i) Se tiene dwf = — Y7 Wit o; My:

oWkt = O(> oy wk)
= (0>) o wi + > o 8w§

k—1
k k—1
= —M201w>—>012w> Oj./\/lg
=1

k—1

= —(w{i o My + 2 w{i 0 Mg)
j=1

k

_ k

= —Ewbo M
j=1

(iii) Se tiene dw” = Zf LwE o My:
oWkt = O(<1 oy wh)
= (0<) og Wk + <10y

k—1
_ k k—1
= Myoywh + <oy wg 05 Mo

=1

k
= w’;ol/\/ngrZwZo M,

j=2
k

_ k

- Yuko
=1

(iv) Ahora, calculemos términos que aparecen en OM; ,,:

Mzor >0 oyl o wl™ = (Mzor 1) oy wi™) oy,
(M ogwl ™) oy >(12)o
(Mz 0 (> 01wl 1)) o1 ) ),
— ( _/\/l201<] ngn i— 1)0 D( )) QWiJ
(MQ 01<>03 wn i 1) OQW

= Mjo, (<>O2w Ojro WL~ =
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donde se utiliza la asociatividad de la definicion de operad y el hecho
® 0y > = @0 <.

(v) De manera analoga (usando la misma identidad, pero al revés) al item
anterior, tenemos
o . . . - .
(Mz 0y <1)( ) O WY Ojpp WL " = My oy wl) oi <1) Oipo Wi "
i—1 o _
(My o <) o3 ws ™) o1 <1) 0442 WL
. - B
(Mg oy >) ogwl ™) 0541 <1) Oipo Wi "
(12)

i

~~ —~

My 0y (<09 wifl Oj41 wﬁ’i))

(donde 0 = (1,2,3,...,k,k+1,...,i,i+ 1).)

(vi) Juntando los items dos anteriores con (i), obtenemos

n—1 n—1
()"0 g wl o wl = Y (1) (M or 1) — (M 0 9)1P)) 05 wh 0wl
1 i=1

n—2

= Z (—1)" "My oy (S 0g wh oppp wi™ )
i=1
+ Myo (>(12) 09 wzil)

n—1

- Z (=1 (M2 03 (S oy wi 0ips wﬁ_i))(

=2
— (1) My oy ) oz wp !
= —Myoy My, — (—1)n_1M2 o1 ( <oy W§_1>
12 1\ (12
+ (Myoy My, )™ = (My oy (502 0 1)

~

12)

Ahora, a partir de

n— 12 e
(Ma0r (509 03 )™ = (M 02 502) 05071))

_ ((M2 o1 <) o, w2—1)(12)
- Mglz) 09 W

Msor (<oywl™) = (Mgo; <) ogwi™)
= (Myoyp>) ozwl™)

_ n
= M2 Og Wy

12)
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concluimos (volviendo a la ecuaciéon anterior) que

n—1
D=1 0 0g wh o wlT + MEP 0y W+ (—1)" My 0p W =
=1

12
= (Mz 02 Ml,nq)( - M 0y M1,n71

(vii) Utilizando los items (ii) y (iii), veamos la relaciéon entre los términos
de 0M; ,, donde aparecen dwq y owp:

n—1
Z (_1)n—z<> O9 (6w1<] Oj42 ws_z + w; Oi42 8w’;_’) =
i=1

DI GV CLP R

_ Z (_1)71—1—1' (<> 0y U)Zq 012 w‘z—i—l) o, M2

I

My, — (=)ot — 020, w271> 0; M

n—1
= ( Ml,n—l 0 MQ) — (—1)" < 026w§ — D(m) O9 &uz
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Ahora calculamos oM, ,,

n—1
(3./\/117“ = 0 ((—1>n < OQW‘Z + |>(12) O9 WZ + Z (—1)n7z0 O9 (,L)’L<] Oj4+2 w£1>
=1
= (—1)”/\/12 O9 w;‘ + (-1)” < 02&0;‘ + Mém) O9 wz + >(12) O9 ﬁwz
n—
+ Z (—1)n_l <€<> O9 w’; 0i42 Q,U?;_i + <0y awg Oj42 w;_i + <0y wg 0;42 aw;_l>

n—1
= (Myoy Ml,n—l)(12) — Mooy My + Z My 105 My

7j=2

Que es lo que queriamos ver (a menos de un signo global que se resuelve al
considerar 0<t = e = —0p>). O

Un ejemplo de algebra sobre K

En este apartado, presentamos un ejemplo de &lgebra sobre K. El mismo
consiste en el espacio de particiones (ordenadas) de conjuntos finitos (orde-
nados). Se trata de la version d.g. del ejemplo [BR10), 1.2 b)]. A continuacion,
introducimos el espacio d.g. II, siguiendo [Cha02} 1.1].

Definicién 2.17. Sea {i; < --- < i,} = N (un conjunto ordenado finito), al
que le asignamos el simbolo 7 := iy A -+ Ay, Llamemos 7| = fr—1 = p—1.
Notar que |7| coincide con la cantidad de simbolos A en la expresion de .

Para n € N, consideremos II(n) el espacio vectorial generado por las parti-

ciones ordenadas de {1,...,n}. Esto se corresponde con las expresiones
T = 1 ® e ® Ty
donde cada i € {1,...,n} aparece en solo uno de los 7;. Por ejemplo:

= Para n =1 s6lo se tiene 7 = 1
= Para n = 2, las posibles particiones son

1A2, 1®2 2®1

» Para n = 3 algunas posibilidades son

3172, 1®3®2, 2A3®1, 1A2A3
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IT seré el espacio generado por todas las particiones ordenadas, esto es

I1:= P (n) = (7 : T particién ordenada)

neN

El grado de cada particién serd

,
7| = Z 73]
i=1
que coincide con la cantidad de simbolos A en la expresion.

A partir de dos subconjuntos " =iy A -+ Adp, T =i A --+ Ady se puede

considerar el Gnico conjunto ordenado dado por la unién de ambos. Se quiere
que esta operacion recuerde el trabajo hecho al reordenar, asi, se define

/ // e ) DY , ./ .. .,
AT i=AL A Ny AT A A
Por ejemplo, si® =1 A3 ATy " =2 A5, resultan

7T AT = 1TASATA2AD=—1A2A3ABAT

7"AT = 2ABA1IASAT=—1A2A3ABAT

Notar que se tiene en general
/ "
71_/ A 7T” _ (_1)(|7r [+1) (| |+1)7r” A 7'(‘,

Para concluir la definicion, se da el diferencial en II a partir de su valor en
los generadores de la siguiente forma. SiT =7 ® - - - ® 7,., se define

r—1
d(T) = 2(_1)\7f1|+"-+|7fj|7T1 R @ (T ATjy1) Q- @,
j=1

Notar que d es de grado +1, ya que se agrega un A en cada término.

A modo de ejemplo, consideremos T =1 A3 ®4®2 A 5y calculemos

dt = —1A3A4R2A5—-—1A3®4A2AD5
= —1A3A4R2AD+1A3R®R2A4AD

Nos sera util tener, dadas dos particiones 7 € II(n), 7" € II(m), la particion
que éstas definen en II(n + m) al considerar los subconjuntos originales de
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7y los subconjuntos de 7 desfasados en n. Sean @ = T ® --- @ 7. ¥
T =1 ® - @my. Si ] = i1 A Adp, lamaremos 77 i= iy +n A Adp 40
Se define en consecuencia

—r = ’ / N ~l
TROT = M QMM &...Qm,.

Asi, por ejemplosi T =1 A3R4X®2A5y T =2A3R1 A4, resulta
TAT =1A3R04Q2A50TA8R6 A9

A continuacion introducimos el concepto de shuffle. Un shuffle es un tipo de
permutacién mezcla manteniendo el orden dentro de distintos bloques.

Definicién 2.18. Sean ky,...,k, e Nyn = > k. Un ky, ..., ky-shuffle es una
permutaciéon o € S, tal que

ol)< ... <o(ky)
U(k1+1)< <0'(k1+k'2)
olki+--+ k1 +1) < < a(n)

Llamaremos Sh(ky,...,k,) al conjunto de los ki, ..., k,-shuffles. Asi, por
ejemplo,

es un 3, 2-shuffle.

También utilizaremos los siguientes subconjuntos de r, s-shuffles:
Sh"(r,s) = {oceSh:o(r+s)=r+s}
Sh¥(r,s) = {oce€eSh:o(r)=r+s}
Sh*(r,s) = {oeSh:o(r)=r+s—1, o(r+s)=r-+s}

Observacion 2.19. Es inmediato de la definicion que para todo 7 € Sh(r, s, t),
se tienen tnicos o € Sh(r,s), w € Sh(r + s,t), v € Sh(r,s +t) y d € Sh(s,t)
tales que

T =o0w =07y
(donde o y § se piensan como la identidad sobre los elementos en los que no
estan definidas). Esto da una correspondencia entre los pares (o,w) y (7, 96).
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Proposiciéon 2.20. é:e tiene en Il una estructura de K dlgebra dada por
(llamamos T =T @7 )

T>T = Z (—1)6‘77'('0—1(1)®...®7TU—1(T+S)
o€Sh> (r,s)
AT = Z (—1)6‘77TJ—1(1)®...®7TJ—1(T+S)
oeSh9(r,s)
f, ° 7" = Z (—1)”4_5‘77(‘071(1) ®...Q 7Tr=071(r+8_1) AN 7Tr+s=a*1(r+s)
o€eSh®(r,s)

En la formula, ¢, es el signo de Koszul de intercambiar los T; segin o y
=|r{|+- -+ |7l |+ 1=7"— |7+ 1.

Antes de la demostracion, ilustremos con unos ejemplos las operaciones recién
definidas. Sea T/ =1 A3Q2y 7T =2® 1, luegoT=1A3®205KR4 y se

tiene entonces

T = 1A3R205®4+1A3050204+501A3R®2R4
TAT = 1A3R504R2+5Q1A3IRIR2+5R04RQ1A3R®2

Temw = —1A3R5R2A4-501A3Q02A4
Demostracion. Veamos primero que d> = —e. Para esto, calculamos
r+s—1
d(m >7r Z Z O‘Wwaq ). T o-1(3) ATlo=1(i41)&- - QT 5=1(7 1)

i=1 geSh™>( rs)

donde o, = €5 + |To-11)] + -+ + |To—1(]. Ahora bien, si 67'(i) < ry
r<ol(i+1) <r+s (es decn", un 1nd1ce corresponde a un subconjunto
de 7 y el otro a 7) en la suma se tiene un término hermano dado por
o' = o(i,i + 1). Notar que éstos términos se cancelan ya que

Qjg — Qg = €5 — € + ’770'—1(1')’ - ‘77-0'_1(1'+1)|
= |7T071(i)||7'rg71(i+1)| + |7T071(i)| — |7T071(Z~+1)| (méd 2)
= (|7Ta—1(i)’ + 1)(’70—1(i+1)| + 1) +1 (méd 2)

pero en un término se encuentra el factor m,-1; A To-1441) ¥ en el otro
To-1(i+1) A Te-1(;) compensando el signo (ver [2.17)).
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Se tiene entonces, al descartar de la suma los términos que se cancelan,

d7@ >7") = D))" Ty ® . ® Tomi (i) A Tomi(i41) ® - - - ® T
oeSh> (r,s
1esi<7g+s)
o 1(i),07 (@) <r

+ Z (—1)ai’aﬁg—1(1) ®...® To=1(3) N To=1(i+1) X... Qs
o€Sh” (r,s)
1<i<r+s
o 1(i),07 (@) >r

+ Y (D) T @ @ A T
o€eSh*(r,s)
— di 7T + ()T > dr’ — (—1)F T e 7

De manera similar puede verse que se cumple d< = e.

Veamos ahora que se satisfacen las relaciones que involucran > y <. Para
hacer mas sencilla la lectura, llamemos, como antes, 7 = T Q ™ ® 7.
Comencemos por el caso de la ecuacion

(7/ [> 7//) 4 ﬁ”/ — ﬁ, [> (ﬁ” q ﬁ”/)

El miembro de la izquierda es

Z (_1)Ea+ewﬂ-a*1w*1(l) ®...® Mo=lw=1(r+s+t)

oeSh> (r,s)
weSh<(r+s,t)
(notar que de la extension de o como la identidad no introduce ambigiiedad
en los signos que ésta determina). Ahora, el segundo miembro es

€5+€
Z (_1) ° TTs-1y-1(1) ®...® Ts—1y=1(rts+t)
5eSh™ (s,t)
~eSh9(r,s+t)
Ambos miembros pueden escribirse como una suma sobre ciertos 7 € Sh(s, r, t).

Las 7 son las mismas en ambos miembros ya que, bajo la correspondencia
dada por la observacion [2.19] se tiene

o€ Sh”(r,s) y we Sh¥(r + s,t) <= 6§ € Sh™(s,t) y v € Sh”(r, s + 1)

De esta manera, la ecuacion se satisface si €, + €, = €5 + €, (mdd 2). Pero
esto es inmediato ya que ambos coinciden con el signo anidlogamente definido
para T, es decir, €, = |T| + K.
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Veamos ahora la ecuaciéon

—/ ==/ )

(T <) <7 =7 < (@' <+>7
A la izquierda se tiene
Z (_1)€U+Ew7ra*1w*1(1) ®...® To=1w=1(r+s+t)

oeSh<(r,s)
weSh (r+s,t)

y a la derecha

Z (—1)66+677T5—1,y—1(1) ®...® T5—1y=1(r+s+t)
5eSh<(s,¢)
~eSh<(r,5+t)

+ 2 (—1)6‘5+6”’7T571771(1) Q. @ Ms—19-1(r4541)
JeSh” (s,t)
~eSh<(r,5+t)
= Z (—1)66+6V7T5—1,y—1(1) Q. @ Ms—14=1(r 15+t

0eSh(s,t)
~eSh<(r,s+t)

ya que Sh¥(s,t) U Sh”(s,t) = Sh(s,t). En este caso, la ecuacion se sigue al
percatarnos de que en la correspondencia mencionada antes (ver vale
o€ Sh(r,s) ywe Sh¥(r + s,t) < § € Sh(s,t) y v € Sh¥(r,s + t)
El caso de la ecuacion
(T a+<a7) 7" =7 > (T >7")
es completamente andlogo al anterior, a partir de que se tiene

o€ Sh(r,s) y we Sh”(r + s,t) <= 6 € Sh”(s,t) y v € Sh”(r, s + t)

En resumen, tenemos d<i = e = —dI>, sabemos que se satisfacen las tres
ecuaciones

LoD —D o g =
Lo =<0 —<]0g > =
>og>—Do>—D>og<d = 0
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y queremos ver las siguientes

oo >—D>ojye = (

A
eo;<l—e0y> = (
—_—

B
<Joje—eo0y g = 0

g

C
©e0; 00050 = 0
—_—

D

Ahora bien, al aplicar el diferencial a cada una de las ecuaciones del primer
grupo (a partir de e := d<i = —dr>) obtenemos

A-C =

B+C
A+B =0

Por lo tanto, s6lo hace falta verificar una de ellas. Por ejemplo, A:
(ﬁ/ I> f”) ° ﬁ/// _ ﬁ/ |> (ﬁ// ° %///)
En el primer término tenemos

€oteutV
Z <_1) g nglwfl(l) ® “ e ® 7T7-+s A 7TT—|—S+t

oeSh” (r,s)
weSh® (r+s,t)

Por otra parte, se tiene de la derecha

+eyt+v
Z (=)@ sy @ - @ Tyges A Tpgsit
5eSh* (s.)
~v€Sh®> (r,5+t)

Observemos que en ambos términos v = |7 |7"| + 1. Como en los casos

anteriores, se sigue la ecuacion al ver que en la identificacion de se tiene

///| o

o€ Sh"(r,s) ywe Sh*(r + s,t) <= 6 € Sh*(s,t) y v € Sh™(r, s + 1)

Por tdltimo, la ecuacion que resta verificar es D = 0, pero D = dA y por lo
tanto se verifica. O
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Traduccion a Cacti

Para terminar la seccion, definimos el operads tD y traducimos el resultado
obtenido a Cacti.

Definicion 2.21. El operad (d.g.) tD esta generado por tres operaciones

binarias >, <1y e con |>| = | < | = 1,| ¢ | = 0, sujetos a las siguientes
relaciones:

do> = —D>oyd

doj<d = —<oy<d— <oy >

>ogl> = —[>og>—D>o;<

o0 > = [>oge

<Jo1 e = @09

001 < = —e0y[>

.Ol. = .OQ.

Con diferencial definido por 0> = ¢ = —0< y, luego, de = 0.

De esta manera, una estructura de algebra sobre ¢D en un espacio d.g. V'
consiste en determinar la accién de las operaciones binarias >, <\ y e de
manera que se satisfagan para todo z,y,z€ V

(x>y)<z = x> (y<2)
(x<y)<z = z4(y<+>2)
x> (y>z) = (x<+>y)>2
(roy)<dz = we(y<z)
(z>y)ez = x> (ye2)
(z<ay)ez = ()" ze(y>2)

(zey)ez = we(yez)

Donde la condicién de compatibilidad con el diferencial es

(—D)eld(z<y) = (~D)Flde <y +r<ady = —zey
dzsy)— (-Dlde>y+a>dy = zey
dzey)—drey— (—Dlzedy = 0
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Observacién 2.22. A partir de la definiciéon anterior y la definiciéon de I
(ver se deduce que es equivalente dar una estructura de K-algebra en
un espacio d.g. V' a una estructura de tD-algebra en XV. En vistas de la
observacion se tiene LK = tD.

El teorema [2.13] es decir, que toda &lgebra sobre ¢D es un algebra de cactus,
se obtiene al suspender el morfismo [2.15]

2.6. Algebras de cactus simétricas

En este apartado recordamos la relacion entre dlgebras braces [LMO5, def.1]
y dlgebras de braces simétricas [LMOD, def.2]. A partir de esto, y gracias a
comentarios de M. Ronco, proponemos una definiciéon de algebra de cactus
simétrica: algebras sobre el operad SymCacti [2.27]

Comencemos estableciendo lo conocido acerca de algebras de braces y alge-
bras de braces simétricas En cuanto a las primeras, éstas consisten en las
algebras axiomatizadas por el suboperad (no d.g.) de GV generado por las
operaciones M, (ver , esto es

<M1,n ‘ne I\I>opemd - gv

Las algebras prelLie, por otra parte, corresponden al suboperad (no d.g.)
generado por la operacion M;; € GV(2). A partir del hecho GV = Cacti,
consideraremos los operads B y P definidos a continuaciéon (que resultan las
suspensiones de los recién mencionados).

Definicién 2.23. El operad (no d.g.) B se define como el suboperad de Cacti
generado en cada aridad (como espacio vectorial) por los cactus de dimension
méxima. En otras palabras, es el suboperad (no d.g.) generado (como operad

no d.g.) por
B=<{:n>1}> < Cacti
operad

Consideraremos también el suboperad de Cacti generado por el cactus %:

po(h) e
operad

Un algebra sobre P es un algebra preLie (donde el producto es de grado 1).
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Observacion 2.24. B y P son las suspensiones de los suboperads de GV
generados por las operaciones brace y la operacion preLie respectivamente.

Introducimos ahora la definicion de algebra de brace simétrica

Definicién 2.25. Una algebra de brace simétrica (c.f. [LMO5, 2]) en un
espacio d.g. V' consiste en una coleccion de operaciones {-(--- ), : n € N} de
grado 0 y aridad n + 1 tales que

= Para toda o € 5, se tiene

(X1, Tp)n = T2(To(1)s - - - To(n) )n
donde =+ es el signo de Koszul correspondiente a intercambiar las x;.

= Se cumple la siguiente identidad tipo braces:
$<$17 cee 7xm><y17 s 7yn> =

€
Z(_l) I<x1<y1%7 s 7yi71«1>7 ce 7‘rm<yi5"7 ce ayz‘;';nﬂ >yi;"+17 ce 7yi;?;ji1>
donde la suma es sobre todas las elecciones

-1 -1 m+1 ‘m+1
iy < <A < <

(donde los r; pueden ser nulos, en ese caso z;{) = z;) y el signo de
cada término es el correspondiente al itercambio de las variables segtin
la regla de Koszul.

Notar que la ultima identidad (al igual que en el caso de las algebras de
brace) dice que la operacion -(-); es preLie. Un hecho importante (que no
ocurre en el caso de algebras de braces) es que esta operacion contiene toda
la informacién de la estructura de brace simétrica. Més precisamente, se tiene
el siguiente teorema.

Teorema 2.26. (c.f. [LM0S,[OG0S]) La estructura de dlgebra de brace simé-
trica estd determinada univocamente por el producto preLie. Las operaciones
de braces simétricas de mayor aridad quedan determinadas por -(-)1, la ope-
racion preLie, via (c.f. [LR10, 5.2]):

o g1 = Dy 0p Dy — Z (o os AN

1<ig<n+1
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Una propuesta de algebras de cactus simétricas

Tenemos la siguiente situacion (las inclusiones son de operads no d.g.)

P — B < Cacti

Observemos que todo Cacti puede obtenerse a partir de pr los t/ . Es

decir, si a B le agregamos QP obtenemos todo Cacti. Definiremos SymCacti
como el suboperad (ahora si d.g.) que se puede obtener a partir de P agre-

gando QP Esto es:
Definicion 2.27. Definimos SymCacti como el sub(dg)operad de Cacti
SymCacti = <Qp > c Cacti
’ W operad

Como el diferencial se restringe bien, resulta un d.g. operad.
Llamaremos algebra de cactus simétrica a un algebra sobre SymCacti.

La relacion entre los operads que estamos estudiando se resume en el siguiente
diagrama de inclusiones (donde la de la derecha es de d.g. operads).

T —— SymCacti
B Cacti

Como SymCacti esta generado por Wy QP, la accién de éstos determina
completamente un algebra de cactus simétrica. Mas precisamente, tenemos
las siguientes observaciones.

Observacién 2.28. Sea A un espacio d.g. con una estructura de algebra de
cactus simétrica, llamamos

vy = YP(z,y) wy = (—D'“”QP(%@/)

entonces se cumplen
(i) (A,-) es un algebra d.g. con - de grado 0.

(ii) (A, =) Es un algebra preLie, con = de grado 1.
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(iii) El borde del producto = es el conmutador de -, es decir:

dz+y)—drsy+ (=)« dy = (=1)Wlyz — 2.y

(iv) Una regla de Leibniz a izquierda de * respecto a -, es decir:

(zy) « 2 = a(y = 2) + (=P (@4 2)y

Demostracion. Se sigue de traducir cada punto en una ecuaciéon en Cacti:

(i) €/’ da lugar a un producto asociativo y vale 6%[” = 0.
(ii) % da lugar a un producto prelie y es de grado 1.

(iii) Se corresponde con la identidad (5% = QY — QY en Cacti.

(iv) Esto se desprende de que en Cacti vale 01 QP = Q% + %
]

Observacion 2.29. Si se tiene un algebra d.g. A y un producto preLie en
A de grado 1 que cumplen (iii) y (iv) de la observacion anterior, se puede
definir en A una tnica estructura de algebra de cactus simétrica.

Demostracion. Definimos la accion de QP y Qﬁ a partir del producto asocia-
tivo y el preLie respectivamente. Como (i)-(iv) son las relaciones que éstos
satisfacen en Cacti, queda bien definida su extension al suboperad que ellos
generan, SymCacti. O]

Por lo visto anteriormente, toda estructura de SymCacti dlgebra es en parti-
cular una estructura de algebra de brace simétricas determinadas su producto
preLie. Las mismas estan dadas por la traduccion de la identidad del teorema
a Cacti, esto es, se tienen operaciones B,, definidas recursivamente por

n—1 T
§n+1 = %Ol En_ Z(_]-)Z En Oi%

1=2

done 7; es la transposicion (i + 1 «—n + 1).
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Dado que SymCacti < Cacti, se tiene, en particular, que toda algebra de
cactus posee operaciones de brace simétricas. Esto es andlogo al hecho de
que toda &algebra de braces da lugar a un algebra de brace simétrica via la
simetrizacion [DLO6|. Mas precisamente, se tiene el siguiente lema que es un
complemento a la definiciéon recursiva de los B,,.

Lema 2.30. Se tiene B, = 5 (—1)0<Bn> .
o€eSy
o(1)=1

_ ...»;,
O sea,B,, es la suma (con signo) de los cactus que se obtienen de \v al
permutar los lobulos salvo el primero.

Demostracion. Veamos, de manera inductiva, que los B,, asi definidos cum-
plen la recursion. Primero, recordando [2.2] se tiene

Byoy B, = (121)0; (121...1k1...1n1)

(—D)" .. i+ 1,4,1,...,)

[

-
Il
o

(—1)" N i ln+ 1,10+ 1)

+_
A[>/j:

s
Il
—

l

(—1)n (Bn o; Bg)” + i(—mng

=2
donde w = (i + 1,7+ 2,...,n + 1). Ahora, utilizando esto, calculamos
- - n—1 - -
Bni1 = Byo1 B, — 2 (_1)n <Bn O34 B2>
i=2
= Y 0 Ber (B)) — (Y (~17(B.) wiB)
0€SR o€Sn
o(l)=1 o(1)=1
= 2 (-].)O (BQ 01 Bn>0 — (—].)U (Bn O; BQ)UTi
UESn+1

o(l)=1,0(n+1)=n+1

- 2, i(—l)"(—l)”—l(BnH)””

TESn 1
o(l)=1,0(n+1)=n+1

= Y 07 (Banr)

UESn+1
o(1)=1
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A partir de By = B, = QP se definen, gracias a la ecuaciéon anterior, de
manera recursiva los B,, € SymCacti. Determinar las relaciones entre los
B,,, nos permite dar una descripcion adicional de esta estructura. Es decir,
se puede dar el operad SymCacti como el generado por éstos y W Esto
da una definicion alternativa del concepto de algebra de cactus simétrica a

partir de operaciones brace simétricas y un producto asociativo:

Proposicién 2.31. Un dlgebra de cactus simétrica en un d.g. espacio (A, d)
estd determinada por:

= La accion de Qﬂ, determinando un producto de grado 0.

» La accion de los B, operaciones n-arias de grado n — 1.

tal que se verifican (las relaciones que valen dentro de Cacti):
(a) El producto definido por Qphace de A un dlgebra asociativa d.g.

(b) Las operaciones dadas por By, hacen de A un dlgebra de brace simetrica.

(¢) Bpor QO = S (WWo1B,0p.0B,)* (ver definicion de shuffle|2.18).
pt+q=n+1
weSh(p,q)

(&) 6B, = 5, ()

0€Sn
o(l)=1

Demostracion. Las condiciones (a)-(c) para el caso particular de By = QP
son exactamente (i)-(iv) de la observacion Reciprocamente, si se tiene
una estructura de SymCacti-algebra, (a) y (b) son inmediatas y (¢) y (d) se
deducen del hecho B,, = Y (—1)° (Bn> (visto en el lema anterior). [

oSy
o(1l)=1
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Capitulo 3

Una estructura A, en Cacti

Toda Cacti-algebra tiene un producto asociativo (no necesariamente conmu-
tativo) proveniente de la inclusion (ver el apartado |3.2):

A — Cacti

mo > Q§:

Al simetrizar este producto asociativo (lo que equivale a considerar el pro-
ducto dado por el elemento QP + W) se gana la conmutatividad pero se
pierde la asociatividad. Observemos que (un multiplo de) este producto es
equivalente (si se trabaja en caracterisitica distinta de 2) al original cuando
se pasa a la homologia, ya que:

W=P+YP+YP -

P

El resultado principal de esta tesis (teorema [3.8]) muestra que este producto
es, sin embargo, asociativo a menos de homotopia, en el sentido operadico. Es
decir, se prueba que existe un morfismo (dado explicitamente) de dg-operads:

A, 5 Cacti

Mo +—> QP—FQP

Dicho morfismo se construye con la ayuda del operad Ag). Se considera el

morfismo A 2, Ag) de la observacion y, de esta forma, el problema se
resuelve encontrando un morfismo A2 5 Cacti y considerando n = u¢.
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Notemos que Cacti se puede considerar también como operad simétrico (es-
tructura dada por la permutacion de las etiquetas de los l6bulos).

En vistas de la seccion el morfismo 7 se corresponde con un morfismo de
operads simétricos

Ass,, b Cacti
my > P+ QP

donde, recordemos, Assy, es el operad simétrico que codifica algebras asocia-
tivas a menos de homotopia.

Vale mencionar en este contexto la relacion entre el morfismo 7 y la llamada
conjetura de Deligne. Sea G el operad (simétrico) que codifica las algebras de
Gerstenhaber. El resultado clasico [Ger63], que la cohomologia de Hochschild
de A es un algebra de Gerstenhaber, en lenguaje operadico se traduce en
que H*(A) es una G-algebra. Si G, es el operad |[GCTVI2| que codifica
las algebras de Gerstenhaber a menos de homotopiaE]7 se puede formular la
conjetura de Delgine como la siguiente pregunta: ;Es C*(A) una G, algebra?
Dado que C*(A) es una Cacti-algebra y Cacti es homotopicamente equivalen-
te a Gy, esto es cierto [MS02, [BF04, [Kau07|. Sin embargo, atn esta pendiente
dar una respuesta méas directa, esto es, una accion explicita de G, en C*(A).
Esto puede conseguirse explicitando un morfismo de operads (simétricos)

G — Cactt

que sea la identidad (del operad simétrico G) en homologia.

Debido a que en Cacti la estructura de Lie es estricta (mas atin, proviene de
una estructura pre-Lie), es de esperar que la dificultad esté centrada en las
homotopias correspondientes a la asociatividad del producto conmutativo y
la distributividad con la estructura de Lie. En este sentido, concentrarse en el
primer punto consiste en mirar el operad que codifica 4lgebras conmutativas
a menos de homotopia, Com,, y construir un morfismo Com., — Cacti que
sea la inclusion Com — G en homologia.

En esta situacion, el morfismo Ass., s Cacti es un paso en esta direccion, ya
que se corresponde con el morfismo canénico Ass — Com — G en homologia.
Pero, lamentablemente, dicho morfismo no se factoriza a través del operad
Come.

'En [GV95] esta terminologia designa las dlgebras que en esta tesis llamamos algebras de
Gerstenhaber y Voronov (o sea, Cacti-dlgebras)
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El capitulo se organiza de la siguiente manera.

Se comienza presentando las construcciones o y = junto con el par de proposi-
ciones [3.3] y [3.5], fundamentales en la demostracion del teorema [3.§ mas ade-
lante. Se presentan estas construcciones no sé6lo en la notacion de suryecciones
sino también en la geométrica. De esta manera, consideramos se pueden
entender y recordar de manera méas sencilla las mencionadas proposiciones.

En la seccion se presenta el resultado mas importante de este trabajo,
el teorema [3.8] Alli, se construye un morfismo de operads 7 : A, — Cacti,
factorizandolo a través de Aé? con la ayuda del morfismo ¢ de la observa-
cion Se define entonces un morfismo i : AY) — Cacti que cumple:

Ay 2, Aé? £ Cacti
M — QY
me — QP

my — met+m, — P+

Cabe destacar que no se tiene una razon a priori por la cual el morfismo que
se desea encontrar, 7 : Ay, — Cacti deba factorizarse a través de AS). A la
postre de la seccion se describe ademas el morfismo 7 independientemente de
su factorizacion por A®). Mas precisamente, se explicita qué cactus aparecen
como términos de n(m,,) para cada n € N.

3.1. Las construcciones = y o

Describimos a continuacién una construccién clave para el teorema [3.8 (de
la siguiente seccién). La misma permite organizar el morfismo A, — Cacti

factorizandolo a través de A&?. Para determinar que efectivamente se define
un morfismo de dg-operads, se utilizan los resultados que se presentan en

esta seccion en las proposiciones [3.3]y [3.5

Definicién 3.1. Sea u un cactus con n lobulos y n + k arcos tal que n
aparece una sola vez en u, digamos en el lugar i. Es decir, u='({n}) = {i}.
Recordando la notacion del ejemplo [2.2] se define

uu _ 2(_1)k+|u|] ﬁj; U. _ _2(_1)k+|u|] &j;

1<t 7>
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O sea, @; € Cacti(n+1),41 es la sucesion obtenida a partir de u al reemplazar
u(y) por (u(j),n + 1,u(j)) v |u|; es el grado relativo de (u(1),...,u(j))
respecto a u.

)

NIVE

Por ejemplo, si u = , dado que k = 2 e i =5, los 1, son:

So
I
/)
3@
go
Il
(-

go
I
/2
8co
EO
I
L
©

/K )
)W)
S
V.
)W)
S

o
at

I
:O
(=)

I

Entonces, en este caso u° = 1 — Uy — Uz — Ug y U™ = —Usg.
)

Graficamente, si u es un cactus con n l6bulos y n + k arcos tal que n aparece
una sola vez, podemos pensar que u° tiene como términos los que se obtienen
de u agregando el 16bulo n + 1 sobre cada arco anterior al tinico arco del
l6bulo n. Analogamente, u® tiene como términos aquellos que se tienen al
plantar el 16bulo n + 1 sobre cada uno de los arcos que vienen después del
arco del 16bulo n.

En otras palabras, se puede pensar u° (resp. u") como onlu calculado hasta
el (resp. a partir del) 16bulo n. Esto puede verse al comparar el ejemplo de la
observacion anterior con el recién presentado. Esta idea es formalizada mas
adelante en la proposicion

Notemos que, por construccién, si u es un cactus con n lébulos y n + k arcos
tal que n aparece una sola vez, entonces tanto u” como u" son una suma de
cactus de n + 1 l6bulos y n + k + 1 arcos tal que n + 1 aparece una sola vez.
Para concluir la definicion, extendemos linealmente las aplicaciones = y o al
subespacio generado en cada aridad n por los cactus donde el l16bulo n tiene
un so6lo arco.
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Ejemplo 3.2. Veamos algunos ejemplos més de = y o.

AN
AN S

La siguiente proposicion permite relacionar las construcciones = y o con
operaciones “internas” de cactus, serd de utilidad mas adelante.

Proposicion 3.3. Sea v un cactus en la condicion de la definicion anterior,
es decir, de n [6bulos y n + k arcos tal que el l6bulo n tiene un sdlo arco.
Entonces

5(u?) = (Gu) = (~1)F (U oy u—uo, UP)
5wt = (Gu) = (~DF (P oru—uo, AP

Qe
Ejemplo 3.4. Antes de la demostracion, veamos para u = la primera
identidad, aprovechando que hemos realizado practicamente todos los célcu-
los involucrados.

G)
8 ow .8
En la observacién anterior calculamos 01 () Como (2) Oy = ,

se tiene
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Demostracion. (de la proposicion [3.3))
Sea i la posicion de la tnica aparicion del valor n, es decir, u='({n}) = {i}.
A partir de la definicion anterior y del ejemplo [2.2] se tiene:

j<1 7>1

(—1)’“% 01U — U Oy, % = kz Dl @y — (—1)kluli g,
j

Como ambos miembros de la derecha son iguales resulta:
u—ut = (—1)lﬁp 01U — U Oy Qﬂ

Ahora bien, al aplicar el diferencial a esta ecuacion, se tiene
0(u’) = 6(u) = (=DM = P)oru = (=DFuo, (YW =)

+(=1)F1 onl du — 0u o QP

Observemos que en cada término de du el valor n también aparece sélo una
vez. Luego, al aplicar la primera ecuaciéon para cada término, obtenemos

6(u) = o(u") = (=1)"(Woru— VY oru—uo, W uo, W)

+(du)” — (ou)".
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En cada uno de los términos de esta ecuacién los valores n y n + 1 aparecen
s6lo una vez cada uno. Luego, la ecuacion se separa en dos ecuaciones al
considerar los términos en los cuales n aparece antes que n + 1 o viceversa.
En lado izquierdo, un término pertenece a la expresion 6(u”) (resp. o(u"))
si n + 1 aparece antes (resp. después) de n. En el lado derecho, por otra
parte, n + 1 aparece antes (resp. después) del valor n en los términos de las

expresiones (0u)®, W o1 u y wo, O (resp. (6u)*, Woruyuo, ). O

La siguiente proposicion sera de utilidad més adelante.

Proposicién 3.5. Sean dos cactus v’ € Cacti(p)x, u” € Cacti(q)e, tales que
s/ ({p}) =t ({q}) = 1, es decir, p aparece slo una vez en ' y q aparece
solo una vez en u”. Se tiene

a

(u/ o; u//)u _ (_1)£um o; u//7 (u/ op u//)u (_1)Zu/u op o'+ op u"

(u/ 0; u//)- (_1)£u/- 0; u//’ (u/ Op u//)-

(_UZU/- op u// + u/ Op u//
para 1 < p— 1.

Demostracion. Por la proposicion [3.3] se tiene

(u/ 0; u//)u . (ul 0; u//)- _ (_1)k+f% o1 (u/ 0; u//) . (u/ 0; u//) Op+q—1 %

como Cacti es un operad, el miembro derecho de la igualdad coincide con

(—1)’“”(% oyu') o u” — (=1)"(u’ 0, Qp) o u’ (i <p)
(—D'“”(QP o1 u) op u” —u'op (u” o Qﬁ) (i = p)

Ahora bien, la asociatividad (operadica) (v o, Qp) o, " = u o, (Qp oy u”)

implica

l(,, 10 /m " .

(u/ 0; u”)n B (u/ 0; u//)- _ {(_1)£(UD _u-) O U ] . (Z <p)

(=D(u"” =) opu” +u' o) (U —u") (i =p)
Nuevamente, esta ecuacion se separa en dos, una para cada operacion. En el
lado izquierdo de la ecuacion, los términos de (v’ o; ”)® son aquellos en los
cuales p + ¢ aparece antes que p + ¢ — 1. En el lado derecho, p + ¢ aparece
antes que p+ ¢ — 1 en los términos de u'® o; u” (porque p + 1 esta antes que p
en u'®) y en los términos de u' o, u”® (¢ + 1 aparece antes que ¢ en uv”°). [
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3.2. Estructura A, en Cacti

Simetrizacién del producto y pérdida de la asociatividad

En esta seccién estudiaremos la estructura asociativa dentro de Cacti. Es
decir, la estructura de A-dlgebra en toda Cacti-algebra dada por el morfismo

A — Cacti

my, — (1,...,n)

En otras palabras, en toda Cacti algebra se tiene un producto que es el dado
por la acciéon del cactus
(1,2) = QP

Debido a que esta operacion proviene (por medio de la inclusion anterior) del
generador msy € A, dicho producto es asociativo, o sea:

W%WZQ%ZW%W

Este producto no sera conmutativo en general, ya que QP # W Sin embar-
go, dentro del operad Cacti se tiene una homotopia para la conmutatividad:

(1,2,1):%

o(h)-2p-20
Si se quiere obtener un producto conmutativo, uno puede considerar el defi-

nido por el elemento
W+

Al hacer esto, la asociatividad se pierde. Calculemos de manera explicita la
falla de la asociatividad.

ya que

QP+ W) o (P +P) =P+ AP + P + P
(@ +QP) o (P+YP) =P+ P+ P+ P

Ahora, al restar ambos miembros, se obtiene:
W+ P - - o
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Estructura A, explicita

Notemos que la falla se puede solucionar con la homotopia msg:

m= 8 -4

s ap -8 \ < (@ - rep-eps)

Nuestro objetivo es mostrar que la secuencia msy, m3 contintia dando lugar a
una estructura de A -algebra. En otras palabras, definiremos un morfismo
de dg-operads n : A, — Cacti tal que

mo — QP—FQP

m - -1

Esto lo realizaremos con ayuda del A&%) operad. Es decir, construiremos un
morfismo p : A&? — Cacti tal que al componer con ¢ de la observacion
obtendremos la estructura A, deseada:

Ya que

A 2, Ag) L Cacti

De esta manera, debe ser n(mz) = ug(msa) = p(ms + ma) = u(ms) + p(m.).
Por lo tanto consideraremos

pma) =
p(ms) =

T r
284
PP
222
68 -
€<



Luego, las operaciones son asociativas a la vez que @ y Q% resuelven la
falla de las asociatividades cruzadas ya que:

(& ) - @

(P ) - e

L 2

Nuestro objetivo es, entonces, ver se puede extender a una estructura de Ac(,o).
Esto es efectivamente asi. M4s atin, en la siguiente definiciéon presentamos la
construccion explicita del fi : AY s Cacti

plicita del morfismo p : Ay’ — Cacts.
En la bisqueda de este morfismo, nos hemos valido de la ayuda de un pro-
grama de computacion que hemos desarrollado especialmente para realizar
calculos en el operad Cacti. En el apéndice Bl ademas se incluirlo, se explica
tanto la implementacién como la manera en que ha sido utilizado.

o e, . . ., 2 ) . .
Definiciéon 3.6. Definimos una aplicacion A&J % Cacti a partir de su valor
en los generadores de cada aridad inductivamente de la siguiente manera:

p(ma) =
p(ma) = P

» Supongamos p(my) esta definido y agregamos un = o un o al final. En
este caso, definimos:

= Para n = 1, se define {

p(mien) = (ulme))”

p(mes)) = (u(me))”

Notar que, por construccion, se tiene:
p(me) = 0si & = & (en otras palabras, um... ) = Mo,y = 0).

Veamos ahora que p asi definido es efectivamente un morfismo de dg-operads.
Es decir, debemos verificar que ou = pd (donde recordemos que 0 es el

diferencial de Cacti y 0 el de A&%)). Para eso, el siguiente lema busca describir
la relacion entre op y 0 de manera inductiva.
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Lema 3.7. Sea £ € {m,0}""! entonces, se tiene

6(ulmes)) = (8(u(me)” = (=1)" (1lmo) o1 plme) = ulime) o p(ms) )
6((men)) = (8(u(me))" = (=1)" (ulma) o4 plme) = p(me) o p(ma) )
po(me.) = (nome)” = (=1)" (p(m.) o1 p(me) = p(me) o p(m.) )
polmen) = (uome)” = (=1)" (p(ma) o1 pme) = pulme) o p(ma))

Demostracion. Las primeras dos ecuaciones se siguen de la proposicion 3.3
Veamos entonces las tltimas dos.

Para &' € {o,a}P71 ¢ € {o,m}97! p g > 2, se tiene
(ulmer o3 me))” — 4 1{(L) me v mer) (i <p)
p((~1)me o mer + mg 0, mes)) (i =p)

al aplicar la proposicién siendo v’ o; u” cada uno de los términos de
pmer o; pmen. Luego

(nome)” = “(Z(—l)“p_m)”_lmeu ormer + (=1)""'mg op mﬁ”ﬂ)

Donde la suma es sobre todas las maneras de hacer £ = £ 0; ", 1 < i <p
como al calcular el diferencial d;. Por otra parte, todas las posibles descom-
posiciones de £o son 0oy &, 0,0, oo, "y o, & 0 donde £, £" sea una
descomposicién de & como antes. Al calcular d(mg.) estas cuatro tipos de
descomposiciones aparecen de la siguiente manera

g(p—i+1)+i—1

(—1)"muolm57 (_1)n_1m50nmm (_1) TMeraOiMMen (—1)p_1m’£opm§,,u,

Y de esta manera se tiene la tercera ecuacion

pomes — (pdme)® = (=1)" (uma o1 pme — pimg op pme.)
De manera analoga se obtiene la ecuacion para s. ]
Teorema 3.8. u : Aﬁ? — Cacti es un morfismo de dg-operads.

Demostracion. El teorema se sigue del lema anterior por inducciéon en la
longitud de las etiquetas. [

Corolario 3.9. Se tiene un morfismo de operads n : Ay, — Cacti definido
como 1 = pu¢ donde p es el del teorema anterior y ¢ de la observacion |1.35.
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Descripcion alternativa del morfismo A, — Cacti

Recapitulando, tenemos
Ao 2, Ag) L Cacti

donde ¢ es el morfismo de la observacion y 1 el definido en Asi, se
tiene n := u¢. En este apartado se presenta una descripcion de este morfismo
de manera directa. Mas precisamente, se describe el conjunto de términos de
n(m,) para cada n > 2.

Definicién 3.10. Llamaremos C,, al conjunto de los cactus u de n l6bulos
con la propiedad:

“Si (7,7,1) es una subsecuencia de u entonces j > i + 1.”

Graficamente, los cactus en C,, son aquellos donde si un l6bulo j esta sobre
otro ¢ (de manera inmediata o no) entonces debe ser no s6lo mayor a él sino
mayor a ¢ + 1. En particular, el 16bulo 1 y 2 deben intersectarse en la raiz.
También se tiene que el valor n aparece solo una vez en u. Esto, graficamente,
quiere decir que no puede haber otros l6bulos sobre él.

Consideremos ahora C/, el conjunto de cactus en C, de grado méximo. Dado
que los 16bulos 1 y 2 se intersectan en la raiz, la misma no puede ser n—1 (la
dimension méaxima de cualquier cactus de n l6bulos). Es facil ver que siempre
existe un cactus en C, de dimensién n — 2, por lo tanto ésta es la dimension
maxima.

Ejemplos 3.11. Para n — 2, 3:
= G =0y = {7
« = (P, PP, P, PP APy, = P&

Veremos que n(m,) consiste exactamente de la suma (con signo) de los
elementos de C/. Esto se deduce de las siguientes propiedades y el hecho
de que por definicion los términos de u” y u" son los cactus @; para
j # i (donde i es el unico arco del 16bulo n).
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Observacion 3.12. Volviendo a la notacion de la definicion [3.1] para u un
cactus de n 1o6bulos donde éste aparece solo en la posicion i, @, (para j # i)
seré el cactus que se obtiene de u reemplazando u(j) por (u(j),n + 1,u(j)).
Se deducen inmediatamente de la definicion las siguientes propiedades.

Si u € C,, entonces 1, € Cp1.

Todo cactus en C, ;1 se obtiene de esta manera.

. , o , : o
Si w € C,, entonces 4, € C,,; (cualquiera sea el arco j # 7).

Sij # j' entonces 1; # Uj.

Si u e C), entonces g{u,;}; = 2n — 3.

Siu # u' entonces {u;}; n {W}; = &.

#Ch1 = (2n = 3) - 4C;,

Para n > 3, se tiene §C, = 2(2n—5)!!=2-(2n—5)-(2n—7)...5-3- 1.

Observacion 3.13. El morfismo A, 2 A&? £ Cacti esta dado por:

Como mencionamos en el capitulo [T, desde el punto de vista geométrico el
morfismo ¢ asigna a cada politopo dado por m, la suma de los politopos
me con |[£| = n. Ahora bien, en el caso de la estructura A, en el operad
Cacti encontrada cada pu(mg) corresponde precisamente a una componente
conexa de n(m,). A continuaciéon expondremos la estructura geométrica de
estas componentes en aridad n = 3,4, 5. Estos términos estan resumidos en
la siguiente tabla
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Mee  —  (1312)

Mo — —(2131)

Mew  — —(131412) — (131242)

Muo  —  —(141312)

Mo — +(213141)

Mewe  —  +(242131) + (214131)

Meows  —  +(13141512) + (13141252) + (13124252)

Muowe  —  —(15131412) + (13531412) + (13151412) — (15131242)
+(13531242) + (13151242) + (13125242)

Musow  —  +(14131252) + (14131512) + (14135312) — (14151312)

Muooe  —  —(15141312)

Mewws  —  —(21314151)

Mowwe  —  +(25213141) + (21513141) — (21353141) — (21315141)
Mown  —  +(24252131) + (24215131) — (24213531) — (24213151)
+(21415131) — (21413531) — (21413151)

Mowss  —  +(25242131) + (25214131) + (21514131)

Debido a la simetria de las construcciones o y =, las componentes correspon-
dientes una etiqueta y a la obtenida intercambiando la decoracion lugar a
lugar tienen la misma geometria.

Para el caso de nmg, la misma consiste en dos componentes similares (dos

segmentos):

Por otra parte, nm, consta de cuatro componentes conexas, dos de ellas
tridngulos:

9 q
e O -

Las restantes consisten en dos pentidgonos que se subdividen cada uno en un
triangulo y un rectangulo (es decir, un producto de dos 1-simplices):

PANAY N
X & P
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La operacion nms por otra parte tiene ocho componentes, dos 3-simplices:

QP AW
[Moue = mt\p [Maion = -

Las componentes correspondientes a [Mossn ¥ [UMacoe cOnstan de dos 3-
simplices y dos prismas de base triangular (producto de 1-simplice y un
2-simplice). Por ejemplo, piMmacea €s:

En el caso de ftMmMeces ¥ Moaoo, S€ tiene un 3-simplice y dos prismas de base
triangular. El elemento pmac.. es:
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Por tltimo, las componentes pMouse ¥ [Maces S€ componen, cada una de
dos 3-simplices, cuatro prismas de base triangular y un prisma de base
rectangular (es decir, un producto de tres 1-simplices). A continuacién se
presenta (iMagac:
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Capitulo 4

Compatibilidad con el grado

En el presente capitulo se estudian un cierto tipo de sCacti-adlgebras, es
decir, consideraremos Cacti como operad simétrico. Introducimos la nocion
de algebra compatible con el grado. Estas son algebras (bigraduadas) en las
cuales, entre otras propiedades (ver definicion , los cactus

B, = "

actiian de manera trivial si se evaltan en la primera entrada en elementos
de grado menor a n — 1. Es decir, se anulan cuando el grado del elemento
en la primera entrada es menor a la cantidad de entradas sobre ésta en el
dibujo. Esta propiedad estd motivada en el ejemplo de C*(A), el complejo de
Hochschild de un algebra asociativa (d.g.) A.

Por otra parte, toda sCacti-algebra es, en particular, un algebra asociativa
d.g. En esta seccion estudiaremos la estructura de sCacti-adlgebra en A cuando
A es asociativa libre. Es decir, A =TV.

De manera mas especifica, se estudian estructuras de sCacti-algebra en en
el algebra asociativa TV (con V un espacio vectorial) que tengan dicha
propiedad de compatibilidad con el grado (ver. El resultado principal del
capitulo es el siguiente (el mismo se deduce inmediatamente del teorema[£.10)

y el corolario [4.13]).

Teorema: La categoria de bidlgebras asociativas unitarias y counitarias d.g.
es equivalente a la categoria de sCacti-dlgebras compatibles con el grado que
son libres como dlgebra asociativa y generadas en grado uno.
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Més precisamente, el teorema dice que si TV tiene una estructura de sCacti-
algebra que extiende (definicion la de algebra asociativa y es compatible
con el grado (definicion , entonces el producto pre-Lie inducido en V' y
el coproducto inducido por (parte d)el diferencial dan lugar a una estruc-
tura de bialgebra asociativa unitaria y counitaria d.g. en H = V @ kly.
Reciprocamente, si V' es el ideal de aumentacion de una bialgebra asociativa
unitaria y counitaria (H, A, =, ¢, 1) y V = Ker(e), entonces TV es de manera
natural (i.e. funtorial en H) una sCacti-algebra, que extiende a la de algebra
asociativa libre y es compatible con el grado.

Este resultado puede pensarse de la siguiente manera, si H es una coalgebra,
se tiene via la contruccion cobar una estructura de dg-algebra asociativa
en QH = TV. En el caso que H sea una bidlgebra (d.g.), la estructura de
algebra diferencial graduada en TV se puede enriquecer (ver [Men04, Kad05])
a una estructura de sCacti-algebra. En este sentido, el teorema nos da
una correspondencia uno a uno entre dichas estructuras y las estructuras de
bidlgebra asociativa y coasociativa d.g. en H = V @ 1. Esto generaliza, el
hecho ya mencionado de que QH = TV es algebra de cactus si H es una
bidlgebra d.g.

Luego, se pasa al estudio de los morfismos de Cacti-algebras entre algebras
con esta propiedad. En particular, de qué manera un morfismo entre alge-
bras compatibles con el grado que parte de TV queda determinado por su
restriccion en V' (ver lema [£.12)). Se deduce que la correspondencia antes
mencionada entre bidlgebras y algebras de cactus compatibles con el grado
(dada por la construccion cobar) es una equivalencia de categorias.

Otra motivacion para estudiar este problema es la siguiente. Recordemos que
el operad (simétrico) G (JLV12, 13.3.10]) que codifica algebras de Gersten-
haber puede describirse como generado por dos operaciones: el corchete, que
es de Lie (de grado 1) y la multiplicacion, conmutativa. Dada un algebra de
Gerstenhaber que es libre como algebra (super) conmutativa con generadores
en grado uno, es decir A = AV, es facil ver que la estructura del corchete
de Gerstenhaber en A estd determinada univocamente por una estructura
de &lgebra de Lie en V, y reciprocamente, una estructura de &algebra de
Lie en V determina de manera tnica una estructura de Gerstenhaber en
A = AV. La homologia de una sCacti-algebra es un algebra de Gerstenhaber.
En este sentido la primera es una version relajada de la segunda. Nos resulta
natural entonces estudiar qué estructura adicional en un espacio vectorial V'
determina la estructura de sCacti-Algebra en el algebra asociativa libre TV
Volveremos sobre este punto en el ejemplo [4.11]
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Por 1ltimo, como aplicaciéon de la caracterizacion de morfismos entre algebras
de cactus compatibles con el grado, se presenta el teorema[£.16] En el mismo,
se obtiene para A un algebra asociativa (d.g.) y H una bialgebra (unitaria y
counitaria d.g.) una correspondencia uno a uno entre las estructuras de H-
modulo algebra en A y los morfismos (de algebras de cactus) QH — C*(A).

El capitulo se organiza en tres secciones.

En la primera se presenta la propiedad de compatibilidad con el grado y se
estudia el caso de un algebra de cactus de la forma A = TV = @, _, V",
con estructura de algebra asociativa dada por el producto tensorial y con
bigraduaciéon dada por el grado interno de V' y el tensorial. Se prueba en el
teorema que una estructura de sCacti-dlgebra en A compatible con esa
graduacion es equivalente a una estructura de bidlgebra (asociativa, unitaria
y counitaria d.g.) en H =V @ kly.

En la segunda seccion, se estudian los morfismos entre ciertas algebras compa-
tibles con el grado. Mas precisamente, se obtiene el lema[d.12| que caracteriza
los morfismos f : T' — C' entre dos algebras con esta propiedad mas una
condicion sobre T (estar generada como algebra asociativa por los elementos
de grado uno). De esto se desprende, de manera inmediata, que lo obtenido
en la seccion anterior es una equivalencia de categorias. Como otra aplicacion
de este lema, se presenta el teorema Allf vemos que si A es un algebra
(d.g.) y H una bialgebra (d.g.), se tiene una correspondencia biyectiva entre
las estructuras de H-algebra modulo en A y los morfismos de algebras de
cactus QH — C*(A).

En la dltima seccién se expone de manera breve de qué manera puede verse
una estructura de algebra de cactus como caso particular de algebra de Baues
y como se posicionan los resultados obtenidos entre otros existentes. En
cuanto a ésto, en el dltimo apartado se comenta de qué manera se relaciona
lo obtenido en el presente trabajo con lo ya conocido acerca de la estructura
de 4lgebra de cactus en Q2H para H una bidlgebra. Esto se realiza de manera
separada y compacta al final del capitulo con el objetivo de exponer de forma
clara cual es el aporte original del mismo.
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4.1. Estructura de sCacti-algebra en TV

La presente seccion se desarrolla alrededor del teorema [4.10]donde se muestra
que es equivalente dar una estructura de bidlgebra d.g. en H que una estruc-
tura de algebra de cactus compatible con el grado (Ver. La parte original
de esta seccion es, ademéas de poner los signos adecuados para cualquier
caracteristica (en [Kad05] el autor trabaja en caracteristica 2) y proveer de
una demostracion explicita de dicho resultado, dar las condiciones exactas en
las cuales vale la vuelta. Es decir, que si A es una sCacti algebra que como
algebra asociativa es isomorfa a TV y, ademas, es compatible con el grado
(propiedad esencial para la equivalencia) entonces la estructura sCacti deter-
mina de manera univoca una estructura de bidlgebra d.g. en H =V @ kly,
que, al aplicarle la construccion cobar, queda (naturalmente) isomorfa a A.
En otras palabras, mostramos que el funtor dado por la construcciéon de
Kadeishvili es esencialmente suryectivo, si ponemos como categoria de llegada
a las sCacti algebras compatibles con el grado, generadas libremente (como
algebras asociativas) en grado (externo) uno.

Al mostrar que si H es una biédlgebra d.g., QQH resulta una sCacti algebra,
la idea central es que el producto asociativo en V' determina la estructura
pre-Lie (no asociativa) en QH y ésta, a su vez, determina la estructura de
sCacti-algebra en TV. En relacién al segundo paso, lo que aqui se hace
puede traer reminiscencias de lo comentado en la seccién acerca de los
trabajos [OGO5, [LMO05|. Alli, Los autores muestran que, dada un algebra
pre-Lie, queda determinada de manera univoca una estructura de algebra de
brace simétrica. Nuestro enfoque es distinto: en primer lugar, es evidente de
la construcciéon que la estructura de brace no es simétrica. Por otro lado,
el método nuestro no se alica en el contexto anterior pues nos valemos
fuertemente de la existencia del producto asociativo en Cacti, su propiedad
de distributividad con las braces, ademéas del hecho de que en TV cualquier
elemento es (combinacion lineal de elementos) de la formax = 21 ® ... ® z,.

Comencemos con unas observaciones preliminares y acerca de estruc-
turas de coalgebra y diferenciales. Si bien ambas observaciones son resultados
bien conocidos, incluimos aqui sus demostraciones pues forman parte de la
reconstruccion de la estructura de bidlgebra en V' a partir de la de sCacti en
TV. Més precisamente, para definir una biélgebra se necesita un producto
y un coproducto: el producto en V provendra de la composicion prelie de
TV restringida a V', y el coproducto en V' provendra del diferencial de T'V.
Luego de estas observaciones pasaremos a las definiciones necesarias y
4.4)) para la formulacion precisa del teorema m

100



Sea V un espacio vectorial graduado. Recordamos que TV = @®,=0V®" es
el algebra asociativa unitaria libre en V', y TV = @,-0V®" es el algebra
asociativa libre no-unitaria en V. A su vez, tanto TV como TV resultan
algebras bigraduadas con el grado inducido por el de V' como interno y la
graduacion tensorial como externa, es decir, se decreta |[v|, =1 Vv e V.,

Observacion 4.1. Si V es un espacio no graduado (es decir, con graduacion
concentrada en grado cero), entonces dar una estructura diferencial en A =
TV (0 A = TV) es equivalente a dar estructura de coélgebra coasociativa
(no necesariamente counitarias) en V.

Si V' es un espacio graduado, una estructura diferencial en T'V compatible con
la bigraduacion, esto es un diferencial D = d;+d. donde d; sube grado interno
en uno (y no altera el grado externo) y d. sube en uno el grado externo (y
no altera el interno) esta en correspondencia con las estructuras de coalgebra
coasociativa diferencial graduada (no necesariamente counitarias) en V.

Demostracion. Sea d : A — A una estructura diferencial en A, es decir, d
tal que d> = 0y d(ab) = d(a)b + (—1)l?ad(b) para todo a,b e A donde a es
homogéneo de grado |a|, y |d(a)| = |a| + 1.

Consideremos primero el caso no graduado. Tomando a = v € V tenemos
que |dv| = 2, luego dv € V®? y por lo tanto la restriccion a V' produce una
aplicacion de deconcatenacion:

A=dly:V->VRV
De aqui en adelante, proponemos la notaciéon tipo Sweedler para la comul-
tiplicacion, es decir v(1) ® v(z) es en realidad una suma de términos de este

tipo. Volviendo a A’, esta aplicaciéon es necesariamente coasociativa pues,
escribiendo A'v = v(1) ® v(e) y usando que d es un diferencial, se tiene

0= d*v = d(va) @ ve) = d(v) v — va) @ d(ve)
es decir, (A’®Id —Id® A’) o A’ = 0, o equivalentemente
(A'®Id) o A" = (Id® A') o A

que es el axioma de coasociatividad para A’.
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Reciprocamente, si A’ es una estructura de coalgebra coasociativa en V', por
ser A =TV (o TV) libre, toda aplicacion lineal A’ : V — V ®V se extiende
de forma tnica a una (super)derivacion d : A — A, y una (super)derivacion
es de cuadrado cero si y solo lo es en los generadores. Por tltimo, observemos
que verificar d*> = 0 en los generadores equivale, por el cilculo anterior, al
axioma de coasociatividad de A’ en V.

Para la segunda parte, la condiciéon D? = 0 se traduce, por la bigraduacion,
en d? =0, d> = 0 y que ambos diferenciales conmutan. La primera condicion
es justamente que d;|y es un diferencial en V. La segunda, como antes, dice
que A’ es coasociativa. La ultima que A’ es un morfismo de espacios d.g. []

Observacion 4.2. Las estructuras de codlgebra coasociativa no necesaria-
mente counitarias en V' estan en correspondencia con las estructuras coaso-
ciativas counitarias en H := V @ kly tales que 1y es de tipo grupo (esto es,
A(ly) = 15®1y, necesariamente de grado interno cero), con counidad dada

por €(lg) =1y €|y =0.
Demostracion. Dada A’ : V — V ®V, se define
A:H—->H®H
a través de
A) =A'W)+1gR®v+v®1ly =11 R+ 1lp®v+v® 1y

y Aly = 1y ® 1. Veamos que A’ es coasociativa si y solo si A lo es.
Calculamos primero

(A®Id)(Av) = (AR Id) (v ® v + 1p @ v+ v® 1y)

= A/(’0(1)) ®ue) + 1y ®va) ®ve) +v1)® 1y ® vy
+]-H® ].H®U
Ty ®v2)@ly +1p @l +v® 1y @1y

A su vez,
(Id@A)(AU) = (Id@A)(U(l) K v(g) + lpg®v+v® lH)

= v1) @ A (v(2)) + v1) @ 1y ® V() + v1) ® V) ® 1
+lp ®va)®uve) +lg@®v®ly+ 1 ®1g®v
+v® 1y ® 1y
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por lo tanto

(A ® Id)(AU) — (Id ® A)(AU) = A/(U(l)) ® U(g) — ’U(l) @ A,(U(g))

es decir,
(ARId-Td®A) o A =(AQId—-IdR A") o A’

por lo cual trivialmente una es coasociativa si y sblo si la otra lo es.

Claramente, definiendo € : H — k a través de e(v) =0 Yo e V iy e(ly) = 1,
resulta una counidad para H, es decir, se tiene Vh € H:

(e®Id)A(h) = h = (Id®e€)A(h),

Reciprocamente, si A : H — H ® H verifica A(ly) =1py®1lyye: H—> k
es una counidad, entonces necesariamente €(ly) = 1. Si tenemos v € V,
sabemos que

y por lo tanto se escribira en la forma
Av=ANW)4+v_Qly+1g®u, + Nlg®1y

De las igualdades (e ®Id)A(v) = v = (Id®¢€)(A(v)) y sabiendo que ¢(v) = 0
para v € V, se tiene
vy +Alg =v=v_+ Alg

de donde obtenemos, mirando las componentes en V' y en kly,
v=v,=0v_, A=0
por lo tanto A es de la forma
Av=ANWw)+v®1ly+1g®u
O

Aclaracidon: En lo que resta de este capitulo, consideraremos al operad Cacti
como simétrico (lo notaremos, en consecuencia, sCacti). Recordemos que en
la observacion vimos que el mismo esta generado como operad simétrico
por los cactus del tipo




A continuacion definiremos un tipo de sCacti-adlgebra donde el algebra aso-
ciativa subyacente es T'V. Para esto, introduciremos un par de definiciones
auxiliares.

Recordemos que se tiene una inclusion

Ass 5 sCacti

my — Cn

Definicién 4.3. Sea A un algebra asociativa, esto es, se tiene un morfismo
p: Ass — sEnd(A)

Diremos que la estructura de algebra asociativa se extiende a una estructura
de sCacti-algebra si existe un morfismo p : sCacti — s€nd(A) tal que p = fpu.
Equivalentemente, el producto asociativo de A esta dado por xy = QP(I, ).

Notar para el caso A = TV, esto implica que toda A puede obtenerse a partir
de V por la acciéon de los cactus C,. Es decir, si x = 1 ® ... ® z,, entonces
x =Cp(x1,...,2,)

La siguiente definicion esta motivada en el ejemplo del complejo de Hochschild;
en él, cuando una cocadena f tiene menos de k entradas, se tiene

f{gh?gk}zo

Recordemos que estas operaciones (brace) corresponden a los cactus

Definicién 4.4. Sea T un espacio vectorial diferencial bigraduado
T = (—BTp’q
P

con una estructura de sCacti-adlgebra con el grado y el diferencial totales.
Como convencion, llamaremos a p el grado interno y a q el externo. Diremos
que esta estructura es compatible con el grado (externo) si la estructura de
algebra de cactus se comporta bien con la bigraduacion.

Mas precisamente si se cumplen
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» Las operaciones son homogéneas en el grado externo (o sea, Cy actia
con bigrado (0,0), B, con bigrado (n — 1,0))

» Fl diferencial es compatible con la bigraduacion, esto es, estd dado por
un diferencial interno d; y externo d.:

di Y AL BN Tn+1’.
d, : T°" — T

» Los B, actiian se anulan cuando en su primer argumento es un elemento
de grado externo menor a |B,,| = n — 1. Es decir, se tiene

aeT*qg<n—1 = (a,...)zO

Ejemplo 4.5. En el complejo de Hochschild, el grado externo de una f € Hom(A®", A)
es n 'y el grado interno es el grado como morfismo. La estructura es compatible
con el grado ya que si f: A" — A, se tiene f{gi,...,gm} = 0 para m < n.

Para un espacio vectorial graduado V, consideramos TV como algebra bi-
graduada, con producto el producto tensorial, grado exterior el tensorial y
grado interno dado por la graduacion de V, es decir, si v; @ --- @ v, € VO
con v; homogéneo para todo 7, entonces su bigrado es (3, |vi|v,n).

Ejemplo 4.6. Si H es una bidlgebra, veremos mas adelante que su construc-
cion cobar QH es, ademas de algebra asociativa (debido a la estructura de
coalgebra de H), una sCacti algebra [Kad05| que resulta compatible con el
grado.

Notacion. Llamemos * al producto dado por la accién de By = QP = (121)
en A. Méas precisamente

axb:= (—1)'“%(@[)) — (=D By(a,b)

Este producto se puede definir en cualquier sCacti-dlgebra y es pre-Lie por
definiciéon. Notar que en el caso que estamos estudiando, debido a los grados
involucrados, al ser restringido a V' toma valores en V. Tenemos entonces el
siguiente lema.
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Lema 4.7. Si A es una Cacti dlgebra bigraduada con estructura compatible
con el grado, entonces la operacion By restringida a A; = @,AP' (con su
signo adecuado) es un producto asociativo en A;:

A1®A1 - Al
a®b — (_1)|a\totBQ(a7b) — _(_1)|ll|intB2(a/7b> —axb

Corolario: Sea en TV wuna estructura de sCacti-dlgebra compatible con el
grado. El producto = : V x V. — V en principio pre-Lie, resulta asociativo.

Demostracion. (del lema)
Al calcular el asociador para x,y, z € Ay, se tiene:

11 D Pla), ) (-0 Ple, Pl =)
- <—1>'y+1(QP<QP< R 0)(.y,2)

— (=1 onlQPvLQPOQQP (2,9, 2)
= (-l Q{+ ? - Qg_ ? (2.9,2)
— (=1l <Q£— Q{) (z,y,2)

(Los signos se deben a la regla de Koszul para los simbolos z,y,z€ Ay B
que tiene grado 1).

(xxy)*xz—x*(y=*2)

Debido a la compatibilidad con el grado, los cactus Q{ y Q{ actian trivial-
mente en A;, por lo tanto el asociador es identicamente nulo en A;. n

Observaciéon 4.8. Notar que la compatibilidad con el grado es esencial en el
lema anterior: el producto preLie resulta asociativo en A; atn cuando no lo
sea en A. Por ejemplo, en el complejo de Hochschild de un algebra asociativa,
la composicion de Gerstenhaber es asociativa en los elementos de grado uno.

A partir de este momento nos dedicaremos al caso A = TV . Estudiaremos
dentro del mismo estructuras de sCacti-algebras que extiendan a la estructura
de algebra asociativa (libre) y sean compatibles con el grado.
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Observemos que el grado que estamos considerando es el grado tensorial, por
lo tanto un cactus de dimensiéon d actiia como una operacion de grado —d y
el diferencial sube el grado en 1.

Observacion 4.9. Una operacion (no unitaria) = : V. x V. — V se puede
extender a H := V @ kly decretando que 1y sea el neutro formal de =:

lpxvi=v=vxlyg VveV) y lg=lg:=1ly

Notar que si = es asociativa en V', entonces esta extension resulta asociativa
en H y (obviamente) unitaria. Recordar que el diferencial restringido a V'
induce una comultiplicacion counitaria A en H via:

Aly = 1p®1ly
Av = de(v)+v®@1g +1p®u

Sabemos que d? = 0 y por lo tanto A es coasociativa.

De esta manera, si A = TV es una sCacti-algebra que extiende la estructura
de algebra asociativa libre de manera compatible con el grado, se tiene que
H, asi definida, es a su vez simultdneamente un &lgebra asociativa y una
coalgebra asociativa, unitaria y counitaria. El siguiente teorema muestra que
H es bialgebra (es decir, ambas estructuras son compatibles) y en realidad
la estructura de sCacti-algebra de TV y la estructura de bialgebra de H se
determinan mutuamente.

El siguiente teorema es el aporte original més importante de esta seccion.
Este teorema dice, en particular, que si C' es una dg-coalgebra coaumentada,
las estructuras de dg-biadlgebra en C' estan en correspondencia uno a uno
con las estructuras de sCacti-algebra en QC' (que extienden la estructura de
algebra asociativa diferencial y son) compatibles con el grado.

Teorema 4.10. Sea V un espacio vectorial graduado, son equivalentes:

(i) Dar una estructura de sCacti dlgebra en TV , que extienda la estructura
de dlgebra asociativa libre y sea compatible con el grado.

(ii) Dar una estructura de bidlgebra diferencial graduada (unitaria y couni-
taria) en H =V @ kly.
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Mds precisamente, a partir de (i), el diferencial en TV da lugar a un dife-
rencial (interno) y una comultiplicacion en V' (ver observacion[4.9) (que se
extienen a H). Por otra parte, la accion de Bsy, al restringirse a elementos
de V', induce un producto asociativo en' V- (ver lema y éste determina un
producto asociativo y unitario en H. Asi, H resulta una bidlgebra diferencial
graduada (unitaria y counitaria).

Reciprocamente, si se tiene (ii), la comultiplicacion da lugar a un diferencial
externo en TV . Veremos que hay una tinica manera de extender la restriccion
a V del producto de H a todo TV para definir la accion de By de manera
de cumplir la condicion de compatibilidad con el grado. De forma inductiva
y buscando que se cumpla dicha condicion, se definen los B, para m > 2.

Demostracion. Antes de seguir adelante, nos proponemos utilizar la siguiente
notacion. Los elementos de V' se notaran por z,v, z, v, w, etc. Elementos en
T'V, homogéneos de grado mayor, en cambio, seran X = 21 ® ... ® &, etc.
Por tltimo, X sera la manera de abreviar X = x,...,x, € (T'V)"

Recordamos que utilizamos la notacion Ar = x(1) ® z(a).

(i) determina (ii)

Esto es, supongamos que se tiene una estructura de sCacti-algebra en TV
que extiende la asociativa y compatible con el grado.

Consideramos entonces H =V @ kly, con Al=1® 1y V =kere. A 1y le
asignamos grado interno cero, y grado externo uno.

e Notemos primero que un diferencial en TV estd determinado por su res-
triccion a V', y el hecho de que esté dado por un diferencial interno d; y uno
externo d., cada uno con bigrado (1,0) y (0, 1) respectivamente nos dice que
dy = d;|ly : V — V sube el grado interno de V.y A" :=d |y : V > VRV
(que resulta homogéneo con respecto al grado interno) dado por

A'(v) := v ® vy, donde v; ® vy = d,.(v).

Como vimos en la observacion 4.1l a partir de la bigraduacion se tiene
que la condicion d*> = (d; + d.)* equivale a tres ecuaciones d, = 0, la
coasociatividad de A’ y que A’ y dy son compatibles (esto es;, A’ es un
morfismo de complejos).
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En otras palabras, si se piensa el diferencial en TV como una estructura de
coalgebra coasociativa a menos de homotopia en V', la hipotesis de grado dice
que esta es una coalgebra estricta (diferencial).

Consideramos la comultiplicacién dada por:

V A VeV

v o= dev+[1ly,v]

e ['n segundo lugar, por el lema , sabemos que la accion del cactus QP
restringida a V' define un producto asociativo via:

Ty = (—U"”QP(:E,y)

Se extiende este producto a H decretando al elemento 1 como la unidad.

e Ahora veamos que ambas estructuras son compatibles, es decir, si notamos

Az xy) = (—1)F@BOk ()« y0)) @ (2(2) * y2))

Para esto, recordemos que da = A(a) — [1,a] + d;. Recordemos que si |a|g
es el grado de a en H, su grado en TV es |a| = |a|g + 1 y, por consiguiente,
el (super)conmutador se calcula como

[Lal=1®a— (-)"a®@l =1®a— (-1)"""a®1

Ahora, en toda Cacti-algebra se tiene

W—Qﬁﬁﬂﬁdﬂﬁﬁﬁd

ya que la primera igualdad es al calcular el borde del cactus y la segunda
es la compatibilidad entre los diferenciales. Al evaluar en x,y € V', dado que
d=A—][1, | +d,, se tiene

W WP,y = dap(% y) + Qp(d@n y) + (—1)"’”%(1‘, dy)
W—WP(a,y) = A(Qp(% y)) + QP(A% y) + (—1)30'%(% Ay)

- [LQP(%?J)] - QP([lmc‘]“y) = (—D'””QP(JE, [1,9])
+ d@-(%(:my)) + Q?(di:c, y) + (—1)"’”%(% dy)
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equivalentemente (al cambiar la notacion de QPpor la, =)

—[z,y] = DFA@sy) + (D Az ey + x5 Ay
+ (=DM Lz y] = (=)L 2] sy — 2« [1,y]
+ (~D)Fld(z s y) + (D) i sy + 2 diy

Lo que buscamos ver (esto es, A(z+y) = (—1)F@lB0li (2 xy)) @ (22) *y9)))
se sigue de la ecuacion anterior dado que se tiene:

di(z+y) = diw=y+ (—1)‘9”'%  d;y
[z, y] (=D)L, 2 xy] — (—1)F[1, 2] 5 y
z+[1,y] (-1 Az« y
T % Ay — (_1)|x|+1+|x(2)|z‘|y(1)\¢(x(l) % y(1)> R (x@) % y(2))

Las primera es sencillamente que el diferencial interno deriva el producto. La
segunda es debida a la identidad en Cacti

QP%W=€§+%

ya que, al evaluar en x,y, 2z € V, obtenemos que el producto * distribuye el
® a izquierda:

(a®b)xc = a®(bxc)+ (=)D (gxc) @b
(1)@ (bxc)+ (—1)|b|(|c|+1)(a )@ (bx1)

y de manera inmediata (al considerar @ = 1,b = z y ¢ = y) se sigue dicha
ecuacion.

Las dos tultimas ecuaciones tienen términos de la forma a = (b ® ¢) (del lado
izquierdo). La idea central es que, en una Cacti-algebra, a pesar de que =
no distribuye ® a derecha, la falla de la distributividad estd dada por el
borde de B3 y la compatibilidad con el grado nos permite controlarla. Asi,
obtendremos que a * (b ® ¢) no puede ser mas que la accion diagonal.

Al calcular el borde del cactus B; = % obtenemos:

YRS X



Al evaluar en z,y,z € V, se tiene

5%(%@/, 2) =

(
— (_1)\zlly\+\$|+\y|y ® (z* 2)
(D)« (y® 2)
() y) @

Como ademas, debe ser 0 B3 = dBs — Bsd en TV, se tiene

((5Bg>(l’,y,2) = d(Bg(x,y,z))—Bg(dx,y,z)
=0

+ (_1)‘36' B3(:U7 dya Z) _(_1)|x\+\y| B?)(xa Y, dZ)
—_— —_—

=0 =0

(donde los términos que se anulan lo hacen debido a la compatibilidad con
el grado). Luego,

—By(dz,y,z) = (=1)" WY@ (20 2) = (—1)" 2+ (y@2) + (D) (2+y) @2
Ahora bien, en elementos de grado tensorial 2, x = x1 ® x5, Bs actia como
B?)(Xa Y, Z) = B3<$1 ® x2,Y, Z) = (_1)|$2|+|y\+|$2|\y|(x1 * y) ® (‘rQ * Z)

ya que en sCacti se tiene

Vo

donde sélo el segundo término actia no trivialmente en V®4,
Reemplazando en esta identidad x = dx, o sea,

dr = Ax) — [1g,z] = 20y Qx2) — lp @z + (—1)'“""3:@ 1y
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se tiene

By(dz,y,2) = Bi(z)®z@) —lp®@z+ (~)e®@1y,y,2)
(—D)l@ el (g« y) @ (2() * 2)
(—1)lelHul+ellvly & (24 2)

+ (=)l () @ 2
(—D)lr@FirlEelvl(z )« §) @ (v * 2)
(=)l lltllivly @ (24 2)

(_1)Ix\(g; 1Y) @ 2

Se deduce entonces la siguiente ecuacion:
T (y®z) = (_1)\x|+\x<g)|+\y|+|z(2)lly\(x(l) £ y) ® (x(Q) * 2)

de lo que deducimos, al hacer jugar a [1,y] el papel de y ® z en la ecuacion
anterior
zx[Ly]l = () Az« y

O al reemplazar (nuevamente en la ecuacion original) y®z por Ay = y1)Qy(2)
(y observando que si v € V entonces |v| = |v|; + 1):

% (Ay) = (1)@l () y0) @ (1) * ye)
que es lo que restaba verificar.

(ii) determina (i)

Reciprocamente, supongamos que se tiene en H una estructura de bidlgebra.
Consideramos en TV la estructura de sCacti-adlgebra dada por:

Co(xy,...yx,) =11 ®...Qx,

(dado que como algebra asociativa es el algebra libre en V)

Bu(x,9):= > #11®..® @y *y1)®... ® (i, *Ym1)®...® T,

I<i1<...<tm-1<n

donde en cada término + es el signo de Koszul de la permutacion de los
simbolos:

o201 Y1 oY1 1 T Y1041 L FYm—1- - T
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Nuevamente aqui remarcamos que si x € H, su simbolo en la expresiéon

anterior no tiene grado 1 sino grado |z|g + 1, ysiy = y1 ® - - - ®y,,, entonces
z . n

su simbolo tiene grado n + >, |yi|u.

La verificacion de que esta estructura es una sCacti-algebra se consigue
inductivamente.

Veamos primero de qué manera se define la accion de QP en todo TV a
partir de su valor en V. Partimos entonces del producto asociativo = en V' y,
en consecuencia,

By(,y) = (-1)"z y

Ahora bien, en la tltima parte del punto anterior, vimos que la condicién de
compatibilidad con el grado determina la accién de By en V ® V®? via:

rx(y®z) = (_1)|x\+lr<2>\+|y\+\x<z>Hyl(m(l) 2 Y) @ (T2 * 2)
BQ(ZE,?J@Z’) = BQ($7CQ(y7Z>) =B3<AI,y,Z)

QP(%y@bz) = Qg(%y,@—%(&%y,z)

(Donde las tres ecuaciones son equivalentes, solo se cambia de lenguaje.)

El caso general se deduce de manera sencilla razonando inductivamente en
el largode y =11 ® ... ® v, concluyendo

By, ®...Quy,) = Bn+1(A"_1(x),y1, ey Yn)

Utilizaremos luego la expresion equivalente (por la coasociatividad de A)

By(z,y' ®y") = By(Az,y',y")

En particular, la acciéon del elemento QP en todo V®TV queda determinada
por su restriccion a V @ V.

Como debe distribuir a izquierda, se define de manera univoca en 7V ® TV
prax=r1® Qr,ey=91Q ...y, via:

n

(@@ @) xy = Y (DY @ @ (2iry) @@,

i=1
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A partir de esto y debido a que TV es libre, la accién de los B,, en todo TV
queda determinada de la siguiente manera.

En la primer variable, si x = 21 ® ... ® x,, se lo parte en dos (de manera
arbitraria pero no trivial) X @ X" = (11 ® ... Qz;) ® (231 ® ... ® x,,) ¥y se
tiene entonces 2 = QY(x’,x”). Ahora, dado que los B,, y €[ cumplen

mv‘ Olw:Z

se deberfa tener, al evaluar en xe TV, y = (y',...,y" ) e TV L
Bm(xl ®X”7y) = Z(—l)%Bk(Xla y17 s 7yk71> & Bmfk+l<X”7 ykv s 7ym71>
k=1

donde ay, = [x'| + [y'[ +--- + [y" |y Be = [X'|(Jy'| +--- + |[y*""]) ¥ por lo
tanto v, := (m — k)ay + B es el signo de Koszul del k-ésimo término.

De esta manera, se define B,,(x,y!,...,y""!) de manera inductiva.

Mas atin, debido a la compatibilidad con el grado, se tiene que esta suma es
en realidad (volviendo a pensar x = 21 ® - - ® x,)

B (x,y) = Z T2 Q... Q (T, *y1)®...Q (Tip, , *Ym-1)®...Qx,

1<ii<..<ipm—1<n

(donde cada término tiene el signo de Koszul de la permutacion de los sim-
bolos ... * Xy .. . ZpY1 . Ym-1 > T1 . Tiy *Y1Tij41 - Tip  * Yine1 -+ Tn)-

En conclusion, la accion de los B, queda determinada por la de QP gracias a
la libertad de TV y a la compatibilidad con el grado. Notamos que esta formu-
la es la misma que la que obtuvo Kadeishvili [Kad05] (sin signos), estructura
que fué utilizada por [Men04], por lo que ya sabemos que efectivamente
deberia resultar una sCacti algebra. De cualquier manera, mostraremos ex-
plicitamente que se respetan las relaciones entre los generadores.

Respecto a la relacion de composicion, debemos verificar
Bn 01 Bm(xayv Z) = Bn (Bm(X,y),Z)
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para X,y,z cualesquiera. Sin embargo, debido a que el algebra estd generada
por la imagen de C, esta propiedad se deduce por induccion en el largo de
x a partir del caso x = z € V. Esto se debe a que, si ponemos x = x’ ® x”

By o1 Bp(xX' ®x",7,2) = B, (Bn(x' ®x".¥),7)
Bn 01 Bm<C2<X/7 X”)aya Z) = Bn (Bm(CQ(le X”),y),Z)

Pero los cactus B, B,,, Cy se relacionan por

B, o1 (Bm O1 02) = v

posibilidades

donde (el signo esta dado por la permutacion de los puntos de B,, v By, v)

usamos la relacion
...‘;, 90
mv‘ Olwzz

Ahora bien, en el caso x = z, la expresion a verificar es

Bnol Bm([an?Z) = Bn(Bm<$7y)7z)

- Y wwa)

posibilidades

que son trivialmente nulos si m > 2 debido a la compatibilidad con el grado.
Esto reduce la verificaciéon al caso m = 2, o sea y = y. Tenemos entonces,
que ver que resultan iguales

By, o1 BQ(J:7Y7Z> = Bn(BQ(x7Y>7Z)

= \v‘; (%(%ﬂi)
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Nuevamente, debido a la compatibilidad con el grado, tenemos que

Bn 01 BQ(xaya Z) =

(_1)n—1 (B2 Og Bn) ([L’, Y, Z)
(_1)(n—1)(|x\+1)32 (33’ Bn(y,i))

y por lo tanto, queda verificar

(=)D By (2, B, (v, %)) = Ba(Bs(,y), )

Ahora, razonaremos de manera inductiva en |y|., para ver que alcanza con
verificar y =y (o sea, |y|. = 1).

Al poner y = 4, ® y',Z = (z',7'), tenemos del lado izquierdo

B2('T7BTL(Y7Z)) = BQ(xaBn(y1®y/7z))
(—1)n i g, (%yl ®Bn(ylaz))
+ (_1)n|z1\+n|yl\+|z1||y'|B2 (l‘, B2<y17 Zl) ® Bn_l(y’,Z’))

y del lado derecho

B, (B(z,y),z) = Bn(By(z,y1®Y'),2)

Se sigue lo que buscamos al reescribir los términos de la forma Bs(a,b ® c)
utilizando que la acciéon es diagonal:

By(a,b®c) = (—1)ll+P+0lee By (a4, b) ® By(a), )
La verificacion para el caso y = y es (debido a la compatibilidad con el grado)
(—1)*B, (2, Bs(y,2)) = Ba(Ba(z,y),2)

0, en notacion *:

(z+(y=2)) = ((x+y)=2)
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Por dltimo, veamos que se puede reducir al caso z = z, es decir |z|. = 1.
Poniendo z = z' ® z” y usando que

Alwsy) = Az) == Aly)
a % (Z/ ® Z//) _ A(CL) *®2 (Z/ ® Z”)

Obtenemos del lado derecho
(z+(y=2z)) = (vx(y=x(zZ®@2"))

= (J: #* (Ay +®2 (Z, X Z”)))
= (Ax 22 (Ay «®? (7 ® z”)))

y del lado izquierdo
(@xy)=2z)) = ((&xy)=(z®2")))

(A($ * y) *®2 (Z/ ® Z”)))
((Ax +®2 Ay) +®2 (Z ® Z”)))

Luego, el caso general se deduce de

(wx(y*2) = ((wey)«2)

que es cierto por hipoétesis.

Para la compatibilidad con el diferencial, debemos verificar que

0Bn(x,¥) = d(Bn(x,¥))+ (—=1)""'Bp(dx,y) + Z 1)“ Byu(x, d;y)

para x,y = (y!,...,y™), dondew]—m—l+|:x|+|y|+ -y y

abreviando d;y = (y'...,dy’,...,y™ ).

Nuevamente argumentaremos en forma inductiva en el grado tensorial de x.
Poniendo x = x' ® 2” (es decir, |2"]. = 1) y

ap = [X|+ |y + o+ |y

Be = l2"[(y" ]+ +y"'))
v = (m—Fk)ayg + B
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utilizando la notacion ¥ = (y',...,y

d(Bp(x,Y))

Byu(dx, y)

o Y =y 7--~,ym_1),se tienen

OB, (X' ®1"y)
(0Bm) o1 Co(x', 2", )
6(Bpm 01 Cy) (X', 2",5)

) <2 (Cy 01 By) ok41 Bmk+1> (x',2")y)

k=1

NgE

(_1)’% (5Bk>(X/7 ?)k_l) ® BWL7]€+1( //7 k?)

ey
I
—

(_1)7k+ak+klek(X/’ ?)k:—l) ® (6Bmik+1)( //7 k?)

NgE

ey
I
—

d(Bn(x' ®@2".y))
(Z 1)*By(x, ¥ ® Buisa (@ ”,k?)>

k=1

S8

NgE

(_1)’7kd (Bk(xl) ?kil)) & Bm—k-‘rl( ”a k?)

e
I

1

NgE

(_1)%+ak+k_1Bk<X,; ?k*l) Rd (Bm—k+1( //7 k?»

e
I

1

B (d(x' ®2"),y)
Bm(dx ®~T”,y) ( 1)|I/|Bm(x’®dx”,y)

Z 'yk+m ) (dxl —k— 1)®Bm k+1( //’k:?)
=1

Z ’Yk-‘rakB k}—l) ®Bm7k+1(d /I7k7>)

E

Ed
—_
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Bn(x,d;¥) = Bn,(X'®2a2"y',....dy’,...y" ")

(_1)7k+m_k+lBk(X/a ylv s 7dyja yk_l) ® Bm—k-i—l(x”? k?)

||
D7

k=i+1

(71),YkBk(X/a ?k_l) ® Bm—k-‘rl(x”a ykv s 7dyj7 e aym_l)

+
Ms.

k=1

—1

=N (e B T @ B (27,1 F)
1

3

b
Il
+

i

(—1)"*Bu(x, ¥ ® Bpr1 (2", d;*Y)

+
Ms.

ke
I

1

Al sumar en j e intercambiar el orden de las sumas, se obtiene

-1

T

m—1 1

3

L‘}JB X d]y) = ( 1)’Yk+w;B (X d]_)k 1)®Bm—k+1(x//>k?)

J=1

7k+wj Bk( ?k—l) ® Bm—k+1(X,,; djk?)

_l’_
i MH i
Lt L

donde W) := w; + k —m + [2"].
Razonando de manera inductiva en |x|., podemos suponer

0Bu(x, ¥ ) = d(Bi(x, ¥ + (=) B(ax', )

k-1

+ D (=D)¥iBu(x, di 7
j=1
5Bmfk+l<$”7k?) = d(Bm k+1<x”7k?) +( 1)m kB (d g k?)
+ Z B (2 ”,djk?)

donde W) = k=1+|x/|+|y'|+ - +|y? |y W) = m—k+|z"|+|y*[+ - -+]y" ]

La identidad que se desea verificar se deduce de manera inductiva sumando

m—1
()% @B (XY + (1) B (Y © )
k=1

donde __ ; y _ 5 sereemplazan por sendos miembros de ambas ecuaciones.
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Notar que los signos coinciden ya que:

— /
W = W

wj = ap+k—1+uw]

Veamos entonces el caso de grado tensorial 1, es decir, verifiquemos que

0B (2,¥) = d(Bu(2,¥)) + (1) Bu(dz,¥) + Z(—l)“’ij(ﬂ% ;)

Por la condicién de compatibilidad con el grado, si m > 4 todos los terminos
involucrados son cero; los tinicos casos no triviales son con By v Bs.

Caso m = 3:
Queremos verificar
=0 =0 =0

—

—— ——
6B3<x7 Yy, Z) = ng(ZE, Y, Z) —Bg(dlL‘, Y, Z)_(_l)‘m| B3<ZE, dY: Z) _(_1)\r|+|y| Bg(I, Yy, dZ)

() Sp- W
lo e queremos es
%(dw,y,@ - (—QWJFQg—Q%)(%%Z)

Ahora bien, cuando evaluamos Bs en elementos de grado externo dos, por
ejemplo, a ® b es inmediato de la condicion de compatibilidad con el grado

que
%(a ®b,y,z) = %(a ®b,y,z)

= o1 W(a@b,y,z)

0
— P @by

Dado que en sCacti
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Como dz = Az — 1y @z + (=)l ® 1 + d;z, lo que queremos verificar se

desprende de
i(A.ﬁE,y,Z) = Q{(aj(l)C@x(?)a}Iaz)
= Qg(fv, y,2)

%
Q{(m@x,y,z) = Y (1ay,2)

= aykm%@
70
%(t%@lmy,z) N (z,1p,y,2)
= Q%(%%Z)
%(dix,y,z) =0

Caso m = 2:

Hay que verificar para x € V ey e TV
0By(x,y) = dBs(x,y) + By(dx,y) + (—1)" By(w, dy)
0, en notacion =:

() y@a 2@y = (~1)d(xey) (1) (dr) vy + xedy
—[z,y] = (-D"d(z+y)— (=1)"(dz) +y + 2« dy

Recordemos que el diferencial total d en TV se descompone como

donde D es la tunica superderivacion de TH (no de TV) que coincide con A
en H, [1g,—] es el superconmutador, con respecto a ®, con 1y y D; es la
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extension a T'H de d;. Por lo tanto, lo que debemos verificar es

~lr,y] = (-1)"D(z+y) — (-1)"Az«y + 2« Dy
+ (=DFDy(z+y) = (=Dl (diz) +y + 2« Dyy

Lo que es cierto, debido a los siguientes hechos:
= El ultimo renglén es identicamente nulo, ya que D; deriva a =.

» Por otra parte, dado que A es H-lineal (respecto a la accion diagonal
en H® H), entonces su extension también lo es:

D(z+y)= (-2« D(y),VeeV, ye TV

» Por la distributividad de = respecto de ® a izquierda, se tiene
[a,b] «c = [a,bxc] + (—1)PlI<D]a« ¢ b]
En particular, [1z, 2] *y = [1g,z *y] — (—1)I[z, y].
= A partir de By(a,b®c) = B3(Aa, b, c) tenemos que

v+ [lgy) = Az vy = (1)

]

Como mencionamos en la introduccion del apartado, al pasar a la homologia
se recupera el resultado conocido que presentamos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.11. Sea g un algebra de Lie y consideremos H = U(g) y como
siempre V = U(g) = Ker(e : U(g) — k), entonces la cohomologia de TV es

H* (TV) ~ A*g

(Donde aqui Ag es el algebra exterior no unitaria en g. Si, en cambio,
considerdsemos en la homologia de T'V, tendriamos el isomorfismo con el
algebra exterior unitaria en g.) Méas atn, en grado uno el corchete de Lie de
HY(TV,d) es el conmutador en los elementos primitivos de Ug, es decir, el
corchete de Lie en g. Dado que A*g esta generada (como algebra) en grado
uno, la estructura de Gerstenhaber queda determinada por el corchete en ese
grado.

122



Se recupera de esta manera la estructura estandar de algebra de Gerstenhaber
en A*g a partir de la estructura de sCacti-algebra en TV. En otras palabras,
la estructura de algebra de Gerstenhaber en A®g para un algebra de lie g
se levanta a una estructura de sCacti-alegra compatible con el grado en

TV =T (U(g)).

Como subejemplo de lo anterior, podemos considerar el caso g = Lie(W) el
dlgebra de Lie libre en un espacio vectorial W. Luego, A*g = A*Lie(WV) es
el algebra de Gerstenhaber libre en W. Esta estructura “se levanta” a una

estructura de sCacti-algebraen TV =T (U(Lie(W))) =T TW,en el sentido

de que la estructura de sCacti-algebra induce la estructura de Gerstenhaber
de su homologia.

4.2. Morfismos y compatibilidad con grado

Notacion: Si T = @ 7?7 es una sCacti-algebra bigraduada, denotamos por

T, :=P1""

peZ

El siguiente lema muestra que es relativamente sencillo chequear que un
morfismo sea de sCacti-algebras, si el mismo estd definido sobre &lgebras
compatibles con el grado.

Lema 4.12. Sean T y C' dos Cacti-dlgebras bigraduadas, con estructura com-
patible con el grado y sea f: T — C una transformacion lineal, homogénea
de grado cero con respecto a la bigraduacion. Si asumimos que

» T estd generada por Ty := @,TP' como dlgebra asociativa (en particu-

lar, T = @n=1T,),
s f es un morfismo de dlgebras asociativas,
» f(dt) = df(t) para todo t € Ty,
w flp, : (Th, %) = (Cy, *) es un morfismo de dlgebras asociativas,
entonces, f es un morfismo de Cacti-dlgebras.

Demostracion. Notemos por u al producto asociativo dado por Cj.
Vale mencionar que de manera analoga a lo que sucede en el teorema los

signos estan dados por la regla de Koszul. Sin embargo, en esta demostracion
no es necesario explicitarlos y se omiten para mayor claridad.
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Hacemos las siguientes reducciones:

1. Si f(B2(x,y)) = Ba(fx, fy)), entonces f(M,x1,...,X,) = f(M, fx1,..., [X,)
para todo cactus M.

Demostracion. Como el operad sCacti estd generado por los cactus Cy
y los B,,, basta ver que f conmuta con estas operaciones. Como f es
morfismo de dlgebras asociativas, por definiciéon, conmuta con la accion
de (5. Para reducir ahora de B,, a B razonamos por induccién, con
argumentos similares al teorema [£.10] Recordemos la identidad

OlW;

Si tenemos B, (X,¥1,...,Ym_1), con x € TP* por la compatibilidad
con el grado, debe ser p > m para que la expresiéon se a no trivial.
Poniendo x = z; U X’ (dado que T esté& generada por T como éalgebra
asociativa) se tiene

Ba((51 %), 1s- s 3mr) =

Z in(QJl, 7y17 v 7yk71> U Bmfk+1<xl7yk7 v 7ym71)
k=1

que por compatibilidad con el grado (como |z1|. = 1, son todos nulos
salvo dos y se tiene

B, (CQ(xb X,)a Yi,--- aYm) = io?(xla Bm(xlv ylv <. 7ym—1))
+Co(Ba(21,51), Bna (X, y°, . y™ 1))

donde el primer término tiene |2'| < |z| y el segundo se escribe utili-
zando By v B,,_1. Luego, f conmuta con los B,, si lo hace con By [

2. Si fBy(x,y) = Ba(fz, fy) paratodox € T1,y € T, entonces fBy(Xx,y) =
Bs(fx, fy) para todo x,y € T,

Demostracion. Si x = x1 U -+ U x,, como By distribuye el producto
dado por C5 en la primera variable, se tiene

BZ(XaY) = Zi T U"-BZ($k7Y)"'U$T
k=1

de lo que se deduce lo que buscamos. O]

124



3. Si fBy(x,y) = Ba(fx, fy) para todo z,y € T; (lo cual es cierto por
hipotesis), entonces fBsy(x,y) = Bo(fx, fy) paratodo x € Ty, y € T,

Demostracion. Sea'y =y uy’ € T, notar que tanto el grado de y’
como el de y” es estrictamente menor que le de y. Calculamos, para
x e,

By(z,y) = Ba(2,y' vy") = By os Co(z, 9/, y")

= +By(z,y) vy’ £y Ba(z,y") + (6Bs)(z,y',y")

Notamos que (debido a que x € T} y T es compatible con grado):

(5B3)(I7 y,7 y”) = d(B3($7 y/’ Y”> + Bg(dl’, ylu y”) + B3(I7 dyla y”) + Bg(l’, y/7 dy”)
= Bs(dz,y',y")

Ahora, dado que dr € T, y T esta generada por T} como &lgebra
asociativa, podemos escribir dz como (una suma de elementos de la
forma) dx = Y x1 U x9, luego
Bs(dx,y',y") = Bs(x1ux,yy")
= (Bso1 Co)(z1, 22,5, ¥")
= +B3(x1,y,y") U9
+Bs(1,y’) U Bo(2,y")
+x1 U B3(x2,y',y")
= +By(x1,y’) U Ba(xa,y")

(hemos usado nuevamente que T' es cacti-compatible con el grado, y
que 71 y o pertenecen a T7).

Por lo tanto,
BQ(%}’) = iBz(%Y) v y” t y/BQ(a:a y”) + BQ(xhyl) v BQ('%Z?y”)
Calculamos entonces,

f(Ba(2,y)) = f (£Ba(x,y") vy £y Ba(2,¥") £ Ba(a1,y")  Ba(x2,y"))

y como f es multiplicativa
= +fBa(x,y") U fy" £ fy' U fBa(x,y") £ fBa(x1,y") U [ Ba(wa,y")
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Como y’ y y” tienen grado menor estricto que el de y podemos asumir
inductivamente que f preserva la operacién Bs(x,—) en esos grados
por lo tanto lo anterior es igual a

= +By(fx, fy ) o fy" £ fy' OBy (fx, fy") £ Bo(fr, fy') 0 Ba(faa, fy")

y como [ preserva los grados y también 7”7 se asume compatible con
el grado, los argumentos utilizados para eliminar los términos del tipo
Bs(z, —) se pueden usar también para Bs(fx,—), y concluimos

= +By(fa, [y) v fy" £ [y' v Bao(fa, [y") & Ba(frr 0 faa, fy' U fy")

= +Bo(fx, [y') v fY" £ fy' U Bo(fa, fy") £ Bo(fdx, f(y v y"))

y como f conmuta con el diferencial, fdx = d(fx) y asi llegamos a

= By(fz, fy' U [y") = By(fx, fy)
]

Como el requerimiento para usar la ultima reduccion es valida por hipotesis
del lema, hemos concluido su demostracion. O

Es un corolario inmediato del lema anterior que el teorema da lugar a
una equivalencia de categorias

Corolario 4.13. Sean H y H' dos bidlgebras (d.g.) unitarias y counitarias.

Si se consideran, en vistas del teorema OH=THyOQH =T H' como
algebras de cactus se tiene una correspondencia

~

HomsCacti(QHa QH,) = Hombzalgebms d.g. (H H )

Demostracion. Las algebras QH y QH' son compatlbles con el grado. Ademas
estan generadas como algebras asociativas por H y H respectivamente. Un
morﬁsmo de bialgebras f : H — H' queda determinado por la restriccion f :

H-H que cumple las condiciones del lema anterior, por lo cual determina
un morfismo de cacti dlgebras f: QH — QH'. O

Observacion 4.14. La estrctura de dlgebra de cactus en QH es unica si
se pide compatibilidad con el grado y que la acciéon de B, coincida con el
producto en de H. Esto se debe a que si se considerara otra estructra de cactus
Q) H con dichas propiedades, entonces la identidad QQH — Q) H verificaria las
hipotesis del lema y daria un isomorfismo de cacti algebras.
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A modo de aplicacion del lema anterior, tenemos el siguiente teorema que
puede ser visto como un agregado al diccionario entre los axiomas de bialge-
bras y los de Cacti. Antes del enunciado del teorema, recordamos la nocion
de modulo-algebra.

Definicién 4.15. Sea A un algebra asociativa unitaria y H una bidlgebra
unitaria y counitaria. Una estructura de H-mddulo dlgebra en A es una flecha

HRA— A
que hace de A un H-mo6dulo de manera tal que la multiplicacion de A
ma:ARA— A

resulte un morfismo de H-mo6dulos (con la accion diagonal en A ® A).

En el caso en que A sea una d.g. algebra y H, una d.g. bidlgebra (unitaria
y counitaria); una estructura de H-modulo algebra en A se dice diferencial
graduada (o simplemente d.g.) si

d(h(a)) = dir(h)(a@) + (~1)"h(da(a))
o equivalentemente, que el morfismo estructural
p - HRA—-A
conmute con el diferencial.

Teorema 4.16. Sea A una dlgebra (d.g.) asociativa con unidad y H una
bidlgebra (d.g.) unitaria y counitaria. Ezxiste una correspondencia 1-1 entre el
conjunto de estructuras de H-modulo dlgebra en A y el conjunto de morfismos
de dlgebras de cactus {QH — C*(A)}

Demostracion. Dado que QH y C(A) son ambas compatibles con el grado,
podemos usar el Lema [£.12] que dice que un morfismo entre algebras cactus
(con esa propiedad) f: QH — CA es lo mismo que un morfismo de algebras
(d.g.) tal que su restriccion en elementos de grado uno sea multiplicativo con
respecto a la operaciéon =. Notar que la restricciéon a los elementos de grado
uno de una f produce un morfismo

p:= flv:V — End(A)

Esto muestra que los morfismo graduados cuyas restricciones son multiplica-
tivas con respecto a = es lo mismo que estructuras de V-moédulo (no unitarias)
en A, lo cual es lo mismo que estructuras de H-moédulo unitario en A.
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Notamos a su vez que, reciprocamente, dada p : H — End(A), una estructura
de H-modulo en A, restringiéndola a V' sigue siendo multiplicativa, y por
la propiedad universal del algebra tensorial, se extiende de manera tnica
como morfismo de &lgebras asociativas p : QH — C(A). El teorema entonces
quedara demostrado si vemos que “p conmuta con el diferencial si y sélo si
la estructura de H-moédulo es de H-médulo dlgebra”.

Denotemos, para he Hy a € A,

Al calcular el borde de Hochschild de p(h),
(dop(h))(a ®b) = —ah(b) + h(ab) — h(a)b
Por otra parte, el diferencial interno es
(dip(h))(a) = d(h(a)) — (~1)"h(d(a))
Como d = d. + d;, pero los (bi)grados son diferentes, la igualdad
dp(h) = pdh
equivale a dos ecuaciones
dep(h) = pdeh, dip(h) = pd;h

Por un lado, la ecuacién con d, nos dice que A es H-mo6dulo algebra, ya que

(pd;h)(a®b) = (P(Ah = 1p @ h—h®1p))(a®Db)
= (Pl ®hy —1lp®@h—h®1y))(a®b)
= hi(a)ha(b) — h(a)b — ah(b)

y por lo tanto

Para finalizar, la ecuacion d;p(h) = pd;h dice

(dip(h)(a) = da(h(a)) — (=1)"h(da(a)) = du(h)(a)
es decir, la condiciéon d.g. para p. 0
Como corolario inmediato tenemos

Corolario 4.17. Sea A un dlgebra asociativa (d.g), H una bidlgebra (d.g), y
p: HR®A — A una estructura de H-modulo dlgebra (d.g), entonces p induce
un morfismo de dlgebras de Gerstenhaber

H*(QH, d) — HH*(A)
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Ejemplos

Sea g un algebra de Lie y H = U(g), una estructura de H-modulo algebra
en A es lo mismo que una accion de g en A por derivaciones. Si tomamos
g = Der(A), entonces el morfismo QH — C(A) induce en homologia una
flecha

A*Der(A) — HH*(A)

cuya imagen es la subalgebra asociativa generada por las derivaciones.

Esto muestra que en general los morfismo construidos de esta forma son no
triviales. Sin embargo, podria ocurrir que una bidlgebra H no contribuya con
ninguna derivacion, aunque si diera lugar a elementos en grados mas altos.

Desarrollamos a continuacion el ejemplo de menor tamano que no es trivial
en este sentido. Sea H = k1 @ kx @ kg @ kgx el algebra (de Sweedler, o de
Taft) de dimension 4, descripta en términos de generadores y relaciones como
la k-algebrall] generada por x y g con relaciones

22=0, > =1, zg = —gx
que resulta una bialgebra con la comuliplicacion
Alg)=9g®g Ar=201+g®=z

Este algebra no tiene elementos primitivos, por lo que H'(QH) = 0, sin
embargo un calculo directo muestra que (la clase de) zg ® = genera (sobre
k) H*(QH). Un calculo menos directo muestra que H*(QLH) es un anillo
de polinomios en una variable, con generador en grado dos dado por este
elemento. Incluimos a continuacién la verificacion de este hecho, que se
deduce de los tres siguientes items

» H =~ H* como é&lgebras de Hopf, basta tomar los elementos de H*
definidos por

1 - 1 1 - 0
A g — -1 ~ g — 0
g xr — 0 v xr — 1
xg — 0 rg — 1
y se verifica g2 = ¢, g7 = —2g, 22 = 0. Por esta razén tenemos el
isomorfismo

H*(QH) = ExtSye (b, k) = Ext?, (k, k)

LConsideraremos el caso 2 # 0 en k.
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» A suvez, H = (k[z]/z*)#kZs, 1o que permite calcular el Ext con la

formula
EXt;J<k7 k) = Eth::[J:]/a:Q (kv k)Z2

(ver por ejemplo [Ste95]).

= Extjr,).2(k, k) es un anillo de polinomios en una variable en grado
uno, digamos que su generador es D, hay dos posibilidades: la accion
del generador de Z, es trivial en D, o actia por D — —D. En el primer
caso valdria Exty)/.2 (K, k)22 = k[D], en el segundo en cambio serfa
Exty(z/2(k, k)* = k[D?]. Pero en H no hay elementos primitivos, por
lo tanto H'(QH) = 0y con eso queda descartada la primera opcion.

Una consecuencia de este calculo es que el corchete de Gerstenhaber es trivial,
pues es trivial en el generador (por razones de grado).

Por lo tanto, en cualquier H-modulo &lgebra A, la aplicacién dada por

A% A
a®b — xg(a)x(b)

es un 2-cociclo integrable.

Observemos que dar una estructura de H-moédulo algebra en un algebra A
es lo mismo que dar una Zs-graduacion (dada por los autovalores +1 de g)
y una (super) derivacion con respecto a esta graduacion, pues la formula

h(ab) = hy(a)ha(b)
en este caso, para h = x dice (si a es homogéneo):
z(ab) = z(a)b + g(a)z(b) = z(a)b + (—1)az(b)

De esta manera, cada (super) derivacion x en A da lugar a un cociclo inte-
grable distinguido en H*(QH).

130



4.3. Comparacion con otras estructuras

Algebras de cactus y de Baues

Finalmente, en esta secciéon enumeramos una lista de estructuras algebraicas
que pueden ser definidas a partir de la codlgebra tensorial. La razon de hacerlo
es, por un lado, la importancia de estas estructuras y su estrecha relacion
con sCacti, y también para prevenir de una posible confusion con la aparicion
de la estructura de bidlgebra relacionada con sCacti, pues la misma puede
aparecer pero con significados muy diferentes. Esta parte y sus definiciones
no son utilizadas en ningin otro lado de la tesis, por lo que simplemente las
enumeraremos y haremos las afirmaciones sin demostraciones. Una referencia
en esta subseccion es el trabajo [GJ94].

La nocién de sCacti-algebra es un caso particular de otras estructuras. Si
(A, dy) es un espacio vectorial diferencial graduado y £ ~'A su desuspension,
hay una torre de estructuras algebaricas que pueden ser definidas con la
ayuda de la codlgebra T°S'A, es decir, como espacio vectorial es el algebra
tensorial (no unitaria), pero se considera A la comultiplicacion dada por
deconcatenacion.

En realidad, anélogo a lo hecho antes para TV, se puede considerar una
bigraduacion considerando grado externo el tensorial, y grado interno el
inducido por A sin desuspender. Una coderivacion de grado total uno, en caso
de respetar el bigrado (en el sentido de la observacion y la definicion
esta determinado univocamente por dos aplicaciones (la primera homogénea
de grado uno y la segunda de grado cero):

=

da

—A
/LAZZde 2—>

"%

A

—C v .

r uadr ro en - uiv u = ue fip un
Ser de cuadrado cero en T X 7'A equivale a que d3 = 0, que sea
producto asociativo, y que dj sea una derivacion con respecto a ese producto,
es decir, una d.g. algebra asociativa.

Una manera equivalente de definir las A, -algebras es a través de una co-
derivacion (de grado total uno, pero no necesariamente compatible con el
grado)

D:TY A -T2 A
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A partir de la propiedad universal de la codlgebra cotensorial, dar una tal D
es equivalente a dar una transformacién lineal

oD : TR A - X7'A
o equivalentemente, una familia de aplicaciones
M, A" > A

(donde en general se denota m; = dy, my = pyp). Las ecuaciones que deben
verificar las m,, para tratarse de un algebra asociativa a menos de homotopia
se codifican, en términos de D por una fnica ecuacion: D? = 0.

Una estructura de Boo—élgebr en A es, por definicion, dotar a la coalgebra
cotensorial diferencial (TcEflA, D) de un producto que la convierta en una
bialgebra diferencial. Es decir, una aplicacion

TS AT YA -TY A

que debe ser asociativa, debe conmutar con D en el sentido que D debe ser
no sélo coderivacion de la deconcatenacion sino también una derivacion de
este producto, y ademaés el producto debe ser morfismo de coalgebras. Esta
ultima condicion, dada la propiedad universal de la coalgebra TS 1A dice
que la multiplicaciéon esta determinada por la proyecciéon en X ~'A, es decir,
estd determinada por una aplicacién

TY AT YA -2 'A
lo que provee, junto con D, una familia de operaciones

m, : A —>A
M,y @ AN"QA

m

— A

sujetas a ciertas ecuaciones (parte de las cuales corresponden a que las m,,
den lugar a una estructura de &lgebra asociativa a menos de homotopia).
Esta estructura tiene su origen en el trabajo de Baues [Bau81].

Una manera equivalente de definir una sCacti-dlgebra es a partir de una B,
algebra donde se pide que m,, = 0 paran > 2,y M,,, = 0sin # 1 (en

2La notacién By, se presta a confusiéon ya que no es una nocién a menos de homotopia de
una estructura B, en el sentido del capitulo
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particular, el producto my es asociativo estricto). La correspondencia es to-
mar simplemente m; como el diferencial, my el producto Cs, y M ,,, = By

En otras palabras, una estructura de sCact: 4lgebra en A es un tipo particular
de estructura de bidlgebra en (Tcz—lx, D). Este diccionario puede prestarse
a confucion con el teorema [£.10, donde mostramos que las estructuras de
bidlgebra en H estan en correspondencia con las estructuras de sCacti algebra
en T H (que extienden la de 4lgebra asociativa y son) compatibles con el
grado.

Aplicacién a la construccién cobar de una coalgebra

En este apartado buscamos explicar de qué manera los resultados de este capi-
tulo se relacionan con los obtenidos por Kadeishvili [Kad05], Menichi [Men04]
y (recientemente) Young [Youl3).

A partir de una codlgebra (d.g) C se puede obtener un &lgebra asociativa
(d.g.) via la construccién cobar QC = T C donde el producto asociativo
estd dado por el tensorial y el diferencial se construye a partir del diferencial
(interno) y la comultiplicacion de C' (que da lugar al que llamamos externo).

En los mencionados trabajos se estudia el siguiente hecho. Al poseer C
ademés una estructura de bidlgebra, se tiene en (2C' una estructura de Cacti
algebra. El aporte del presente trabajo es no sélo dar de manera explicita
esta estructura (en contraposicion a [Kad05, Men04]) y una demostracion
completa de este hecho, sino también dar con la propiedad que permite el
reciproco: la compatibilidad con el grado (ver definicion .

De esta manera, se consigue (junto con el lema [4.12]) que el funtor cobar
Biélgebras 2, Cacti-algebras

es una equivalencia de categorias al correstringirlo a las algebras compatibles
con el grado que son libres como algebra asociativa. Por lo tanto, si H y H'
son bialgebras tales que QH ~ QH’, se tiene que H ~ H' y no s6lo quasi-
isomorfas como se desprende de los resultados anteriores [Men04, Kad05,
Youl3].

Recordamos que Kadeishvili observa que, dado que H bidlgebra d.g. implica
Q(H) es un algebra de cactus (que en particular es un algebra de Baues) y
se tiene que B(S2(H)) es bidlgebra d.g. Sin embargo, no responde si el quasi-
isomorfismo clasico B(2(H)) — H es o no de bidlgebras. Esta pregunta es
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tomada por Young, y respondida afirmativamente (con una leve modificacion
de la construccion €2 por cierta (NZ) Con el resulltado de Young se puede
concluir que si H y H' son bialgebras tales que B(Q2(H)) es quasi-isomorfa a
B(Q(H’)) entonces H es equivalente débil a H. Pero si B(Q)(H)) es isomorfa
a B(Q(H’)) entonces solo se puede concluir que H y H' son equivalentes
débiles, y no isomorfas como se puede concluir de los resultados de esta tesis.

Por ualtimo vale mencionar que el resultado obtenido es (levemente) mas
fuerte que el reciproco de la afirmacién

H bidlgebra == QH Cacti (compatible con el grado)

ya que el teorema dice que si V es un espacio vectorial (d.g.) y TV es
una Cacti compatible con el grado entonces V = H el ideal de aumentacion
de una bidlgebra H.

Por tltimo, vale mencionar que la nocion de H-modulo algebra (ni su co-

rrespondencia con morfismos de QQH en el complejo de Hochschild de dicha
algebra) son tratados en los trabajos mencionados.
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Apéndice A
Teorias de campos

Presentamos aqui un resumen de Teorias de Campos desde un punto de vista
matematico. El objetivo es introducir el operad de Cactus topologico como
una estructura relacionada con teorias de campos conformes (en dimension
D = 2). Comenzamos por exponer brevemente la axiomatizacion de teoria de
campos de Segal [Seg04] y Atiyah [Ati89] como punto de partida para luego
estudiar méas especificamente de teorias conformes (seccion |A)).

En primer lugar se presenta una axiomatizacion de una teoria clasica de cam-
pos. Luego se pasa a estudiar la axiomatizacion de una teoria cuantica. Por
altimo, se estudian teorias conformes. La intencion es motivar la definicion de
estas teorias en teorfas cuanticas generales y éstas, a su vez, en teorias clasicas
via la integral de caminos. De esta manera, una teorfa cuéntica de campos
resulta una representacion lineal de una categoria de cobordismo. Asi, una
teoria conforme resulta un funtor con una categoria de partida particular:
la categoria de superficies de Riemann. Cabe destacar que, historicamente,
éstas teorias fueron las primeras en axiomatizarse asi (en [Seg04]) y luego las
topologicas (en [Ati89]).

El autor quisiera resaltar que el presente apéndice busca, principalmente,
ilustrar su motivaciéon personal en el estudio del operad Cacti. El mismo se
presenta aqui como las cadenas singulares del operad topologico. Este, a su
vez, puede verse como superficies de Riemann infinitesimales. Se sugiere asi
que estudiar representaciones del operad Cacti es, en cierto modo, estudiar
Teorias Topologicas Conformes a género cero.

De esta manera, el material aqui tratado no es necesario para el estudio del

capitulo [2lPor eso se ha permitido un lenguaje no estrictamente preciso y
una exposicion no agotada de los topicos aqui tratados.
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Teoria clasica - formulacion Lagrangiana

Comenzaremos por introducir el concepto de teoria cldsica. En ella el sistema
fisico se describe por una variedad M de dimension D (= d+1, una dimension
temporal y el resto espacial), unos campos de interés del problema y un
funcional, la accién S en el espacio de los campos a considerar.

Mas detalladamente, se tienen unos campos @ que seran cantidades fisica-
mente relevantes. Tipicamente los ¢ seran secciones a algin fibrado £ — M.
Llamemos F al conjunto de campos (o sea, de secciones de E que nos
interesen).

La formulaciéon lagrangiana presupone la existencia de una densidad
L:F—R, L(p,dup,x) y se define, de la siguiente manera la accidn:

S(p) = j V(z) Lg(@). Buple). o)

El principio fisico que define el comportamiento del sistema es el siguiente:
“La solucion del sistema esta dada por un punto critico de la accién”. Mas
explicitamente, ¢ es un punto critico si al considerar un campo v arbitrario,
se tiene

dS(p + hi))
dh
La condicion sobre el campo obtenida de esta manera se llama ecuaciéon de
Euler-Lagrange o “ecuacion de movimiento”. En caso de ser M = RP (el
espacio plano), corresponden a:

lh=o = 0.

5 oL B 8_L
Ha@u‘:p) a op

Ejemplo: En el caso de una particula de masa m, consideremos M = [a, b],
el tiempo. E = M x R3 el fibrado trivial y los campos, trayectorias:

q:[a,b] — R?

Supongamos que la particula estd sometida a un potencial V : R* — R.
Definimos entonces:

S(@) = [ dt @2 - Viaw)

Como 0y(L) = mq, la ecuacion de movimiento resulta la (segunda) ley de
Newton:
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Ingredientes de una teoria clasica

Ahora, en el caso de querer describir un sistema con una cierta condicién
de contorno, la variaciéon de la accién debe hacerse sobre los campos que
cumplen dicha condicién. Supongamos que queremos, a modo de ejemplo,
calcular la evoluciéon de un campo dada una condiciéon inicial a un tiempo
tg. Esto corresponde a fijar el valor de dicho campo en una subvariedad
Yy de M de codimension 1. Al preguntar el valor del campo en un tiempo
final ¢;, estamos restringiendo ese campo en una subvariedad, también de
codimension 1, Yj. Llamemos X a la porcién de M comprendida entre Yj e
Y1. En los ejemplos vistos (y en general) los campos estan dados de manera
razonable en funcién de los espacio-tiempos.

Podemos entonces, méas alld de las cuestiones técnicas del calculo de la
solucion a una teoria clasica, identificar, siguiendo [Fre92al, [Fre92b] los
ingredientes mas importantes involucrados. Fijemos primero d € N, la dimen-
sion de los espacios de la teoria. Asi, los espacio-tiempos tendran dimension
D =d+1ysellamaran X. En general las de dimensiéon d se llamaran Y.

Definicién A.1.

Consideraremos que tenemos dado, para cada variedad X de dimension
d 4+ 1 el conjunto Fx de campos en X. Asimismo, consideraremos dada,
para el caso en que 0X # (J, el conjunto de “campos en el borde” Fyx.
Estos campos podrian ser restricciones o gérmenes o cualquier otra cosa (por
ejemplo en el caso de cuerdas). Ademas, tendremos una aplicacion restriccion

-~

0: Fx — Fpx. También consideraremos dada la acciéon clasica Sx : Fx — R.

Se piden los siguientes axiomas:

1. Invarianza de los campos y la accion ante isomorfismos (del tipo que se
quiera[]).
Es decir, si X — X', una isometria, isomorfismo conforme, difeo-
morfismo, homeomorfismo, segin corresponda, se tendra Fy ~ Fx
y SX = SX/.

2. Al considerar —X (la orientacion opuesta en X), debe ser F_x = Fy
y S_x = —Sx. Esto se debe, en los ejemplos, al cambio en el signo de
la forma de volumen y la preservacion del resto de los componentes en
el calculo de la accion.

3. Si X = X; u Xy, entonces Fx ~ Fyx, x Fx, v la accion es aditiva.

'En el contexto fisico, la minima invarianza razonable es la métrica ya que corresponde a
la percepcién desde distintos sistemas de referencia del fenémeno descripto.
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4. Axioma de pegado: Si Y < X es una subvariedad (inmersa) de codi-
mension 1 disjunta con 0.X, sea X la variedad que se obtiene de cortar
por Y (ahora 0X = 0X UY U —Y. El siguiente diagrama debe ser un
egalizador:

.FX’—+.F&»:3.Fy

Y la accidén debe dar lo mismo. Aqui es donde se ve claro que las
restricciones al borde pueden necesitar retener mas informacién, por
ej, el germen de la funcion diferenciable y no sélo su valor.

Teoria cuantica a la Feynman e integral de ca-
minos

Supongamos que existe una medida en los espacios Fx y Fax. Esta suposicion
debe ser entendida como punto de partida para la heuristica de la definicion
siguiente y no una hipotesis formal a verificar de manera estricta en la una
teoria cuantica. La formulacion por integral de caminos de la teoria cuantica
de campos postula que la probabilidad de obtener un cierto campo g € Fox

estd dada poif}
f D¢ e 5@
0d=yp0

En este caso, la integral sobre “todos los campos tales que su restriccion al
borde es py” lo pensamos como una integral sobre “todos los campos” pesado
con una delta en ¢g. Un poco mas en general, no se tiene un estado puro g
sino una funcion f(p). Es decir, consideramos como espacio de estados:

Hox = L*(Fox)

Y postulamos que la probabilidad de tener la distribucion de campos f estéa
dada por:
Do f(0¢) 5@
Fox
Donde la primera aproximacién corresponderia a f(y) = 0.
(Si no, podriamos considerar alguna clase de funciones suaves y en el dual
tendriamos la delta, pero no nos interesa detenernos en esto ahora.)

2Téacitamente, nos restringimos a teorias euclideas. En el caso de teorias lorentzianas, debe
ser €"5(®) . Asimismo, omitimos el factor i~ en dicho exponente.
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Tenemos entonces, en el caso de X una variedad con borde, definido:

ZXIH5X—>C

Funcién de particion

Definicién A.2.
Para una variedad cerrada X, definimos la funcidn de particion como:

Zx = | Do 59
Fx

Operador evolucion

Denotaremos un cobordismo X entre Y, e Y7 por Y X Y.

. X .
Entonces, para un cobordismo Y, — Y7, consideraremos source y target
aplicaciones de restriccion al borde:

S:fxﬂfyo,tifxﬁfyl

Siguiendo, Ux : Hy, — Hy,, definido como el operador que cumple, para

feHy,, g€ Hy, :

<0 Ux() = [ DO g(1(0) (5(6))

PEFX

Definiciéon A.3. Una teoria de dimension D = d+1 consiste en dar un funtor
monoidal desde una categoria de cobordismo a una categoria de espacios de
estados (por ej, espacios vectoriales o de Hilbert).

Categorias de cobordismos

Para codificar la simetria de la teoria, debemos especificar la categoria de
cobordismos de partida. Siempre se considerardn como objetos las variedades
cerradas (compactas y sin borde) orientables de dimension fija d. Ademas,
suponemos que vienen con un collaring (ver 4.6 en Hirsch [Hir94], o sea un
cilindro pequeno de la variedad. Si Yy, Y7 son dos objetos, los morfismos son
los cobordismos entre variedades, es decir variedades de dimension D = d+1,
tales que 0X = —YyuY; donde —Y{ denota la variedad Yy con la orientacion
opuesta en el collaring. Toda variedad de dimensién D tiene un collaring que
“apunta para afuera” (ver [Hir94]), con esa informacion se pegan cobordismos
y asi se define la composicion. Se puede ver que la variedad resultante no
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depende del collaring.

Volviendo a la cuestion de la simetria, en cada caso, definiremos una cate-
goria distinta dependiendo de la estructura en las variedades de dimension d
que quisiéramos considerar. Es decir, se considera el mismo morfismo a dos
cobordismos que son difeomorfos, isométricos, conformemente equivalentes,
etc. A continuacion, unos ejemplos.

» simetria topologica [Ati89]: No se agrega més estructura en los objetos
y se consideran cobordismos equivalentes a los dados por variedades
difeomorfas.

= [dem antes, pero s6lo considerar variedades de dimensiéon D orientables.

» simetria conforme [Seg04]: Considerar variedades con estructura métri-
ca, a menos de isomorfismo conforme. En el caso de dimensién 2, esto es
equivalente a dar una estructura compleja en la superficie y estudiarlas
a menos de isomorfismo analitico.

= Métrica: Como antes, pero a menos de isometria.

» Teorias embebidas: Cualquiera de las anteriores, pero se toma un es-
pacio ambiente W y se consideran todas las variedades y cobordismos
embebidos en V.

Teorias de campos conformes

En esta seccidon se presentan teorias de campos conformes. Se buscd dar un
enfoque englobador de las distintas fuentes: [Seg04] [Kac98, [Hua98, [Sch0§].
Mas precisamente, se toma como punto de partida la definicion de Segal
(definicion de Teoria de Campos Conforme: un funtor con valores en
espacios vectoriales que a una superficie de Riemann le asigna un operador.
A partir de la definicion de Segal, se estudia qué informacion determina una
teorfa. Si se fija una superficie pantaldn (una esfera a la que se le quitan
tres discos abiertos), toda superficie de Riemann puede descomponerse en
cilindros y pantalones. A continuacién, se restringe el estudio a las superficies
de género cero, desde una 6ptica operadica. Se presenta el operad de Cactus
(topologico) como una suerte de limite de superficies de género cero, o su-
perficies infinitesimales. Por altimo, se presentan muy brevemente las teorias
topoldgicas de campos conformes (TCFEFTs). Las mismas consisten en pasar,
aplicando el funtor de cadenas singulares, de la categoria original (enriquecida
en espacios topologicos) a una categoria enriquecida en complejos de cadenas.
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Notacion: S' := {z € C : |zl = 1} y D = {z € C : |2] < 1}. La
parametrizacion estandar sera la identidad de S!. La pensaremos recorriendo
la circunferencia en sentido antihorario y comenzando en 1 (lo cual distingue
a este punto y le da una orientacion a la variedad).

Definicién A.4. Llamaremos RS a la categoria de superficies de Riemann
(superficies compactas con una estructura compleja). Es decir, la categoria
con objetos Ny pensado un ntimero n como C), el espacio dado por la unién
disjunta (ordenada) n circulos, es decir C,, = [ [, (S') y cuyas flechas

c, 5 c.

consisten en las superficies de Riemann X con los bordes parametrizados

s l 1 .
analiticamentd’] [ [,,(S') L T[,,(S') — 0X de manera tal que en los primeros
n, los entrantes, la orientacion inducida por X y la parametrizacion corres-
pondiente no coinciden, y en los otros m, los salientes, si. Una superficie con
dos circulos entrantes y dos salientes, de género uno:

[ )
\ [

Si se tiene C), BN Cm LR Cj, la composicion Y o X esta dada por el pegado
de las superficies a través de las parametrizaciones 0X «— C,, — 0Y. Obser-
vemos que el dato de las parametrizaciones es fundamental para poder pegar
las superficies identificando con la ayuda de las mismas y de esta manera no
tener ambigiiedad en la definicion.

Veamos un ejemplo. Al componer las siguientes superficies Cy B Cs X, Ch:

( )
\ [

3En el trabajo de Segal no se pide que las parametrizaciones sean analiticas, pero luego
en la literatura se suele incluir esta hipétesis ya que permite el pegado de la estructura
compleja de las superficies.
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. X'oX
se obtiene Cy —— (C4:

= La categoria asi definida no tiene identidades. Obviamente, se pueden
agregar identidades formales. Geométricamente se puede pensar que la
identidad es el circulo S' como un cilindro de altura nula. Esto es, se
piensa la identidad como el limite:

lim S' x [0, €]

e—0+

Volveremos a esto mas adelante al definir los anillos estandares.

= Iremos atin maés alla al agregar todas las parametrizaciones analiticas
como flechas de C) en (4. Notaremos por Dif al grupo de difeo-
morfismos analiticos (que preservan la orientacion). Pensaremos las
parametrizaciones de S' como cilindros de altura nula.

» Se tiene en esta categoria una operacion (parcial) en las flechas que
denotaremos X — X7 definida cuando X tiene al menos un circulo
entrante y uno saliente. Se obtiene a partir de X pegando el i-ésimo
circulo entrante y el j-ésimo saliente.

» La unién disjunta da una estructura monoidal en RS: C,uiC),, = Cpym.

A continuacion definiremos una teoria de campos conforme como un caso
particular de la definicion general [A.3] Es decir, una CFT serda un funtor
RS % Hilb donde Hilb denota la categoria de espacios de Hilbert (y ope-
radores acotados). Si H es un espacio de Hilbert, notaremos por U(#) a los
operadores unitarios y C(H) a las contracciones, es decir a los operadores
lineales A tales ||Av| < |v].

Definicién A.5. (primera version de la definicion)
Una teoria de campos conforme (en dimension 2) consiste en un funtor

U : RS — Hilb tal que:
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» monoidal: U(C,, u Cy,) = U(C,) U(Cy,).
Luego, si llamamos H = U(C}), se tiene U(C,) = H®", y U(Cy) = C

» traza: Todos los elementos U(X) € H®" ® H*®™ son de tipo traza:
Si ey es una base ortonormal de H, para 1 < i< n,1 < j < m se tiene

Z<U(X)(Ul7 <oy Vi1, €5, Vig1y oo oy Upy Wy e v, W1, €k, Wig1y - - 7wm> < 0
k

para v's, w’'s € H cualesquiera. Luego, se tiene definido el operador tr; ;

Observemos que como componer es tomar traza entre las coordenadas
correspondientes a los circulos que se identifican, se tiene la propiedad:

U(X{) = tri; (U(X))

El semigrupo ¢

Definicion A.6. Sea € ¢ Homgs(Cy, Cy) el semigrupo dado por los cilin-
dros. Es decir, flechas de la forma A(a,b) = {z € C : a < |z| < b} para
a < b e R con parametrizaciones de sus bordes.

Ejemplos: A modo de ejemplo, y para fijar notacion, distinguiremos algunos
elementos en ¢:

» Para g e CX, sea A, = {z € C: |q| < |z| < 1} con la parametrizacion
estandar del circulo unitario (que resulta saliente) y con la parametri-
zacion estandar comenzando en ¢ en el circulo entrante (6 — ge').

= Sea & := {f : D — D holomorfa : f(0) = 0}.
Podemos pensar & — € via:

f—A;:=D\Im f

con la parametrizacion estandar en el circulo unitario y la inducida por
la f en el circulo entrante.

Si consideramos ¢ = f’(0), tenemos f = gg donde:
g(z) =z + Z a2t
k>0

Al reemplazar 2z por e*? para los z de médulo 1, tenemos la parame-
trizacion del borde entrante. Asi, Ay = A;0g.
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Puntos importantes acerca de teorias conformes

Antes de proseguir, enunciaremos los puntos mas importantes acerca de
teorias conformes.

En una teoria de campos conforme el valor de una teoria en el semigrupo €
de cilindros queda definida por su espacio de estados (como representacion

del algebra de Virasoro [A.23)).

Por otra parte, una teoria conforme estd determinada por su valor en las
superficies de género cero. Esto quiere decir que el valor de la teorfa en
una superficie de género g > 0 se puede calcular a partir de los valores de la
teoria en las superficies de género cero. Esto se debe a que cualquier superficie
de Riemann se consigue pegando cilindros y pantalones, donde la superficie
pantalon es:

Mas precisamente, se elige un pantalén: una superficie Y de género cero, dos
circulos entrantes y uno saliente. Considerando la superficie con la estructura
opuesta, A, se tiene que cualquier superficie de Riemann se puede construir
pegando Y, A y cilindros A,.

Obviamente, esto no quiere decir que cualquier eleccion de Y dé lugar a una
teoria conforme. Més atin, datos coherentes a género cero no garantizan que
a género superior se tenga una teoria conforme. El problema de determinar
cuando el género cero da lugar a una teoria completa ha sido estudiado
en [MS89, [Zhu96].

Por otra parte, es posible restringirse so6lo a superficies con un soélo circulo
saliente. Es decir, el valor de la teoria en cualquier superficie es calculable
a partir de las superficies con una sola salida. Esto implica que las teorias
pueden estudiarse como algebras sobre el operad S (que definimos a conti-
nuaciéon) en vez de representaciones de la categoria de cobordismo RS.
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Teorias conformes en lenguaje operadico

A continuacion, describiremos las teorias conformes de manera operadica.
Mas adelante definiremos el 6perad de Cactus topologico y, de esta manera,
buscaremos relacionar el estudio de teorfas conformes con el del operad Cacti.

Definicién A.7. Considerando sélo superficies de Riemann con un solo
circulo saliente se tiene el operad (topologico) de Segal, S dado por:

S(n) =RS(n,1)
con composicidon definida por

i

—
YoszYoRS (SluSlu--'u X I_ISII_I"-I_I81>

Es decir, la composiciéon parcial i-ésima consiste en pegar en la entrada -
ésima las superficies involucradas.

En otras palabras, para dos superficies de Riemann en S, la composiciéon
parcial Y o; X del operad estd dada por pegar el circulo saliente de X al
i-ésimo circulo entrante de Y. Por ejemplo, si X y X’ son las superficies:

’
\

Entonces X’ oy X resulta:

’

\‘0

Observacién A.8. La composicién parcial respeta género. Es decir:

g(Y 0; X) = g(X) +g(Y)
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Definicion A.9. Debido a esto, se tiene el suboperad Sy formado por las
superficies de género cero.

Definicién A.10. Se define el operad de Pequenos Discos Enmarcados fD
como el suboperad (cf. [Hua98|, 6.4] de Sy dado por:

B|qz‘|(Zi) cD

D(n) =< (21,...,2n,q1,--.,qn) € C*" tales que

Big(2) N Byg(2) = &
Donde B,(z) = {w € C : |z — w| < r} y recordemos que D = B;(0) es el
circulo unitario. La superficie de Riemann dada unos parametros z;, ¢; de esta
forma es:

X(z,0:) = D\ By (21)

Donde las parametrizaciones son estandares comenzando en ¢; para el i-ésimo
circulo entrante y en 1 para el saliente. Esto es t — z + qe*™ y t > %™
respectivamente.

Observacion A.11. El semigrupo CZ, es un suboperad de fD via ¢ — A,.

Dada una CFT, se tiene entonces, considerando fD, una teoria a género cero.
Por el argumento del apartado [A] dos teorias coinciden si lo hacen en fD y
¢ (equivalentemente la representacion del algebra vir o el conjunto de sus
campos primarios).

Operad de cactus topolégico

A continuacion definiremos un cactus topologico y posteriormente la estruc-
tura operadica en el espacio de los cactus. El operad de Cactus topoldgico
se debe a Voronov [Vor03j|. El mismo puede pensarse como una version
infinitesimal del operad & como explicaremos mas adelante.

Definicién A.12. Un cactus topoldgico de n 16bulos (n € N) consiste en la
siguiente coleccion de datos

= n copias de S' como espacio topolégico punteado (distinguiendo 1 € S?)
que llamaremos los ldbulos del cactus, numerados de 1 a n. Al punto
distinguido lo llamaremos el punto base del 16bulo y lo notaremos e;.
Cada lobulo, tendra una longitud r; > 0. Llamaremos la longitud total
del cactus a R = > r;.
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Un punto {e}, la raiz del cactus y para cada lébulo 4, un conjunto
finito P, = S' (posiblemente vacio) de puntos en el i-ésimo l6bulo tal
que 1 ¢ P;. Llamemos P al conjunto de todos estos puntos, es decir,

P={e}uUP.

Una asignacion suryectiva p : {eq,...,e,} — P tal que p(e;) ¢ P; que
indicarad donde se pega cada lobulo. Mas atn, si se determina a < e;
para todo a € P; y o; < p(e;) esto debe ser un orden en el conjunto
P i{eq,... e,} (v laraiz resulta el minimo).

Un orden lineal en p~!(z) para cada z € P.

Para cada l6bulo 7 un punto distinguido, la espina, e; € St.

Un cactus se dira sin espinas si en todo lo6bulo la espina coincide con el punto
distinguido de cada 16bulo. Es decir, & = 1 € St Vi.

Observaciéon A.13. Un cactus se puede representar graficamente de la
siguiente manera.

1.
ii.
1ii.

iv.

Por cada 16bulo 7 se dibuja en el plano una curva simple de longitud r;.
En cada curva se marcan su punto base, los puntos P; y la espina e;.
Se pega el punto base del i-ésimo l6bulo al punto p(i).

En el caso de que més de un punto base se pegue al mismo punto z
en el k-ésimo 16bulo, se utiliza el orden lineal en p~'(z) de manera tal
que si se recorre la curva k-ésima en sentido antihorario al llegar a x se
encuentran los l6bulos pegados en el orden dado.

Por convencion, siempre dibujaremos un cactus con la raiz abajo y en el caso
de que varios l6bulos se peguen en la raiz, el orden en los mismos como de
derecha a izquierda. La condicion de que < definido por la funcién de pegado
p sea un orden nos dice que el espacio formado por las curvas y sus interiores
es contractil.

Ejemplo: El siguiente dibujo representa al cactus de 5 l6bulos dado por

Plz{C}, P2:P4:P5:@7 P3:{a’7b}

p(1) =p(2)=b, pB3) =9 pd)=c p(5)=a

el orden lineal en p~1(b) es 2 < 1 y las espinas e;, es = 1, e3 = a, ey, e5.
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Notar que la asignaciéon p determina arcos en cada lobulo, cada uno con su
longitud. Si olvidamos estas longitudes, obtenemos lo que hemos denominado
un esquema de un cactus (ver definicion [2.5

De manera grafica, el esquema se puede recuperar de la representacion grafica
de un cactus topoldgico como el dibujo donde s6lo importa cuantos puntos
hay sobre cada l6bulo y como éstos se pegan segiin la asignacion p.

El esquema del cactus antes dibujado es:

o\,
9

Llamemos Esq(n) al conjunto de todos los esquemas de cactus de n lobulos.
El esquema de un cactus estd determinado entonces por n, k; = fF;, py el
orden lineal en cada p~'(e;) y p~'(e). Es decir, la cantidad de 16bulos, puntos
en cada lobulo y la indicacion de dénde se pega cada l6bulo.

Un cactus X,, de n-lobulos est&4 determinado entonces por:
= Su esquema c € Esq(n).
» La longitud de sus lobulos r; € Rog (parai =1,...,n).
» La posicion de las espinas e; € S*.
= La longitud de todos los arcos.

Miés precisamente, dado que la cantidad de arcos determinados en el i-ésimo
16bulo es k; + 2, llamemos zj, ...,z ,, a dichas longitudes.
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Es claro que }}, z; = r;. Si aj := x}/ry, se tiene 35, a; = 1. En otras palabras,
el vector @ pertenece al k; simplice estandar, A* con a; > 0Vj.

Geométricamente, el hecho de asignar valor nulo a los arcos se interpreta
como que los puntos que lo determinan coinciden. Supongamos que se aé- =0,
es decir, el j-ésimo arco del i-ésimo 16bulo tiene longitud nula. En este caso,
en el dibujo j + 1y j + 2 coincidirian.

Sea ¢ un esquema de n l6bulos. Construimos cé- el esquema de n l6bulos dado

por:
o ks Sis#1
? ks—1 sis=i

, p(s) sis#10p(s)<j+1
p(s) =
p(s —1) en otro caso

Ademas, el orden lineal en p'~'(j+1) = p~'(j+1) up~'(j +2) es justamente
el inducido por esta unién disjunta. En otras palabras, el esquema ¢ se
construye a partir de ¢ eliminando el 7 + 2-ésimo punto en del ¢-ésimo 16bulo
y juntando la informacién de los puntos j+ 1y 7+ 2. Por ejemplo, al eliminar
del esquema representado antes el segundo arco del tercer 16bulo se obtiene:

o

Entonces, un cactus X de esquema c tal que a§ = 0 es equivalente al cactus
X" de esquema cj, mismos parametros r; y longitudes de arcos:

S

o = ay sSts #1060t <
t S
ay,; en otro caso

Es decir, el cactus X’ tiene los mismos arcos originales salvo el j-ésimo del
1-ésimo lobulo que se eliminé.

En la siguiente definicion notaremos a esta relacion de equivalencia por ~.
Observemos ademaés que, esta relacion estd basada en la identificacion del

simplice A¥~1 como j-ésima cara del simplice A¥:.
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Definiciéon A.14. El operad de Cactus Topologico se define como:

TopCa(n) es el espacio topologico de todos los cactus de n-lobulos. Por la
observacion anterior, este conjunto puede presentarse como:

TopCa(n) = ( H ﬁ (Rso x S x Akl))/ ~

ceC(n) =1

y asi se define su topologia.

Paran,m e N,ie 1,...,n, definiremos la i-ésima composicién
TopCa(n) = o; : TopCa(n) x TopCa(m) — TopCa(n +m — 1)

via el pegado de cactus que definiremos a continuacion.

Dados los cactus X, € TopCa(n) y X,, € TopCa(m), el cactus X,, o; X,, €
TopCa(n +m — 1) se define de la siguiente manera.

Se reparametriza el i-ésimo circulo de X, via t — Ry, t (v de esta manera se
consigue que tenga la longitud del cactus X,,). Luego se identifica el circulo
exterior de X, con el interior de ¢-ésimo de X, conservando la orientacion
y de manera tal que la raiz de X,, coincida con la espina. De esta manera
el i-ésimo circulo de X, es reemplazado por el cactus X,, Para finalizar, se
etiquetan los circulos del cactus resultante utilizando {1,---,i — 1} para
los circulos provenientes de X, con etiqueta menor a i; por otra parte,
{i,---,1+m — 1} para los circulos {1,---,m} provenientes de X,,; y por
altimo {¢ +m,--- ,m + n} para los provenientes de X,, con etiqueta original
{i+1,-- n}

Definimos también u7 opCa como el suboperad dado por
uTopCa(n) = {X € TopCa(n) | Yi:r; =1}

Notar que uTopCa(n) — TopCa(n) es un retracto dado por deformar los
parametros r; a 1.

Los cactus sin espinas forman un suboperad que notaremos s7opCa. Por
ultimo, también tenemos

suTopCa = sTopCa N uTopCa

Observacion A.15. Notemos que al considerar el grupo multiplicativo S!
se tiene

St = uTopCa(1) = TopCa(l)
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Esto es analogo a € < RS(1,1). Méas ain, recordemos que nos permitiamos
considerar cilindros A, no sélo para ¢ € CZ; sino también para ¢ de modulo
unitario. Es decir, en la inclusion (de semigrupos)

st €%

pensamos a los elementos de S! como cilindros de altura cero. Extendiendo
esta analogia, podemos pensar a los cactus limites de superficies en Sy.
Por ejemplo, un cactus de dos lobulos se puede pensar como limite de una

superficie pantalon:

Viendo el siguiente ejemplo,

GceslcE

podemos pensar que el cactus % codifica la interaccién instantanea de
una teorfa, es decir el paso infinitesimal de dos circulos de entrada a uno.
Esta fuera del estudio de esta tesis encontrar las condiciones en las que se
puede tomar limite y calcular el valor que una teoria dada induce en los
cactus. Mas bien esto resulta una motivacion para estudiar el dicho operad.

Para finalizar la secciéon incluimos un breve apartado sobre teorias topologicas
conformes. La presentacion de este tema no busca ser profunda en las suti-
lezas ni exhaustiva en los detalles. Sencillamente, la intensién es presentar,
valiéndonos de la observacion anterior, al operad Cacti como una version
combinatoria y simplificada del operad Sy.

Teorias topologicas conformes

En el capitulo 2| se estudia el operad Cacti pero desde una perspectiva
completamente algebraica. Buscamos en aqui presentarlo como un modelo
simplificado de teorias topologicas conformes (a género cero). Para esto,
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pensaremos a los operads Cact y Cacti de la siguiente manera

Cact(n) = CsmP! <uTOpCa(n))
Cacti(n) = CSmP! <suTopCa(n)>

donde C5™' denota el funtor de cadenas celulares. En relacion a esto, notemos
que a partir de la definicion [A.T4]se obtiene una descripcion celular del espacio
suTopCa(n) donde las celdas se indexan por los esquemas de cactus.

Por ejemplo, un 1-simplice esti dado por:

p P ap

Un 2-simplice es, por ejemplo:

o ap ofp

o

Lo que buscamos ilustrar entonces es la geometria de los espacios suT opCa(n)
es capturada por los los complejos de cadenas Cacti(n) (ya que corresponden
a su complejo de cadenas celulares) cuya descripcion algebraica y combina-
toria hemos dado en el capitulo 2} De esta manera, el operad Cacti es una
linealizacion del operad topolégico suT opCa. Esto es andlogo a lo que ocurre
en teorias topologicas conformes, que definimos a continuacion.

Una teoria topoldgica conforme o TCF'T es una teorfa topologica proveniente
de una teoria conforme [Get94, [Kon95|. El proceso busca formalizar las ideas
de Witten [Wit88|. Intentaremos introducir brevemente el concepto. Notemos
como Ci"¢ al funtor de espacios topologicos en complejos de cadenas dado
por las cadenas singulares. Aplicando este funtor a los espacios RS(m,n) se
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obtiene una categorfa con los mismos objetos de antes (Np) enriquecida en
complejos de cadenas. Es decir,

RS(m,n) := C"e <R8(m, n))

Definicién A.16. Una TCFT [Cos07] es un funtor como en la definicion
pero con categoria de partida RS(m,n).

Si nuevamente nos restringimos a superficies de género nulo y un sé6lo circulo
saliente, se tiene un un dg-operad S).

Uno podria aplicar las mismas ideas al operad T opCa y obtener un dg-operad.
Ahora bien, como

uTopCa(n) — TopCa(n)

es un retracto, se tiene que
Csine <uT0pCa(n)> s CSine (TopCa(n))

es una equivalencia débil.

Por otra parte, para el espacio u7TopCa(n) se tiene un modelo simplicial
dado por la presentacion de la definicion [A.T4l Por lo tanto, al considerar
so6lo cadenas celulares, se tiene que

Cact(n) = CEmP! (uTopCa(n)) < CSin8 <uT0pCa(n))
es también un cuasi-isomorfismo (de complejos de cadenas).

En cierta manera, a modo de motivacion, se puede pensar entonces que el dg-
operad Cact es una version simplificada y combinatoria de Sy (esto se debe
a que se tiene un modelo celular de u7 opCa). En esa linea de pensamiento,
Cact-algebras (representaciones del operad Cact) serfan un modelo de juguete
de TCFT a género 0 (representaciones del operad Sp).
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A.1. Mas detalles sobre teorias conformes

En esta seccion se exponenen detalles técnicos correspondientes a teorias
conformes. Se incluyen aqui para completar en cierta manera la presentacion
e ilustrar la particularidad de dichas teorias. Se puede pensar, entonces, esta
seccion como un apéndice del apéndice.

La anomalia conforme

Una simetria en la teoria clésica consiste en una operacion que deja invariante
las ecuaciones de movimiento. Claramente, toda operacion que deja invarian-
te la accion clésica es una simetria (clasica) de la teorfa (ver apéndice). Pero
a veces ocurre que la “medida” en el espacio de todos los campos no es
invariante y esto introduce una anomalia en la teoria cuantica.

Es razonable pensar que una simetria clasica no siempre se traslada a la
teoria cuantica, basta contemplar la formula:

J D =59
peFx

La validez de dicha simetria en la teoria cuantica requerird una condicién
sobre la “medida” D¢. Cuando esto no ocurre, se llama una anomalia de la
teoria cuantica.

El caso que nos interesa es la llamada anomalia conforme. A modo de ejemplo,
supongamos que S es la accion de Polyakov (ver apéndice para méas detalle

y notacion).
S(X,g) = f —det(h)h*"g,, 0, X" 0, X"

En este caso, para un cambio conforme en la métrica b’ = e?/h, la accién
se mantiene invariante, S(X,h’') = S(X,h), es decir, la teoria clasica es
conforme. Pero supongamos que la medida no lo hace. Los cuerdistas intuyen
que cambia controladamente ver [Pol98| cap. 1 y 3) por un factor:

(ng)/ _ eiCSL(f)D¢

donde ¢ € C es una constante (de la teoria) y S.(f) es la llamada accion de
Liouville]

45L(f) = SX dVy (8,Lf('7’“f +Rf)
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En el caso de la teoria conforme, por razones historicas de teoria de cuerdas,
se supone que esta falla esta controlada. Mas precisamente, la clase conforme
de una superficie X define el operador U(X) a menos de miltiplo escalar de
modulo unitario. O sea, estamos en el caso de una representaciéon proyectiva
de la categoria RS. Equivalentemente, una representacion lineal de una
extension central de RS.

Definicién A.17. Una extension de RS consiste en una categoria RS cuyos
objetos son los mismos y para cada morfismo, se da una asignacion:

XHLXZC

Es decir, a cada superficie de Riemann le asignamos un espacio vectorial
complejo de dimension 1. Se tiene ademads, para cada par de morfismos
componibles, una multiplicacién:

Lx ® Ly =% Lx.y

con las propiedades de asociatividad inducidas por las de RS. Se definen los
morfismos de RS como pares (X, €) donde £ € Lx. Y se define la composicion

(X,8) 0 (Y,¢) = (X oV, mxy(£®)).

Segal muestra que la extension es esencialmente tinica, siendo toda extension
isomorfa a:
_ Qcr, *QCR
X = Lx = Dety™" ® Det’y

donde Det x admite dos descripciones equivalentes:
Atop (QO,I (X))

Detx = _
) et (7 900(x) - 001 (x))

La segunda descripcion se basa en la construccion dada por Quillen en [Qui85)|
y se encuentra desarrollada en [Seg04, [Hua98]. Nos conformaremos con citar
aqui algunas de sus propiedades:

Proposiciéon A.18.

» Lx = Lg cuando X se obtiene a partir de X revirtiendo la parametri-
zacion de algunos circulos de su borde.

» L_x = L% (recordemos que —X es la superficie con la orientacion
opuesta y con todas las parametrizaciones de sus circulos revertidas).
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n Se tiene un isomorfismo canonico Lx ~ L.
» Se tiene un elemento candnico 4 € Ly cuando A es un cilindro.

Podemos ahora dar una version final de la definiciéon [A.5

Definicién A.19.
Una teoria de campos conforme consiste en un funtor monoidal proyectivo

RS % Hilb, tal que U(X) es de tipo traza para toda X superficie de
Riemann, o equivalentemente, un funtor monoidal (de tipo traza):
—~—(cLcr) .
U:RS — Hilb
Donde RS€E¢R) es la extension de la categoria para algin par de valores
cr,cr € C. No entraremos en detalle sobre esta construcciéon ya que no la
precisaremos en el resto de la monografia. Un desarrollo més profundo del
tema puede verse en el manuscrito original de Segal [Seg04] (que basa la
construccion a la vez en [Qui85|) o en [Hua98|. Las constantes cj, y cr se

llamaran la carga izquierda y derecha de la teoria. En el caso ¢, = cg =: ¢ se
llamara la carga central.

Mas adelante volveremos sobre el hecho de considerar representaciones pro-
yectivas. Puntualmente, lo haremos al considerar el algebra de Virasoro (en
vez de solo el algebra de Witt).

Cuantizacién radial

La cuantizacién radial es, sencillamente, interpretar coordenada temporal a
la coordenada radial en un cilindro A(a,b) = {z € C:a < |z| < b}.

Llamemos
Cop={2€eC:3(z) >0}
Cso={2zeC:3(2) =0}
D={zeC:|z] <1}
D* = D\{0}
Se tiene:

Rﬁ(c?()

]

St —— DX
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donde las flechas horizontales son las inclusiones y las verticales corresponden
al revestimiento 7 — e?™7. Es usual utilizar la notacién ¢ = *™", es decir,
se supone esta relaciéon entre ¢ y 7 sin mayor aclaracion.

Observacion A.20. Al interpretar el eje imaginario en C. 0 como el tiempo,
el disco D hereda una interpretacion de fiempo donde 0 € D corresponde al
pasado infinito.

El algebra de Virasoro

Recordemos que Dif = Diff*(S!) es el grupo de difeomorfismos analiticos
del circulo. Como todo grupo de difeomorfismos, su algebra de Lie esta dada
por los campos vectoriales (analiticos en este caso). Es decir, Lie(Dif) =
Vect(S'). Recordemos que

Vect(S') = <Cos(n9)die, Sin(n@)% :nez)
R

Definicién A.21. Al complexificar el dlgebra, obtenemos la llamada algebra
de Witt: witt = ( L, : n € Z), donde L, = —ie" L. Se tiene

[Ln, L] = (n—m)Lyim.

Observaciéon A.22. Dada una teoria de campos conforme U, restringiéndola
a Dif se tiene una representacion proyectiva Di f 2> ]P’(Z/{(H)). Luego, se tiene

una representacion proyectiva toitt RN End(H), lo que es equivalente a una
representacion lineal de alguna extension central de toitt.

Definicién A.23. El dlgebra de Virasoro es la tinica extension central (no
trivial, salvo isomorfismos,) posible del dlgebra de Witt (ver [Sch08], capitulo
5). Esta dada por vit = witt @ (C)¢ donde C es central y vale:

35 n)

12

Definicion A.24. Una representacion vicv — End(H) se dird unitaria si
cumple:

(n

[Lna Lm] = (n - m)Ln+m + C 5m+n

(Lyv,wy = (v, L_w)Vv,w e H

Es decir, el L], = L_,, donde estamos llamando de la misma manera a L,, € vit
y a su imagen en la representacion.

La denominacion de “unitaria” se debe a que esta condicién es equivalente a
que los generadores del dlgebra Vect(S') actien como operadores antisimé-
tricos en H. Asi, si la representacion proviene de una de Dif ésta debe ser
unitaria.
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Definiciéon A.25. Una representacion V' de vit se dira de peso maximo para
¢, h € C si existe un ¢ € V tal que:

V= <w>bit
w O = cp
= Loy = hy

s Lyb=0,%n>0

En el caso h = 0 se llama una representacion de energia positiva. Esto se
debe a que Ly (que debe ser autoadjunto en una representacion unitaria) se
corresponde (en el marco de la cuantizacion radial) a la derivada temporal vy,
por lo tanto, sus autovalores se interpretan como la energia. Por este motivo,
se supone ademas que al diagonalizarlo se obtiene un espectro (los valores
medibles) acotado inferiormente y por consiguiente se puede suponer positivo.

Observacion A.26. Si ¢ es autovector de Ly con autovalor h, entonces vale
lo siguiente:

= L, es autovector de Ly con autovalor h — n.
» Maés en general, L, -+ Ly, ¢ lo es con autovalor h — > n,.

Esto iltimo da una graduacion en el espacio vectorial V' y es la razén por la
cual a 9 se lo llama de peso maximo. Si notamos que V = ()i v Lptp =
0 Vn > 0 se tiene

V =Ly, .. Ly :n; <0y

Definicién A.27. Una representacion de peso maximo M (c, h) se llama un
modulo de Verma si el conjunto {L,, --- L, : k> 0,0 > ng > ---ng} es
una base de M como espacio vectorial.

Siempre existe un modulo de Verma para ¢, h € C cualesquiera, basta tomar
$(viv) ®si(vir, ) Ce,n, donde U denota el dlgebra envolvente, vit, es la subalgebra
generada por los L, conn >0, Ly y C, y C.;, = C como espacio vectorial,
con accion trivial de los L,,, donde L, actiia multiplicando por h y C' por c.

Para cualquier representacion V' de peso méaximo (¢, h) se tiene un epimor-
fismo M(c,h) — V.
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Teorema A.28. ([Sch08] Teorema 6.8 y 6.13)
Sea M = M(c,h), ve M wvector de peso mdzimo. Entonces eriste una inica
forma hermitica {,) en M tal que:

w (v,v) =1

= La representacion es unitaria. En particular, como Ly es autoadjunto,
sus autoespacios serdan ortogonales.

» Ker((,)) es el submddulo propio mazimal.

En el caso de que la forma {,) resulte semidefinida positiva debe ser ¢,h = 0.
Mads ain, st ¢ = 1,h = 0 resulta asi y es definida positiva para ¢ > 1,h > 0.

Definicion A.29. (y corolario)
Para el caso en que la forma (,) sea semidefinida positiva, se tiene una
representacion unitaria en

W{(e, h) := M(c,h)/Ker((,))

que resulta de peso maximo. Una representacion asi es uinica salvo isomorfis-
mo.

Indescomponibles e irreducibles

Recordemos que un modulo se dice #rreducible si no tiene submodulos propios
no triviales. Por otra parte, un modulo se dice indescomponible si no se puede
obtener como suma directa de dos submddulos propios.

S6lo nos limitaremos a mencionar los siguientes resultados.

Teorema A.30. ([Sch08, 6.17]).

» M(c, h) es indescomponible.
» Wi(e, h) es irreducible.

Dada una CFT se tiene una representacion proyectiva Dif — P(U(H)).
Esto induce una representacion unitaria de viv en H. Esta representacion
se descompondra en una suma directa de W (c,h) (con el mismo c). Se
puede plantear el problema inverso. Es decir, si al considerar una cierta
representacion V. = @;W (¢, h;), ésta se puede integrar a una representacion
de Dif como primer paso para definir una CFT. El siguiente teorema |[GWS&5)|
nos garantiza eso.
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Teorema A.31. [Sch08, 6.18], [GW85] Sea H = W (c, h). Entonces se tiene
una representacion proyectiva Dif — P(U(H)).

Representaciones de energia positiva
Consideremos el siguiente teorema (JHN93| 9.13]):

Teorema A.32. Sea R % U(H) una representacion unitaria dada port — ¢4

tal que A (que debe ser auto-adjunto) es positivﬂ. Entonces p se puede
extender de manera unica:

R —>~U(H)
CL - ’C(L)

Donde p cumple:

1. Es una representacion fuertemente continua, es decir continua con
respecto a la topologia fuerte en C(H)

2. Es holomorfa en Csy. Es decir, Yu,v € H,< u,pv >: Cog — C es
holomorfa.

3. Es de reflexion positiva, es decir, p(z)" = p(—2)

Observar que, dada una representacion p asi, se recupera de manera Unica p
(y A).

La representacion p esta dada por:

El hecho de que cumple con lo pedido puede verse en [HN93].

Sen [HN93] se enuncia para un A negativo.
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Observacién A.33. En otras palabras, si la representacion R %> U/(H) del
teorema anterior viene dada como:

' U(H)

e27rit s e27ritL0

con Ly autoadjunto y positivo, se tiene una representacion inducida:

D — C(H)

q= e?m"r N qLo _ e27riTL0
La representacion ¢ — ¢'° tiene las siguientes propiedades:
» Es una representacion fuertemente continua (en D).
= Es holomorfa en D°.
T~

= Es de reflexion positiva, es decir, (qLO) =q

Observaciéon A.34. Supongamos ahora que tenemos una representaciéon
proyectiva de reflexion positiva del semigrupo € — C(H). Esto es, para A €
¢, si denotamos por A al anillo con la orientacion (y parametrizaciones)
opuesta(s), vale
Es decir, si A esta dado por

A= g;l oAy 0y
con g € D*,g;, g7 € Dif, al ser

A=gltoAzoy;

resulta
Uz = U g:)UgU(gy)

Por otra parte:
-1 il
UL = U9 U] (U (g9))
Entonces, la condicién de reflexion positiva es precisamente:

U (g)UH (U (g7))" = U9 UU (95)
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Ahora, para A = A, (es decir, g;, gy triviales), se tiene:
Ul =U,

O sea, la representacion del subgrupo D* en C(H) es de reflexion positiva.
Por otra parte, suponiendo que la representaciéon de € es continua, conside-
rando gy trivial y al hacer ¢ — 1, se tiene:

U_l(gi) = UT(gi)
O sea, la representacion del subgrupo Dif es unitaria.

En vistas de esto y del teorema[A.31]y la observacion se tiene el siguiente

Corolario A.35. Hay una correspondencia uno a uno entre las representa-
ciones proyectivas de € en C(H) y las representaciones unitarias del dlgebra
de Virasoro vit — End(H).

Dicho en otras palabras, la representacion del 4dlgebra de Virasoro determina
la teoria en los cilindros. Dado que toda superficie puede descomponerse en
cilindros y pantalones, una teoria queda determinada por su valor en ellos.
En la siguiente seccion estudiamos como la representacion viv — End(H)
se puede estudiar a partir de vectores de peso maximo o campos primarios.
Ademaés, de qué manera a partir de un campo primario ¥ se puede definir
un operador en H. En pocas palabras esto se consigue evaluando una de
las entradas de una superficie pantalén en W. Si bien esta secciéon no es
determinante para el resto del capitulo, se decidi6 incluirla ya que se considera
que un resumen de teorias conformes, por méas breve que sea, se encuentra
incompleto sin mencionar campos primarios. Para mas detalles sobre el tema

ver [DEMS97].

Campos primarios

Aclaracién: A partir de este momento, consideraremos una teoria conforme
U : RS — Hilb holomorfa, esto quiere decir que la dependencia de U en X
es holomorfa como funcién de los parametros modulares. Es decir, si se tiene
una superficie X, se la descompone en cilindros A, y pantalones, entonces
la teoria debe ser holomorfa en los parametros g;.

A lo largo de este apartado, U denotara una teoria conforme y H = U(Ch)
su espacio de estados.
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Definiciéon A.36. [Seg04] Un ¥ e H se dice campo primario si existe un
h € C tal que para toda f € &, se tiene:

Ur¥ = (f'(0))
donde, recordemos, Uy = U(Ay).

"

Para desempacar la definicién, recordemos que Ay € € estd dado por un par
q=f'(0)eD*,ge Dif via Ay = A, o g. Sabiendo que:

U, = qLO
Ulg) = eZnmotals

se tiene que condicién de la definicion equivale a:
groeXn=0mlny — (M YgeD*, ge Dif

Poniendo g = id se tiene que LoW = hVU (y como Lg es positivo, h > 0).
Al variar sobre toda g € Dif se tiene L,¥ = 0 Vn > 0. Es decir, un campo
primario es lo mismo que un vector de peso maximo.

Ejemplo: Consideremos € el vector vacio de la teoria: 2 = U(D). Observe-
mos que Ay oD =D, por lo tanto:

A2 =Q

O sea, 2 es un campo primario con h = 0.

Definicién A.37. Dado ¥ € H un campo primario con h € Ny, C, B
C,, una superficie de Riemann, se define una forma en X con valores en
H*E" @ HO™ de la siguiente manera:

X
Seaze X yD 2, X una carta tal que ¢(0) = z. Consideramos C,, 41 —> Cy,
dado por:

Xy = X\Im(¢)
cuya parametrizacion del circulo nuevo esta dada por la ¢ del mismo modo
que en la construcciéon de Ay. Es més, se puede pensar como una generaliza-
cion de aquella construccion: al tomar X =1,z = 0, ¢ = f se tiene X¢ = Ay.
Ahora definimos
Ux(2)dz" = U(X,)(..., V)

Es decir, al recortar Im(¢) de la superficie X se agrega un nuevo circulo.
La variable correspondiente a este circulo se evaliia en U y asi se obtiene un
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operador Ux g : Cp, — C,. De esta manera queda definida una forma: si se

tiene otra carta en z dada por D % X, $(0) = 2, suponiendo Im(¢) < Im(¢)
vale

f=¢""0e&
Observemos entonces que

XCSZXd)OAf

Por lo tanto

Ux(z) dz" = UX;)(...,0) dZ" = U(X,)(...,Us®) dz"

]
—UX)(.-., (F(0)" W) dz" = U(X,)(..., W) (f/(0)")dz"
h

En la definiciéon de la forma Wy se utiliza el hecho de que ¥ sea un campo
primario para asegurar que U(g)¥ = ¥ : Vg € Dif. Para campos que no
sean primarios pero si peso conforme definido (es decir, autovectores de L)
se puede proceder de manera analoga si se lograse utilizar parametrizaciones
estandar. Apliquemos esta idea a la superficie con dos circulos entrantes y
uno saliente.

Piovgr) =D\ ({we(C:|w|<rg}u{weC:|z—w\<rl})
= A, \{weC:|z—w| <r}

con parametrizaciones estandar en todos los circulos.
Llamemos

Uteroim) = U(P(27T077'1))

Definicion A.38. Sea V < H definido de la siguiente manera. Para {V;},c;
‘H un conjunto linealmente independiente de campos primarios, V =< {; :
i € I} >4;. Supondremos [ finito. Se tiene:

“ TV —n
s V=@V, donde Vg =< {U; :iel}>c,Vy=<{L_p L nU;:ic

n=0
I1,>;n; =n} >c. Diremos |[v| =n siveV,.
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» Si, v =1L_,,---L_,, U, y h; es tal que Ly¥; = h;¥; entonces Lyv =
(hi + |v])

Queremos ahora determinar la dependencia de U, ) en z, es decir, para
Vg, v1 € V' v estudiaremos:

U(z,ro,rl) ('U07 Ul)

Consideraremos que la primera variable corresponde al circulo centrado en 0
y la segunda al circulo centrado en z. Al variar los radios de los circulos por
Ty < T, Ty < 71 Obtenemos:

P(z,rémi) = P(z,ro,m) o (Arf)/ro Y Ar/l/r1>

Luego, al aplicar U obtenemos:

/ /

T r

0L 1\L

Utz ) (00, 01) = Utzrgry | ()00, (=)0

To T1
Dado que los autovectores de L, forman una base de V', supongamos que
Vg, v € V tienen pesos conformes hg, hy respectivamente. Obtenemos enton-
ces:

1—ho_1—h1 —ho,.—h1
o T4 U(z,r{),r’l)(UOa Ul) =Ty T U(z,ro,n) (UO> Ul)

que depende solamente de vy, v € V' y z € D*.
Definimos asi el operador de vértice en z correspondiente a v; actuando en
Vo-

V(vi, 2)vo := 7517 Utz g 1y (0, 01)

y extendiendo linealmente se obtiene una aplicacion
Y:V®V - Hol(D*,V)

Desarrollando en serie con centro en 0 la funciéon holomorfa se obtiene lo
que usualmente se denomina la correspondencia estado-operador o estado-
campo (ver [Kac98]).

Y: VeV — V[z]]
vy QU — Z a,z "t

neZ

Se puede ver entonces que la teoria queda determinada por los campos pri-
marios y su interaccion, codificada en la aplicacion ). Los campos primarios
determinan la representacion del algebra de Virasoro y, por lo tanto, el valor
de la teoria en los cilindros. La aplicacion ) determina el valor de la teoria
en el pantalon.
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Definicién A.39. Un élgebra de operadores de vértice (V) Y,Q, w) consiste
en los siguientes datos. Un espacio vectorial V' (Z graduado).

V=@V,

neZ

tal que V,, es de dimension finita y V,, = 0 para n suficientemente pequeno.

Y VRV - V[[z]

vo ® vy > Y (vy, 2)vg = Z @,z "1

neZ

Junto con los vectores distinguidos 2 € Vj,w € V; tales que los siguientes
axiomas se satisfacen:

1. Yuvg,v; € VAN tal que sin > N te tiene a,u =0
2. Y(Q,z2)=1y
3. Yv eV se tiene Y(v,2)Q2e V[[z]] v Y(v,2)Q|.—0 = v (ie: v_1Q = v).
4. Funcion de cuatro puntos: Para, vy, vy, vy Se tiene
X (v1,v9,v0; z,w) € V[[z,w]][z7 5w, (2 — w) ]
Cuyos distintos desarrollos en serie son:

» Y(a,2)Y(b,w)cen V[[zF[[w*!]]
» Y(b,w)Y(a,z)cen V[[wH]][[z*]]
» Y(Y(a,z —w)b,w)c en V[[wH]][[(z — w)*]]

5. Para w, escribimos Y (w,z) = Y, L(n)z™" 2 (0 sea, L(n) = wyy1) y se
tiene (para algin c € C:

c(m®—m

[L(m),L(n)] = (m —n)L(m+ n) + 3 )5n7_m

6. L)y =nvsiveV,

7. L(—1) deriva en el siguiente sentido:
0.Y (v,x) = Y(L(—1)v, z)
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Observacién A.40. Para concluir la seccion, es nuestra intencién motivar
los axiomas de algebra de operadores de vértice geométricamente. Es decir,
como pueden interpretarse en el contexto de Segal. No buscamos dar una
derivacion completa de los mismos sino ilustrar de qué manera una VOA
intenta codificar la interaccion de las superficies de género cero y de qué
manera, ademads, esta informaciéon resulta infinitesimal.

1. Esto debe pedirse. Es decir, la axiomatizacion de Segal no lo garantiza.

2. Observemos que
P(z,ro,m) o1 D= Aro

Por lo tanto
U(Z,T(),T1)<U07 Q) = U<P(Z,T0,r1) 01 D) Vo = U<AT‘0>UO = 7’50710

Luego, Y(Q, z)vg = .

3. De manera analoga:

U(Z,To,ﬁ)(Qv Ul) = U<P(z,ro,r1) %0 D) U1

obteniendo el disco estandar D al cual se le ha quitado el disco centrado
en z de radio r;. Luego, Y (v, 2)Q es holomorfo en D (es decir, al evaluar
en {2 se pega un disco en 0 que elimina la singularidad). Ahora, al hacer
z — 0 se tiene que P, . ,,) 00D — A,, y por lo tanto Y(vy,0) = vy.

4. Definamos de manera analoga a P, ,, ), morfismos

Q(vavToylerz)
Cy ——— ()

como el disco D al cual le quitamos un disco de radio ry centrado en 0,
uno de radio ry centrado en z y uno de radio r, centrado en w con pa-
rametrizaciones estandar. Razonando de manera anéloga, descartamos
la dependencia en r; considerando v; de peso conforme h; y definiendo:

ho..—ho
T'a

e —ha
X<U17 V2, 2, 'LU)U(] B TO T2 U(Z,w,roﬂ”hrz) (U07 U1, UQ)

Este operador depende holomorfamente en z, w. Ademas, se tienen las
siguientes identidades geométricas:

= Siexiste un R > 0 tal que
By, (2) = Br(0) y By, (w) = (Ap)°
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se tiene

Q(27w77'077'177'2) = P(%R,m) 0 P(Z,To,ﬁ)

= Cambiando los roles de z y w, es decir, si existe un R > 0 tal que

B, (w) < Ba(0) y By (2) © (Ap)’

se tiene

Q(Z:wﬂ”oﬂ‘lﬂé) = P(Z,Rﬂ‘l) 0 P(wﬂ“o,?“z)

= Por otra parte, si existe un R > r; tal que

Br(z) < (Ar)° y Bry(w) = Br(z)

se tiene

Q(z,w,ro,rl,m) = P(Z,TO,R) 01 P(w—z,ro,rg)

Pasando a los operadores ), X obtenemos respectivamente:

Y(va, w)Y(v1, 2)vg
X (01, v, 2, w)vg = { V(v1,2)V(v2, w)vg
Y((w =z w0, 2)vo

Al desarrollar en serie las distintas presentaciones de X (vy, vq, 2, w)vg
se tienen las identidades del axioma 4.

. Observemos que un tal w debe ser w = L(—2)€2. Si consideramos el
disco unitario con parametrizacion saliente concentrada en lugar —2,
es decir, g = e~*% y lo pegamos en la entrada 1 de Pz ry,r) Obtendre-
mos el operador de vértice correspondiente a e“(=2). Al recalcular la
dependencia en z y considerar d%, ver [Hua98| prop. 3.2.5, se recupera
la expresion en cuestion.

. El espiritu de este axioma es capturar la accién diagonal del operador

Lg. En el caso de VOA, se deber recordar los pesos conformes de la
teoria con estructura extra: un modulo sobre el algebra.
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7. La propiedad de L(—1) proviene de considerar en la entrada correspon-
diente al v, una parametrizacién g = e =%, es decir, concentrada en el
coeficiente —1. Considerando la siguiente identidad geométrica

P(z—zo,ro,m) = P(z,r(’),'r’l) o Ag

y al tomar zg — z, se recupera la propiedad. (Para méas detalle, ver [Hua9§|
prop. 3.2.4.)
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Apéndice B
Codigo utilizado

En la investigacion realizada ha sido necesaria una gran cantidad de calculos
explicitos en el operad Cacti. Debido a que los mismos crecen en complejidad
(cantidad de términos) rapidamente, se decidi6 realizar una implementacion
informatica del operad Cacti. La misma se realizdé en Python utilizando la
suite SAGE |[S*12]. A continuacién se expone brevemente la forma en que
esto fue realizado. Para méas precision, se incluye ademas una copia del codigo
desarrollado.

En primer lugar, se decidi6 dejar un parametro global N € N e implementar
los cactus de a lo sumo N 16bulos. El niimero n sera tipicamente 5 o 6, aunque
hemos realizado calculos hasta n = 9. Un cactus se codifica como una tira
de ntimeros enteros. La misma puede ser una lista (tipo de dato mutable,
de longitud variable) o una tupla. Se utilizaron ambos, traduciendo unos
por otros cuando correspondiera. En SAGE se puede construir un espacio
vectorial con una base dada. Por cuestiones técnicas, la base no pueden
ser objetos mutables y por lo tanto se utilizaron tuplas. En la eleccion
de la base, una opcion seria optar por los cactus © = (xy,...,T,4k) CON
ne{l,...N},1€{0,...,n—1}. Sin embargo, Para sacar provecho de las he-
rramientas dentro de SAGE, se decidi6 codificar un cactus z = (x1, ..., Tpik)
como una permutacion seguido por el cactus en orden candnico, esto es si
(xj,,...,xj,) es la secuencia de las primeras apariciones de cada valor, enton-
ces (zj,,...,2;,) = (1,...,n). Por ejemplo (1213), (1213431) son canodnicos,
pero (212) no (y se codifica como (121) junto con la permutacion 1 < 2. De
esta manera, se construye para cada N de prueba el Sy-modulo libre con
base los cactus candnicos.

Como es esperable, los calculos de las composiciones parciales y del diferencial
del dg-operad se realizan de manera combinatoria en los cactus y se extienden
linealmente.
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Asimismo, se han implementado las ecuaciones de A -dlgebra que se buscaba
resolver. Esto es, en el proceso de construir el morfismo 7:

Ay L Cacti

para unos candidatos w; = n(m;) 1 <1 <r se calcula la ecuacion que debe
cumplir un eventual w, 1 = n(m,41):

n—1

S(wppr) = D7 D (=D w0 w, =1 asoc,

i=1 p+qg=n+1

Ademas, se implementaron un par de algoritmos para resolver esa ecuacion,
o mas en general cualquier ecuaciéon de la forma dx = y para y un cactus con
coeficientes enteros. El més sencillo se puede describir de la siguiente manera:

1. Se comienza con w = 0,a = asoc, 1.

2. Se recorren todos los cactus x de r + 1 lobulos y dimension r + 3 y si
se verifica:
ftérminos (a + 59:) < ftérminos (a)

se cambian w — w + x, a — a £ Jx.

3. Si a = 0 entonces w,;1 = w, si no, se vuelve al paso 2.

Debido a que la cantidad de cactus a verificar en el paso 2 crece rapidamente
con r, se decidi6 mejorar este paso. En vez de recorrer todos los cactus de
r + 1 16bulos y dimensiéon r + 3, se construye una lista de candidatos de la
siguiente manera. Para cada término ¢ de a, se calculan los cactus tales que
t es una de sus caras. Se consigue la lista final como la union de las listas de
todos los candidatos para cada término. Esta modificacion sencilla permitio
realizar los calculos explicitos hasta n = 9 lo que contribuy6 a la conjetura
del resultado principal de esta tesis.

Por tltimo, una vez conjeturada la factorizacion del morfismo n como
Ap S AP L Cacti
y habiendo pasado a la blisqueda de p se implementé de manera similar el

calculo de las ecuaciones correspondientes a ASZ) con el detalle de que ahora
las mismas estan indexadas en aridad r + 1 por las tiras £ € {o, n}".
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Conforme se han ido calculando, se ha construido un diccionario que codifica
la asignacion
§ — p(me)

De esta manera se ha podido conseguir los ejemplos con £ € {o,=}" para
valores bajos (1 < r < 5). Esto ha permitido, a su vez, contar con informacion
suficiente como para conjeturar las proposiciones y asi como verificar
el teorema [3.8

Por tltimo, se han implementado las operaciones o y = de la definicion
(lamadas blanco y negro respectivamente) y las rutinas que verificaran
explicitamente dichos resultados. De esta forma se obtuvo evidencia de la
validez de dichos lemas hasta N = 9 (unas 2° ecuaciones, varias de las cuales
con de miles términos).

Codigo fuente

A continuacion se adjunta el codigo fuente de la implementacion descrita
anteriormente. El simbolo \ indica la continuacién de la linea anterior, en
contrapartida al comienzo de una nueva.

cacti.sage

from sage.all import *

#Decide si una suryeccidn es un cactus
def is_cactus_can(f):
n = (f.codomain()).cardinality()

m = (f.domain()).cardinality()
for i in range(m-1):
if f(i) == f(i+l):

return False
1 =11
for k in range(m):
if 1l.count(f(k))==0:
1.append(f(k))
if 1 != range(n):
return False
subseq = [ [f(x1),f(x2), f(x3), f(x4)] for x1 in range(m) for x2 in range(x1l+1l,m) for
. X3 in range(x2+1,m) for x4 in range(x3+1,m)]
for 1 in [ [i,j,1,j] for i in range(n) for j in range(n) if j !=1i ]:
if 1 in subseq:
return False
return True

#Decide si una lista es un cactus
def is_cactus_a_list(1l):

n = max(l)

m = len(l)

for i in range(m-1):
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if 1[i] == 1[i+1]:
return False
laux = []
for k in range(n):
if 1.count(k+1)==0:
return False
subseq = [ [1[x1],1[x2], 1[x3], 1[x4]] for x1 in range(m) for x2 in range(x1l+1,m) for
. X3 in range(x2+1,m) for x4 in range(x3+1,m)]
for laux in [ [i,j,i,j] for i in range(1l,n+l) for j in range(l,n+1l) if j !'=1i ]:
if laux in subseq:
return False
return True

#Genera todos los cactus k-dimensionales con n lébulos
def gen_c_can(n,k):
cacti = []
maps = FiniteSetMaps(n+k,n)
for f in maps:
if is_cactus_can(f):
cacti.append( tuple([f(x)+1 for x in range(n+k)]1) )
return cacti

#Genera todos los cactus con n lébulos
def gen_cacti_can(n):
cacti = []
for k in range (n):
cacti = cacti + gen_c_can(n,k)
return cacti

#Genera todos los cactus con a lo sumo n lébulos
def gen_cacti_can_up_to(n):
cacti = []
for i in range(1l,n+1):
cacti = cacti + gen_cacti_can(i)
return cacti

#Genera el espacio V de cactus con a lo sumo n lébulos
def gen_cacti_new(n):
1=1[(1,)]
for k in range(2,n+1):
laux = [t for t in 1 if max(t) == k-1]
for t in laux:
r = len(t)
last = max([j for j in range(r) if t[j] == k-1])
for i in range(last,r)
1.append(tuple([t[j] for j in range(i)] + [t[i],k] + [t[j] for j in
. range(i+l,r)]))
1l.append(tuple([t[j] for j in range(i)] + [t[i],k,t[i]1] + [t[j] for j in
. range(i+l,r)]))
return 1

#Dado un elemento del espacio MM lo muestra de manera entendible.
def mostrar(v):

if v in MM:
if v == MM.zero_element():
print '0’
else:

for t in terms(v):
tt = expand(t)
if tt[2] > 0O:

print '+’,
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if tt[2] == -1:
print '-’,

elif tt[2] != 1:
print expand(t)[2],

print join([’(’']+ [str(i) for i in to_listcacti(tt)]+[’)'],"’),

print '’
#Idem
def mostrar_out(v):
res = "’
if v in MM:
if v == MM.zero_element():
res = '0’
else:
for t in terms(v):
tt = expand(t)
if tt[2] > O:
res = res + '+’
if tt[2] == -
res = res + '-'
elif tt[2] !'= 1:
res = res + str(expand(t)[2]) +'x’
res = res + 'ca(’ + join([str(i) for i in to_listcacti(tt)],’’) + ")’
return res

#Calcula el borde de un cactus
def bound(ca):
v = MM.zero_element()
for t in terms(ca):
c = to_listcacti(expand(t))

m = len(c)
s =1
signs = {}

arcs = [ j for j in range(m) if c.count(c[j]) > 1]
for i in arcs:
if [j for j in range(i+l,m) if c[j] == c[i]] !'= []:
signs[i] = s

s = -s
else:
last = [j for j in range(i) if c[j] == c[i]].pop()
signs[i] = - signs[last]
v = v + signs[i] * expand(t)[2] * el([c[j] for j in range(m) if j != i])

return v

#Devuelve la representacién (cactus candénico,permutacion) de un cactus dado por una lista
def to_symcacti(c):

i=1
dic = {}
1 =11
for k in c:
if not dic.has_key(k):
dic[k] = 1
i=1+1

1.append(dic[k])
return (Permutation(dic.values()).inverse(), tuple(l))

#Devuelve la lista correspondiente a un cactus dado por (cactus candnico,permutacién)
def to_listcacti(c):

p = cl[l]
1 = list(c[0])
ca =[]
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for k in 1:
ca.append(p(int(k)))
return ca

#Genera el cactus dado por una tira
def ca(n):

ca = n.digits()

ca.reverse()

return el(ca)

#Genera el cactus dado por una lista
def el(c):
global n, ba, Alg, MM
i=1
dic = {}
1=1]
for k in c:
if not dic.has_key(k):
dic[k] =i
i=1+1
1.append(dic[k])
cc = tuple(l)
return Alg(Permutation(dic.values()).inverse()) * MM.basis()[cc]

#Sustituye la permutacién q en el valor i de p.
def sust(p,a,q):
1g = [b + a-1 for b in list(q)]

lp =[]
for x in list(p):
if x <= a:
1p.append(x)
else:

1p.append(x + len(lq) -1)
i = lp.index(a)
result = Permutation([lp[j] for j in range(i)] + lq + [lp[j] for j in range(i + 1,
N len(1lp))])
return result

#Sustituye elementos del algebra simétrica
def s(x,a,y):

result = Alg.zero_element()

for i in x.support():

for j in y.support():
result = result + x.monomial_coefficients().get(i) *
. VY.monomial_coefficients().get(j) * Alg(Permutation(sust(i, a, j)))
return result

#calcula la composicién parcial i-ésima
def o_i(cal,i,ca2):
res = MM.zero_element()
for tl in terms(cal):
for t2 in terms(ca2):
tlex = expand(tl)
t2ex = expand(t2)

a = to_listcacti(tlex)
b = to_listcacti(t2ex)
A = len(a)
B = len(b)
r = a.count(i)
if r ==
return 'error, lobe ', i, ’'not in ’,a
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ocur_i = [j for j in range(A) if a[j] == i]

a2 = copy(a)

for j in [k for k in range(A) if a[k] > il:
a2[j] = a2[j] + max(b) - 1

div_a = [[a2[j] for j in range(Q,ocur_i[0]) 1] + [[a2[j] for j in
. range(ocur_i[k]+1, ocur_i[k+1])] for k in range(r-1)] + [[a2[j] for
. J in range(ocur_i[r-1]+1,A) 1]

dim_div_a = [len([ k for k in range(l,ocur_i[0]) if [j for j in range(k,A) if

N, aljl==alk-111!'=[]1 1)1 + [len([ k for k in
. range(ocur_i[t]+1,ocur_i[t+1]) if [j for j in range(k,A) if
. aljl==alk-111'=[] 1) for t in range(r-1)] + [len([ k for k in
N\, range(ocur_i[r-1]1+1,A) if [j for j in range(k,A) if
N aljl==alk-111'=[1 D]

b2 = [k + 1 - 1 for k in b]

aib = [1]

for subseq in [s for s in FiniteSetMaps(r+1,B).list() if s[0]==0 and
. sl[rl==B-1 and [j for j in range(r) if s[j+1] < s[j]] == [1]:

aib = copy(div_a[0])
for k in range(r):
aib = aib + [b2[j] for j in range(subseq[k],subseq[k+1]+1)] +
N div_a[k+1]
dim_div_b2 = [len([k for k in range(subseq[t]+1,subseq[t+1]+1) if [j for
. Jj in range(k,B) if b[j]==b[k-11]1!'=[] ]) for t in range(r)]
sign = (-1)**(sum([dim_div_b2[j] * sum([dim_div_a[k] for k in
. range(j+1,r+l) 1 ) for j in range(r) ] )) #signo de Koszul
res= res + sign * tlex[2] * t2ex[2] * el(aib)
return res

#Calcula la lista de los términos de un elemento de MM
def terms(c):
terms = []
for x in c.support():
for coef in c.coefficient(x).support():
t = c.coefficient(x).coefficient(coef) * Alg(coef) * MM.basis()[x]
terms.append(t)
return terms

#Desglosa un término para poder extraer su coeficiente, permutacién y cactus canénico
def expand(t):
return (t.support()[0] , t.coefficients()[0].support()[0],
. t.coefficients()[0].coefficients()[0])

#Devuelve el grado de un término
def dim(t):
if type(t) == tuple or type(t) == list:
return len(t) - max(t)
else:
return len(expand(t)[0]) - max(expand(t)[0])

#Calcula las caras de un cactus
def faces(c):

fa=[1]
m = len(c)
s =1
signs = {}

arcs = [ j for j in range(m) if c.count(c[j]) > 1]
for i in arcs:

fa.append(tuple([c[j] for j in range(m) if j != i]))
return fa

#Calcula todas las caras de las caras
def allfaces(c):
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if len(c) - max(c) > 1:

return [allfaces(x) for x in faces(c)]
else:

return faces(c)

#Calcula la lista de cactus tales que bound(_) = c para ¢ un simplice
def de_bound(c):
res = []
for t in terms(c):
coef = expand(t)[2]
1 = to_listcacti(expand(t))
n = max(l)
m = len(1)
for k in range(1l,n+1):
for i in range(m):
laux = copy(l)
laux.insert(i,k)
if is_cactus_a_list(laux):
res.append(el(laux))
laux = copy(l)
laux.append (k)
if is_cactus_a_list(laux):
res.append(el(laux))
return res

#Calcula los vértices de un cactus
def vertices(c):
if len(c) - max(c) > 1:
1 =11
for x in faces(c):
1 =1 + vertices(x)
return list(set(l))
else:
return faces(c)

#Contesta si dos simplices comparten algln vértice.
def adjacents(a,b):
return set(vertices(a)).intersection(set(vertices(b))) '= set([])

#Calcula para un elemento en MM sus adyacencias
def adjac(c):
ad = {}
for t in terms(c):
for x in terms(bound(t)):
plain_x = tuple(to_listcacti(expand(x)))
if ad.has_key(plain_x):
ad[plain_x].append(t)
else:
ad[plain_x] = [t]
return ad

#Busca resolver la ecuacion bound(x) = a
def bruteforcer(a):
m = MM.zero_element()
aux = a
for c in [el(c) for c in ba if dim(c) == dim(a) + 1 and max(c) == max(expand(a)[0])]:
for g in Alg.basis():
X =g * C
go = True
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while go:

if cant_term(aux -bound(x) ) < cant_term(aux):
m=m+ X
aux = aux - bound(x)
mostrar(m)

elif cant_term(aux +bound(x) ) < cant_term(aux):
m=m- X
aux = aux + bound(x)
mostrar(m)

else:
go = False

return m

#Busca resolver la ecuacion bound(x) = aux
def bruteforcer_2(aux):
m = MM.zero_element()
go = True
while go:
go = False
for x in de_bound(aux):
if cant_term(aux -bound(x) ) < cant_term(aux):
m=m+ X
aux = aux - bound(x)
print ’.’,
go = True
elif cant_term(aux +bound(x) ) < cant_term(aux):
m=m- X
aux = aux + bound(x)
print ’.’,
go = True
return m

#Devuelve la cantidad de términos en un elemento ¢
def cant_term(c):
return sum([abs(expand(t)[2]) for t in terms(c)])

#Intercambia dos formatos posibles de etiquetas
def xi(l):
1 =[]
for x in 1:
if x ==".":
1l.append(True)
elif x == 'o0':
1l.append(False)
elif x:
1l.append(’.")
elif not(x):
1l.append(’'0’)
return 11

#Genera todas las etiquetas hasta longitud r
def all_lists(r)
listas = []
for x in Subsets(range(r)):
1 =11
for i in range(r):
1.append(i in x)
listas.append(1)
return listas

#Dada una lista, separa los terminos de la forma 1 de un elemento m
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def separate(l,m):
mm = MM.zero_element()
for t in terms(m):
tt = to_listcacti(expand(t))
tt_ok = True
for i in range(len(l)):
if (tt.index(i+l) < tt.index(i+2)) != 1[i]:
tt_ok = False
if tt_ok:
mm = mm + t
return mm

#agrega al diccionario d un m_n separado en sus m_Xxi
def addtodic(c ,d):
r = max(expand(c)[0])
for x in all_lists(r-1):
if not(d.has_key(tuple(x))):
d[tuple(x)] = separate(x,c)
return d

#Calcula la ecuacidn r-ésima de A a partir de la lista 1
def calc_asoc(r,1):

asoc = MM.zero_element()
for k in range(2,r):
q = r-k+l

for i in range(1l,k+1):
asoc = asoc + (-1)*x((i-1) + gx(k-i)) * o_i(l[k-2], i, l[g-2 ])
return asoc

#Calcula la ecuacién de A2 correspondiente a una etiqueta a partir un diccionario
def calc_asoc_bis(l, dic):
asoc = MM.zero_element()
r=1len(l) + 1
for k in range(2,r):
q = r-k+1
for i in range(1l,k+1):
mk = dic[tuple([ 1[j] for j in range(r-1) if j not in range(i-1 , i -1+q
N -]
mq = dic[tuple([ 1[j] for j in range(i-1 , i -1 +q -1)])]
asoC = asoc + (-1)*x((i-1) + gx(k-1i)) * o_i(mk, i, mq)
return asoc

#Calcula composicién de etiquetas
def comp_i(x,1i,y):
return tuple([x[j] for j in range(i-1)] + list(y) + [x[j] for j in range(i-1,len(x))])

#auxiliar de mudelt
def partial(i,x):
res = MM.zero_element ()
n = len(x) + 1
for q in range(2,min(n-i+2,n)):
xk = tuple([x[j] for j in range(i-1)] + [x[j] for j in range(g+i-2,len(x))1)

xq = tuple([x[j] for j in range(i-1, q + i-2)1)

mk = dmm[xk]

mgq = dmm[xq]

k=n-qg+1

res = res + (-1)*x((i-1) + g*(k-1)) * o_i(mk, i, mq)
return res
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#Calcula el borde en A2inf y después el morfismo mu
def mupartial(x):
res = MM.zero_element ()
n = len(x)
for i in range(1l,n+l):
res = res + partial(i,x)
return res

#La operacion "negro"
def negro(c):
m = MM.zero_element()
for t in terms(c):
tt = to_listcacti(expand(t))
r = max(tt)
S len(tt)
i = tt.index(r)
coef = expand(t)[2]
for j in range(i+l,s):
newterm = el([tt[k] for k in range(j+1)] + [r+l1] + [tt[k] for k in
N\, range(j,s)])
sign = -(-1)*x(len([ k for k in range(j) if [kk for kk in range(k+1l,s) if
N ttlkk]==tt[k]I!=[11) +s - r)
m = m + sign * coef * newterm

return m

#La operacion "blanco"
def blanco(c):
m = MM.zero_element()
for t in terms(c):
tt = to_listcacti(expand(t))
r max(tt)
S len(tt)
i = tt.index(r)
coef = expand(t)[2]
for j in range(i):
newterm = el([tt[k] for k in range(j+1)] + [r+1] + [tt[k] for k in
N\« range(j,s)])
sign = (-1)*x(len([ k for k in range(j) if [kk for kk in range(k+1,s) if
N ttlkk]==tt[k]l]'!'=[] 1) + s - r)
m =m + sign * coef * newterm

return m

#Devuelve la lista de todos los cactus tales que k aparece solo una vez.
def cactussimples(k):

return [c for ¢ in ba if max(c) == k and list(c).count(k) == 1]
for ¢ in cacti_to_look_ up:
m = len(c)

for g in Permutations(k).list():

1 = [g(c[i]) for i in range(m)]

subseq = [ (1[x1],1[x2], 1[x3]) for x1 in range(m) for x2 in range(x1+1,m)
N\, for x3 in range(x2+1,m)]

badsubs = [r for r in subseq if r[0] == r[2] and r[0] != r[1] and r[l] <=
N rlo]+1]

if badsubs == []:
cacti.append(el(l))

return cacti

#Calcula la lista de todos los cactus en C’(k)
def cactusbuenos(k):

181



cacti = []
cacti_to_look_up = [c for c in ba if max(c) == k and ((len(c) - k) == (k - 2))1]
for ¢ in cacti_to_look_up:
m = len(c)
for g in Permutations(k).list():
1 = [g(c[i]) for i in range(m)]
subseq = [ (1[x1],1[x2], 1[x3]) for x1 in range(m) for x2 in range(x1+1,m)
N\, for x3 in range(x2+1,m)]
badsubs = [r for r in subseq if r[0] == r[2] and r[0] !'= r[1] and r[1l] <=
. riel+1]
if badsubs == []:
cacti.append(el(l))
return cacti

#Verifica la propiedad de las construcciones blanco y negro para cactus simples
def test_prop(r):
for c in cactussimples(r):
d = dim(c)
mostrar(c)
print bound(negro(c)) - negro(bound(c)) == (-1)**d * (o_i(ca(12),1,c) -
. o_i(c,r,ca(12))),
print bound(blanco(c)) - blanco(bound(c)) == (-1)**d * (o_i(ca(21),1,c) -
. o_i(c,r,ca(21)))

#Verifica el la compatibilidad del borde y mu
def test_bound_lema(r):
listaux = [x for x in dmm.keys() if len(x) ==r and x[0] != x[1] ] #and x[len(x)-1] ==

. False ]
for x in listaux:
n = len(x)
print '’.join(xi(x)),
x2 = list(x)
y = x2.pop()
x2 = tuple(x2)
if y:

print bound(dmm[x]) == (-1)"n *( (o_i(ca(12),1,dmm[x2])) -
N o0_i(dmm[x2],n,ca(12))) -negro(bound(dmm[x21)), " || ',
else:
print bound(dmm[x]) == (-1)"n *( (o_i(ca(21),1,dmm[x2])) -
N\ 0_i(dmm[x2],n,ca(21))) -blanco(bound(dmm[x2])), " || ',

#Verifica el teorema de manera directa
def test_teo(r):
for k in range(3,r+l):
kkeys = [t for t in dmm.keys() if len(t) == k and t[0] != t[1]]
for t in kkeys:
print ’’.join(xi(t)) +

"+ ' + str(calc_asoc_bis(t,dmm) == bound(dmm[t]))

#Sector principal del cédigo, inicializa el espacio MM

#Se considerardn cactus de a lo sumo n lébulos
n=29

#ba es la base del espacio
ba = gen_cacti_new(n)

#Alg es el algebra de grupo de S_n
Alg = SymmetricGroupAlgebra(QQ, n)
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#MM es espacio ambiente, el médulo libre sobre Alg con base ba
MM = CombinatorialFreeModule(Alg, ba, prefix='c’)

#Inicializa el diccionario dmm que asigna a cada etiqueta xi su mu(m_xi)
dmm = {}

dmm[tuple([Truel)] = ca(12)

dmm[tuple([Falsel)] = ca(21)

for i in range(2,n):
for 1 in all_lists(i):

laux = copy(l)

x = laux.pop()

if x:
dmm[tuple(1)]

else:
dmm[tuple(1)]

negro(dmm[tuple(laux)])

blanco(dmm[tuple(laux)])
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