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Introdu

iónA mediados de los años 80, William Goldman [2℄, de�nió un 
or
hete de Lie enel espa
io ve
torial generado por todas las 
lases de homotopía libres no triviales de
urvas en una super�
ie orientable. Cuando la super�
ie tiene borde no va
ío, esteespa
io ve
torial tiene 
omo base a las palabras 
í
li
as redu
idas en generadores delgrupo fundamental y sus inversos.Finalizando la misma dé
ada, Vladimir Turaev [3℄, agregó una estru
tura de 
o-
or
hete de Lie en este ℤ-módulo y mostró que estas dos opera
iones, 
or
hete y
o
or
hete, ha
en del espa
io una biálgebra de Lie. Moira Chas dió una des
rip
ión
ombinatoria de estas opera
iones.La parte fundamental de esta tesis 
onsiste en dar una des
rip
ión explí
ita 
om-binatoria de la rela
ión entre 
or
hete o 
o
or
hete y la opera
ión tomar poten
ia, quees parti
ular de este ejemplo de biálgebras.Este trabajo se organiza de la siguiente manera: 
omenzamos re
ordando algunasde�ni
iones bási
as de 
on
eptos que ha
en al entorno de nuestro trabajo.En primer lugar se re
ordará la de�ni
ión de biálgebra de Lie teniendo en 
uentanuestro ejemplo motivador indu
ido por las 
lases de homotopía de 
urvas 
erradas enuna super�
ie orientada. Seguidamente, en la se

ión 2, repasaremos las de�ni
ionesde Goldman y Turaev para el 
or
hete y 
o
or
hete, para después 
ambiar el puntode vista en la se


ión 3 y abordar una visión 
ombinatoria del problema según de�neMoira Chas en [1℄ (siempre teniendo en 
uenta la idea geométri
a).En la se

ión 4 se mostrará 
ómo 
onstruir diagramas que modeli
en super�
ies, y
omo modelar super�
ies orientables vía diagramas. Luego se in
luirán 
urvas a estetipo de diagramas. En esta se

ión daremos una 
lasi�
a
ión de los grupos fundamen-tales 
orrespondientes a las super�
ies dadas por una palabra 
í
li
a.En las se

iones 6 y 7 se re
ordarán las de�ni
iones 
ombinatorias para el 
or
hetey 
o
or
hete, dadas por Chas en [1℄. A estas de�ni
iones puramente 
ombinatorias,agregamos diagramas que permitirán observar la a

ión del 
or
hete y 
o
or
hete demanera grá�
a.En las dos últimas se

iones de este trabajo des
ribiremos el 
or
hete y el 
o
or
hetede poten
ias de palabras 
í
li
as y rela
ionaremos 
onjuntos de pares linkeados usandoideas 
ombinatorias basadas en [1℄.

7
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1. Preliminares1.1. Super�
iesLlamaremos super�
ie a una variedad topológi
a de dimensión dos. Más pre
isa-mente una super�
ie es un espa
io topológi
o Hausdor� 
on base numerable y tal que
ada punto tiene un entorno que es homeomorfo a un sub
onjunto abierto de ℝ2.Más formalmente, el homeomor�smo lo
al entre una super�
ie y el plano eu
lídeoimpli
a que para 
ada punto P de una super�
ie hay un entorno de P que es homeomorfoa un dis
o abierto de ℝ2. Esta propiedad permite 
onstruir un sistema de 
oordenadaslo
al bidimensional en torno a 
ualquier punto en la super�
ie. Se puede llamar 
artaal homeomor�smo lo
al que va de la super�
ie a un abierto de ℝ2 y al inverso (de estehomeomor�smo) parametriza
ión. No siempre es posible parametrizar una super�
ie
on un úni
o homeomor�smo lo
al.Dos ejemplos típi
os de super�
ies son la esfera y el toro. En base a estos últimosse pueden obtener otras super�
ies, por ejemplo, si se toman dos toros y a 
ada unose le remueve un dis
o y luego se los pega juntando los bordes resultantes de haberremovido los dis
os, se obtiene así una nueva super�
ie. Repitiendo esta idea se puede
onstruir super�
ies resultantes de pegar g toros.Resulta que esto agota la lista de super�
ies 
erradas orientables. Esto es lo que
uenta el teorema de 
lasi�
a
ión de super�
ies 
erradas que re
ordamos aquí ([6℄):Toda super�
ie 
errada (es de
ir, 
ompa
ta y sin frontera o borde) es homeomorfaa algún miembro de las siguientes familias de super�
ies:(1) la esfera;(2) la suma 
onexa de g-toros, para algún g ≥ 1;(3) la suma 
onexa de k planos proye
tivos reales, para algún k ≥ 1.La super�
ies de las dos primeras familias son orientables. El número g de torosinvolu
rados en la 
onstru

ión se denomina género de la super�
ie. Puesto que laesfera y el toro tienen 
ara
terísti
as de Euler 2 y 0 respe
tivamente, se dedu
e que la
ara
terísti
a de Euler de la suma 
onexa de g-toros es 2− 2g (ver anexo C).Las super�
ies de la ter
er familia son no-orientables.Una super�
ie 
on borde (o frontera) es un espa
io topológi
o Hausdor� donde para
ada punto existe un entorno homeomorfo a un 
onjunto abierto del semiplano superiordel plano eu
lídeo.Ejemplos típi
os de super�
ie 
on frontera son el 
ilindro, un toro al que se le quitóun dis
o (ambas orientables), la 
inta de Möbius (no orientable), et
. Notar que untoro al que se le quitó un dis
o es homeomorfo a un toro al que se le quitó un punto.Es posible 
lasi�
ar también las super�
ies 
on frontera. Esto se obtiene 
omo enel teorema anterior, añadiendo el número de fronteras que tiene la super�
ie.9



1.2. Cara
terísti
a de EulerLa 
ara
terísti
a de Euler es un invariante topológi
o (de he
ho un invariante ho-motópi
o) que en general se nota �.
La 
ara
terísti
a de Euler de un poliedro de dimensión dos se puede 
al
ular usandola siguiente fórmula:

� = C − A+ Vdonde C, A y V son los números de 
aras, de aristas y de vérti
es respe
tivamente. Enparti
ular, para 
ualquier poliedro homeomorfo a una esfera tenemos
�(S2) = C − A+ V = 2.Si quisieramos 
al
ular la 
ara
terísti
a de Euler de una super�
ie 
ualquiera podríamostriangular la super�
ie y luego usar la fórmula anterior, lo que es 
laro es que estepro
edimiento no resulta siempre 
ómodo. Es por esto que, en general, se utiliza otrade�ni
ión equivalente para la 
ara
terísti
a de Euler. Se puede 
al
ular la 
ara
terísti
ade Euler 
omo la suma alternada de las dimensiones de los grupos de homología.Vía Mayer-Vietoris se puede des
omponer la super�
ie y 
al
ular la 
ara
terísti
ade Euler para 
ada una de estas nuevas super�
ies, así obtener la 
ara
terísti
a deEuler de la super�
ie original. Más pre
isamente, si S = S1 ∪ S2 un argumento detriangula
ión, o bien la su
esión exa
ta larga de Mayer-Vietoris impli
a que

�(S) = �(S1) + �(S2)− �(S1 ∩ S2).Esta propiedad permite el 
ál
ulo de la 
ara
terísti
a para super�
ies más 
omplejasen base a otras que tal vez no lo sean.La 
ara
terísti
a de Euler de super�
ies orientadas 
erradas se puede 
al
ularusando su género. Si el género de la super�
ie es g enton
es se tiene que
� = 2− 2g.De todo esto se dedu
e, que una super�
ie 
errada está determinada (salvo ho-meomor�smo) por dos propiedades: el valor numéri
o de su 
ara
terísti
a de Euler (osu género) y si es o no orientable. 10



1.3. Grupos de homotopíaDado X un espa
io topológi
o y x0 un punto de X, un 
amino 
ontinuo en X que
omienza y a
aba en x0 se llama un lazo basado en x0.El 
onjunto de 
lases de homotopía de 
aminos aso
iados a los lazos basados en x0,
on la opera
ión ∗ (
on
atenar lazos) se denomina grupo fundamental de X relativoa x0 y se nota �1(X, x0).Es un he
ho 
ono
ido que si el espa
io X es 
onexo por 
aminos (ar
o
onexo), y x0y x1 son dos puntos de X, enton
es �1(X, x0) y �1(X, x1) son isomorfos. Es importantenotar que este isomor�smo depende de la 
lase de homotopía del 
amino (que unelos puntos x0 y x1) elegido, y distintas ele

iones 
ambian al isomor�smo por una
onjuga
ión. Esto permite hablar de �1(X) independientemente del punto base quehubiésemos podido elegir, re
ordando siempre que si no elegimos un punto base loselementos del grupo �1 quedan determinados a menos de 
onjuga
ión.Ejemplos: �1(S
1) = ℤ donde S1 es la 
ir
unferen
ia, �1(T ) = ℤ ⊕ ℤ donde T es eltoro (que es homeomorfo al produ
to de dos 
ir
unferen
ias), pero 
omo no todo grupofundamental es 
onmutativo, agregamos el siguiente ejemplo �1(T

∗) = ℤ ∗ℤ donde T ∗es el toro al que se le removió un dis
o y ℤ ∗ ℤ es un produ
to libre, 
on lo 
ual noabeliano.1.4. Clases de homotopía libreEl 
onjunto de 
lases de homotopía libre de 
urvas 
erradas en una super�
ie S (oen un espa
io topológi
o 
ualquiera) es el 
onjunto de 
lases de homotopía de fun
ionesde S1 en S. Se denominan de homotopía libre porque no se elige ningún punto base, ya la homotopía no se le pide que respete ningún punto base.Este 
onjunto no tiene, en general, opera
ión de grupo porque para 
on
atenar loslazos se debe elegir un punto base.Es un he
ho 
ono
ido que el 
onjunto de 
lases de homotopía libre de un espa
iotopológi
o X ar
o
onexo, está en biye

ión 
on < �1(X, x0) >. Pero las 
lases de
onjuga
ión no dependen del punto base elegido.Observa
ión 1.1. Dados G un grupo, x, x′ ∈ G 
onjugados, y, y′ ∈ G 
onjugados.Esto no impli
a en general que xy sea un 
onjugado de x′y′. Por esto no se introdu
eestru
tura de grupo en 
lases de 
onjuga
ión.Sin embargo, dados x, x′ tal que son 
onjugados, enton
es xn y (x′)n son 
onjugadospara todo n ∈ ℤ, por lo tanto este 
onjunto tiene una opera
ión 1-aria.1.5. Biálgebras de LieSea V un espa
io ve
torial (o eventualmente un módulo 
onmutativo unitario K,por ejemplo K = ℤ). Para de�nir una biálgebra de Lie se ne
esitan dos apli
a
iones11



lineales auxiliares ! : V⊗ V⊗ V −→ V⊗ V⊗ V y s : V⊗ V −→ V⊗ V de�nidas por
!(U ⊗ V ⊗W) = W ⊗ U ⊗ Vy

s(V ⊗W) = W ⊗Vpara 
ada U ,V,W ∈ V.Es de
ir, usamos la a

ión de permuta
ión en n letras V⊗n, 
on lo 
ual ! = (123)y s = (12).Un álgebra de Lie sobre un espa
io ve
torial V está dado por una apli
a
ión lineal
[ , ] : V⊗ V −→ V tal que

[ , ] ∘ s = −[ , ] , es de
ir
[x, y] = −[y, x]para todo par x, y ∈ V (antisimmetría)

[ , ] ∘ (Id⊗[ , ] ) ∘ (Id+! + !2) = 0, es de
ir
[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0para toda terna x, y, z ∈ V (identidad de Ja
obi).Una 
oálgebra de Lie sobre V esta dada por una apli
a
ión linealΔ: V −→ V⊗ Vtal que

s ∘Δ = −Δ (
o-antisimmetría)
(Id+! + !2) ∘ (Id⊗Δ) ∘Δ = 0 (identidad de 
o-Ja
obi).De�ni
ión 1.2. (V, [ , ],Δ) es una biálgebra de Lie si (V, [ , ]) es un álgebra de Lie,

(V,Δ) es una 
oálgebra de Lie y la e
ua
ión de 
ompatibilidad
Δ[a, b] = [ , ](Δa, b) + [ , ](a,Δb)vale para todo a, b ∈ V donde [ , ](a, b⊗ c) = −[ , ](b⊗ c, a) = [ , ](a, b)⊗ c+ b⊗ [a, c].La 
ondi
ión de 
ompatibilidad di
e que Δ : V → V⊗V es un 1-
o
i
lo de Chevalleydel álgebra de Lie (V, [, ]) a 
oe�
ientes en el módulo de Lie de V⊗V. O simplemente,

Δ es una deriva
ión de V en V⊗ V.Para una biálgebra de Lie arbitraria, la 
omposi
ión 
or
hete 
on el 
o
or
hete
[ , ] ∘Δ da un endomor�smo 
ara
terísti
o de V.Las biálgebras que nos interesan en este trabajo tienen la propiedad adi
ional queeste endomor�smo es nulo. Dado que estas son biálgebras parti
ulares, mere
en unade�ni
ión.

(V, [ , ],Δ) es una biálgebra de Lie involutiva si (V, [ , ],Δ) es una biálgebra deLie y [ , ] ∘Δ = 0 sobre V.
12



2. La biálgebra de Lie de 
urvas en super�
iesPara 
omenzar a tratar el tema de 
urvas en super�
ies, resumiremos aquí las
onstru

iones de Goldman y Turaev. Más pre
isamente, repasaremos las de�ni
ionesgeométri
as del 
or
hete y 
o
or
hete para 
lases de homotopía libres de 
urvas en unasuper�
ie orientable y orientada.Sea W el espa
io ve
torial generado por todas las 
lases de homotopía libres (tri-viales o no) de lazos en una super�
ie y sea W0 el subespa
io ve
torial generado por la
lase del lazo trivial. En [2℄, Goldman de�ne una estru
tura de álgebra de Lie sobre W.Turaev probó que esta estru
tura pasa al 
o
iente W/W0 y que existe un 
oprodu
tosobre W/W0 que ha
e de W/W0 una biálgebra de Lie.Sean V y W dos 
lases (no triviales) de homotopía (libre) de 
urvas. Elegimosrepresentantes A de V y B de W en posi
ión general. Enton
es el 
onjunto de puntosde interse

ión de estas 
urvas 
ontiene una 
antidad �nita de elementos p1, p2, . . . pm.A 
ada uno de estos puntos pi le asignamos una 
lase de homotopía y un signo: la 
laseque 
ontiene el lazo que 
omienza en pi sigue a lo largo de A y luego a lo largo de B, yel signo se obtiene al 
omparar la orienta
ión de la super�
ie 
on la orienta
ión dadapor los ar
os salientes de pi o sea A y B (en ese orden) positivo si 
oin
ide, negativo sino. El 
or
hete < V,W > se de�ne 
omo la suma signada de todas las 
lases dehomotopía. En símbolos
< V,W >=

∑

p∈A∩B

sgnp(A,B){clase(A.pB)}0donde sgnp(A,B) denota el signo, A.pB es el produ
to usual de lazos que pasan por py 
lase(X) denota la 
lase de 
onjuga
ión del lazo X.Para poder de�nir el 
o
or
hete, para 
ada 
lase de homotopía no trivial W, elegi-mos un representante A en posi
ión general. Enton
es los puntos de auntointerse

iónson �nitos, digamos q1 . . . qn. A 
ada uno de estos puntos qi se le aso
ia un par ordenadode 
lases de homotopía (Wqi
1 ,W

qi
2 ) de la siguiente manera: primero se ordenan los ar
osde A salientes de qi de forma tal que de�nan la misma orienta
ión que la super�
ie.

Wqi
1 es la 
lase de 
onjuga
ión del lazo que 
omienza en el primer ar
o, re
orre unaparte de A y vuelve a qi. Análogamente, Wqi

2 es la 
lase de 
onjuga
ión del lazo que
omienza en el segundo ar
o re
orre A hasta que vuelve a qi otra vez.El 
o
or
hete enton
es se de�ne por la siguiente fórmula
Δ(W) =

∑

q1,q2...qn

{Wqi
1 }0 ⊗ {Wqi

2 }0 − {Wqi
2 }0 ⊗ {Wqi

1 }0Veremos ejemplos para el 
or
hete y 
o
or
hete usando esta de�ni
ión en futurasse

iones. Más pre
isamente una vez que hallamos modelado super�
ies y 
urvas me-diante diagramas será evidente la pra
ti
idad de las anteriores de�ni
iones si es que se13



tiene 
omo dato los puntos de interse

ión entre dos 
urvas o puntos de autointerse

iónde una 
urva.Proposi
ión 2.1. [1℄ La biálgebra de Goldman-Turaev es involutiva, es de
ir
< , > ∘Δ = 0.En adelante abordaremos este problema desde un punto de vista 
ombinatorio, esde
ir de�niremos un 
or
hete y un 
o
or
hete de manera 
ombinatoria luego agre-garemos diagramas que permitirán entender esta idea geométri
amente. Más adelanteprobaremos que estas de�ni
iones son análogas a las de�nidas por Golman-Turaev yasí al mostrar ejemplos los expli
aremos de dos maneras distintas, usando argumentos
ombinatorios y también usando estas primeras de�ni
iones.

14



3. El espa
io ve
torial de palabras 
í
li
as y 
lases de
onjuga
ión del grupo libreEn una super�
ie pin
hada 
onexa el grupo fundamental es libre y por lo tanto selo puede des
ribir 
omo el 
onjunto de palabras en el alfabeto de sus generadores y susinversos. Por ser un grupo libre, la úni
a 
an
ela
ión que o
urre al formar una palabraes la yuxtaposi
ión de una letra y su inverso.En un grupo 
ualquiera los elementos ab y ba son 
onjugados,
ab = b−1babpor lo tanto la 
lase de 
onjuga
ión de una palabra a1 . . . an 
oin
ide 
on la de 
ualquierpermuta
ión 
í
li
a. Por esta razón nos interesaremos en las palabras 
í
li
as. Detel-laremos esta rela
ión en la se

ión �Diagramas�.El mérito de Chas 
onsiste en des
ribir las opera
iones geométri
as en términos
ombinatorios y por eso dedi
amos esta se

ión a las palabras 
í
li
as y sus 
onstru
-
iones 
ombinatorias.3.1. Palabras 
í
li
as y pares linkeadosEmpezaremos 
on algunas de�ni
iones que ne
esitaremos a lo largo de todo estetrabajo. Re
ordaremos siempre nuestro ejemplo motivador que es el de una super�
ie
uyo grupo fundamental es libre en n generadores; en 
onse
uen
ia el 
onjunto de
lases de homotopía libre de 
urvas en una super�
ie está en biye

ión 
on las palabras
í
li
as en letras dadas por los generadores y sus inversos.Para 
ada entero no negativo n, el n-alfabeto o, más brevemente, el alfabeto esel 
onjunto de 2n símbolos An = {a1, a2 . . . , an, a1, a2, . . . , an}.Consideraremos palabras, en estas letras, que llamaremos palabras lineales, y lasnotaremos 
on mayús
ulas.Ejemplo 3.1. Si 
onsideramos el alfabeto {a1, a2, a1, a2} una palabra lineal sería V =

a1a1a2a1 y 
ualquier yuxtaposi
ión de 
ualquier 
antidad �nita de estas letras tambiénsería una palabra lineal.También 
onsideraremos palabras 
í
li
as en letras de An, que notaremos 
on letras
aligrá�
as. Se puede pensar en las palabras 
í
li
as 
omo símbolos ubi
ados en losvérti
es de las raí
es n-ésimas de la unidad en ℂ sin distinguir entre rota
iones 
ir
ularesde la misma palabra. Es de
ir, podemos leer la palabra empezando en 
ualquiera desus letras, siempre respetando la orienta
ión que tenga asignada la palabra.Por 
onven
ión se leerá la palabra 
í
li
a en sentido 
ontrario al de las agujas delreloj.Ejemplo 3.2. En la siguiente �gura podemos observar un ejemplo de una palabra
í
li
a. 15



↶

a1

a3

a7a6

a4a5

a4 a4Figura 1: W = c(a5a6a4a1a4a7a4a3) palabra 
í
li
a en letras de A7Si x0x1 . . . xm−1 es una palabra lineal, enton
es, por de�ni
ión, x0x1 . . . xm−1 =
xm−1xm−2 . . . x0 y para 
ada letra x, x = x.Una palabra lineal x0x1 . . . xm−1 es libremente redu
ida si xi ∕= xi+1 para 
ada
i ∈ {0, 1, . . . , m− 1}.Ejemplo 3.3. La palabra lineal a5a5a4a1 no es libremente redu
ida mientras que a4a1sí lo es.Una palabra lineal W1 es un representante lineal de una palabra 
í
li
a W si W1puede ser obtenida a partir deW después de ha
er un 
orte entre dos letras 
onse
utivasde W. En ese 
aso, es
ribimos W = c(W1).Ejemplo 3.4. Dada W1 = a1a2a1a2 es un representante lineal de W = c(a1a2a1a2).También se puede notar que dada una palabra 
í
li
a hay en prin
ipio más de unrepresentante lineal.Si W es una palabra 
í
li
a, W1 es un representante lineal W, y n es un enteropositivo, se de�ne Wn 
omo c(Wn

1 ) (o sea 
on
atenar W1 n ve
es y luego 
onsiderar lapalabra 
í
li
a dada por esa palabra lineal), W 
omo c(W1), y W−n 
omo W
n. Estasson opera
iones bási
as entre 
lases de 
onjuga
ión en grupos y resultan bien de�nidas.Es de
ir que después de 
on
atenar n ve
es, la palabra 
í
li
a que queda de�nida es lamisma sin importar 
ual sea el representante lineal que se hubiese elegido.Ejemplo 3.5. Si W = c(a1a2) enton
es W2 = c(a1a2a1a2) y W = c(a2a1).Una palabra 
í
li
a es redu
ida (o 
í
li
amente redu
ida) si es no va
ía y todos susrepresentantes lineales son libremente redu
idos, o sea el arreglo de símbolos o anilloes redu
ido.Una palabra 
í
li
a redu
ida es primitiva si no puede ser es
rita 
omo Wr paraalgún r ≥ 2 y alguna palabra 
í
li
a redu
ida W.Ejemplo 3.6. Dada W = c(a1a2a1a2) enton
es no es primitiva ya que W = c(a1a2)

2.En 
ambio la palabra W = c(a1a2a1a2a1) es primitiva.La longitud de una palabra lineal (resp. 
í
li
a) W (resp. W) es la 
antidad deletras 
ontadas 
on multipli
idad 
on la que apare
e y será notado 
omo ℓ(W) (resp.
ℓ(W)). 16



Ejemplo 3.7. En el 
aso lineal ℓ(a1a1a2a1a1a2) = 6 y análogamente en el 
aso de unapalabra 
í
li
a ℓ(c(a1a1a2a1a1a2)) = 6.Llamaremos subpalabra de una palabra 
í
li
a W a una subpalabra de un rep-resentante lineal de W, es de
ir se eligen dos letras (podría ser una úni
a letra) enla palabra 
í
li
a, y la subpalabra, se lee desde la primera de las letras hasta la últi-ma respetando la orienta
ión de la palabra 
í
li
a. En parti
ular la longitud de unasubpalabra es menor o igual que la longitud de la palabra 
í
li
a.Ejemplo 3.8. Dada la palabra 
í
li
a W = c(abcabcac) podemos en
ontrar, entreotras, las siguientes subpalabras:las subpalabras de longitud uno son a, b, c, a, b, c, a y c;las de longitud dos son ab, bc, ca, ab, bc, ca, ac y ca;las de longitud tres son abc, bca, cab, abc, bca, cac, aca y cab;y así podemos seguir 
on las subpalabras de longitud 
uatro, 
in
o, seis, siete y o
ho.Se puede observar que en la lista que se enumeró anteriormente hay palabras repetidas,es de
ir que en una palabra 
í
li
a que podría ser primitiva o no, se podría en
ontrarmás de una vez la misma subpalabra.Símbolo de super�
ie y signosSea O una palabra 
í
li
a (redu
ida o no) tal que todas las letras de An apare
enexa
tamente una vez. De ahora en más, trabajaremos 
on una palabra O �ja y todasnuestras 
onstru

iones dependerán de esta ele

ión. Esta palabra O será llamada elsímbolo de la super�
ie.Ejemplo 3.9. Si 
onsideramos el alfabeto A3 = {a, b, c, a, b, c} un símbolo de super�
ie
O posible sería c(abcabc). Pero 
laramente este no es el úni
o, 
ualquier permuta
ión deestas letras dará lugar a otra palabra 
í
li
a O que también será símbolo de super�
ie.Para 
ada palabra 
í
li
a W (redu
ida o no), aso
iamos un número, o(W) ∈
{−1, 0, 1} 
omo sigue. Si W es no va
ía y tal que existe una inye

ión que preserve elorden (resp. si existe una inye

ión que lo invierta) en el anillo de las letras de W alas letras de O enton
es o(W) = 1 (resp. o(W) = −1). En los demás 
asos, o sea si
W es va
ía o no existe una inye

ión que preserve o invierta la orienta
ión, enton
es
o(W) = 0.En otras palabras, si se en
uentran las letras de la palabraW en el mismo orden queal leer algún representante lineal del símbolo de super�
ie, enton
es o(W) = 1. Si pasaesto último pero en el orden inverso enton
es o(W) = −1. Si ninguna de las op
ionesanteriores se 
umple, es de
ir las letras de la palabra W apare
en desordenadas en Oo la palabra es va
ía, enton
es o(W) = 0. 17



De la la siguiente de�ni
ión dependerá el resto de este trabajo, 
on lo 
ual es de vitalimportan
ia. Si bien a primera vista esta de�ni
ión resulta arbitraria, más adelante sedarán argumentos geométri
os que permitirán entender la utilidad y el porqué de estade�ni
ión.De�ni
ión 3.10. Sean P, Q dos palabras lineales. El par ordenado (P,Q) esta O-linkeado o más brevemente linkeado, si P y Q son redu
idas, de longitud por lo menosdos y se 
umple alguna de las siguientes 
ondi
iones.(1) P = p1p2, Q = q1q2 y o(c(p1q1p2q2)) ∕= 0.(2) P = p1Yp2, Q = q1Yq2, p1 ∕= q1, p2 ∕= q2 e Y es una palabra lineal de longitud almenos uno, y si es
ribimos Y 
omo x1Xx2 (donde X es la palabra va
ía si Y tienelongitud dos y x1 
oin
ide 
on x2 si la longitud de Y es uno), enton
es o(c(p1q1x1)) =
o(c(p2q2x2)).(3) P = p1Yp2, Q = q1Yq2, p1 ∕= q2, p2 ∕= q1 e Y es una palabra lineal de longitud almenos uno, y si uno es
ribe Y 
omo x1Xx2 (donde X puede ser la palabra va
ía y
x1 puede ser igual a x2), enton
es o(c(q2p1x1)) = o(c(q1p2x2)).Más adelante veremos que los pares linkeados dete
tan puntos de autointerse

iónde una 
urva o puntos de interse

ión entre dos 
urvas, de ahí la importan
ia de estade�ni
ión.De�ni
ión 3.11. Si W es una palabra 
í
li
a redu
ida, notamos LP1(W) al 
onjuntode todos los pares linkeados (P,Q), donde P y Q son subpalabras de W, y 
ontandoestos pares 
on la multipli
idad 
on la que aparez
an.Es de
ir LP1(W) más que un 
onjunto es un multiset o bag (Ver apéndi
e A).Ejemplo 3.12. ([1℄ Ejemplo 2.2) Sea O = c(a1a2a1a2a3a4a3a4) y se 
onsidera W =

c(a1a2a3a1a1a3a2a1). Hay pares linkeados en LP1(W) de todos los tipos:(1) los pares; (a2a3, a3a1), (a3a1, a2a3) (a2a3, a1a3), (a1a3, a2a3), (a3a1, a3a2), (a3a2,
a3a1), (a1a3, a3a2) y (a3a2, a1a3) son todos los pares que satisfa
en la de�ni
ión3.10 (1);(2) (a3a1a1, a1a1a3), (a1a1a3, a3a1a1), (a2a1a1, a1a1a2) y (a1a1a2, a2a1a1) son todos lospares que satisfa
en la de�ni
ión 3.10 (2);(3) (a1a2a3a1, a1a3a2a1) y (a1a3a2a1, a1a2a3a1) son los pares que satisfa
en la de�ni
ión3.10 (3);Aquí se in
luyen algunos diagramas para visualizar el ejemplo, para esto tambiénse resaltaron las letras en juego. Si 
onsideramos el par (a2a3, a3a1):Si 
onsideramos el par (a3a1a1, a1a1a3):18



↶
O

a3

a1

a3a1

a4a2

a2
a4Figura 2: o(c(a2a3a3a1)) = 1 porque estas letras se pueden en
ontrar en el sentido de

O.
O
↶

a3

a1

a3a1

a4a2

a2 a4Figura 3: o(c(a3a1a1)) = o(c(a1a3a1)) = −1 porque las letras de ambas palabras a3a1a1y a1a3a1 se en
uentran en sentido inverso al de O.Observa
ión 3.13. Como una subpalabra lineal de una palabra 
í
li
a está totalmentedeterminada por su letra ini
ial y �nal, enton
es, el 
onjunto de subpalabras linealesde una palabra 
í
li
a redu
ida W 
ontiene ℓ(W)2 elementos (re
ordar que se 
uenta
ada palabra 
on la multipli
idad 
on la que aparez
a). Con lo 
ual el 
onjunto depares linkeados es �nito y 
ontiene a lo sumo ℓ(W)4 elementos.
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4. DiagramasEn esta se

ión se mostrará a través de diagramas 
omo des
ribir una super�
ie
on borde a partir de 
iertas palabras 
í
li
as. Al revés, veremos (
on diagramas) 
ómodada una super�
ie orientada 
on borde, esta se podría modelar 
on una palabra 
í
li
a
O. Des
ribiremos 
urvas, más pre
isamente lazos, en estas super�
ies vía palabras 
í
li-
as. Esto último dará lugar a trabajar sobre los grupos de homotopía de 
ada una deestas super�
ies. Haremos una 
lasi�
a
ión de los grupos de homotopía para 
ada unade las super�
ies dada por una palabra 
í
li
a (que sólo dependerá de la 
antidad deletras que aparez
an en el símbolo de la super�
ie).Como antes, empezamos �jando una palabra 
í
li
a O (redu
ida o no) tal que todaslas letras de An apare
en exa
tamente una vez. Notaremos 
on PO al polígono (
onvexo)de 4n lados, tal que estos están etiquetados 
on sentido 
ontrario al de las agujas delreloj de la siguiente manera: uno elige un lado y lo etiqueta 
on la primer letra de O,el siguiente no se etiqueta, el siguiente lleva la segunda letra de O, el siguiente no seetiqueta, y así su
esivamente, 
omo se muestra en la siguiente �gura.

O = c(a1a1a2a3a2a3)↺ a1

a1a2

a3

a2 a3Figura 4: El polígono de 4n-lados POPara 
ada i ∈ {1, 2, . . . , n}, identi�
amos los lados ai y ai sin 
rear 
intas de Moe-bius. De esta manera, obtenemos una super�
ie orientable ΣO 
on borde.Ejemplo 4.1. Si se toma O la palabra va
ía se obtiene un dis
o, 
on O = c(aa) seobtiene un 
ilindro (hue
o), 
on O = c(a1a2a1a2) se obtiene el toro pin
hado y 
on O =
c(a1a1a2a2) el 
ilindro pin
hado (1 vez), 
on O= c(a1a2a3a3a2a1) el 
ilindro pin
hado2 ve
es, y así, aumentando la 
antidad de letras podemos obtener distintas super�
ies
on borde (en la siguiente �gura se detallan las 
onstru
iones de algunas de estassuper�
ies).
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a

a

a
aCilindro

b

a

a
b

O = c(aabb)O = c(aa)

Cilindro pin
hadoa

a
b
b

Figura 5: Cilindros
b

b

a
a

a a

b

b

Las úni
as super�
ies que se pueden obtener a partir de 
uatro letras son el 
ilindropin
hado de la �gura 5 y el toro pin
hado.Figura 6: Toro pin
hadoMás generalmente, toda super�
ie orientable 
on borde se puede modelar 
on unade estas palabras 
í
li
as. Para esto hay que partir de que toda super�
ie orientable 
onborde es una unión 
onexa de 
ierta 
antidad de toros y 
ierta 
antidad de 
omponentesde borde.

Se pro
ede de la siguiente manera: se toma una 
omponente de borde de la super�
iey vía homotopía se realiza un estiramiento de la misma. De esta manera se puede pensara la super�
ie 
omo un re
tángulo 
on g manijas y n agujeros (o 
omponentes de borde)
omo se ve en la siguiente �gura. 22



En parti
ular en el último diagrama super�
ie 
uenta 
on 
in
o 
omponentes deborde (
uatro apare
en en el diagrama 
omo 
ir
unferen
ias y la restante es el re
tán-gulo exterior) y dos manijas. Con líneas punteadas se indi
an los 
ortes que deberíanrealizar para obtener una super�
ie homeomorfa a un polígono de 
ierta 
antidad delados. Más pre
isamente, 
ada vez que se reali
e uno de los 
ortes indi
ados 
on lineasde puntos, se etiqueta 
ada uno de estos bordes 
on letras ai, ai indistintamente. Estodará lugar a un símbolo de super�
ie y luego a un polígono que en este ejemplo enparti
ular es de 32 lados, de los 
uales 16 estarán etiquetados.Observa
ión 4.2. Del diagrama anterior se puede extraer 
omo 
on
lusión lo si-guiente: por 
ada dos 
omponentes de borde se deberá realizar un 
orte, por 
adamanija (llamamos g al género o 
antidad de manijas) se ne
esitan dos 
ortes. En total
2g + n− 1 
ortes y por 
ada 
orte se tienen dos letras. Así, dada S una super�
ie ori-entable 
on género g y n 
omponetes de borde, el polígono que modeliza esta super�
ietiene 4(2g+n−1) lados, es de
ir 2(2g+n−1) = #An donde el alfabeto es un 
onjuntodel tipo An = {a1, a2, . . . , an, a1, a2, . . . , an}.Podemos observar también, que dadas dos o más palabras 
í
li
as distintas O (dado
n hay un total de (2n− 1)! símbolos de super�
ie posibles), estas pueden dar lugar ala misma super�
ie. Por ejemplo, las palabras O = c(a1a2a1a2) y O = c(a1a2a1a2) danlugar al toro pin
hado, mientras que O = c(a1a1a2a2) y O = c(a1a1a2a2) dan lugar al
ilindro pin
hado. En general, dado un símbolo de super�
ie O, si se inter
ambian loslados etiquetados 
on las letras ai y ai para 
ualquier i, se habrá 
ambiado la palabra
O pero la super�
ie será la misma, ya que se identi�
aban los lados etiquetados 
onestas letras. Por otro lado si se eligen i y j y se inter
ambian ai y ai por aj y ajrespe
tivamente, se obtiene la misma super�
ie a pesar de haber 
ambiado el símbolode super�
ie.Nos interesa ahora poder des
ribir 
urvas en estas super�
ies, pero sin distinguirentre 
urvas homotópi
as.Notamos 
on � : PO −→ ΣO la proye

ión y 
on Exi

la proye

ión del lado etique-tado 
on xi. Observemos que Exi
= Exi .Un lazo en ΣO es una 
urva 
errada en ΣO.Sea c en el interior de PO. Para 
ada i ∈ {1, 2, . . . , n}, sea qi y si un par de puntostal que �(qi) = �(si), y que qi (resp. si) este en el interior del lado etiquetado 
on ai23



(resp. ai). Notamos 
on ai la 
lase de homopía del lazo que 
omienza en �(c), siguela proye

ión del segmento desde c hasta qi y luego a lo largo de la proye

ión delsegmento desde si ha
ia c. Enton
es {a1, a2, . . . , an} es el 
onjunto de generadores delgrupo fundamental de ΣO. Este último es un he
ho 
ono
ido pero agregamos aquí unaobserva
ión que permite entenderlo de una manera muy grá�
a y más aún podemos
ara
terizar el grupo fundamental. Para demostrar la 
ara
teriza
ión de estos gruposde homotopía de debe ha
er uso del teorema de van Kampen.Observa
ión 4.3. Si n = 0 enton
es la super�
ie aso
iada es el dis
o que, 
omoes 
ontra
til, es homotópi
amente nulo.Si n = 1 enton
es O = c(aa), la super�
ie que obtenemos es un 
ilindro, que eshomotópi
amente equivalente a un anillo y enton
es resulta �1 = ℤ.Si 2 ≤ n enton
es ℓ(O) = 2n, al pegar el lado ai 
on el lado ai para todo
1 ≤ i ≤ n obtenemos una super�
ie homotópi
a a un bouquet de S1's, 
uyogrupo fundamental es el grupo libre ℤ ∗ ⋅ ⋅ ⋅ ∗ ℤ

︸ ︷︷ ︸

n−veces

(ver el siguiente diagrama).De esta manera, en 
uanto a homotopía se re�era, resulta indistinto el orden enel 
ual aparez
an las letras de O (es de
ir las super�
ies son homotópi
as).Podemos agregar también que todas estas super�
ies tienen grupo de homotopíano abeliano para todo 2 ≤ n.En la siguiente �gura mostramos 
omo sería la situa
ión 
uando n = 2, pero para
ualquier otra 
antidad n de letras el pro
edimiento sería análogo.

Figura 7: Los tres primeros diagramas son homotópi
os y en el último identi�
amoslas 
aras 
orrespondientes a las letras ai 
on ai y obtenemos una �or o bouquet de2-pétalos 
uyo �1 es ℤ∗ℤ. Si repetimos el pro
edimiento 
on un polígono de 4n lados osea 2n letras, obtendremos una �or o bouquet de S1's de n-pétalos (que por el teoremade van Kampen se puede probar) que tiene �1 = ℤ ∗ ⋅ ⋅ ⋅ ∗ ℤ (donde ∗ es el produ
tolibre de los grupos, ver apéndi
e).Una 
onse
uen
ia de 4.2 y la observa
ión anterior es la siguiente: una super�
ie degénero g 
on n 
omponentes de borde tiene grupo fundamental isomorfo al produ
tolibre ℤ ∗ ℤ ∗ ⋅ ⋅ ⋅ ∗ ℤ
︸ ︷︷ ︸

2g+n−1 veces

. 24



Si W es un palabra 
í
li
a redu
ida en letras de An, un lazo � en ΣO es un rep-resentante de W si � es libremente homotópi
a a una 
urva � que pasa a través de
c tal que la 
lase de homotopía (basada en 
) � es
rita en generadores {a1, a2, . . . , an}es un representante lineal de W.Una 
urva (
on o sin borde) � (resp. un par de lazos �, �) en una super�
ie Σtiene un bígono si existe un par de ar
os u y v sub-ar
os de � (resp. u sub-ar
o de
� y v sub-ar
o de �), tal que los puntos extremos de u son los mismos que los puntosextremos de v y el lazo que resulta de re
orrer primero a lo largo de u y después a lolargo de v es homotópi
amente nula en Σ.

�

�
vía homotopía�

�
on bígono ½sin bígono!De ahora en adelante, 
ada vez que 
onsideremos una palabra W = c(x0x1x2 . . .
xm−1), para 
ada i ∈ ℤ, notaremos 
on xi la letra de W 
on subíndi
e i módulo m.Esta 
onven
ión también se apli
a a otros objetos 
on subíndi
es.Un segmento es una apli
a
ión de un intervalo 
errado y a
otado del eje real enla super�
ie. Si A0, A1, A2, . . . , As−1 es una su
esión de segmentos orientados de POtal que para 
ada i ∈ {0, 1, . . . , s− 2}, la proye

ión del punto �nal de Ai es igual a laproye

ión del punto ini
ial de Ai+1, enton
es �(A0)�(A1) . . . �(As−1) es un ar
o en ΣO.Es
ribiremos �(AiAi+1 . . . Ai+j) en vez de �(Ai)�(Ai+1) . . . �(Ai+j). Claramente, si elpunto �nal de �(As−1) es igual que el punto ini
ial de �(A0) enton
es �(A0A1 . . . As−1)es un lazo.En la siguiente de�ni
ión se darán pautas generales para la 
onstru
ión de 
urvasen los diagramas que de�nen super�
ies.De�ni
ión 4.4. Sea W = c(x0x1x2 . . . xm−1) una palabra 
í
li
a redu
ida y sea �un representante de W. Diremos que � es un representante segmentario de Wsi existe una su
esión de segmentos orientados A0, A1, A2, . . . , Am−1 en PO tal que
� = �(A0A1 . . . Am−1), y(1) Para 
ada i ∈ {0, 1, 2, . . . , m− 1}, Ai es un ar
o orientado que 
omienza en elinterior del lado etiquetado 
on xi, y termina en el interior del lado etiquetado 
on

xi+1.(2) Para 
ada i, j ∈ {0, 1, 2, . . . , m− 1}, Ai interse
a Aj a lo sumo un punto.(3) Los puntos �nales de los ar
os A0, A1, . . . , Am−1 son todos distintos.(4) No hay interse

iones triples entre los ar
os A0, A1, . . . , Am−1.(5) Para 
ada i ∈ {0, 1, 2, . . . , m− 1}, el interior de Ai esta 
ontenido en el interior de
PO. 25



En las siguientes �guras se detallan algunos ejemplos de representantes segmentariosde palabras 
í
li
as.
a1

a1a2

a3

a2 a3Figura 8: W = c(a1a2a3a2) y O = c(a2a3a2a3a1a1)Ejemplo 4.5. Considerando la palabra W = c(a1a2a3a2) debemos trazar un segmentodesde el lado etiquetado 
on la letra a1 hasta el lado 
orrespondiente a la letra a2, estesegmento �apare
e� en el lado etiquetado 
on la letra a2, y de ahí parte otro segmentoha
ia el lado 
orrespondiente a a3, este �apare
e� en a3 y llega hasta a2, y por último,desde a2 hasta a1, donde empezó. O sea, esta palabra 
í
li
a da lugar a un lazo en lasuper�
ie.
V V−1 = V

Figura 9: V y V son �la misma 
urva� pero 
on sentido opuesto.Ejemplo 4.6. Por 
ada subpalabra a1a2 de V se tiene un segmento del lado etiquetado
on a1 ha
ia el lado etiquetado 
on a2.En V en
ontraremos a2a1, que es el mismo segmento re
orrido al revés, es de
ir vadesde a2 ha
ia a1.El siguiente lema 
ara
teriza los representantes segmentarios de las palabras 
í
li
as
on bígonos.
26



(a) (b)

a1

a1a2

a3

a2 a3

a1

a1a2

a3

a2 a3

c(a1a2a3a2) c((a1a2a3a2)
3)

Ejemplo 4.7. Una poten
ia de V es 
omo enros
ar la 
urva sobre sí misma, aquígra�
amos un representante segmentario de una 
urva y del 
ubo de esa 
urva, tambiénpodemos notar que al enros
ar apare
en �nuevos� puntos de autointerse
íón, es de
iralgunos pare
en 
opias de los que ya apare
ian 
omo puntos de autointerse

ión dela 
urva y otros, �nuevos�, que (veremos más adelante) no serán dete
tados por pareslinkeados.
Ea

Eb

a

a

b

b

O

Figura 10: Un representante de V = c(aabb).Lema 4.8. ([1℄ Lema 3.2) Sea W = c(x0x1x2 . . . xm−1) una palabra redu
ida y sea
� = �(A0A1 . . . Am−1) un representante segmentario de W. Enton
es � tiene un bígonosi y sólo si existen i, j ∈ {0, 1, . . . , m− 1}, j ∕= i, y k ≥ 0 tal que vale alguna de lassiguientes 
ondi
iones(1) �(Ai) ∩ �(Aj) ∕= ∅, �(Ai+k) ∩ �(Aj+k) ∕= ∅ y para 
ada ℎ ∈ {1, 2, . . . , k − 1},

�(Ai+ℎ) ∩ �(Aj+ℎ) = ∅.(2) �(Ai) ∩ �(Aj) ∕= ∅, �(Ai+k) ∩ �(Aj−k) ∕= ∅ y para 
ada ℎ ∈ {1, 2, . . . , k − 1},
�(Ai+ℎ) ∩ �(Aj−ℎ) = ∅.En otras palabras lo que di
e el lema anterior, es que si dos 
urvas se 
ruzan ydespués de la misma 
antidad de pasos se vuelven a 
ruzar enton
es en
ierran un bígono,independientemente de que vayan en la misma o 
ontraria dire

ión. Más pre
isamentela op
ión (1) se re�ere al 
aso en que ambas 
urvas tengan la misma dire

ión, mientrasque el 
aso (2) trata la misma situa
ión pero en el 
aso en el que las 
urvas tienenorienta
ión opuesta. 27



Proposi
ión 4.9. ([1℄ Proposi
ión 3.3) Sea W = c(x0x1 . . . xm−1) una palabra 
í
li
aredu
ida y primitiva. Enton
es existe un representante segmentario � = �(A0A1 . . .
Am−1) de W tal que � no tiene bígonos.Proposi
ión 4.10. ([1℄ Proposi
ión 3.4) Sea r ≥ 1 y sea W = c(y0y1 . . . ym−1)

r unapalabra 
í
li
a redu
ida tal que c(y0y1 . . . ym−1) es primitiva. Enton
es existe un re-presentante segmentario de W, � = �(A0A1 . . . , Amr−1) tal que para 
ada par i, j ∈
{0, 1, . . . , mr − 1} las siguientes a�rma
iones son equivalentes(1) Ai ∩ Aj ∕= ∅ e i ≡ j (mód m).(2) i = j ó i = mr − 1 ó j = mr − 1.Más aún, todos los bígonos de � tienen sus puntos extremos en las interse

iones de
Amr−1 
on Amj−1 para algún j ∈ {1, 2, . . . , r − 1}.Gra
ias a estas dos últimas proposi
iones podemos tomar representantes que notengan bígonos, o que tengan una mínima 
antidad de ellos. En la siguiente se

iónveremos que esto equivale a tomar un representante de una 
urva que tenga una mínima
antidad de puntos de autointerse

ión.En todos los diagramas que gra�
aremos en adelante tomaremos un representantesegmentario sin bígonos (en el 
aso en que la palabra 
í
li
a sea primitiva y redu
ida)o 
on una mínima 
antidad de ellos (
uando la palabra no sea primitiva).De�ni
ión 4.11. Una 
lase de homotopía es simple si tiene un representante simple,es de
ir, que no se autointerse
a.Las 
lases de homotopía simples satisfa
en 
iertas propiedades que no son 
iertaspara el resto de las 
lases de homotopía. Por ejemplo si la 
lase de homotopía es simpleenton
es su 
o
or
hete será 0. Mientras que hay 
lases no simples (que tampo
o sonpoten
ia de una 
lase simple) 
on 
o
or
hete 0.
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5. Rela
ión pares linkeados vs. puntos de interse

iónEn esta se

ión se analizarán la rela
ión que guardan el 
onjunto de pares linkeados
on el 
onjunto de puntos de interse

ión de una 
urva. Par esto se ha re
opilado unaserie de teoremas.Comenzaremos 
on un diagrama para motivar la idea.
(a) (b)En la situa
ión de la �gura (a) es 
laro que se tiene un punto en la interse

iónde estos dos ar
os. Si en 
ambio se observa el polígono de la Figura (b) que está ala izquierda no es 
laro que exista un punto en la interse

ión, 
ontinuamos enton
esgra�
ando la 
urva, en el segundo polígonosigue sin quedarnos 
laro si estas dos 
urvasse 
ortan. Continuamos enton
es gra�
ando la 
urva hasta que 
omien
e y termine enlados distintos, así sabremos si se interse
an los ar
os o no. Esta es la idea que 
apturanlos pares linkeados. Si el par (P,Q) veri�
a (1) en la de�n
ión de par linkeado estaremosen la situa
ión de la �gura (a). Si en 
ambio se observa la �gura (b) se veri�
a la op
ión

(2) de la de�ni
ión de par linkeado.La 
onstru

ión del diagrama (b) será detallada más adelante.De�ni
ión 5.1. Sean U y V un par de ar
os de representantes segmentarios de � y
� respe
tivamente, tal que las palabras de las que provienen son xixi+1 . . . xi+j+1 e
ykyk+1 . . . yk+j+1 respe
tivamente (j ≥ 0). Más aún, asumamos que exa
tamente unade las siguientes 
ondi
iones su
ede(1) xi ∕= yj, xi+j+1 ∕= yk+j+1 y xi+1xi+2 . . . xi+j = yk+1yk+2 . . . yk+j.(2) xi ∕= yk+j+1, xi+j+1 ∕= yk y xi+1xi+2 . . . xi+j = yk+jyk+j−1 . . . yk+1.Diremos que {U, V } es un par de ar
os semiparalelo en el 
aso (1) y antipa-ralelo en el 
aso (2).Observar que el primer item de la de�ni
ión anterior está rela
ionado 
on los pareslinkeados tipo (1) o tipo (2) mientras que el segundo item está rela
ionado 
on lospares linkeados de tipo (3).De�ni
ión 5.2. Sean V una palabra 
í
li
a primitiva y redu
ida de longitud m, 1 ≤ ry sea W = Vr. Tomemos un representante segmentario de W que no tenga bígonos si29



r = 1 (existe por la proposi
ión 4.9) y que veri�que las hipótesis de la proposi
ión 4.10si r ≥ 1minimal. Sea r > 1 y � un representante segmentario de W que tiene la mínima
antidad de puntos de autointerse

ión. Notaremos 
on P� el 
onjunto de puntos deinterse

ión de �(Arm−1) 
on �(Akm−1), para k ∈ {1, 2, . . . , r − 1} y notaremos 
on
L� al 
onjunto de puntos de autointerse

ión de � que no estén en P�. Enton
es el
onjunto de puntos de autointerse

ión de un representante segmentario minimal � esla unión disjunta de P� y L�. Cuando r = 1 P� es va
ío y por de�ni
ión L� es el
onjunto de puntos de autointerse

ión.La de�ni
ión anterior ha
e una importante distin
ión entre los puntos de interse
-
ión de una 
urva.En el siguiente teorema podemos observar una notable rela
ión entre uno de estosdos sub
onjuntos y el 
onjunto de pares de subpalabras linkeadas. Pero antes un lemaprevio.Lema 5.3. ([1℄ Lema 3.7) Sea W = c(x0x1 . . . xm−1) una palabra 
í
li
a redu
ida y sea
� un representante segmentario minimal de W. Sea p un punto de autointerse

ión de
�, tal que p ∈ L�. Enton
es existe un úni
o par de ar
os semiparalelo de �, {U, V },tal que p ∈ U ∩ V . Más aún, si U = �(AiAi+1 . . . Ai+j) y V = �(AkAk+1 . . . Ak+j),enton
es 0 ≤ j ≤ ℓ(W) − 1 y existe un úni
o u ∈ {0, 1, . . . , j} tal que p ∈ �(Ai+u) y
p ∈ �(Aj+u) en el 
aso paralelo y p ∈ �(Ak+j−u) en el 
aso antiparalelo.Teorema 5.4. ([1℄ Teorema 3.9) Sea W = c(x0x1 . . . xm−1) una palabra 
í
li
a re-du
ida en letras de An y sea � un representante segmentario minimal de W. Enton
eslos puntos de autointerse

ión de � en L� están en 
orresponden
ia biunívo
a 
on el
onjunto de pares linkeados de W de la forma {(P,Q), (Q,P)}.En la siguiente �gura veremos una interpreta
ión grá�
a del teorema anterior paraesto formalizaremos la idea usada en el diagrama del 
omienzo de esta se

ión.Se aso
ia a 
ada palabra lineal xixi+1 . . . xi+j una su
esión de 
opias de PO pegadasde la siguiente manera: se 
onsideran j − 1 
opias P 1

O, P 2
O, P 3

O, . . . , P j−1
O del polígono

PO. Sea S = (P 1
O∪P 2

O∪⋅ ⋅ ⋅∪P j−1
O )/ ∼, donde ∼ es la rela
ión de equivalen
ia generadapor los pares (y, z) para los 
uales existe un ℎ ∈ {1, 2, . . . , j − 1} tal que y está en ellado de P i+ℎ−1

O etiquetado 
on xi+ℎ, z está en el lado de P i+ℎ
O etiquetado 
on xi+ℎ y

�(y) = �(z). Un S así se llama un strip de la palabra xixi+1 . . . xi+j . Observemos quepara 
ada ℎ ∈ {1, 2, . . . , j − 1}, P ℎ
O está embebido en S. Por lo tanto podemos pensarel polígono 
omo un sub
onjunto de S. El mor�smo P 1

O ∪ P 2
O ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪ P j−1

O → ΣO querestringido a 
ada una de las 
opias de PO es la proye

ión � : S → ΣO.Observa
ión 5.5. Por 
onstru

ión, un representante segmentario minimal de unapalabra 
í
li
a primitiva W tiene la mínima 
antidad de puntos de autointerse

ión ensu 
lase de homotopía. Como 
onse
uen
ia del teorema anterior se tiene que la 
antidadmínima de puntos de autointerse

ión es igual a la mitad del 
ardinal del 
onjunto depares linkeados de W. 30



En 
ambio si la palabraW no es primitiva, o sea, W = Vn 
on V primitiva, enton
esel 
ardinal de los puntos de autointerse

ión es el mismo que la mitad 
ardinal del
onjunto de pares linkeados de W más n− 1 puntos provenientes de enros
ar la 
urva
n ve
es. O sea, estos últimos puntos de autointerse

ión no serán dete
tados por pareslinkeados.Teorema 5.6. ([1℄ Teorema 3.13) Sean V y W dos palabras primitivas y redu
idas.Sean � y � un buen par de representantes de V y W. Enton
es hay una 
orresponden
iauno a uno entre los puntos de interse

ión de � y �, y el 
onjunto de pares linkeadosde V y W.Los últimos dos teoremas muestran la estre
ha rela
ión entre el 
onjunto de puntosde interse

ión entre dos 
urvas y el 
onjunto de pares linkeados, y por otro ladola rela
ión entre puntos de autointerse

ión de una 
urva 
on el 
onjunto de pareslinkeados.Veamos gra�
amente, esta rela
ión entre los pares linkeados y los puntos de inter-se

ión de una 
urva. Utilizaremos la de�ni
ión 5.1 de pares de ar
os semiparalelos yantiparalelos. La inten
ión de este diagrama es mostrar el porqué de la de�ni
ión depares O-linkeados.
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(iii)

q1

q2
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p

p
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En (i) 
onsideramos (P,Q) que veri�
a (1) en la de�ni
ión 3.10 de par linkeado,o sea c(p1q1p2q2) ∕= 0, donde P = p1p2 (o sea, hay un ar
o que sale de p1 y vaha
ia p2) y Q = q1q2 (o sea, hay un ar
o de q1 ha
ia q2). Es de
ir que podemosen
ontrar las letras p1q1p2q2 respetando la orienta
ión de O o invirtiéndola. Cadavez que su
eda, 
omo se ve en la �gura, tendremos un punto de interse

ión.En (ii) tomamos (P,Q) que veri�
a (2) en la de�ni
ión de par linkeado, donde
P = p1x1Xx2p2 y Q = q1x1Xx2q2. Para asegurar que estas 
urvas se 
ruzan, dadoque empiezan en lados distintos, siguen �paralelas�, y salen por lados distintos,hay que pedir que el orden de las letras p1q1x1 y p2q2x2 sea el mismo, y esto erajustamente la de�ni
ión 3.10 (2).En (iii) tomamos (P,Q) que veri�
a (3) en la de�ni
ión de par linkeado, donde
P = p1x1Xx2p2 y Q = q1x2Xx1q2. O sea una 
urva va en una dire

ión y la otra endire

ión 
ontraria. Otra vez para que se 
ru
en (o sea para que exista un puntode interse

ión) hay que pedir que el orden de las letras q2p1x1 y q1p2x2 sea elmismo, es de
ir se veri�que 3.10 (3).Este análisis vale tanto para subpalabras de una misma palabra, es de
ir, para dos ar
osde un mismo lazo, 
omo para subpalabras de dos palabras distintas, es de
ir ar
os dedos lazos distintos.
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6. De�ni
ión 
ombinatoria del 
o
or
heteEsta se

ión está dedi
ada a la de�ni
ión 
ombinatoria del 
o
or
hete 
omo lo ha
eChas en [1℄. Sin embargo 
ada vez que se muestre un ejemplo se lo resolverá de ambasmaneras, geométri
a y 
ombinatoriamente. De esta manera obtendremos una visiónglobal del problema y su solu
ión.Notaremos 
on V al espa
io ve
torial generado (formalmente) por las palabras nova
ías y redu
idas en letras de An. Observar que si n ≥ 2 la dimensión de este espa
iove
torial es �0.Se de�ne un 
oprodu
to en V, 
omo el mor�smo lineal � : V −→ V⊗ V que satisfa
e
iertas identidades.Para esto se ne
esitan algunas de�ni
iones previas que aquí se detallan.A 
ada par ordenado (P,Q) ∈ LP1(W) aso
iamos dos palabras 
í
li
as �1(P,Q) =
c(W1) y �2(P,Q) = c(W2) de la siguiente manera:(i) Asumiendo que se 
umple (1) o (2) de la De�ni
ión 3.10. Se realizan dos 
ortesen W, uno inmediatamente antes de p2 y el otro inmediatamente antes de q2.Se obtienen así dos palabras lineales W1 y W2, la primera, 
omienza 
on p2, laúltima, 
omienza 
on q2.(ii) Si la 
ondi
ión (3) es la que se 
umple, sea W1 la subpalabra lineal de W que
omienza 
on p2 y termina 
on q1, y sea W2 la subpalabra lineal de W que
omienza 
on q2 y termina en p1.Los siguientes lemas son de gran importan
ia ya que permitirán la buena de�ni
ióndel 
oprodu
to en V.Lema 6.1. ([1℄ Lema 2.4) Sea W una palabra 
í
li
a redu
ida. Para 
ada (P,Q) ∈
LP1(W), las palabras lineales W1 y W2 de la de�ni
ión anterior son disjuntas en W.Más aún, W1 y W2 son no va
ías y podemos es
ribir W = c(W1W2) en el 
aso en queel par veri�que (I) en la de�ni
ión 3.10 y W = c(YW1YW2) si el par veri�
a (II) en3.10.Lema 6.2. ([1℄ Proposi
ión 2.5) Sea W una palabra 
í
li
a redu
ida y sea (P,Q) ∈
LP1(W) un par linkeado. Enton
es �1(P,Q) y �2(P,Q) son palabras 
í
li
as redu
idas.Más aún, �1(P,Q) y �2(P,Q) son no va
ías.Se aso
ia a 
ada par linkeado (P,Q) un signo de la siguiente manera:

sign(P,Q) =

⎧

⎨

⎩

o(c(p1q1p2q2)) si (P,Q) satisfa
e la De�ni
ión 3.10 (1).
o(c(p1q1x1)) si (P,Q) satisfa
e la De�ni
ión 3.10 (2).
o(c(q2p1x1)) si (P,Q) satisfa
e la De�ni
ión 3.10 (3).33



Lema 6.3. ([1℄ Lema 2.7) Sea W una palabra 
í
li
a, P y Q subpalabras de W. En-ton
es se tiene que:(1) Para 
ada par linkeado (P,Q), sign(P,Q) = 1 ó sign(P,Q) = −1.(2) Si (P,Q) es un par linkeado (Q,P) es también un par linkeado. Más aún, sign(P,Q)
= −sign(Q,P).Demostra
ión. Una demostra
ión de (1) se puede en
ontrar en [1℄.Probemos (2) por 
asos.
(P,Q) ver�
a (1) en la de�ni
ión de par linkeado 
on P = p1p2 y Q = q1q2 si ysólo si o(c(p1q1p2q2)) ∕= 0.
(Q,P) veri�
a (1) si y sólo si o(c(q1p1q2p2)) ∕= 0.Enton
es, 
omo el orden entre las letras es inverso, si uno fuese 1 el otro será -1,y vi
eversa.
(P,Q) ver�
a (2) 
on P= p1Yp2 y Q= q1Yq2 si y sólo si o(c(p1q1x1))= o(c(p2q2x2)).
(Q,P) ver�
a (2) si y sólo si o(c(q1p1x1)) = o(c(q2p2x2)). También se puede ob-servar que el orden está invertido.Por último, (P,Q) ver�
a (3) 
on P = p1Yp2 y Q = q1Yq2 si y sólo si o(c(q2p1x1))= o(c(q1p2x2)).Antes de seguir re
ordemos que si Y = x1Xx2 enton
es Y = x2Xx1.
(Q,P) ver�
a (3) si y sólo si o(c(p2q1x2)) = o(c(p1q2x2)). Que también veri�
aque el orden está invertido.Ahora, usando las de�ni
iones anteriores de �1 y �2, se de�ne el 
o
or
hete:De�ni
ión 6.4. Llamaremos 
o
or
hete � : V −→ V⊗ V a la apli
a
ión lineal tal quepara toda palabra 
í
li
a redu
ida W,

�(W) =
∑

(P,Q)∈LP1(W)

sign(P,Q) �1(P,Q)⊗ �2(P,Q).

Por de�ni
ión, el 
onjunto LP1(W) es �nito, y por el lema 6.2, �(W) está biende�nido.En la siguiente �gura podemos observar 
omo el 
o
or
hete �separa� la 
urva endos por 
ada punto de autointerse

ión dete
tado por 
ada par (P,Q) O-linkeado.34
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Veamos 
aso por 
aso 
ual es la fun
ión que 
umple el 
o
or
hete apli
ado a una 
urva
W. Es de
ir, puesto que para 
ada par (P,Q) O-linkeado, �1(P,Q) y �2(P,Q), estánde�nidos de manera diferente, separaremos nuestro análisis en las tres op
iones quetiene este par por ser linkeado.Si el par veri�
a (1) en la de�ni
ión 3.10 enton
es �1(P,Q) y �2(P,Q) son las
urvas 
orrespodientes al diagrama (i), dependiendo la orienta
ión de la palabra

O y el signo del par podremos saber 
ual 
orresponde a �1(P,Q) y 
ual a �2(P,Q).Observar que si la 
urva original tenía un punto de autointerse

ión, después de�
ortar y pegar� de esta forma, las 
urvas resultantes ya no se 
ortan en ese punto.Si el par veri�
a (2) en la de�ni
ión 3.10, enton
es vale el análisis anterior peroobservando el diagrama (ii).Si el par veri�
a (3) en la de�ni
ión 3.10, lo que su
ede es que la 
urva tiene dosar
os que van �paralelos� pero 
on dire

iones opuestas (o sea un par de ar
osantiparalelos). En este 
aso �1(P,Q) y �2(P,Q) no son exa
tamente las 
urvasrepresentadas en el diagrama (iii) por el siguiente motivo: �1(P,Q) y �2(P,Q)son palabras 
í
li
as redu
idas, y si observamos el diagrama, las palabras querepresentarían a estas 
urvas no lo serían. Lo que si es 
ierto es que si se es
ribenlas palabras 
orrespondientes al diagrama y redu
imos, es de
ir, 
ada vez quese en
uentren juntas las letras ai y ai estas se eliminan de la palabra, enton
esen
ontraremos �1(P,Q) y �2(P,Q). Es de
ir hubiese bastado 
on el primer y elúltimode los pólígonos. Como antes, para saber 
ual 
orresponde a �1(P,Q) y 
uala �2(P,Q) hay que tener en 
uenta el signo del par y la orientaión de la palabra
í
li
a O.
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Figura 11: Términos aso
iados a I.Ejemplo 6.5. Sea O = c(abcabc) y V = c(abcac). Queremos 
al
ular �(V) para estobus
amos pares linkeados (hay 8 ya que la 
urva tiene 4 puntos de autointerse

ión
omo se observa en la Figura). Ha
iendo una lista 
ompleta 
on todas las subpalabrasposibles, en
ontramos 6 pares de tipo (1) y 2 pares de tipo (3):

(P,Q) = (ab, bc) que tiene signo positivo y da lugar a �1(P,Q) = c(b), �2(P,Q) =
c(caca) y el simétri
o (Q,P). Ver (I).
(P,Q) = (ab, ac) que tiene signo negativo y da lugar a �1(P,Q) = c(bca), �2(P,Q)= c(ca) y su simétri
o (Q,P). Ver (II).
(P,Q) = (bc, ca) de signo positivo que da lugar a �1(P,Q) = c(c), �2(P,Q) =
c(acab), y su simétri
o (Q,P). Ver (III)
(P,Q) = (cab, cac) de signo positivo y resulta �1(P,Q) = c(bc), �2(P,Q) = c(c), y
laro su simétri
o (Q,P). Ver (IV).Así obtenemos
�(V) = c(b)⊗ c(caca)− c(caca)⊗ c(b)

︸ ︷︷ ︸

por I

+ c(bca)⊗ c(ca)− c(ca)⊗ c(bca)
︸ ︷︷ ︸

por II

+

c(c)⊗ c(acab)− c(acab)⊗ c(c)
︸ ︷︷ ︸

por III

+ c(bc)⊗ c(c)− c(c)⊗ c(bc)
︸ ︷︷ ︸

por IVAhora veamos 
omo sería verlo 
on la de�ni
ión de la se

ión 2:Empezemos des
omponiendo la 
urva a partir del punto de autointerse

ión indi
a-do 
on el número I. De este punto salen dos ar
os, debemos ordenarlos de tal maneraque de�nan la misma orienta
ión de la super�
ie, es de
ir el ar
o que sale de I y llegaal lado etiquetado 
on la letra b es el primero (en el diagrama ver 
urva de 
olor azul)seguimos la 
urva hasta volver al punto original. Luego re
orremos el resto de la 
ur-va pero 
omenzando 
on el otro ar
o. El término 
orrespondiente a estas 
urvas llevasigno positivo. Análogamente, eligiendo el orden 
ontrario en los ar
os salientes de Iobtendremos el segundo término del desarrollo 
orrespondiente a este punto.De la mismamanera des
ompondremos la 
urva por 
ada uno de los puntos restantes.36



Es 
laro que si la 
urva no se autointerse
a, enton
es, �(V) = 0. Esto motivó aTuraev a preguntarse si la re
ípro
a de esta impli
a
ión era verdadera. El resultado esque esto no es 
ierto, y aquí trans
ribimos un ejemplo (que le debemos a Chas):Ejemplo 6.6. Sean O = c(a1a2a1a2) y V = c(a1a2a1a2).Los úni
os pares linkeados son (P,Q) = (a2a1a2, a2a1a2) y su simétri
o (Q,P) ambosde tipo (3).Enton
es �(V) = c(a2) ⊗ c(a2) − c(a2) ⊗ c(a2) = 0, pero si se observa el diagramaesta 
urva tiene un punto de autointerse

ión.
a1

a2

a1

a2

Al 
al
ular �(V2) veremos más adelante 
on la ayuda de una fórmula general queeste no dará 
omo resultado 0.
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7. De�ni
ión 
ombinatoria del 
or
heteSiguiendo 
on la versión 
ombinatoria, des
ribiremos en esta se

ión una nuevaapli
a
ión, llamada 
or
hete, sobre el espa
io ve
torial de las palabras 
í
li
as. Comoen la se

ión anterior, 
ada vez que se muestre un ejemplo, se lo resolverá 
ombinatoriay geométri
amente.Dadas V y W dos palabras 
í
li
as, elegimos un par de letras 
onse
utivas en 
adapalabra. Ha
iendo un 
orte entre 
ada par de de estos pares de letras, se obtienendos palabras lineales, V1 y W1. La palabra lineal V1W1 determina una palabra 
í
li
a,
c(V1W1) (posiblemente no redu
ida). En otras palabras, un par de 
ortes en un parde palabras 
í
li
as determina una ter
er palabra 
í
li
a. Con esta idea se de�ne el
or
hete, sólo resta dejar 
laro 
omo obtener esta ter
er palabra 
í
li
a.Copiando la idea de LP1(V), dadas dos palabras 
í
li
as V y W, de�niremos un
onjunto (en realidad un multiset), que 
ontendrá todos los pares (P,Q) tales que Psea subpalabra de una poten
ia natural de V y Q subpalabra de una poten
ia naturalde W, de forma tal que el par sea linkeado. A este multiset lo notaremos LP2(V,W).Aquí un ejemplo que muestra la ne
esidad de tomar subpalabras de poten
ias na-turales de las palabras.Ejemplo 7.1. ([1℄) Si 
onsideramos el alfabeto A2 = {a1, a2, a1, a2} y se de�ne O =
a1a2a1a2. Sea V = a1a1a2, W = a1a1a2a1a1a2a1, P = a2a1a1a2a1a1a2a1a1a2 y Q =
a1a1a1a2a1a1a2a1a1a1. Enton
es (P,Q) es un par O-linkeado. Donde P es una subpa-labra de V4 pero no una subpalabra de V, V2 ni V3. Análogamente, Q es una subpalabrade W2 pero no una subpalabra de W.De�ni
ión 7.2. Para 
ada par de palabras 
í
li
as redu
idas, V y W, se de�ne elmultiset de pares linkeados de V y W, LP2(V,W), 
omo el 
onjunto de todos lospares (P,Q) para los 
uales existe un par de enteros no negativos j y k tal que P esuna subpalabra de Vj , Q es una subpalabra de Wk, donde ℓ(Vj−1) < ℓ(P) ≤ ℓ(Vj) y
ℓ(Wk−1) < ℓ(Q) ≤ ℓ(Wk). (Aquí, de�nimos ℓ(V0) = ℓ(W0) = 0.) Siempre 
ontando
ada par 
on la multipli
idad 
on la que aparez
a.La de�ni
ión de LP2(V,W) no impli
a trivialmente que este 
onjunto sea �nito. Sinembargo es un he
ho que LP2(V,W) es un 
onjunto �nito, y su 
ardinal será a
otadoen la siguiemte proposi
ión. Otro tema rela
ionado 
on pares linkeados formados porsubpalabras de poten
ias de palabras 
í
li
as, es si la longitud de estas subpalabrasesta a
otado.Proposi
ión 7.3. ([1℄ Proposi
ión 2.9) Sean V y W dos palabras 
í
li
as redu
idas.Enton
es existen a lo sumo ℓ(V).ℓ(W) elementos en LP2(V,W).Lema 7.4. ([1℄ Proposi
ión 2.12) Sean V y W dos palabras 
í
li
as que no son poten
iade la misma palabra 
í
li
a y sean P una palabra lineal. Sean k, l un par de enteros39



no negativos tales que P es una subpalabra de Vk y tanto P o P es una subpalabrade W l. Más aún, asumamos que (k − 1)ℓ(V) < ℓ(P) y (l − 1)ℓ(W) < ℓ(P). Enton
es
ℓ(P) < ℓ(V) + ℓ(W).La siguiente proposi
ión nos permite a
otar la búsqueda de subpalabras de poten
iasnaturales de palabras 
í
li
as.Proposi
ión 7.5. ([1℄ Proposi
ión 2.13) Sean V y W dos palabras 
í
li
as. Enton
es
LP2(V,W) es el 
onjunto de pares linkeados (P,Q) tal que:

P es una subpalabra de Vj, Q es una subpalabra de Wk,
ℓ(Vj−1) < ℓ(P) ≤ ℓ(Vj), ℓ(Wk−1) < ℓ(Q) ≤ ℓ(Wk) donde j, k son enteros posi-tivos 
on j < 2 + ℓ(W)

ℓ(V)
y k < 2 + ℓ(V)

ℓ(W)
.Nos dirigimos a de�nir el 
or
hete, para esto tenemos que de
idir 
omo 
ortar ypegar las palabras W y Z y así obtener una nueva palabra 
í
li
a redu
ida.De�ni
ión 7.6. Se aso
ia a 
ada par (P,Q) ∈ LP2(W,Z) una palabra 
í
li
a 
(P,Q)= c(W1Z1), donde W1 y Z1 son palabras lineales de�nidas 
omo sigue.(i) Si se veri�
an las 
ondi
iones (1) o (2) de la De�ni
ión 3.10 para el par (P,Q), W1es el representante lineal de W que se obtiene al 
ortar W inmediatamente antesde p2 y Z1 es el representante de Z que se obtiene al 
ortar Z inmediatamenteantes q2 (no 
onfundir representante lineal de la palabra 
on representante linealde una poten
ia de la palabra).(ii) Si se veri�
a la 
ondi
ión (3) de la De�ni
ión 3.10 para el par (P,Q). Enton
es

W1 es la palabra lineal de W que empieza justo después del �nal de Y y terminajusto antes de la primer letra de Y, por otro lado Z1 es la subpalabra de Z queempieza justo después de la última letra de Y y termina justo antes del 
omienzode Y. (Se puede observar que Y puede no ser una subpalabra de W ni de Z, perosiempre se pueden en
ontrar la primera y la última letra de Y en W y Z).
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q1

p1

p2

q2

x1 x2

p1

q2

q1

p2

x2x1

(i)

(ii)

(iii)

q1

p1 p

p

p

Esta vez, dado que hay dos 
urvas en juego, identi�
aremos una 
urva 
on linea depuntos y la otra 
on linea llena.Como antes, el diagrama (i) 
orresponde a un par (P,Q) que veri�
a 3.10 (1), (ii) a unpar que veri�
a (2), y (iii) que veri�
a (3). Por 
ada par O-linkeado, es de
ir, por 
adapunto de interse

ión entre estas 
urvas, obtendremos una nueva 
urva que partiendodel punto interse

ión, re
orre toda una 
urva, sin to
ar el punto interse

ión re
orrela otra y vuelve al punto de ini
io. En otras palabras, re
orre ambas 
urvas de formatal que no se 
ru
en en el punto original. Esto lo ha
e para 
ada par O-linkeado.Proposi
ión 7.7. ([1℄ Proposi
ión 2.15) Para 
ada par de palabras 
í
li
as redu
idas
W y Z, y para 
ada par linkeado (P,Q) ∈ LP2(W,Z), 
(P,Q) es 
í
li
amente redu
ida.En parti
ular, 
(P,Q) es no va
ía.La proposi
ión anterior permitirá la buena de�ni
ión del 
or
hete.De�ni
ión 7.8. Se de�ne el 
or
hete [ , ] : V⊗ V −→ V 
omo la apli
a
ión lineal talque a 
ada par de palabras 
í
li
as, W y Z,

[W,Z] =
∑

(P,Q)∈LP2(W ,Z)

sign(P,Q) 
(P,Q).

Como hemos visto anteriormente, LP2(V,W) es �nito y así el 
or
hete está biende�nido.Veamos un ejemplo:Ejemplo 7.9. Dadas las siguientes palabras O = c(a1a2a3a1a2a3), W = c(a1a2a3) y
V = c(a2a1). Enton
es los pares linkeados son (a2a3, a1a2) de signo negativo y tipo (1),y (a3a1a2a3, a2a1a2a1) de tipo (2) y signo negativo.Enton
es se tiene [W,V] = −c(a3a1a2a2a1)− c(a3a1a2a1a2).41



a2

a3a1

a2

a3 a1Figura 12: O = c(a1a2a3a1a2a3), W = c(a1a2a3) y V = c(a2a1).Resumiendo, en el espa
io ve
torial V tenemos de�nidos un 
or
hete y un 
o-
or
hete. Resulta además, 
omo 
onse
uen
ia inmediata de la siguiente proposi
ión, que
(V, [ , ], �()) es una biálgebra. Más aún esta biálgebra es involutiva es de
ir [ , ] ∘ � = 0.Proposi
ión 7.10. ([1℄ Proposi
ión 4.1) Para 
ada W, V ∈ V se tiene que �(W) =
Δ(W) y [W,V] = < W,V >.Reprodu
imos aquí una demotra
ión de este he
ho:Demostra
ión. Se probará que �(V) = Δ(V). Es
ribimos V = Wr donde W es unapalabra 
í
li
a redu
ida y primitiva. Sea � un representante segmentario minimal de
V y sea S el 
onjunto de puntos de autointerse

ión de �.Re
ordemos que S es una unión disjunta de los 
onjuntos I� y P� donde P� esel 
onjunto de puntos de interse

ión de Arm 
on Akm, para k ∈ {1, 2, . . . , r − 1}.Habíamos visto anteriormente que I� está en 
orresponden
ia biunívo
a 
on el 
onjuntode pares linkeados de W de la forma {(P,Q), (Q,P)}. Para 
ada q ∈ S, si Vq

1 y Vq
2 son
omo en la se

ión 2, enton
es

Δ(V) =
∑

q∈S

Vq
1 ⊗ Vq

2 − Vq
2 ⊗ Vq

1 .Por de�ni
ión de P�,
∑

q∈P�

Vq
1 ⊗ Vq

2 − Vq
2 ⊗ Vq

1 =

r−1∑

i=1

W i ⊗Wr−i −Wr−i ⊗W i = 0.Consideramos p ∈ I� y sea (P,Q) ∈ LP1(V) un par linkeado 
orrespondiente a p. Si
sign(P,Q) = 1 enton
es Wp

1 = �1(P,Q) y Wp
2 = �2(P,Q) y si sign(P,Q) = −1 enton
es

Wp
1 = �2(P,Q) y Wp

2 = �1(P,Q). Enton
es
Δ(V) =

∑

q∈SO

Wq
1 ⊗Wq

2 −Wq
2 ⊗Wq

1 = �(V).La prueba de [V,W] = ⟨V,W⟩ es análoga.42



Es 
laro que si dos 
urvas V y W no se interse
an enton
es [V,W]=0, pero no valela vuelta. Hay ejemplos de 
urvas que si se interse
an y su 
or
hete es 0.Teorema 7.11. [1℄Sean V y W dos palabras 
í
li
as redu
idas y tal que V tiene unrepresentante simple que no es homólogo a 
ero. Enton
es existe dos representantes �y � de V y W respe
tivamente tal que el 
or
hete de V 
on W 
al
ulado en base a lospuntos de interse

ión de � y � no tiene 
an
ela
ión. En otras palabras, la 
antidadde términos (
ontados 
on multìpli
idad) de [V,W] es igual a la 
antidad mínima depuntos en la interse

ión de representantes de V y W.
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8. Co
or
hete de una poten
ia de una palabra 
í
li
aLa rela
ión entre la opera
ión 
or
hete y la opera
ión poten
ia fue investigadapor Chas y Krongold en [4℄ 
ambiando la des
rip
ion 
ombinatoria por otra que ha
ereferen
ia a la geometría hiperbóli
a. Aquí proponemos una fórmula en términos dela des
rip
ion 
ombinatoria original, no sólo del 
or
hete sino también del 
o
or
hete.Estas dos se

iones son la parte prin
ipal de esta tesis.Comenzaremos des
ribiendo �(Wn) para 
ualquier entero n en términos de �(W);en la próxima se

ión haremos lo propio 
on el 
or
hete de poten
ias de dos palabras
í
li
as.Uno de los intereses al querer 
al
ular el 
o
or
hete y 
or
hete de poten
ias de unapalabra 
í
li
a, está fundado en la 
onjetura que proponen Krongold y Chas en [4℄(Conjetura 5.1) que di
e lo siguiente:Sea V una palabra 
í
li
a primitiva, enton
es V 
ontiene un representante simple siy sólo si vale uno de los siguientes items:(1) �(Vp) = 0 para todo entero p.(2) �(Vp) = 0 para algún entero p /∈ {−1, 0, 1}.(3) [Vp,Vq] = 0 para todo par de enteros p y q.(4) [Vp,Vq] = 0 para 
ualquier par de enteros distintos p y q tal que ∣p∣ ≥ 3 o ∣q∣ ≥ 3.(5) [V,Vq] = 0 para algún entero q ∈ {−2,−1, 2}.Estas 
onjeturas re�nan la pregunta que se realizó Turaev 
uando des

ubre el
o
or
hete. Re
ordar que si V tiene un representante simple enton
es �(V) = 0, enun momento Turaev se preguntó si esta sería una 
ara
teriza
ión de (
lases 
on unreprsentante de) 
urvas simples. Chas en
ontró un 
ontraejemplo 
on �(V) = 0 pero Vno simple (ver 6.6). En este ejemplo �(V2) ∕= 0. Con lo 
ual tiene el item (2) 
on p = 2.Esto indu
e las siguientes preguntas para las que todavía no tenemos respuesta:¾�(V2) = 0 ⇒ V tiene un representante simple?¾�(V2) = 0 ⇒ �(V) = 0?El intento de dar respuesta a esta pregunta es una de las motiva
iones que tu-vimos para bus
ar fórmulas para el 
o
or
hete de poten
ias. Bus
aremos des
ribir el
o
or
hete de poten
ias enteras, para esto separaremos la tarea en dos.Empezaremos por preguntarnos 
omo sería �(W−1) = �(W), suponiendo que es
ono
ido el desarrollo de �(W). Mostraremos en parti
ular que el 
o
or
hete resultaun antimor�smo de 
oálgebras. 45



8.1. �(W)Para 
omenzar a trabajar 
on el desarrollo de �(W) rela
ionaremos subpalabras dela palabra W 
on las subpalabras de W .Observa
ión 8.1. (i) P es subpalabra de V si sólo si P es subpalabra de V.(ii) (P,Q) es linkeado si y sólo si (P,Q) es linkeado (y además sign(P,Q)= sign(P,Q)).Demostra
ión. Como la primer observa
ión es trivial, demostraremos (II), y lo hare-mos por 
asos:
(P,Q) veri�
a (1), en la de�ni
ión de par linkeado, P = p1p2, Q = q1q2 si y sólosi P= p2p1 y Q= q2q1 y c(p1q1p2q2) = c(p2q2p1q1).
(P,Q) veri�
a (2), 
on P = p1Yp2 y Q = q1Yq2 si y sólo si o(c(p1q1x1)) =
o(c(p2q2x2)). P = p2Yp1 y Q= q2Yq1 veri�
a (2) si y sólo si o(c(p2q2x2)) =
o(c(p1q1x1)).
(P,Q) veri�
a (3), 
on P = p1Yp2 y Q = q1Yq2 si y sólo si o(c(q2p1x1)) =
o(c(q1p2x2)). Por otro lado P = p2Yp1 y Q= q2Yq1 veri�
a (3) si y sólo si
o(c(q1p2x2)) = o(c(q2p1x1)).Proposi
ión 8.2. Si

�(V) =
∑

(P,Q)∈LP1(V)

sign(P,Q) �1(P,Q)⊗ �2(P,Q)enton
es
�(V) =

∑

(P,Q)∈LP1(V)

sign(P,Q) �2(P,Q)⊗ �1(P,Q).

(a)
(b)

V V−1

Figura 13: Por 
ada punto de autointerse

ión en V hay un punto de autointerse

iónen V . 46



Demostra
ión. Por la observa
ión anterior los 
onjuntos LP1(V) y LP1(V) están en
orresponden
ia 1 a 1 (
ontando 
ada elemento 
on su multipli
idad), y el signo 
or-respondiente a (P,Q) es el mismo que para (P,Q). Analizaremos enton
es la rela
iónentre �1(P,Q), �2(P,Q), �1(P,Q) y �2(P,Q).Si (P,Q) y (P,Q) veri�
an (1) en la de�ni
íon de par linkeado, 
on P = p1p2 y
Q = q1q2, enton
es

�1(P,Q) = c(p2 . . . q1), �2(P,Q) = c(q2 . . . p1), �1(P,Q) = c(p1 . . . q2)y por último
�2(P,Q) = c(q1 . . . p2).Así obtenemos

�1(P,Q) = �2(P,Q) y �2(P,Q) = �1(P,Q).Si (P,Q) y (P,Q) veri�
an (2) 
on P = p1Yp2, Q = q1Yq2 e Y=x1Xx2. Analizare-mos por 
asos:* Si las palabras P y Q no se superponen o bien sólo se superponen de lasiguiente manera: p1 = q2 o bien p2 = q1. Enton
es
�1(P,Q) = c(p2 . . . x2), �2(P,Q) = c(q2 . . . x2), �1(P,Q) = c(p1 . . . x1)y

�2(P,Q) = c(q1 . . . x1),que a simple vista no pare
e veri�
ar �1(P,Q) = �2(P,Q) y �2(P,Q) = �1(P,Q).Para ver que se 
umple lo que se a�rma en esta proposi
ión elegimos el siguienterepresentante lineal de V,
V1 = q2 . . . p1x1Xx2

︸ ︷︷ ︸

�2(P,Q)

p2 . . . q1x1Xx2
︸ ︷︷ ︸

�1(P,Q)y enton
es
V1 = x2Xx1 q1 . . . p2x2Xx1

︸ ︷︷ ︸

�2(P,Q)

p1 . . . q2y lo que quedó sin mar
ar 
on la llave en esta última línea es �1(P,Q). Observarque en ambos 
asos se veri�
a lo pedido, es de
ir no son la misma palabra linealpero sí son la misma 
omo palabras 
í
li
as.*Si las palabras P y Q se superponen de la siguiente manera
V = c(p1Aq1Bp2Cq2D) enton
es V = c(Dq2Cp2Bq1Ap1)47



donde Y = Aq1B = Bp2C. De esta manera tenemos
�1(P,Q) = c(p2C), �2(P,Q) = c(q2Dp1

︸ ︷︷ ︸

W

Aq1B
︸ ︷︷ ︸

Y

), �1(P,Q) = c(p1Dq2
︸ ︷︷ ︸

W

Cp2B
︸ ︷︷ ︸

Y

)y
�2(P,Q) = c(q1A).De esta manera es 
laro que �2(P,Q) = �1(P,Q), y dado que el resto de la palabra

V y V está formado por �1(P,Q) y �2(P,Q) respe
tivamente enton
es �1(P,Q) =
�2(P,Q).* Si las palabras P y Q se superponen de la siguiente manera

V = c(p1Aq2Bq1Cp2D) enton
es V = c(Dp2Cq1Bq2Ap1)dondeY = Aq2Bq1C = Cp2Dp1A. De esta manera tenemos
�1(P,Q) = c(p2Dp1A), �2(P,Q) = c(q2Bq1C

︸ ︷︷ ︸

W

), �1(P,Q) = c(p1Dp2C
︸ ︷︷ ︸

Z

)y
�2(P,Q) = c(q1Bq2A).Notar queW es la subpalabra de Y = Aq2Bq1C que resulta al quitar la subpalabra

A, por otro lado Z es la subpalabra de Y = Cp2Dp1A que resulta al quitar lasubpalabra A. Así �2(P,Q) = �1(P,Q). De esta manera hemos probado que todoslos pares de tipo 2 veri�
an lo pedido.Si el par veri�
a (3) 
on P = p1Yp2 y Q = q1 Y q2. Enton
es P = p2Yp1 y
Q = q2Yq2. Re
ordemos que Y e Y no se superponen y que W1 y W2 son nova
ías gra
ias a la buena de�ni
ión del 
o
or
hete. Así resulta

�1(P,Q) = c(p2 . . . q1), �2(P,Q) = c(q2 . . . p1), �1(P,Q) = c(p1 . . . q2)y por último
�2(P,Q) = c(q1 . . . p2).En de�nitiva, en todos los 
asos resultan las igualdades

�1(P,Q) = �2(P,Q) y �2(P,Q) = �1(P,Q).Observa
ión 8.3. Podemos llegar enton
es a la siguiente 
on
lusión
�(V) = −(( )⊗ ( ))(�(V))48



Repasamos algunas de�ni
iones:De�ni
ión 8.4. Dadas (V, [ , ]) y (W, [ , ]) dos álgebras de Lie. Un mor�smo f : V → Wes un mor�smo de álgebras de Lie si
[f(x), f(y)] = f([x, y]).De�ni
ión 8.5. Dadas (V, � ) y (W, � ) dos 
oálgebras de Lie. Un mor�smo f : V → Wes un mor�smo de 
oálgebras de Lie si
�(f(x)) = (f ⊗ f)(�(x)).Enton
es en 8.3 se di
e que ( ) es un antimor�smo de 
oálgebras de Lie.8.2. �(Wn) para n ∈ ℕNos dedi
aremos ahora, a des
ribir el 
o
or
hete de una poten
ia natural de unapalabra 
í
li
a primitiva, en fun
ión del 
o
or
hete de la misma.Para 
omenzar, des
ribiremos en la siguiente proposi
ión, la rela
ión que existe entrelos 
onjuntos de pares linkeados. La idea intuitiva que nos guió a pensar en esta rela
ión,es que al enros
ar una 
urva sobre sí misma, no apare
en nuevos puntos de interse

ión,es de
ir, sólo apare
en 
opias del mismo punto. Esto último no es enteramente 
ierto,ya que, 
omo mostramos en se

iones anteriores, al enros
ar n ve
es una 
urva apare
en

n− 1 nuevos puntos de interse

ión, pero estos no serán 
ontados por pares linkeados.Proposi
ión 8.6. Sea V una palabra 
í
li
a redu
ida y primitiva tal que ℓ(V) ≥ 2, y
n ∈ ℕ. Dado (P,Q) ∈ LP1(V

n) enton
es (P,Q) ∈ LP1(V) (la otra in
lusión es trivial).Es de
ir que 
omo 
onjuntos, y sin 
ontar la �multipli
idad� del elemento, los 
onjuntos
LP1(V

n) y LP1(V) son iguales.Demostra
ión. Supongamos que no, o sea existe un par O-linkeado (P,Q) tal que ℓ(V)
≤ ℓ(P)− 1 = ℓ(Q)− 1. Ahora analizamos 
aso por 
aso;Si (P,Q) veri�
a la de�ni
ión 3.10 (1): Donde P = p1p2 y Q = q1q2 no sonsubpalabras de V enton
es ℓ(V) = 1, pero en ese 
aso en V2 no podría haberpares de subpalabras linkeadas.Si (P,Q) veri�
a la de�ni
ión 3.10 (2): Donde P = p1Yp2 y Q = q1Yq2. Conside-ramos los siguientes 
asos:(a) Si ℓ(V) ≤ ℓ(Y) = ℓ(P) - 2 tomo V1 el representante lineal de V que 
omienza
on la primer letra de Y. Enton
es podemos en
ontrar V1 tanto en P49



P = p1

V1

︷ ︸︸ ︷
y1 . . . yℓ(V) . . . ynp2
omo en Q

Q = q1 y1 . . . yℓ(V)
︸ ︷︷ ︸

V1

. . . ynq2
on lo 
ual p1 = q1 que es absurdo si el par era linkeado.(b) Si ℓ(V) = ℓ(Y) + 1 = ℓ(P)− 1. Considero el representante lineal V1 de V que
omienza 
on y1 y termina en p2

P = p1

V1

︷ ︸︸ ︷
y1 . . . ynp2

Q = q1y1 . . . ynq2Como ℓ(P) = ℓ(Q) puedo �en
ontrar� este representante lineal en Q, o sea, existeun j natural tal que y1 = yj, y2 = yj+1 . . .Observemos primero, que si ℓ(V) = ℓ(Y) + 1 enton
es p1 = p2. Si
V1 = y1 . . . ynp2la letra que seguiría para 
omenzar V1 otra vez sería y1 pero la letra anterior aesta debe ser p1. Análogamente 
on Q.De esta manera sólo es
ribiremos p y q en lugar de p1, p2, q1 y q2 respe
tivamente(podemos llamar yn+1 = p).Ahora bien, es
ribimos

P = pV1 = p

V1

︷ ︸︸ ︷
y1y2 . . . yj−2yj−1yjyj+1 . . . ynp

P : p y1
S

S

S

S

S

S

S

y2
T

T

T

T

T

T

T⋅ ⋅ ⋅ yj
U

U

U

U

U

U

U

U

U⋅ ⋅ ⋅

Q : q y1 y2 ⋅ ⋅ ⋅ yj yj+1 ⋅ ⋅ ⋅ y1 ⋅ ⋅ ⋅

P : p y1
Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

y2
S

S

S

S

S

S

S
⋅ ⋅ ⋅ y1

T

T

T

T

T

T

T

T

T

y2
S

S

S

S

S

S

S

S
⋅ ⋅ ⋅ = p(y1 ⋅ ⋅ ⋅ yj−1)

ℓ = pV

Q : q y1 y2 ⋅ ⋅ ⋅ yj yj+1 ⋅ ⋅ ⋅ y1 y2 ⋅ ⋅ ⋅probaremos que V es una poten
ia de c(y1y2 . . . yj−2yj−1). Supongamos que no.Primero tomamos j mínimo que 
umple lo pedido. Así tenemos que yk = yk+j−1para todo k módulo(n+1). Si j−1 no divide a n+1 enton
es existe 0 < r < j−1
on yk = yk+r = yk+(r+1)−1 para todo k. Elegimos enton
es j′ = r + 1 < j que esabsurdo pues j era mínimo. Así llegamos al absurdo ya que suponiamos que Vera primitiva. 50



Si (P,Q) veri�
a la de�ni
ión 3.10 (3): Donde P = p1Yp2 y Q = q1 Y q2(a) Si ℓ(V) ≤ ℓ(Y) = ℓ(P)− 2. En este 
aso se puede en
ontrar un representantelineal de V en P tomo en parti
ular, el representante lineal V1 de V que 
omienza
on y1 en P y 
omo ℓ(Y) = ℓ(Y). Llamemos X1 = y1y2 . . . yj =yjyj−1 . . . y1.
V1 =

X1

︷ ︸︸ ︷
y1y2 . . . yj yj+1 . . . yℓ(V)

V1 = yjyj−1 . . . y1
︸ ︷︷ ︸

X1

yℓ(V) . . . yj+1Si j es par X1 no es redu
ida, ya que las dos letras �del medio� serán aj/2 y aj/2.Como X1 era subpalabra de V, esta última tampo
o será redu
ida. Así resultaabsurdo. Si en 
ambio, j es impar hay una letra que veri�
a yt=yt, que tambiénes absurdo (t = (j + 1)/2).(b) Si ℓ(V) = ℓ(Y) + 1 = ℓ(P) − 1. Llamemos V1 = y1y2 . . . ynp2 a un represen-tante lineal de V que también podemos en
ontrar en Q = q1yn . . . y1q2. Aquí lossiguientes 
asos:Caso 1: existe 1 ≤ j ≤ n tal que y1 = yj.
P : p1 y1

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

y2
U

U

U

U

U

U

U

U ⋅ ⋅ ⋅ yj
U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U

U ⋅ ⋅ ⋅

Q : q1 yn yn−1 ⋅ ⋅ ⋅ yj yj−1 ⋅ ⋅ ⋅ y1 ⋅ ⋅ ⋅Si j = 1 y1 = y1 que no puede ser. Si 2 ≤ j ≤ n y1 = yj . . . yj = y1 es de
ir que
y1y2 . . . yj = yj . . . y1 llegando otra vez a un absurdo.Caso 2: y1 = q1 . . . p2 = y1 y de aquí que p2 = q1 pero 
omo el par era linkeadoesto no puede o
urrir.Caso 3: y1 = q2, p1 = y1 enton
es p1 = y1 y por lo tanto q2 = p1 y al igual que enel 
aso anterior esto no puede pasar si el par era linkeado.Dado n un número natural, analizamos la multipli
idad 
on la que apare
e 
adapar (P,Q) ∈ LP1(V) en LP1(V

n).Si el par (P,Q) ∈ LP1(V) veri�
a (1) o (2) tenemos que p1 y q1 son distintos,tomaremos enton
es el representante lineal V1 = p1 . . . q1 . . . de V. Así
Vn
1 =

V1

︷ ︸︸ ︷
p1 . . . q1 . . .

V1

︷ ︸︸ ︷
p1 . . . q1 . . . . . . . . .

V1

︷ ︸︸ ︷
p1 . . . q1 . . .es un representante de Vn

1 .Consideramos las siguientes posibilidades:51



(a) (b)

V V3

Figura 14: Por 
ada punto de autointerse

ión en V se obtienen n2 puntos de autoin-terse

ión en Vn.(1)
Vn
1 =

P
︷ ︸︸ ︷
p1 . . . . . .

Q
︷ ︸︸ ︷
q1 . . .

︸ ︷︷ ︸

V1

. . . p1 . . . q1 . . .
︸ ︷︷ ︸

V1

. . . p1 . . . q1 . . .
︸ ︷︷ ︸

V1Que el par (P,Q) se en
uentre �en el primer representante� de V. Pero si pensamos enla palabra 
í
li
a y rotamos, en
ontraremos n 
opias de esta misma situa
ión.(2)
Vn
1 =

P
︷ ︸︸ ︷
p1 . . . . . . q1 . . .
︸ ︷︷ ︸

V1

p1 . . .
Q

︷ ︸︸ ︷
q1 . . . . . .

︸ ︷︷ ︸

V1

. . . p1 . . . q1 . . .
︸ ︷︷ ︸

V1Si en
uentro P en el primer representante y Q en el segundo, y rotamos, vamos aen
ontrar n 
opias de esta misma situa
ión.......... (n) Por último tomando P en el primer representante y Q en el último
Vn
1 =

P
︷ ︸︸ ︷
p1 . . . . . . q1 . . .
︸ ︷︷ ︸

V1

p1 . . . q1 . . . . . .
︸ ︷︷ ︸

V1

. . . p1 . . .

Q
︷ ︸︸ ︷
q1 . . . . . .

︸ ︷︷ ︸

V1Y otra vez rotando en
ontraremos n 
opias de esta situa
ión.El análisis anterior es valido en los 
asos en que (P,Q) veri�que la de�ni
ión 3.10(1) o (2). Estudiemos que pasa si el par veri�
a (3). Este 
aso es distinto al anteriorpues p1 y q1 podrian ser iguales. Pero si estamos 
onsiderando V redu
ida (enton
es
Vn también es redu
ida) las palabras Y e Y no pueden superponerse.Re
ordemos que en este 
aso teníamos que P = p1Yp2 y Q = q1Yq2. Así, P y Qno se superponen o p2 = q1. Enton
es podemos tomar el representante lineal de V que
omienza 
on p2 y razonamos 
omo en el 
aso anterior.52



Observa
ión 8.7. Por 
ada par (P,Q) ∈ LP1(V) y n ∈ ℕ, en
ontramos un total de
n2 
opias en LP1(V

n). O sea
n2
LP1(V) = LP1(V

n)También es 
ierto que no todas estas 
opias del mismo par darán lugar a los mismos
�1(P,Q) y �2(P,Q) en �(Vn). Esta será nuestra siguiente tarea.Notemos 
on W1 y W2 a los 
orrespondientes 
ortes realizados en V para el par
(P,Q) y 
on Z1, Z2 a los 
ortes 
orrespondientes a Vn (es de
ir �1(P,Q) = c(Z1) y
�2(P,Q) = c(Z2) los 
orrespondientes a �(Vn)). Si el par (P,Q) veri�
a (1) o (2) en lade�ni
ión de par linkeado, veamos que pasa en 
ada una de las posibilidades anteriores.Supongamos que estamos en el 
aso (1) del análisis anterior sólo que tomamos elrepresentante lineal V1 de V que 
omienza 
on p2

Vn
1 =

Z1

︷ ︸︸ ︷
p2 . . .
︸ ︷︷ ︸

W1

Z2

︷ ︸︸ ︷
q2 . . .
︸ ︷︷ ︸

W2

p2 . . . q2 . . . . . . p2 . . . q2 . . .
︸ ︷︷ ︸

V
n−1

1O sea �1(V
n) = c(Z1) = c(W1) y �2(V

n) = c(Z2) = c(W2V
n−1
1 )Y si estamos en el 
aso (2)

Vn
1 =

Z1

︷ ︸︸ ︷
p2 . . . q2 . . .
︸ ︷︷ ︸

V1

p2 . . .
︸ ︷︷ ︸

W1

Z2

︷ ︸︸ ︷
q2 . . .
︸ ︷︷ ︸

W2

. . . . . . p2 . . . q2 . . .
︸ ︷︷ ︸

V
n−2

1O sea �1(V
n) = c(Z1) = c(V1W1) y �2(V

n) = c(Z2) = c(W2V
n−2
1 )......... Si estamos en el 
aso (n)

Vn
1 =

Z1

︷ ︸︸ ︷
p2 . . . q2 . . . p2 . . . q2 . . . . . . . . .
︸ ︷︷ ︸

V
n−1

1

p2 . . .
︸ ︷︷ ︸

W1

Z2

︷ ︸︸ ︷
q2 . . .
︸ ︷︷ ︸

W2O sea �1(V
n) = c(Z1) = c(Vn−1

1 W1) y �2(V
n) = c(Z2) = c(W2)Ahora si el par (P,Q) veri�
a (3) utilizaremos los representantes lineales

V1 = p2 . . . q1
︸ ︷︷ ︸

W3

Y q2 . . . p1
︸ ︷︷ ︸

W4

Y ,53



V3 = YW3YW4de V (re
ordar que dado que Y e Y no se superponen, de la úni
a manera que se puedensuperponer las palabras P y Q es que q2 = p1 o bien q1 = p2).Consideramos el 
aso (1) del análisis anterior, donde las palabras P y Q �se en
uen-tran en el mismo representante lineal de V�.
Vn
1 =

Z1

︷ ︸︸ ︷
p2 . . . q1
︸ ︷︷ ︸

W3

Y

Z2

︷ ︸︸ ︷

q2 . . . p1
︸ ︷︷ ︸

W4

Yp2 . . . q1Yq2 . . . p1Y . . . . . . p2 . . . q1Yq2 . . . p1
︸ ︷︷ ︸

V
n−1

3

YEnton
es �1(Vn) = c(Z1) = c(W3) y �2(V
n) = c(Z2) = c(W4V

n−1
3 )y si 
onsideramos el 
aso (2)

Vn
1 =

Z1

︷ ︸︸ ︷

p2 . . . q1Yq2 . . . p1Y
︸ ︷︷ ︸

V1

p2 . . . q1
︸ ︷︷ ︸

W3

Y

Z2

︷ ︸︸ ︷

q2 . . . p1
︸ ︷︷ ︸

W4

. . . . . .Yp2 . . . q1Yq2 . . . p1
︸ ︷︷ ︸

V
n−2

3

YEnton
es �1(Vn) = c(Z1) = c(V1W3) y �2(V
n) = c(Z2) = c(W4V

n−2
3 )......... y si 
onsideramos el 
aso (n)

Vn
1 =

Z1

︷ ︸︸ ︷

p2 . . . q1Yq2 . . . p1Yp2 . . . q1Yq2 . . . p1Y . . . . . .
︸ ︷︷ ︸

V
n−2

1

p2 . . . q1
︸ ︷︷ ︸

W3

Y

Z2

︷ ︸︸ ︷
q2 . . . p1
︸ ︷︷ ︸

W4

YEnton
es �1(Vn) = c(Z1) = c(Vn−2
1 W3) y �2(V

n) = c(Z2) = c(W4)Gra
ias al análisis previo llegamos a la siguiente fórmula (que des
ribe el 
o
or
hetede una poten
ia de una palabra en base al 
o
orhete de una primitiva):Teorema 8.8. Sea V primitiva tal que
�(V) =

∑

(P,Q)∈LP1(V):(1) o (2)

sign(P,Q) c(W1)⊗ c(W2)+

∑

(P,Q)∈LP1(V):(3)

sign(P,Q) c(W3)⊗ c(W4)enton
es
54



�(Vn) = n

⎡

⎣
∑

(P,Q)∈LP1(V):(1) o (2)

sign(P,Q)
∑

0≤i≤n−1

c(Vi
1W1)⊗ c(W2V

n−1−i
1 )+

∑

(P,Q)∈LP1(V):(3)

sign(P,Q)
∑

0≤i≤n−1

c(Vi
1W3)⊗ c(W4V

n−1−i
3 )

⎤

⎦Donde para 
ada par O-linkeado (P,Q) tenemos:
V1 es el representante lineal de V que 
omienza 
on p2.
W1 es la subpalabra de V que 
omienza 
on p2 y termina justo antes de q2.
W2 es la subpalabra de V que 
omienza 
on q2 y termina justo antes de p2.
W3 es la subpalabra de V que 
omienza 
on p2 y termina en q1.
W4 es la subpalabra de V que 
omienza 
on q2 y termina 
on p1.Por último V3 es el representane lineal de V tal que V3= YW3YW4.8.3. EjemplosUn ejemplo 
on
retoCal
ularemos �(V) y �(V2) 
omparándolo 
on �(V) para una 
urva en 
on
reto enel toro 
on dos agujeros.

b

ca

b

c a

b

ca

b

c a

c(bcac) c((bcac)2)

I II

Si 
onsideramos V = c(bcac) los pares linkeados serán (P1,Q1) = (bc, ca), (Q1,P1),
(P2,Q2) = (cb, ac) y (Q2,P2), donde (P1,Q1) y (P2,Q2) tienen signo positivo (todosestos pares veri�
an (1) en la de�ni
ión 3.10). Utilizamos dos 
olores distintos paradistinguir los 
ortes provo
ados por estos pares O-linkeados distintos y al mismo tiempono sobre
argar la nota
ión.Enton
es (ver primer diagrama)

�(V) = c(

W
PQ
1

︷︸︸︷

c )⊗ c(

W
PQ
2

︷︸︸︷

acb )− c(acb)⊗ c(c)
︸ ︷︷ ︸

por(I)

+55



c(

W
PQ
1

︷︸︸︷

bca )⊗ c(

W
PQ
2

︷︸︸︷

c )− c(c)⊗ c(bca)
︸ ︷︷ ︸

porIIAnalizamos este ejemplo 
on la de�ni
ión de Goldman y Turaev. Empe
emos 
on elpunto I, primero se ordenan los ar
os salientes de este punto 
on la misma orienta
iónque de�ne la palabraO (es de
ir el símbolo de la super�
ie) enton
es el primer ar
o seráel que llega al lado etiquetado 
on la letra c, y este ar
o �apare
e� en el lado etiquetado
on la letra c y luego regresa al punto I formando un lazo es de
ir c(c). Luego saliendode I re
orremos el ar
o que llega al lado etiquetado 
on la letra a, apare
e en el ladoetiquetado 
on a, llega a c, apare
e en el lado etiquetado 
on la letra c, de ahí a b,apare
e en el lado etiquetado 
on la letra b y de ahí llega a I otra vez formando otrolazo, más pre
isamente c(acb). Esto último da lugar al término c(c)⊗ c(acb)El segundo término que se observa en el primer desarrollo es el simétri
o de esteúltimo, 
on el signo opuesto ya se 
ambia el orden en los ar
os salientes de I.Por otro lado, realizamos el mismo pro
edimiento en el punto II. Se ordenan losar
os salientes del punto II respetando la orinta
ión del símbolo de la super�
ie. Elprimer ar
o será el que sale de II y llega al lado etiquetado 
on la letra b, este ar
ollega al lado etiquetado 
on la letra b y parte ha
ia el lado 
orrespondiente a la letra
c, apare
e en c y va ha
ia a, y desde a llega a II otra vez. Es de
ir c(bca).Si en 
ambio se sale del punto II 
on el segundo ar
o se llega al lado etiquetado 
onla letra c, apare
e en el lado 
orrespondiente a la letra c y vuelve al punto II formandoel lazo c(c).En 
onse
uen
ia se obtiene el término c(bca) ⊗ c(c), y por supuesto su simétri
o
c(c)⊗ c(bca) 
on signo aso
iado −1.Si en 
ambio se 
onsidera V, (re
ordemos que es la misma 
urva pero 
on sentidoopuesto) los pares linkeados serán (P1,Q1) y (P2,Q2) ambos de signo positivo y sussimétri
os 
on signo negativo.Enton
es

�(V) = c(

W
PQ

2

︷︸︸︷

bca )⊗ c(

W
PQ

1

︷︸︸︷
c )− c(bca)⊗ c(c)

︸ ︷︷ ︸

porI

+

c(

W
PQ

2

︷︸︸︷
c )⊗ c(

W
PQ

1

︷︸︸︷

acb )− c(acb)⊗ c(c)
︸ ︷︷ ︸

por(II)

.Es de
ir, que re
orremos primero (y en sentido 
ontrario) la 
urva que re
orríamosúltima. 56



Ahora veamos que pasa si tomamos V2. Como podemos observar en el diagrama,ahora hay 4 puntos de interse

ión �provenientes de I� y otros 4 �provenientes de II�,además hay un punto extra que no va a ser dete
tado por los pares (P,Q)(de todasmaneras si usamos la de�ni
ión de 
o
orhete Goldman-Turaev se puede observar quelos términos 
orrespondientes a este punto se anularán entre si). También sabemos quepor 
ada par 
ontabilizado en V en
ontraremos �4 
opias� en V2.Así obtenemos (ver segundo diagrama)
�(V2) = 2

⎡

⎢
⎢
⎣
c(

V1

︷︸︸︷

cacb

W
PQ
1

︷︸︸︷

c )⊗ c(

W
PQ
2

︷︸︸︷

acb )− c(acb)⊗ c(cacbc)
︸ ︷︷ ︸

porI

+

c(

W
PQ
1

︷︸︸︷

c )⊗ c(

W
PQ
2

︷︸︸︷

acb

V1

︷︸︸︷

cacb)− c(acbcacb)⊗ c(c)
︸ ︷︷ ︸

porI

+

c(

V1

︷︸︸︷

bcac

W
PQ
1

︷︸︸︷

bca )⊗ c(

W
PQ
2

︷︸︸︷

c )− c(c)⊗ c(bcacbca)
︸ ︷︷ ︸

porII

+

c(

W
PQ
1

︷︸︸︷

bca )⊗ c(

W
PQ
2

︷︸︸︷

c

V1

︷︸︸︷

bcac)− c(cbcac)⊗ c(bca)
︸ ︷︷ ︸

porII

⎤

⎥
⎥
⎦Se puede observar en el ejemplo anterior que V1 indi
ado 
on 
olor rojo no es elmismo que el V1 indi
ado 
on azul, es de
ir, V1 depende del par (P,Q).El 
aso n = 2 para una super�
ie en general

�(V2) = 2

⎡

⎣
∑

(P,Q)∈LP1(V):(1) o (2)

sign(P,Q)
∑

0≤i≤1

c(Vi
1W1)⊗ c(W2V

1−i
1 )+

∑

(P,Q)∈LP1(V):(3)

sign(P,Q)
∑

0≤i≤1

c(Vi
1W3)⊗ c(W4V

1−i
3 )

⎤

⎦Donde para 
ada par O-linkeado tenemos:
V1 es el representante lineal de V que 
omienza 
on p2.
W1 es la subpalabra de V que 
omienza 
on p2 y termina justo antes de q2.
W2 es la subpalabra de V que 
omienza 
on q2 y termina justo antes de p2.
W3 
omienza 
on p2 y termina en q1. 57



W4 
omienza 
on q2 y termina 
on p1.Por último V3 es el representane lineal de V tal que V3= YW3YW4.Los siguientes dos ejemplos son nombrados en [1℄(ejemplo 5.8) 
onsiderando O =
c(a1a2a1 a2a3a4a3a4), los desarrollaremos aquí pero 
on otro símbolo de super�
ie. Estoes porque si la palabra que des
ribe la 
urva no 
ontiene a las letras ai, ai enton
espodemos ubi
ar la palabra en una biálgebra �más 
hi
a�, es de
ir 
on un alfabeto dondeno aparez
an las letras ai y ai. Este reemplazo no 
ambiará signos ni 
antidad de pareslinkeados.Ejemplo 8.9. En el ejemplo 6.6 se mostró una 
urva donde �(V) = 0, 
al
ulemos ahora
�(V2). Re
ordamos V = c(a1a2a1a2), O = c(a1a2a1a2) y los pares linkeados (P,Q) y
(Q,P) donde P = a2a1a2 y Q = a2a1a2.Enton
es

�(V2) = 2[c(a2a1a2a1a2)⊗ c(a2)− c(a2)⊗ c(a2a1a2a1a2)

+c(a2)⊗ c(a2a1a2a1a2)− c(a2a1a2a1a2)⊗ c(a2)] ∕= 0.Ejemplo 8.10. Sean O = c(a1a2a1a2a3a3) y V = c(a2a3a2a3a1a1a1). Los pares linkea-dos son (P1, Q), (P2, Q) (de signo positivo) y sus simétri
os, donde P1 = P2 = a1a1 y
Q = a3a2. Enton
es

�(V) = c(a1a1a2a3)⊗ c(a2a3a1)− c(a2a3a1)⊗ c(a1a1a2a3)

+c(a1a2a3)⊗ c(a2a3a1a1)− c(a2a3a1a1)⊗ c(a1a2a3).De esta manera �(V) = 0 porque 
omo palabras 
í
li
as c(a1a1a2a3) = c(a2a3a1a1)y c(a2a3a1) = c(a1a2a3), ambos 
orrespondientes al primer y último termino. Analoga-mente 
on el segundo y ter
er término. Si las palabras fuesen lineales ninguna de estasimpli�
a
iones serían posibles.
�(V2) = c(a1a1a2a3a2a3a1a1a1a2a3)⊗c(a2a3a1)−c(a2a3a1)⊗c(a1a1a2a3a2a3a1a1a1a2a3)

+c(a1a2a3a2a3a1a1a1a2a3)⊗ c(a2a3a1a1)− c(a2a3a1a1)⊗ c(a1a2a3a2a3a1a1a1a2a3)

+c(a1a1a2a3)⊗ c(a2a3a1a1a1a2a3a2a3a1)− c(a2a3a1a1a1a2a3a2a3a1)⊗ c(a1a1a2a3)

+c(a1a2a3)⊗ c(a2a3a1a1a1a2a3a2a3a1a1)− c(a2a3a1a1a1a2a3a2a3a1a1)⊗ c(a1a2a3)De esta manera no sólo podemos notar que �(V2) ∕= 0 sino que no es posible lasimpli�
a
ión de término alguno. 58



9. Cor
hete de poten
ias de dos palabras 
í
li
as9.1. [Wn,Zm]La idea de esta se

ión es poder 
al
ular [Wn,Zm] sabiendo [W,Z], para 
ualquierpar n,m ∈ ℕ.Esto permite �ahorrar 
uentas�, en el siguiente sentido, si se sabe el desarrollo del
or
hete para la palabra 
í
li
a primitiva, no es ne
esario bus
ar pares linkeados de laspoten
ias de esta palabra. Así basta 
on bus
ar sólo los pares linkeados de la palabra
í
li
a primitiva.Dados n,m ∈ ℕ, por de�ni
ión LP2(W,Z) y LP2(W
n,Zm) son iguales 
omo
onjuntos. Así sólo resta analizar 
on que multipli
idad apare
e 
ada par (P,Q) ∈

LP2(W,Z) en LP2(W
n,Zm).Dado (P,Q) ∈ LP2(W,Z) 
onsideramos el representante lineal W1 de W que
omienza 
on p1 y el representante lineal Z1 de Z que 
omienza 
on q1, enton
es te-nemos que Wn

1 es un representante lineal de Wn y Zm
1 es representante lineal de Zm.Donde

Wn
1 =

P
︷ ︸︸ ︷
p1 . . . . . .
︸ ︷︷ ︸

W1

. . . . . .

P
︷ ︸︸ ︷
p1 . . . . . .
︸ ︷︷ ︸

W1

Zm
1 =

Q
︷ ︸︸ ︷
q1 . . . . . .
︸ ︷︷ ︸

Z1

. . . . . .

Q
︷ ︸︸ ︷
q1 . . . . . .
︸ ︷︷ ︸

Z1por 
ada P en Wn
1 hay m posibles Q tal que el par (P,Q) es linkeado, y 
omo hay nposibles P en W1 enton
es hay n.m pares (P,Q) en LP2(W

n,Zm).Por otro lado, veamos la rela
ión entre 
(P,Q) 
orrespondiente a [W,Z] y 
(P,Q)
orrespondiente a [Wn,Zm], para poder 
on
luir una rela
ión entre [W,Z] y [Wn,Zm].Anali
emos dos 
asosSi (P,Q) veri�
a (1) o (2) en la de�ni
ión 3.10 
onsideramos el representante lineal
W1 de W que 
omienza 
on p2 y el representante lineal Z1 de Z que 
omienza
on q2. De esta manera 
(P,Q) (el 
orrespondiente a WnZm)


(P,Q) = c(p2 . . . . . . p2 . . .
︸ ︷︷ ︸

Wn

1

q2 . . . . . . q2 . . .
︸ ︷︷ ︸

Zm

1

)mientras que el 
orrespondiente a WZ sería

(P,Q) = c(p2 . . .

︸ ︷︷ ︸

W1

q2 . . .
︸ ︷︷ ︸

Z1

)
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ZW Z3W2

Por 
ada punto de inter. entre W y Z hay 2x3 puntos de inter. entre W2 y Z3.Figura 15: Compara
ión entre LP2(W,Z) y LP2(W
n,Zm).Si (P,Q) veri�
a (3) en la de�ni
ión 3.10 
onsideramos la subpalabra W de Wque 
omienza 
on p2 y termina 
on p1 y la subpalabra Z de Z que 
omienza 
on

q2 y termina 
on q1, además 
onsideramos el representante lineal W1 de W que
omienza en p2 y el representante lineal Z1 de Z que 
omienza 
on q2. Enton
es

(P,Q) = c(p2 . . . . . . p1

︸ ︷︷ ︸

W
n−1

1
W

q2 . . . . . . q1
︸ ︷︷ ︸

Z
m−1

1
Z

).Así llegamos a la siguiente fórmula:Teorema 9.1. Si
[W,Z] =

∑

(P,Q)∈LP2(W ,Z):(1)o(2)

sign(P,Q) c(W1Z1) +

∑

(P,Q)∈LP2(W ,Z):(3)

sign(P,Q) c(WZ)(donde, para 
ada par linkeado, W1 es el representante lineal de W que 
omienza 
on
p2, Z1 es el representante lineal de W que 
omienza 
on q2, W y Z son subpalabras de
W y Z respe
tivamente, tal que W 
omienza en p2 y termina en p1 y Z 
omienza en
q2 y termina en q1, n,m ∈ ℕ)enton
es

[Wn,Zm] = nm

⎡

⎣
∑

(P,Q)∈LP2(W ,Z):(1)o(2)

sign(P,Q) c(Wn
1Z

m
1 ) +

∑

(P,Q)∈LP2(W ,Z):(3)

sign(P,Q) c(Wn−1
1 WZm−1

1 Z)

⎤

⎦
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Ejemplo 9.2. Sea O = c(aabcbc) y sean W = c(abc) y Z = c(cba). Los pares O-linkeados son (P,Q) = (bca, acb), que tiene signo positivo y es de tipo 2 y (P,Q) =
(abc, cba), que tiene signo positivo y es de tipo 3. Enton
es

[W,Z] = c( abc
︸︷︷︸

W1

bac
︸︷︷︸

Z1

) + c( ca
︸︷︷︸

W

ac
︸︷︷︸

Z

)Y si 
onsideramos W2 y Z obtenemos
[W2,Z] = 2[c( abc

︸︷︷︸

W1

abc
︸︷︷︸

W1

bac
︸︷︷︸

Z1

) + c( cab
︸︷︷︸

W1

ca
︸︷︷︸

W

ac
︸︷︷︸

Z

)].Más ejemplos:
[W3,Z] = 3[c( abc

︸︷︷︸

W1

abc
︸︷︷︸

W1

abc
︸︷︷︸

W1

bac
︸︷︷︸

Z1

) + c( cab
︸︷︷︸

W1

cab
︸︷︷︸

W1

ca
︸︷︷︸

W

ac
︸︷︷︸

Z

)]

[W2,Z2] = 4[c( abc
︸︷︷︸

W1

abc
︸︷︷︸

W1

bac
︸︷︷︸

Z1

bac
︸︷︷︸

Z1

) + c( cab
︸︷︷︸

W1

ca
︸︷︷︸

W

bac
︸︷︷︸

Z1

ac
︸︷︷︸

Z

)]9.2. [V ,W]Si bien 
on argumentos geométri
os la rela
ión
[V,W] = [V,W]resulta trivial, no es inmediata una demostra
ión 
ombinatoria. De todos modos ve-remos 
uales son los 
asos en los que se puede observar fa
ilmente la rela
ión entre lostérminos de [V,W] y [V,W].En 8.1 mostramos la biye

ión que existe entre el 
onjunto de pares linkeados 
or-respondientes a (V,W) 
on los 
orrespondientes a (V,W).Para un par (P,Q) que veri�
a (1) o (3) ((P,Q) veri�
a (1) o (3) resp
tivamente)es inmediata la igualdad

c(

V
︷ ︸︸ ︷
p2 . . . p1

W
︷ ︸︸ ︷
q2 . . . q1) = c(p1 . . . p2

︸ ︷︷ ︸

V

q1 . . . q2
︸ ︷︷ ︸

W

). Para un par (P,Q) que veri�
a (2) ((P,Q) veri�
a (2)). Separaremos en 
asos, elprimero es evidente, el segundo require un po
o más de trabajo y el último se desdoblaen una 
antidad importante de 
asos, es por eso que no detallaremos las 
uentas.Caso 1: ℓ(P) = ℓ(Q) ≤ min{ℓ(V), ℓ(W)}, es de
ir, las palabras P y Q son subpal-abras de V y W respe
tivamente.
V = c(p1Yp2A) W = c(q1Yq2B)61



c(

V
︷ ︸︸ ︷

p2Ap1Y

W
︷ ︸︸ ︷

q2Bq1Y) = c(p1Ap2Y
︸ ︷︷ ︸

V

q1Bq2Y
︸ ︷︷ ︸

W

).Caso 2: ℓ(V) < ℓ(P) = ℓ(Q) ≤ ℓ(W), es de
ir, la palabra P es subpalabra de unapoten
ia de V y Q es subpalabra de W. El 
aso simétri
o es análogo.
V = c(p1Y

∗) W = c(q1Yq2B)Aquí dos posibilidades, puede que Y∗ sea toda o parte de la palabra Y. La primeraes trivial (Y = Y∗ y p1 = p2).
c(p2Yq2Bq1Y) = c(p1Yq1Bq2Y)Si 
onsideramos la otra posibilidad, Y∗ es sólo una parte de la palabra Y, pode-mos es
ribir Y∗ = Y1p2Y2, V = c(p1Y1p2Y2) y W = c(q1Yq2B) donde Y =

(Y1p2Y2p1)
iY1 
on i ≥ 1.En [V,W] en
ontramos el término

Z = c((p2Y2p1Y1)q2Bq1(Y1p2Y2p1)
iY1) = ((Y1p2Y2p1)

i+1Y1q2Bq1).En [V ,W] en
ontramos el término
O = c(p1Y2p2Y1q1Bq2Y1(p1Y2p2Y1)

i) = c((p1Y2p2Y1)
i+1q1Bq2Y1).Caso 3: Si max{ℓ(V), ℓ(W)} < ℓ(P ) = ℓ(Q), es de
ir, P es subpalabra de unapoten
ia de V y Q es una subpalabra de una poten
ia deW. En este 
aso podemoses
ribir V = c(p1Y

∗) y W = c(q1Y
∘) donde Y∗ y Y∘ pueden ser toda la palabra Yo sólo una parte de ella. Esto derivará en tres sub
asos:Caso 3.1: Si Y = Y∗ = Y∘ enton
es p1 = p2 y q1 = q2. Resulta inmediato que

c(p2Yq2Y) = c(p1Yq1Y).Caso 3.2: Si Y = Y∗ y por otro lado Y∘ es subpalabra (estri
ta) de Y. El 
asosimétri
o es análogo. Es
ribimos V = c(p1Y), W = c(q1Y
∘) = (q1Y1q2Y2), donde

p1 = p2 y Y = (Y1q2Y2q1)
iY1 
on i ≥ 1. Con un pro
edimiento pare
ido al 
aso 2se 
on
luye este 
aso.Caso 3.3: Este es el 
aso no trivial, es de
ir el 
aso donde Y∗ y Y∘ no son toda lapalabra Y y es el 
aso que no detallaremos.Queremos estudiar ahora 
omo se rela
ionan [W,Z] y [W,Z ]. Para esto vamos ane
esitar la siguiente observa
ión: 62



Proposi
ión 9.3. (P,Q)es O-linkeado si y sólo si (P,Q) es O-linkeado. En ese 
asotienen signos opuestos.Demostra
ión. Como siempre lo demostraremos por 
asos:
(P,Q) = (p1p2, q1q2) (P,Q) = (p1p2, q2q1)

(P,Q) veri�
a (1) si y sólo si o(c(p1q1p2q2)) ∕= 0

(P,Q) veri�
a (1) si y sólo si o(c(p1q2p2q1)) ∕= 0y podemos ver que que las letras apare
en 
on orienta
ión inversa.
(P,Q) = (p1Yp2, q1Yq2) si y sólo si (P,Q) = (p1Yp2, q2Yq1) (re
ordar que es
ribi-mos Y = x1Xx2)
(P,Q) veri�
a (2) si y sólo si o(c(p1q1x1)) = o(c(p2q2x2))

(P,Q) veri�
a (3) si y sólo si o(c(q1p1x1)) = o(c(q2p2x2))y se veri�
a que o(c(p1q1x1)) = − o(c(q1p1x1)) o(c(p2q2x2)) = − o(c(q2p2x2)).
(P,Q) = (p1Yp2, q1Yq2) si y sólo si (P,Q) = (p1Yp2, q2Yq1)

(P,Q) veri�
a (3) si y sólo si o(c(q2p1x1)) = o(c(q1p2x2))

(P,Q) veri�
a (2) si y sólo si o(c(p1q2x1)) = o(c(p2q1x2))y 
omo antes, se veri�
a que o(c(q2p1x1)) = − o(c(p1q2x1)) y o(c(q1p2x2)) =
− o(c(p2q1x2)).De esta manera podemos observar que 
omo 
onjuntos LP2(W,Z) y LP2(W,Z)están en 
orresponden
ia biunívo
a, y más aún 
omo multisets, ya que por 
ada parlinkeado (P,Q) ∈ LP2(W,Z) 
on multipli
idad t tendremos (P,Q) ∈ LP2(W,Z) 
onla misma multipli
idad. Notar también que si el par (P,Q) es de tipo (2) enton
es elpar (P,Q) ∈ LP2(W,Z) es de tipo (3) y vi
eversa.9.3. Rela
ión entre LP1(V) y LP2(Vn,Vm)Una de las preguntas que se plantean en [1℄ es la siguiente: Dados n y m dos enterosno nulos y sea V una palabra 
í
li
a primitiva y redu
ida. ¾La 
antidad de términosdel 
or
hete entre Vn y Vm es igual a 2∣m.n∣ multipli
ado por la 
antidad mínima depuntos de interse

ión?Observa
ión 9.4. Empe
emos observando la rela
ión entre LP1(V) y LP2(V

n,Vm)para n,m ∈ ℕ. Re
ordemos que LP1(V) = LP1(V
n) (
omo 
onjuntos) para 
ualquier

n ∈ ℕ. Por otro lado LP2(V,V)= LP2(V
n,Vm) pues LP2(V,V) está formado por pares63



de subpalabras de alguna poten
ia natural de V. Con lo 
ual, tomando N su�
iente-mente grande LP1(V) = LP1(V
N) = LP2(V

n,Vm). Así LP1(V) = LP2(V
n,Vm) (
omo
onjuntos).En 
uanto a la multipli
idad, por 
ada par (P,Q) ∈ LP1(V) se tienen n.m 
opias en

LP2(V
n,Vm). Es de
ir que LP2(V

n,Vm) = n.mLP1(V), y re
ordando que #LP1(V)= 2#l�, enton
es en el desarrollo de [Vn,Vm] habrá a lo sumo nm2#l� términos. Enparti
ular si n = m = 1 enton
es tenemos que LP1(V) y LP2(V,V) son iguales 
omo
onjuntos y más aún 
omo multisets.En [4℄ Chas y Krongold prueban lo siguiente:Teorema 9.5. Sea V una 
lase de 
lase de 
onjuga
ión del grupo fundamental, queademás es primitiva (es de
ir que no sea poten
ia de otra) de una super�
ie orienta-da. Sean p y q dos enteros positivos distintos, donde alguno de ellos es por lo menos3. La 
antidad de términos (
ontados 
on la multipli
idad 
on la que aparez
an) del
or
hete de Goldman [Vp,Vq] es 2.p.q ve
es la 
antidad mínima posible de puntos deautointerse

ión de representantes en su 
lase de 
onjuga
ión.Gra
ias al desarrollo previo habíamos en
ontrado 2nm#l� 
omo 
ota superior a la
antidad de términos en el desarrollo del 
or
hete [Vp,Vq], gra
ias a este teorema sesabe que (por lo menos para p y q distintos y uno de ellos mayor o igual a tres) estostérminos son todos distintos, es de
ir en ese 
aso ningún término se simpli�
a.Observa
ión 9.6. Ahora 
ompararemos LP1(V) 
on LP2(V,V). Re
ordemos que 
adavez que el par (P,Q) está O-linkeado donde P y Q son subpalabras de V, tendremosque (P,Q) está O-linkeado pensando a P 
omo subpalabra de V y Q 
omo subpalabrade V . De esta manera los 
onjuntos LP1(V) y LP2(V,V) están en 
orresponden
iabiunívo
a (y pasa lo mismo si los pensamos 
omo multisets, es de
ir la multipli
idades la misma).El mismo razonamiento se podría utilizar para 
omparar LP1(V) 
on LP2(V,V).

Figura 16: Por 
ada punto de autointerse

ión de V en
ontramos dos tanto en la inter-se

ión de V 
on V 
omo en la interse

ión de V 
on V.64



9.3.1. Rela
ión entre [V,V] y [V,V]Una de las 
onjeturas 
itadas en [1℄ es la siguiente: una palabra 
í
li
a redu
idatiene un representante simple si y sólo si [V,V] = 0.Analizaremos
[V,V] =

∑

(P,Q)∈LP2(V ,V)

sgn(P,Q) 
(P,Q).Veamos lo que su
ede por 
asos:
(P,Q) veri�
a (1) si y sólo si (P,Q) veri�
a (1) y en ese 
aso


(P,Q) = c(

W1

︷ ︸︸ ︷
p2 . . . p1

W2

︷ ︸︸ ︷
q2 . . . q1)y


(P,Q) = c(p2 . . . p1q1 . . . q2) = c(p2 . . . p1
︸ ︷︷ ︸

W1

q2 . . . q1
︸ ︷︷ ︸

W2

).O sea que 
(P,Q) = c(W1W2) si y sólo si 
(P,Q) = c(W1W2)

(P,Q) veri�
a (2) si y sólo si (P,Q) veri�
a (3) y en ese 
aso

(P,Q) = c(

W1

︷ ︸︸ ︷

p2 . . . p1Y

W2

︷ ︸︸ ︷

q2 . . . q1Y)y

(P,Q) = c(p2 . . . p1q1 . . . q2).Y si permitimos es
ribir c(p2 . . . p1q1 . . . q2) = c(p2 . . . p1Y

︸ ︷︷ ︸

W1

Yq1 . . . q2
︸ ︷︷ ︸

W2

)enton
es también se veri�
a que 
(P,Q) = c(W1W2) si y sólo si 
(P,Q) =
c(W1W2).
(P,Q) veri�
a (3) si y sólo si (P,Q) veri�
a (2) y en ese 
aso


(P,Q) = c(p2 . . . p1q2 . . . q1)y

(P,Q) = c(

W1

︷ ︸︸ ︷

p2 . . . p1Y

W2

︷ ︸︸ ︷

q1 . . . q2Y).Y si otra vez permitimos es
ribir c(p2 . . . p1q2 . . . q1) = c(p2 . . . p1Y
︸ ︷︷ ︸

W1

Yq2 . . . q1
︸ ︷︷ ︸

W2

) en-ton
es otra vez vale que 
(P,Q) = c(W1W2) si y sólo si 
(P,Q) = c(W1W2).65



Re
ordemos que sgn(P,Q) = −sgn(P,Q).Hemos llegado enton
es a lo siguienteLema 9.7. Si
[V,V] =

∑

(P,Q)∈LP1(V)

sgn(P,Q) 
(W1W2)donde W1 y W2 son 
omo en el análisis anterior.
[V,V] =

∑

(P,Q)∈LP1(V)

−sgn(P,Q) 
(W1W2)Re
ordemos que [V,V] = 0, veamos sin embargo en el siguiente ejemplo 
omo estehe
ho no impli
a que [V,V]=0.Ejemplo 9.8. Utilizaremos O y V 
omo en el ejemplo 8.10. De esta manera se obtiene
[V,V] = c(a2a3a1a1a1a2a3a1a3a2a3a2a1a1) + c(a2a3a1a1a1a2a3a1a1a3a2a3a2a1)

−c(a1a1a2a3a2a3a1a3a2a1a1a1a3a2)− c(a1a2a3a2a3a1a1a3a2a1a1a1a3a2) ∕= 0En orden 
ada uno de estos términos 
orresponde a los pares (Q,P 1), (Q,P 2),
(P1, Q) y (P2, Q). Las primeras siete letras de 
ada uno de estos términos formanun representante lineal de V, mientras que las últimas siete letras 
orresponden a unrepresentante lineal de V . Observar que ninguno de los términos se 
an
elan.Veamos mediante diagramas la situa
ión, en el primer diagrama se des
ribe el tér-mino aso
iado a un par (P,Q) que veri�que (2) y apare
e en [V,W]. En el segundodiagrama se des
ribe el término aso
iado al par (P,Q) que veri�
a (3) y apare
e en
[V,W ].Uno podría preguntarse si la fórmula que apare
e en el lema anterior podría sergeneralizada 
ambiando [V,V] por [V,W] y [V,V] por [V,W]. Veremos en un ejemploque esto no es posible. 66



Ejemplo 9.9. Sean O = c(a1a2a3a1a2a3), V = c(a1a2a1a3) y W = c(a2a1a3). P =
a1a2a1a3a1 subpalabra de V2 y Q = a3a2a1a3a2 subpalabra de W2. Enton
es el par
(P,Q) es linkeado, de tipo (2) y signo positivo.El término 
orrespondiente en [V,W] es c( V1

︷ ︸︸ ︷

a1a2a1a3

W1

︷ ︸︸ ︷

a2a1a3).El término 
orrespondiente en [V,W ] es Z = c(a1a3a1a2).Observar que Z ∕= c(V1W1).
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A. MultisetsUn multiset es un generaliza
ión de un 
onjunto. Mientras que en un 
onjunto 
adaelemento se 
uenta una úni
a vez, en un multiset 
ada elemento tiene aso
iada unamultipli
idad. Por ejemplo {a, a} es el mismo 
onjunto que {a} pero 
omo multisetsson distintos, ya que el primero tiene �dos elementos� y el segundo tiene sólo uno.Esta idea se puede formalizar de la siguiente manera: un multiset es un par (A,m)donde A es algún 
onjunto y m es una apli
a
ión m : A → ℕ0 el 
onjunto A es el
onjunto subya
ente y para 
ada a ∈ A la multipli
idad (es de
ir la 
antidad de ve
esque apare
e este elemento) es el número m(a).En los multisets 
omo en los 
onjuntos, se de�nen opera
iones 
omo unión e inter-se

ión, el produ
to 
artesiano de dos multisets, et
.La unión de dos multisets será otro multiset donde 
ada elemento pertene
ientea la unión de los 
onjuntos subya
entes tendrá 
omo multipli
idad la suma de lasmultipli
idades que tenía en 
ada uno de los multisets originales (esta última no es laúni
a de�ni
ión posible para la unión de multisets, se puede de�nir la multipli
idadde un elemento pertene
iente a la unión 
omo el máximo entre las multipli
idades quetenía el elemento en 
ada uno de los 
onjuntos subya
entes).La interse

ión de dos multisets será también otro multiset tal que su 
onjuntosubya
ente será la interse

ión de los 
onjuntos y la multipli
idad de 
ada uno de ellosserá el mínimo entre las anteriores multipli
idades.El produ
to 
artesiano de dos multisets será otro multiset que tendrá 
omo 
on-junto subya
ente el produ
to 
artesiano de los 
onjuntos subya
entes. La multipli
idadde 
ada elemento (a, b) en el produ
to será el produ
to de las multipli
idades de loselementos a y b en sus respe
tivos multisets.Un sub
onjunto de un multiset es otro multiset tal que los 
onjuntos subya
entesse 
ontienen y la multipli
idad para 
ada elemento del sub
onjunto es menor o igual ala multipli
idad en el multiset original.Podemos también multipli
ar un multiset por un número natural n, obteniendo otromultiset, y eso signi�
a que el 
onjunto de base es el mismo pero la multipli
idad de
ada elemeto se multipli
ará por n. Observar que esto es 
oherente 
on la de�ni
ón deunión de multisets 
omentada anteriormente. Es de
ir nA es el multiset A ∪ A ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪ A
︸ ︷︷ ︸

n−vecesdonde para 
ada elemento a ∈ A 
on multipli
idad t tendrá multipli
idad nt en nA.La 
ardinalidad de un multiset (�nito) es la suma de las multipli
idades de 
adaelemento del 
onjunto subya
ente.B. Produ
to libre de gruposDado que vamos a 
onsiderar grupos que no ne
esariamente sean abelianos, es-
ribiremos al grupo G en forma multipli
ativa. Es de
ir, llamaremos 1 al neutro del68



grupo, xn será el produ
to de n 
opias de x para 
ada x ∈ G y x−1 notará el inversode x.En esta se

ión nos dedi
aremos a estudiar un 
on
epto similar al de la suma dire
tapara grupos abelianos, pero para grupos arbitrarios, se denomina produ
to libre degrupos.Dado G un grupo y {G�}�∈J una familia de subgrupos de G diremos que estos sub-grupos generan G si para todo elemento x ∈ G existe una su
esión �nita (x1, x2, . . . , xn)de elementos de los grupos G� tal que x = x1x2 . . . xn. Tal su
esión se denomina palabra(de longitud n) en los grupos G� y se di
e que representa al elemento x ∈ G.Observar que al no 
ontar 
on la 
onmutatividad en el grupo, en general, no esposible reorganizar el produ
to x1x2 . . . xn para agrupar los que pertene
en al mismogrupo. Pero si posible que la esritura no sea úni
a, es de
ir si xi y xj pertene
enal mismo subgrupo G� enton
es también podremos representar al elemento 
on unapalabra de longitud n − 1. Del mismo modo si alguno de los elementos es el neutrodel grupo, este se podría suprimir y así obtener una palabra de menor longitud querepresenta al mismo elemento.Apli
ando estas opera
iones de redu

ión, se puede obtener en general una palabrarepresentando a x de forma y1y2 . . . ym donde no existe ningún grupo G� que 
ontengaa dos elementos 
onse
utivos y donde yi ∕= 1 para todo índi
e i. Tal palabra de de-nomina redu
ida. Esta dis
usión no se apli
a si el elmento es el neutro ya que en este
aso se podría representar al neutro de la siguiente manera x.x−1. En 
onse
uen
ia,utilizaremos el 
onvenio de que el 
onjunto va
ío es una palabra redu
ida (de longitud
ero) que representa el elemento neutro de G. Con este 
onvenio es 
ierto que si losgrupos G� generan G enton
es todo elemento de G puede ser representado por unapalabra redu
ida en los elementos de los grupos G�.Observar si x = x1x2 . . . xn e y = y1y2 . . . yn enton
es x1x2 . . . xny1y2 . . . yn represen-ta a xy pero puede que no sea redu
ida.De�ni
ión B.1. Sea G un grupo, sea {G�}�∈J una familia de subgrupos de G que almismo tiempo generan G. Supongamos que G�∩G� está formado sólo por el elementoneutro 
uando � ∕= �. Diremos que G es el produ
to libre de los grupos G� si para 
ada
x ∈ G existe una úni
a palabra redu
ida en los grupos G� que representa a x. En esta
aso es
ribiremos

G =
∗∏

�∈J

G�o, en 
aso �nito, G = G1 ∗G2 ∗ ⋅ ⋅ ⋅ ∗Gn.C. Cara
terísti
a de Euler y Mayer-VietorisEn este apédi
e, vía Mayer-Vietoris, mostraremos 
on diagramas 
ómo varía la
ara
terísti
a de Euler al agregar un agujero o una manija a una super�
ie.69



Algunos 
ál
ulos previos usando la fórmula � = C − A+ V :
�(D) = 1− 4 + 4 = 1 �(C) = 4− 12 + 8 = 0

D
C

Utilizando el 
ál
ulo anterior, veremos 
omo 
ambia la 
ara
terísti
a de Euler altapar dos agujeros de una super�
ie 
on un 
ilindro.
∪

Llamemos S a la super�
ie original, S∗ a la super�
ie resultante después de removerlos dos dis
os, C al 
ilindro que se ve en la �gura y S∗ ∪ C a la super�
ie resultantedespués de agregar una manija a la super�
ie S∗.Observar que S∗ ∩ C es la unión disjunta de dos 
ilindros, que por la 
uenta del
omienzo y Mayer-Vietoris tiene 
ara
terísti
a de Euler 0.
�(S∗ ∪ C) = �(S∗) + �(C)

︸ ︷︷ ︸

0

−�(S∗ ∩ C)
︸ ︷︷ ︸

0

.En otras palabras, tapar dos agujeros 
on un asa no 
ambia la 
ara
terísti
a deEuler. 70



∪

S1 S2 S = S1 ∪ S2

Pasaremos ahora a analizar lo que su
ede si a una super�
ie se le quita un dis
o.En el diagrama anterior se representa la situa
ión:Llamaremos S a la super�
ie original, S1 a la super�
ie resultante de haber quitadoun dis
o y S2 a un dis
o. Por Mayer-Vietoris se tiene que
�(S) = �(S1 ∪ S2) = �(S1) + �(S2)

︸ ︷︷ ︸

1

−�(S1 ∩ S2)
︸ ︷︷ ︸

0es de
ir
�(S) = �(S1) + 1Se puede observar enton
es que quitarle un dis
o a una super�
ie ha
e que la 
a-ra
terísti
a de Euler baje en una unidad. Generalizando esta idea, quitar n dis
os bajala 
ara
terísti
a de Euler en n unidades.
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