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Introduccion

El objetivo principal de esta tesis es dar una introduccién, desarrollada y con ejemplos, de las
bases de la teoria de representaciones de quivers finitos. Para eso utilizaremos las herramientas
potentisimas desarrolladas conjuntamente por Maurice Auslander e Idun Reiten, cuyo concepto
central es el de sucesién exacta que casi se parte (almost split). Seguimos principalmente el
libro de Ralf Schiffler, Quiver representations (Springer, 2014), consultando el excelente libro
de referencia de algebras asociativas de Skowronnski y Yamagata, Frobenius Algebras I.

En la tesis se puso énfasis en proveer ejemplos de la teoria, utilizando resultados conocidos
en casos concretos, como el estudio del diagrama Ag o el cdlculo de algunos quivers AR o de
la dimensién homoldgica de su algebra de caminos. Son ejemplos de resultados conocidos pero
que no se suelen dar en la literatura y en este trabajo se los describe explicitamente. Por otra
parte también se da la demostracién de algunos pequenos resultados ya conocidos pero cuya
demostracién usualmente no se encuentra en los trabajos del tema, como el teorema 2.4. o 4.2.
En otros casos se dan demostraciones simplificadas de las encontradas en los libros consultados,
como en el lema 4.26 o 5.13; y en otros casos se amplian, aclaran y completan los detalles de
algunos resultados como el teorema 6.16, 5.29 o 4.37.

Un quiver (carcaj en espanol) es simplemente un diagrama hecho de vértices y flechas que
conectan esos vértices. En principio, parece un objeto perteneciente a la teoria de grafos, pero
las preguntas que la teoria de quivers y la teoria de grafos se hacen son completamente distintas.

. Por qué nos puede interesar estudiar esta clase de objetos? Empecemos por decir que a un
quiver se le puede asociar una estructura algebraica natural, que es la de k-algebra, con base los
caminos del carcaj, la suma formal, y la concatenacion de caminos como producto. Una posible
respuesta a la pregunta es que el estudio de las k-dlgebras (asociativas, unitarias, de dimensién
finita) esta intimamente relacionada con esta estructura algebraica asociada al quiver. Mds atn:
estudiar la categoria de moédulos finitamente generados sobre una k-algebra es esencialmente
lo mismo que estudiar el comportamiento algebraico de ese quiver. Asi, podemos convertir un
problema de algo que puede ser extremadamente abstracto en estudiar un diagrama de vértices
y flechas.

El elemento principal para estudiar los quivers son sus representaciones, que no es mas que
substituir los vértices por espacios vectoriales, y las aristas por transformaciones lineales. Es
decir, ahora pensamos al quiver como un diagrama de transformaciones lineales; y entonces
podemos hacer adlgebra. En la Parte 1 del trabajo damos las definiciones bésicas de la teoria, y
las operaciones que podemos hacer con las representaciones: suma directa, pull back, push out,
aplicarles el funtor Hom, etc. También damos una primera introduccién al llamado quiver de
Auslander Reiten, conformado por las representaciones de tipo indescomponible como vértices,
y morfismos indescomponibles como aristas.

En la Parte 2 continuamos el estudio de la categoria de representaciones, investigando sus
representaciones proyectivas, cuya definicion es calcada a la definicién usual para R-mdédulos.
También probamos que la categoria de representaciones indescomponibles tiene una propiedad



muy especial, que es ser hereditaria: toda subrepresentacion de una representacién proyectiva,
es proyectiva también. Veremos también ciertas resoluciones proyectivas minimales, que son las
resoluciones proyectivas "maés chicas” en un sentido preciso.

La parte 3 establece el puente entre la teoria de representaciones y el algebra de moédulos,
demostrando que la primera es (categdéricamente) exactamente lo mismo que una categoria
de modulos sobre el algebra de caminos. También hacemos un poco de algebra homoldgica,
definiendo el funtor Fxt y la dimensién homoldgica de un médulo. Adyacente al dlgebra ho-
moldgica, y utilizando algunas de sus técnicas, la parte 4 estudia una serie de funtores, espe-
cialmente el funtor traslacion de Auslander Reiten y el funtor de Nakayama, que sirve para
calcularlo. La traslacién es un ingrediente fundamental dentro de la teoria. La traslacion en
principio es tan sélo una asignacién, pero para definirlo como funtor es necesario pasar a un
cociente de la categoria, mirando a los mdédulos salvo proyectivos. Este objeto es la categoria
estable de representaciones.

En la quinta parte desarrollamos la base de la teoria de Auslander-Reiten (A-R), intro-
duciendo el concepto de morfismo que casi se parte e irreducible. La importancia de estos
conceptos viene de que junto con la traslacién, forman los ingredientes principales del quiver
AR, que se forma a partir de un carcaj con sus representaciones indescomponibles. El quiver
AR es una herramienta muy poderosa a la hora de estudiar las representaciones de un quiver
y, por lo tanto, la categoria de moédulos sobre una k-algebra.

Finalmente para terminar el trabajo demostramos un resultado de Pierre Gabriel, introduc-
torio pero muy importante, que clasifica completamente los tipos de carcaj que tienen finitas
representaciones indescomponibles. Es tal vez el primer teorema de clasificacion de quivers
que se puede dar dentro de la teoria, y sirve como excelente punto de partida para estudios
adicionales en la clasificacién de estos objetos.



Parte 1

Representaciones de quivers

1.1 Definiciones, ejemplos, resultados

Introduccion

El objeto de estudio subyacente en este trabajo son las representaciones de quivers. Recordamos
someramente las definiciones bésicas, ejemplos y resultados. La mayoria de los resultados (ex-
cepto tal vez el teorema de Krull-Schmidt) son inmediatos y por eso se omite su demostracién,
el lector interesado puede encontrarlos por ejemplo en [Sch14].

Definicién 1.1. Un carcaj, o quiver en inglés, es el conjunto de cuatro datos Q = (Qo, @1, S, t)
donde Qo y @1 son conjuntos y s y t son funciones, s,t : Q1 — Q. (g es el conjunto
de ”vértices”, ()1 el conjunto de "flechas”, y s y t son el "origen” y el "final” de la flecha
respectivamente. (source y target en inglés)

Si bien podemos decir simplemente que ({1, 2}, {a},s,t) con s(a) = 1,¢(a) = 2 es un carcaj,
los carcajs se representan en general, graficamente, quedando toda la informacién de vértices,
flechas, origenes y finales expresada en su grafo, que en este caso seria 1 —%— 2

Ejemplo 1.2.

Q %
L2 =253, 4
M/
«
5 o 6 8

El carcaj no es conexo pues no hay ninguna flecha que empiece 6 termine en 5. Ademds
notar que de 6 no sale ninguna flecha; un vértice del que no sale ninguna flecha se llama
”sumidero” (sink en inglés). En cambio al 2 no llega ninguna flecha; un vértice de este estilo se
denomina ”fuente” (o source). El ejemplo muestra que un carcaj admite en principio mucha
libertad: puede tener lazos (o loops en inglés, flechas que empiezan y terminan en el mismo
vértice), dos 6 mas flechas con el mismo origen, dos 6 mas flechas con el mismo final o una
secuencia de flechas que empiece y termine en el mismo vértice. La tnica restriccién general en
todo el trabajo es que la cantidad de flechas y vértices serd finita.

Ejemplo 1.3. Una clase muy importante de quivers son los de tipo Dynkin. Estos tienen como
grafo subyacente (es decir, el grafo que se obtiene olviddndose las direcciones de las flechas)
un diagrama de Dynkin. Esta clase de grafos es notable porque aparecen en la clasificacién



de muchos objetos de tipo finito de distintas areas, como algebras de Lie, grupos de Coxeter y
algebras cluster. A lo largo del trabajo solamente usaremos los diagramas Dynkin de tipo A,
D o E;, con ¢ = 6,7,8, por eso muchas veces utilizaremos ”"Dynkin” como sinénimo de un tipo
especial de Dynkins.

A, 1 2 3 n—1 n
n—1
Dn 9 n—2
\n
1 2 3 4 5
Eq ‘
6
1 2 3 4 5 6
E7
7
1 2 3 4 5 6 7
Eg ‘
8

Dado un carcaj los objetos algebraicos sobre este que estudiaremos son sus representa-
ciones. Bdsicamente una representacién es colocar un espacio vectorial de dimensién finita
sobre cada vértice (un k™) y reemplazar las flechas por transformaciones lineales.

Definicién 1.4. Una representacién de un carcaj @ es un par ({M;}icq,,
{#atacq,) donde M; = k™ para todo i y ¢o : Myqa) — Myq) es una transformacion lineal
para todo «

a3

1 2=
Ejemplo 1.5. Si Q es axt algunos ejemplos de representaciones son
4

Ny P 051950
M = AT (Aek) M = OT
k 0
0 1 0
k kQ[ ]k:
1
M" = [91]
k2



Un elemento z € M es una upla {x;}icq, donde cada z; € M;. Dada una numeracién de
los vértices, el vector dimensién de una representacion es el vector dim(M) = (dim(M;))icq, -
Siempre que hablemos de vector dimensién supondremos a los vértices de ) numerados.

Definicién 1.6. Dadas dos representaciones M = (M;, o) y N = (Nj, $o), un morfismo de
representaciones f: M — N es una coleccion de transformaciones lineales { f; }icq, : M; — N;
tal que para toda flecha o : i — j, el siguiente diagrama conmuta:

M. N

@a‘/ ‘/ﬁaa
fi ,

M; ——— N

i

~
~

<
<

Se denota como Homg (M, N) al conjunto de morfimos entre M y N. Usualmente nos
olvidaremos de escribir el @ si el carcaj esta fijo.

Observacion 1.7. Dadas dos representaciones M y N, Homg (M, N) es un k espacio vectorial
con el producto por escalares y la suma coordenada a coordenada.

Ejemplo 1.8. Veamos algtin ejemplo de un morfismo entre representaciones. Sea () el carcaj
del ejemplo 1.5 y las representaciones

M = o

e T

Calculemos Hom(M, M) : Un morfismo f : M — M’ tiene la forma f = (f1, f2, f3, f1) con
fi : M; — M y debe cumplir que el siguiente diagrama conmute:

0 0 k 1 k
0
0 —2 k ! k
1
k
\o
0
0



f queda determinada por las transformaciones lineales multiplicar por f y por f3. Entonces
fo=1-fy = f3-1 = f3 por la conmutatividad para la flecha ag : 2 — 3, mientras que, usando la
conmutatividad para la flecha ag : 4 — 2, fo-1 = 0 entonces fo = f3 = 0 luego Hom(M,M') =0

Hom(M', M") : Sea f : M’ — M" un morfismo de representaciones como antes, entonces

el sig. diagrama conmuta:
k 1 k (f3)1
\ ’[ Y \\(‘f3)2
k
0
0

e ] [

Entonces Hom(M',M") = {(f2 ,(fs)1 ,(f3)2) : los diagramas conmutan } =
{(f27f270):f2€k}§k

Un morfismo f : M — N es un monomorfismo si f; es una transformacién lineal inyec-
tiva para todo i, epimorfismo si cada f; es sobreyectiva y un isomorfismo si cada f; es un
isomorfismo.

1.2 Suma directa e indescomponibles

Una operacién muy importante para estudiar representaciones es la suma directa.

Definicién 1.9. Dadas dos representaciones M y M’ de @ se define la suma directa como la
representacion

Ma M = (M; ® M, pa ® a)

Notar que matricialmente, el morfismo se escribe como [%O‘ 'L/?a ]

Ejemplo 1.10. SiQes 1 —— 2+«+—3 vy
M= k—5k+—0

e e B e

entonces

béd] 1]

MoeM = kpk? ——— s kpk?c—— 0Dk

[l
[ev]en)en]
O
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que es lo mismo que

—
[e=lelg
oo

—_—O
[E—

H

Por lo tanto M” se puede escribir como (i.e., es isomorfa a) la suma de dos representaciones.
Esto nos da la idea de definir cuando una representacion no es la suma de dos representaciones
no triviales. Las representaciones indescomponibles hacen honor a su nombre y funcionaran
como los "numeros primos” de la categoria, a partir de las cuales podemos construir todas las
otras representaciones.

——_0

M" = k3 K3 k.

Definicién 1.11. Una representacién M es indescomponible si cada vez que M = M & M’
entonces M =00 M' =0

1 \al

Ejemplo 1.12. Si Q = 9 . 3 entonces
oy a3
4

4
4

M = k‘2€ k

!

es indescomponible. En efecto, supongo que f : M = S @ L es un iso, con S = (S;,84) ¥y
L = (Lj,l,). Vamos a demostrar que S = 0 o L = 0. Para hacerlo, procedemos por casos:
Caso 1: Veamos que si una de las representaciones S o L tiene sus coordenadas 1 y 4 igual
a cero, entonces debe ser la representacion nula. Sin pérdida de generalidad podemos asumir
que S1 = S4 = 0. En efecto, como S7 = S4 = 0, entonces L1 = Ly = k. Las transformaciones

k
1

lineales de M y S @ L correspondientes a la flecha aq son [§] y [5%1 [31} respectivamente.

Ademss s,, = 0 porque S; = 0, entonces la transformacién lineal asociada a a1 de S @ L es:

00 0

0 la la
06p Ly —[——1—]—> So@® Lo, que es lo mismo que Ly [—I—L S9@® Lo. Entonces como f es un morfismo,
por la definicién usada con la flecha «; el siguiente diagrama debe conmutar

-’

—_—

fi l% %l f2

k=L, —— SQ @® Lo
0

luego fa(e1) € Lo. Andlogamente

11



b —— k?

fa l’zv gl f2

entonces fa(ez) € Lo. Luego Im(f2) C Lo y como es un iso eso significa So = 0 y en consecuencia
Sq; = 0. Para terminar, como lo siguiente conmuta

S
o P

k2:O@L2 ——— S35 L3

00
0 lag

En el caso que S3 # 0 entonces L3 = 0 y Im(f3) C S3 y la composicién del lado derecho
darfa cero, lo que significarfa que [1] € Ker(f2) absurdo pues es iso.

Caso 2: Supongo que S1 =0y Sy = k. Luego Ly = k y Ly = 0. Entonces tendria que,
por ser morfismo de representaciones, fa(e1) € Loy fa(e2) € Sa. Y por lo tanto fa ([1]) no
pertenece a Sa, (si lo hiciera, fa(e1) perteneceria también a S3), y tampoco pertenece a Ly (si
lo hiciera, fa(ez) perteneceria a Lg). Pero como S3 @ L3 = k entonces S3 =0 o0 Lz = 0 lo que
implica que f2 ([1]) € L2 0 € Sy, absurdo. Entonces S =00 L =0

Los indescomponibles permiten reducir el problema de estudiar todas las representaciones
de un quiver a estudiar solamente sus representaciones indescomponibles. La razén de esto es
exactamente el teorema de Krull-Schmidt. Este teorema vale en general para la categoria de A
modulos finitamente generados sobre cualquier k£ dlgebra de dimension finita,

Teorema 1.13. (Krull-Schmidt): Sea Q un carcaj y M una representacion de Q. Entonces
Mng@MQ@@Mn

con M; representaciones indescomponibles. Ademds la descomposicion es unica, es decir, si
M >~ M| & M,® ...® M| entonces t = n y la nueva descomposicion es un reordenamiento.

Demostracion. Ver por ejemplo [SY12] O

1.3 Subrepresentaciones, funtor Hom, pull back y push out

Dado un carcaj Q la categoria Repg tiene como objetos las representaciones de ) y como
objetos a los morfismos entre representaciones.

Todas las definiciones usuales de subobjetos, cocientes y sucesiones exactas existen en esta
categoria, y valen los teoremas usuales. Esto no es coincidencia pues veremos més adelante que
la categoria de representaciones efectivamente es isomorfa a la categoria de médulos finitamente
generados sobre una cierta k-algebra.

12



Definicién 1.14. Dada una representacion M = (M;, ¢, ), una subrepresentacién de M
es una representaciéon (N;,1,) con un morfismo injectivo ¢ : M < N. En general podemos
asumir, identificando a N con su imagen, que N; < M; es un subespacio vectorial de M; y
Vo = Qal n;- Es decir, una subrepresentacién es un subconjunto tal que la inclusién es un
morfismo de representaciones.

Notaremos que H es una subrepresentacién de M con el simbolo H <« M.

Observacion 1.15.

e SINKM,Q<MyQC N entonces Q < N

e SINCKMyQ<M, NNQ< M

Definicién 1.16. Dado un morfismo de representaciones f : M — N, con M = (M;, ) se
define el nicleo de f como la representacién Ker(f) := ({Ker(fi)}i; valker(s))

Observacion 1.17. El nicleo de f : M — N es una subrepresentacién de M.

Definicién 1.18. Dada una subrepresentacién N de M, con M = (M;,0a) y N = (Ni, paly,)

se define el cociente % como la representacién 4 = ({%}z,g?)a) donde @, es el morfismo

inducido por ¢, en el cociente.

Observacion 1.19. % es una representaciéon de Q y w : M — % la proyeccién al cociente es
un morfismo suryectivo.

Definicién 1.20. Dado un morfismo f : M — N, N = (N;,1,) la imagen de f es una
representaciéon que notamos Im(f)

Im(f) := (Im(f3)s, lbahm(fi))

Como antes, Im(f) es una representacion.

Teorema 1.21. Primer teorema de isomorfismo: Si f : M — N es un morfismo

Im(f) = Ke]]\f/éf)

Observacion 1.22. La categoria Repg con la suma, nucles y cocientes ya definidos es una
categoria abeliana.

Funtor Hom y sucesiones exactas

Definicion 1.23. Una sucesién de morfismos de representaciones
..._>M1f_1>M2f_2>M3f_3>...

es exacta si Ker(f;) = Im(f;—1) Vi.
Una sucesién exacta corta es una sucesién exacta de la forma

0L MS N0

Es decir f es inyectiva, g es sobreyectiva y Ker(g) = Im(f)

13



Ejemplo 1.24. Sea Q@ =1—2y

S(1) == k—0 P(1) = k—k S(2) = 0—k
entonces

0— 952 Lwmsa —o

es una sucesién exacta, donde f es el morfismo f = (0, 1) y g = (1, 0) (comprobar que f
y g son morfismos de representaciones).

Definicién 1.25. Un morfismo f: M — N es

e una seccion si existe un morfismo s : N — M tal que so f = Idy,

e una retraccion si existe un morfismo r : N — M tal que for = Idy
e Una sucesion exacta corta 0 — L i> M % N — 0 se parte si f es una seccién.

Teorema 1.26. Dada una sucesion exacta de representaciones
0— L i> ML N —50 son equivalentes:

1. f es una seccion
2. g es una restriccion

3. existe un isomorfismo ¥ : M — L @ N tal que el siguiente diagrama conmuta

0 L1 snm—2 N 0
|
0—— L5 LaN - N 0
Demostracion. Reutilizar las demostraciones para mdédulos. O

Ejemplo 1.27. En el ejemplo 1.22 la sucesién exacta no se parte, pues f : S(2) — M no es
una seccién. En efecto, si s : M — S(2) es un morfismo de representaciones,

k
gl
0

Luego s = (s1,0) entonces sz 0 fo = 0 # Idg), = Idy

N

?‘<T??‘
)

—

14



Funtor Hom

Como vimos, dadas dos representaciones M y N, Hom(M, N) es un espacio vectorial con la
suma y el producto por escalares coordenada a coordenada. Tenemos asi un functor covariante

Hom(M, —)

Hom(M, —) : Repg — Vecty,
N — Hom(M, N)
(f: N —S) — (fs« : Hom(M, N) — Hom(M, S))

con fu(g) =fog
y un funtor contravariante Hom(—, V)

Hom(—, N) : Repg — Vecty,
M — Hom(M, N)
(f: M — S) — (f" : Hom(S,N) — Hom(M, N))

con f*(g) =go f

Teorema 1.28. Sea 0 — L i) M 2y N — 0 una sucesién en Repg. Entonces la sucesion es
exacta si y solo si la siguiente sucesion es exacta para todo X € Repg

0 —» Hom(X, L) £ Hom(X, M) £ Hom(X, N)

Esto nos dice que el funtor Hom(X, —) es exacto a izquierda, y efectivamente no siempre
manda sobreyectivos en sobreyectivos.

Ejemplo 1.29. Recordemos que
052 LML sa) —o

es exacta. Si tomo Hom(S(1),—) obtengo un complejo

0 — Hom(S(1),5(2)) ELN Hom(S(1), P(1)) &5 Hom(S(1),5(1))

Sea Id € End(S(1)). Si g« fuera sobreyectiva existirfa una f : S(1) — P(1) tal que el siguiente
diagrama conmuta

Pero si f : S(1) — P(1) es morfismo luego

k——0

A |1

E—L1k

15



conmuta. Entonces fi = 0 entonces g1 o fi =0 # Idgy),

Teorema 1.30. Sea 0 —> L i> M 2 N —5 0 una sucesién en Repg. Entonces la sucesion es
exacta si y solo si la siguiente sucesion es exacta para todo X € Repg

0 —s Hom(N, X) £+ Hom(M, X) % Hom(N, X)
Teorema 1.31. Dada una sucesion 0 — L i> M2 N —0, son equivalentes:

1. La sucesion es exacta y se parte

2. 0 — Hom(X, L) ELN Hom(X, M) %5 Hom(X, N) — 0 es ezacta y se parte para todo
X € Repg

3. 0 — Hom(N, X) £ Hom(M, X) ELN Hom(N, X) — 0 es ezacta y se parte para todo
X € Repg

Pull back y push out

Las construcciones del push out y el pull back existen en la categoria Repg. Las introducimos
porque nos seran tutiles mas adelante en la demostracion de ciertos resultados.

Definicién 1.32. Sean M = (M, pq), M’ = (M], $o), N = (Ni, 1, ) representaciones de Q y
f:M — N,g: M — N morfismos. Se define el pull back (o producto fibrado) de fy g
como la representacién X; = {(a,b) € M; @ M/ : fi(a) = ¢i(b)} con flechas (po & Pa)ly, junto
con las proyecciones 71 (a,b) = a 'y ma(a,b) =b
!/
El pull back es la construccién minimal que se puede obtener del diagrama 1- Las
M — N

propiedades méas importantes que usaremos las sintetizaremos en el siguiente teorema:

Teorema 1.33. Sean M, M' y N como en 1.32. Entonces:
1. El pull back es una subrepresentacion de M & M’

X 25 M

2. FEl siguiente diagrama conmuta ml lg y St X es otra representacion con mor-
M1, N
X" M
fismos X =% M', X I M tal que ﬁll lg conmuta, entonces existe un dnico

ML N

isomorfismo ¥ : X — X tal que




conmuta
3. Si f es injectiva, entonces mo es injectiva.

4. Si f es sobreyectiva, entonces wo es sobreyectiva.

. h iy o .
5 50—>L—>M i) N — 0 es una sucesion exacta corta, entonces el siguiente diagrama
es conmutativo y las filas son exactas

0 y [ 2000 e ey 0
™ 9
0—— ﬂ h ]\g ! ]%' 0

. . Ny h .
6. Reciprocamente, st tengo una sucesion exacta corta 0 — L — M i) N — 0 y un diagrama
conmutativo con filas exactas

0 v L —L W e 0
I
0 N LN S RN 0

entonces existe un isomorfismo 0 : W — X tal que md = a y mQ = S.

Demostracion. Observar que (X, (¢a @ @a)| Xs(a)) es una subrepresentaciéon de M & M’ sim-

plemente porque (¢o ® Pa)lx, = Palx, ® Palx,- El resto de las afirmaciones chequear las
definiciones. O

Terminamos esta seccion con la definicion del push out, que es la solucién del diagrama que
se obtiene dando vuelta las flechas.

Definicién 1.34. Dados f: L — M y g : L — M’ dos morfismos de representaciones, defino
el push out de f y g como la representacién X = % junto con los morfismos

,ule—>X ,LLQ:M,—>X

m —+— (m;0) m' — (0;m/)

Teorema 1.35. Sean L, M y M’ como en la definicion previa. Las siguientes proposiciones
valen:

1. pof =pgog y si existe otra representacion X con morfismos M~u—1> X yM £, X con
fi1 0 f = [io 0 g entoncces existe un unico isomorfismo ¥ : X — X tal que Y o us = fio y
Yoy = fiy

2. Si tengo una sucesion exacta corta 0 — L i> MY N S 0, ewiste ' : X — N,
R ((m,m")) = h(m), un morfismo bien definido tal que el siguiente diagrama con filas
exactas conmuta

0 s L s M h N 0
gl lm H
N / N
0 y M —— X = N 0
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1.4 Representaciones indescomponibles de un Aj

Una de las herramientas mas potentes para estudiar la categoria de representaciones de
un quiver es la teoria de Auslander-Reiten. La teoria permite bajo ciertas condiciones no sélo
encontrar todos los indescomponibles de un quiver, sino también clasificar los espacios Hom
entre ellas. El carcaj de Auslander-Reiten tiene como vértices las isoclases de representa-
ciones indescomponibles, y como flechas a ciertos morfismos irreducibles entre aquellas. Si bien
este se puede hallar ”a mano”, después de ver la teoria podemos automatizar nuestro proceso
para hallarlo. Ademads, el quiver A-R tiene una estructura adicional muy importante que es la
dada por la traslacién de Auslander-Reiten, un funtor T : Repg — Repg que preserva
indescomponibles e indentifica los objetos a menos de proyectivos y es de gran utilidad para
calcular el quiver A-R. Graficamente veremos que T traslada las flechas de la siguiente forma,
teniendo en cuenta que TM o TN pueden ser cero y no aparecer

™ M

™ N

Para estudiar las representaciones de un () es conveniente introducir una notacién para ellas.
Escribiremos a una representacién M como un ordenamiento vertical de los nimeros {1,2,...,n}
donde n es la cantidad de vértices, de forma que 7 esté arriba de j si existe un morfismo no nulo
de M; en M, y la cantidad de veces que aparece un nimero 1 < k < n es igual a la dimension
de Mk.

2
Por ejemplo, si Q = 1= \QL - 4, la representacién W= \]E - k, donde todas las flechas
3 k
son morfismos no nulos, se escribe 11:254

B —kek
Notar que si M = 1 0 entonces M =

—_

' @ 4.

wno

La notacién tiene sus limitaciones pero es muy util y cuando el quiver esté fijo su significado
sera claro.

Ejemplo 1.36. Consideremos uno de los quiver de tipo Az, @ = 1 5 2 <£ 3 (el otro es
1 — 2 — 3). No es dificil ver que las siguientes representaciones son indescomponibles:

S(1)= k—=0+<0 Pl)= k—k<«0
S2)= 0—=k«<0 PB)= 0—=k<+k
S@B)= 050k I2) = kok<k
que en la nueva notacién se escriben S(1) =1, S(2)=2, S3)=3, P(1) = ; , P(3) —g ,
31
I1(2) = 5

Veamos que son todas: Sea V i} w & U una representacion. Luego puedo escribir V =
K & K¢ con K = Ker(f). Luego si f = f|xe., f es inyectiva y
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% YWl U = Kake 22, 0gw 2 U

(K —50+—0)a(Kk L owel U)

~ S(1)F @ ( K° W2 U)

f

Si ahora repetimos el argumento con K = Ker(g), U= K ¢ K¢, §j = 9|z llegamos a que

VLWl U =2sre( k-1 Wl K°)eSE)F
con f y g inyectivas. Podemos reducirnos entonces al caso en que f y g son inyectivas.

Sean a = dimV, b = dimW, ¢ = dimU, y si tomamos {wy, ..., wq} base de Im(f)NIm(g), en-
tonces podemos completar a una base {wy, ., wa, Wat1,y oo
waray (@ =d+d) de Im(f) = V. Defino v; = f~'(w;),1 < i < a, entonces {v1, ..., vq, ..., Va}
es una base de V pues f es inyectiva. Completo ahora {w,...,wq} a una base de Im(g) 2 U ,
{W1, ooy Wy W @it 15 s Wararrar  (d+d” = ¢). No es dificil ver, usando que f y g son inyectivas,
que {wi, ..., wq,

WA Ty oeees Wit dl s Wt d/ 415 -y Wit ar+q7 } son LI en W. Finalmente, completo
{'U}l, ...wd+d/+d//} a una base de W, {wl, ooy W-d’ +d"" 5 ...wd+d/+d//+d///} cond+d +d"+d"=hb.
Entonces, en esas bases, las matrices de f y g son

A~

I;| 0 I;] 0O
oIy oo
F'=1=%T0 I= 170 [1p
0] 0 0] 0

Luego tenemos isomorfismos de representaciones...

I;] 0 I;1 0
0| Iy 0] 0
0] 0 0 | Iy
00 0 O
ko kb k¢
Iy 0
O I U
Iq Iq , L0 0 "
(kd [ ] kd [ ] k’d) ® (k’d k.bfd ( k.d ) o~
Id//
d ! |: Id/ ] ! ! O 1
I2)® (k¥ — k%7 «—0)® (0 — kb4 = 4" =

[ 1]

12)%e P(1)* ® (0 — k"’ kY @ (0 — k%" «— 0) =

12)%e P()? & P3) & 5(2)7"

Por lo tanto las representaciones listadas son las tnicas indescomponibles.

Como un primer acercamiento, intentemos hallar el quiver de A-R. Para eso, necesitamos
hallar las sucesiones exactas cortas 0 — L — M — N — 0 que casi se parten, que son
sucesiones exactas que no se parten, con indescomponibles en los extremos y que son universales
en un sentido preciso. Estas secuencias son unicas: fijado uno de los extremos (N o L), existe
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una unica sucesion exacta corta que casi se parte que tiene ese extremo. En el quiver A-R,
una sucesion exacta que casi se parte con M indescomponible 0 — L — M — N — 0 se
representa como un diagrama en pico

M
L N
Si M tiene dos sumandos directos M7, Ms, tenemos un rombo

My
N
L N
N S
My

Un teorema notable de Bautista y Brenner afirma que si un quiver es de representacién
finita (es decir, tiene una cantidad finita de indescomponibles no isomorfos) sélo puede tener
a lo sumo cuatro sumandos indescomponibles, y que si tiene cuatro, uno de ellos debe ser un
representaciéon proyectiva e inyectiva (ver [BB81]).

Volviendo al calculo del quiver A-R de 1 - 2 «+ 3,si0 — L — M — N — 0
no se parte y es no trivial (L, N # 0) N no puede ser S(2), P(1) ni P(3) pues veremos mas
adelante que estos son representaciones proyectivas, y una sucesién exacta corta que termina en
un proyectivo se parte. Una de las formas de construir el quiver A-R (en el caso que no tenga
relaciones) es empezar calculando las sucesiones exactas que casi se parten con el N inyectivo
y luego ir avanzando hacia la izquierda calculando sucesiones exactas que casi se parten de
su trasladado a la izquierda (TN). También se puede empezar con los proyectivos, calcular
sucesiones exactas que casi se parten de sus trasladados a derecha (t~!NN) y hacerlo con todos
los proyectivos. En este caso empezaremos con S(1),S5(3) e I(2) que son todos los inyectivos
indescomponibles. Para S(1) la tnica sucesion que casi se parte es

0— P33)—I(2) — S(1) —0

1(2)
~ A N
P(3) 5(1)
S(3)
0— P(1) —1(2) — S(3) — 0
P(1) S(3)
N A
1(2)
A N
P(3) S(1)
Y para I(2) :



Como esos son todos los indescomponibles, completamos el quiver de A-R en este caso.
Notar que, por ejemplo, 0 — S(2) — P(3) — S(3) — 0 es otra sucesién que no se
parte con extremo S(3), pero no es almost split.
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Parte 2

Resoluciones proyectivas

En esta parte continuamos el estudio de la categoria Repg, definiendo sus objetos proyectivos
e inyectivos y demostrando una propiedad extremadamente importante: cuando el quiver no
tiene ciclos orientados se trata de una categoria hereditaria (es decir, subrepresentaciones de
proyectivas son proyectivas también). Definimos después la traslacién de Auslander-Reiten T
que nos permite hallar todos los indescomponibles. Se incluye algunos resultados sabidos pero
no incluidos generalmente en la literatura: los teoremas 2.4, 2.11 y los lemas 2.21, 2.29 y 2.32,
en donde se dan demostraciones propias.

2.1 Proyectivos e inyectivos

Daremos una terminologia muy ttil: dado un quiver @ = (Qo, Q1,s,t) e i y j dos vértices en
él, un camino c de 7 en j es una secuencia finita de flechas de (01, que empieza en 7 y termina
en j. Notamos

¢ = (ilagag - aylj) c:i—j

con i,j € Qo y s(ar) =i, s(ag) =t(ag-1) y t(on) = j.

La longitud de un camino es su cantidad de flechas. Un ciclo dirigido es un camino que
empieza y termina en el mismo vértice, i.e. ¢ = (ilagag---ayli). Un lazo es un ciclo dirigido
de longitud 1, i.e. una flecha que empieza y termina en el mismo vértice. El camino trivial e;
es el camino ”vacio” que nunca sale de i. Por definicién tiene longitud cero.

Para cada vértice del quiver podemos definir tres representaciones completamente naturales.
Sus nombres no son casualidad pues seran los objetos simples, proyectivos e inyectivos de la
categoria. Mas adelante su cdlculo tan sencillo nos permitiran explicitar resoluciones proyectivas
para una representacién en concreto.

En toda esta seccién asumiremos @ fijo y sin ciclos dirigidos.

Definicién 2.1. La presentacién simple S(i) tiene cero en todos los vértices excepto en el
7

S, = {0, sii#j

(€;) sit=j

y todas las flechas son cero.

La presentacién proyectiva indescomponible P(7) tiene en el vértice j el espacio vectorial
la base de caminos de i en j
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P(i)j :== (c:i — j,caminos de i en j)

y sit % s es una flecha de Q, defino a ¢, sobre la base como

Yo P(i)y — P(i)s

¢ — ca = (tlag - apals)

y extiendo por linealidad. Es decir,

La presentacién inyectiva indescomponible (i) tiene en el vértice j el e.v. con base
los caminos de j en i:

I(i);j := (c:j — i,caminos de j en i)

Para la definicién de ¢, con j % k lo hago sobre una base: si ¢ € I(i) j» €1 j — 1. Luego,
sicg # a, pa(c) =0y sic = a, polc) = (klca- - epli). Es decir, si ¢ = a, ¢ = apa(c) y lo

notamos como una divisién por a: ” c)=—-¢
«@
[0

Ejemplo 2.2. Q= 1 é% 2 —° 53 _—S4 4 entonces
v

_a 5

P(2) = ({a,8}) ?5 (e2) == () == ({de,7})
B \*M

P(2) = k2&k%kik2
9 S~

I(4) = 0§:k’2m>k:*1>k
\_/
[0 1]

La necesidad de que @ no tenga ciclos dirigidos es para que los espacios vectoriales tengan
dimensién finita en cada vértice. Por ejemplo, si L = 1 > entonces S(1) = ({a" : n €

No}) = kN

Observacion 2.3. Notar que los morfimos de la representacién P(i) son inyectivos: sia:j — k
es una flecha, ¢, : P(i); — P(i); manda una base de P(i); en algunos elementos de la base de
P(i)g. Andlogamente en I(7) los morfismos son sobreyectivos, pues si ¢ = (k|cy -+ - ¢y|i) € I(4)g,
Yalac) = c,ac € I1(i);
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Siguiendo con la notacién del comienzo de la seccién, dada una representacion (M, vq) y
un camino ¢ = (jlag - - - ap|k) podemos definir la composicién de los morfismos ¢ a lo largo del
camino c:

Oc i= Pa, © 0 Pay, Pe:Mj— My
Ge, = Idp, Vi € Qo

Teorema 2.4. Sea Q) un quiver sin relaciones no trivial (#Qo > 1) y conexo. Entonces

I(i) 2 P(i)

Demostracion. Sea i € Qy y supongo que existe ¢ : P(i) — I(i) un isomorfismo. Como @ es
no trivial y conexo, existe al menos una flecha o que empieza o termina en i con s(«) # t(«). Sin
pérdida de generalidad puedo asumir que empieza. Como 1 es morfismo de representaciones,
el cuadrado conmuta:

P(i); —= P(i)y

W |

I(i); —— I(i)g

y como t; es sobreyectiva 3z € P(i); / ¥i(z) = e;. Luego L ¢;(z) = £ =0
za # 0, lo que contradice que 1 sea inyectiva.

Comprobemos que podemos asumir ese ”sin pérdida de generalidad” del comienzo: si tuviera
que la flecha del comienzo llega, y no sale de i, digamos « : £k — i y que ninguna flecha que
no sea un lazo sale de i, tendriamos que I(i)x # 0 pero P(i); = 0 y no pueden ser isomorfos.
Luego existe al menos una flecha con comienzo i y final distinto a O

Yr(za), pero

Esto no significa que no pueda haber representaciones que son proyectivas e inyectivas al
mismo tiempo. Por ejemplo si Q@ =1 — 2, P(1) = I(2).

De ahora en mas todos los teoremas supondran (Q sin ciclos dirigidos. Veamos que las
representaciones P(i) hacen honor a su nombre y son efectivamente objetos proyectivos:

Teorema 2.5. Sea g : N — M sobreyectiva y f : P(i) — M un morfismo. Entonces existe
h:P(i) — N tal que goh = f.

P(i)

b y
v

I s M

En otras palabras si g : N — M es sobreyectiva, g, : Hom(P(i), N) — Hom(P(i), M)
también lo es

N 0

Demostracion. Sean M = (M;,m,) y N = (Nj,n4) Como g; es sobre, 3 x € g; *(fi(e;)). Defino
hi(ei) == = € M;, como @ no tiene ciclos dirigidos, (e;) = P(i); entonces h; estd bien definido.
Dado ¢ € P(i); defino hj(c) = m¢(x) € M;.Comprobar que h; es morfismo y veamos que
goh=f.
1 2
gj © hj(c) = gj o me(x) = nc o gi(x) = ne o filei) = fileic) = fj(c)

donde en 1y 2 uso que g y f son morfismos, respectivamente. O
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Anélogamente (i) es una representacion inyectiva:

Teorema 2.6. Sea g : N — M inyectiva y f : N — I(i) un morfismo. Entonces eziste
h:M — I(i) tal que hog = f.

En otras palabras si g : N — M es injectiva, g* : Hom(M,1(i)) — Hom(N,1(i)) es
sobreyectiva.

Justifiquemos ahora que son indescomponibles:
Teorema 2.7. Las representaciones S(i), P(i) e I(i) son indescomponibles.

Demostracion. Que S(i) es indescomponible es obvio. Veamos que P(i) es indescomponible.
Supongo P(i) = M @& N, P(i) = (P(i)j, ¢a), M = (M;,mqa), N = (Nj,no) Como P(i); =k
puedo suponer M; =k y N; =0.

Sea a € Nj, como Nj < P(i)j, a =Y Agc con los ¢ : ¢ — j caminos de i a j. Luego por
definicién de los morfismos de P(7)

Ck = Pey, (62) = (ka D nck)(egw > ezN) = Mgy, (efu) D Ny, (ef\/)

eN =0= n.(el) =0= cxr = m(eM) € M;. Luego a € M; N N; = 0. O

Anslogamente a la definicién usual, una representacién M es simple si sus unicas subrepre-
sentaciones son la nula y M. Claramente ademés de ser indescomponibles, las S(7) son simples.
Lo interesante es que son las tnicas.

Teorema 2.8. Una representacion de @ es simple si y sélo si es isomorfa a algin S(i) con
i € Qo

Demostracion. Sea M simple no nula. Entonces existe M; # 0. Podemos suponer M; = k<.
En principio podrfamos tomar N la ”subrepresentacién” con N; = k (donde incluyo k en k% de
cualquier forma), N; = 0 si i # j. Entonces como M es simple M = N. El problema es que no
necesariamente la inclusién de N en M es un morfismo pues podria existir o : ¢ — [ con M; # 0

M; ey M,

M; 28 M,
y ZI T puede no conmutar. <Si a:l— 1, 0 i siempre conmuta)
k— 0 0—k

Necesito un ¢ tal que 1) M; sea no nulo 2) todo m, que sale de i (si es que hay alguno) es
cero. Sea 11 el vértice del comienzo. Si iy satisface 1 y 2 listo. Sino, existe io v a9 : i1 — 49 con
Ma, 7 0. Luego M;, # 0. Si iy satisface 1 y 2 listo. Sino existe i3 y mqa, : Mi, — M;, # 0.
Como @ no tiene ciclos dirigidos el camino asas - - - i, no puede volver a ningin vértice anterior.
Como (@ es finito eventualmente existe M;, # 0 tal que o bien no salen flechas de iy o bien las m,,
son todas nulas. Entonces S(ip) es una subrepresentaciéon de M no nula. Luego M = S(ip). O

Notar que un morfismo de P(i) en M es simplemente elegir un elemento x de M; a donde
enviar e; € P(i); y luego el morfismo se extiende a todo P(i) por la definicién de las trasnfor-
maciones lineales de P(i). En efecto, tenemos una biyeccién entre los dos objetos:

Teorema 2.9. Sea M una representacion de Q). Entonces para todo vértice i en @ hay un iso
de espacios vectoriales
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Hom(P(i), M) = M;
Demostracion. Sea f € Hom(P(i), M) luego fi(e;) € M;. Defino

Hom(P(i), M) 2 M,
f— filei)

® es inyectiva: si f](e;) = fi(e;) entonces si ¢ € P(i); , fi(c) = filei-c) = me(fi(es)) =
me(fi(e)) = fjfe: - ©) = 7}(0

O es sobre: si x € M;, defino g;(e;) = m y gj(c) = mc(z). Comprobar que es un morfismo.

O

Corolario 2.10. Sean i, j € Qg
1. Hom(P(i), P(j)) = P(j); como k espacios vectoriales
2. Hom(P(i), P(i)) = k como k espacios vectoriales

3. Si Aq es la representacion Ag = @ P(i), entonces End(Ag) = Hom( @ P(i), @ P(j))
1€Qo 1€Qo JEQo
es un e.v. con base los caminos en @

4. P(j) es simple <= Hom(P(i), P(j)) =0V i#j
El teorema andlogo para I(7) vale:

Teorema 2.11. Sea M una representacion de un quiver QQ conexo. Entonces para todo vértice
i en Q hay un iso de espacios vectoriales

Hom(M, I(i)) = M;

Demostracion. Sea xg # 0 € M; , M = (M;, mq). Defino f; : M; — I(i); como f;i(xzo) = e,
fi =0en (xo)*. Si j # i es un vértice tal que existe un camino de j en i defino

fiw) = ¥ e fi(me(@)), @€ M
cij—i
y si k # i es un vértice tal que existe un camino de i en k defino fr = 0. Como @ no tiene
ciclos dirigidos, estos dos conjuntos de vértices son disjuntos.
®(x0) es un morfismo de representaciones: Veo el caso ag : k — j una flecha con i # k, j.
Quiero probar que el diagrama conmuta:

May
Mk —_— Mj

f,{ |5

I(i)k — 1 (4);
@0
Notar que como @ no tiene ciclos dirigidos y @) es conexo, hay tres casos disjuntos: 1) para
ambos vértices (k y j) existe un camino de ellos en i, 2) para ambos caminos existe un camino
de i en ellos 3) existe un camino de k en ¢ y de i en j. En el caso 3), O%o = ( pues ningin
camino de k en ¢ se factoriza por ag. Si alguno lo hiciera existiria d : j — i. Pero por hipétesis

también existe un camino de ¢ en j, que contradice que no tenga ciclos dirigidos. Absurdo.
1

Entonces — =0y f; = 0. Luego el diagrama conmuta. Si vale el caso 2), f y f; son cero y
Q@

listo. Supongo estamos en el caso 1.
Sea x € M.
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aioofk(x):ai > sz<mc(l‘)) = > i'ﬁ'(maio(mao(x))> = %

0 c:k—i cik—i €0

Notar que todo camino d : j — ¢ se escribe de forma unica como 0760 con c: k —> 1 que se

factoriza via ag y que si ¢: K — 7 es un camino que no se factoriza por «y, a% = 0, entonces
= 3 d- fi(ma(mao(@)) = £ (mag(@))
d:j—1

Luego tengo un morfismo

M; 2 Hom(M, 1(3))
zo — f

Chequear que es mono y sobre. O

Como en la categoria de moédulos, la suma de proyectivos es proyectivo y la suma de inyec-
tivos es inyectivo, y la inversa también es cierta:

Teorema 2.12. 1) Si P y P’ son representaciones proyectivas = P & P’ es proyectiva.
2) Si P es proyectiva y P’ es un sumando directo de P = P’ es proyectiva.
3) 1 y 2 son ciertas cambiando proyectiva/s por inyectiva/s y P por I.

2.2 Resoluciones

Para calcular la traslacién de Auslander-Reiten de un M necesitaremos hallar una resolucion
proyectiva o inyectiva de éste.

Definiciéon 2.13. Una resolucién proyectiva de M es una sucesion exacta
i — P — P —FP— M —0

donde P; es proyectiva para todo i.
Una resolucién inyectiva de M es una sucesién exacta

0O—M —Iy—1 — -

donde I; es inyectiva para todo i.

Empezar a construir una resolucién proyectiva para una representacion cualquiera M es sen-
cillo: como Hom(P(i), M) = M; para cada elemento de una base de M;, vi, - - - v;,. existe un mor-

fismo f*I : P(i) — M tal que f;”(e;) = v} entonces tengo un morfismo P(i)™ Yo S,

que sobreyecta a M;. Repitiendo esto con cada coordenada tengo un morfismo de un proyectivo
a M. Sin embargo, en principio, no hay ninguna razén para supponer que su ntcleo es proyec-
tivo, sobre todo si no tenemos una descripcién completa de los proyectivos de la categoria. Sin
embargo la estructura extra del quiver y el hecho de que no tenga ciclos orientados hacen que
pueda describir el nticleo como suma de los proyectivos indescomponibles. Antes de definir la
resolucién proyectiva estandar de M justifiquemos su construccién. Escribamos M = (k% )
y e}; con 1 < k < d; una base de k%
Existe un morfismo natural

P Hom(P(i), M) ® P(i) — M
1€Q0
{fi @mitieqy, — {films)}
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Por el teorema 2.9, Hom(P(i), M) = M; = k% entonces @ Hom(P(i), M) ® P(i) =

1€Qo
D k% @ P(i)= @ P(i)% y via los isos el morfismo natural v es:
1€Qo 1€Qo
O @ P(i)?
1€Qo
lugar k N ;
(0,--+, FC " 0) € P(0)% — po(eh,) , 1< ko <d;
. . ., . lugar ko
Para simplificar la notacién a un camino (0,---, “¢ ,---,0) lo voy a notar cy,. Por otra

parte tenemos otro morfismo natural

& Hom(P(s(a)), M) ® ) — € Hom(P(i), M) ® P(i)
a€@q 1€Qo
a b

(f®)a —>!f®ac‘—[f(a-,)®c‘

donde a € Hom(P(s(«)),M) ® P(s(«)) y b € Hom(P(t(«)), M) ® P(t(«r)). Esta flecha
claramente va a parar a cero via v. Via el isomorfismo tenemos una flecha

u: @ s<a>—>@P

aEQRq 1€Qo
Chky € P(t(a))ds(a) — ()i, — Cé\f

di(a)
donde cM = 3 6¢; con 6 son los coeficientes de cpa(ezga)) en la base {ef(a)}: goa(ezga)) =

=1

di(a)

Z 91el

Teorema 2.14. La sucesion
0= @ Plt(a)b L @ Pi)% 5 M —0
aEQq 1€Q0

con u y v definidos como arriba es una sucesion exacta corta. Fsta resolucion se llama la
resolucion estandar de M

Demostracion. Chequear que u y v son morfismos de representaciones y notar que la de-
mostracién es independiente de que () tenga ciclos dirigidos

v es sobre: Sea x € M;. Entonces =z = 1<;<:d )\le{. Sea ;Al(ej)l
<i<d;

€ P(j);lj con ¢; € P(j); el camino trivial, 1 < 1 < d;. Luego v( > N(ej)i) = > N, (e{) =
l l
Zl:)\lld(e{) =z

Ker(v) D Im(u) : Sea cg, € P(t(a))%@). Luego v(u(cy,)) = v((ac)y, — M) = %C(ezga))
(o) di()

dy(
3 frvler) = geopa(ely” )= X el ™) = gelpalel,) — (gezel ) = eelealep)-

pe(@alef™)) =0

Ker(v) C Im(u) : Sea x € Ker(v). Puedo escribir a  como una suma en la base de todos
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los caminos de Q: = = Y A;; - ¢; Defino long(x) := longitud del camino mas largo con coefi-
ciente no nulo que apareéé en la escritura de . x = x9+ > A¢;-¢ donde g es la suma sobre
todos los caminos triviales. Como los caminos de la segurllg: :uma no son constantes, se pueden
escribir como algin a-d. Entonces © = 2o+ > Aq.ar-(a-d)i =20+ > Aaar-u(d) —I—)\a,d,l-dé\f
donde la composicién ad = 0 si t(a) # s(d).hcﬁflego o

/

—_—
xr =xg+ U(Z) + Z Od,ldl
a,d,l:
o-d=c
donde long(z') < long(xz) porque todos los caminos de 2’ son estrictamente mds cortos que
los caminos de z. Sea z1 := o + 2/. Entonces x = 21 + u(z). Luego long(z1) = long(z')
pues todos los caminos de xg tienen longitud cero, y aplicando v en ambos lados obtengo que
0=v(xo) + 0+ v(2') = v(x1) asi que 21 € Ker(v). Repitiendo el argumento obtengo que z1 =
u(z1)+x2 con zo € Ker(v) y long(z2) < long(x1). Por finitud y como 0 < long(x;) para todo j,
eventualmente existe x; tal que z; es una suma de caminos triviales x; = > \;;(e;); € Ker(v).
il

Luego v(x;) = > Ai; €} = 0. Entonces \;; = 0 luego ; = 0. Entonces z;_1 = u(Z). Volviendo

4,0
para atras tengo que x1 = u(z) entonces x = u(z + z) € Im(u)

Ker(u) = 0: Sea x € Ker(u) = Y Ae, ;- . Luego u(z) = Y Aaci((a-c)—cM)y=0

a,c,l a,c,l
Entonces
)\a,c,l(a ' C)l = )\a,c,lca = )\a,c,lgkck
a,c,l a,c,l a,cl k

Sea ¢ un vértice fuente de (). Notar que existe pues ) no tiene ciclos orientados. Luego
ninguna flecha llega a i. Como cada ¢ empieza en algun #(«) y ninguna flecha termina en i,
mirando las coordenadas de los caminos que empiezan en i, el lado derecho es cero. Luego
Aael = 0V a: s(a) =i. Sea ahora iy una fuente en @ — {i}, que la hay pues @ no tiene
ciclos orientados. Luego o bien i es una fuente en () o bien las unicas flechas que llegan a iy
provienen de . Entonces mirando el lado derecho a los caminos que empiezan en i1, pertenecen
aun P(t(a)) donde « es una flecha que llega a i;. Entonces necesariamente esa flecha empieza
en iy luego su coordenada A, .; = 0. Entonces en el lado derecho mirando las coordenadas de
los caminos que empiezan en i1, son todas cero. Entonces en el lado izquierdo todos los Ay ¢
que empiezan en 7 son cero. Asi siguiendo, eliminando los vértices, por finitud, todos los A son
cero. O

El teorema andlogo para resoluciones inyectivas también es cierto:
Teorema 2.15. Dada una representacion M existe una resolucion inyectiva
0ML%n -0
donde Iy y I son inyectivas.

El teorema sera obvio una vez que veamos el funtor dualidad.

B
Ejemplo 2.16. Sea Q =1 ?; 2 y M= 14! Luego dy =2y ds = 1. Los proyectivos son:



Entonces el comienzo de la resoluciéon es
o'y @l B2 Ll =0
Entonces la sucesion es
022820202 L ad,L,®2—> L1 -0

Recordemos la definicién de Ag = @ P(i). Decimos que una representacién M es libre si

1
M = A%. Notar que una representacién libre es proyectiva por ser sumando de proyectivos.
Como corolario de la resolucién estandar tenemos que toda representacién proyectiva es sumando
directo de una representacién libre:

Teorema 2.17. Una representacion P es proyectiva <> existe una representacion libre F' tal
que P es un sumando directo de F

Demostracion. =) : Sea P proyectiva. Entonces existe la resolucién estandar: 0 — @ P(t(a))%@ %
ac@y

@ P(i))% % P — 0. Como v es sobre, la sucesién se parte. Entonces P es un sumando
1€Qo
directo del término medio, digamos @ P(i)% = P ® Q. Pero si N = maxz{d;}, Ag =
1€Q0
@D PiH)ie @ PHHV4%=PaQae @ P@)N % luego P es un sumando directo deA” .
1€Qo 1€Q0 1€Q0
<) Es obvio pues si F' es libre en particular es proyectivo, y un sumando directo de un

proyectivo es proyectivo. U
Como corolario tenemos una clasificaciéon completa de todos los proyectivos de la categoria:

Corolario 2.18. Sea QQ un carcaj sin ciclos dirigidos y P una representacion de Q. Entonces P
es proyectiva <= existen iy, -+ , iy vértices posiblemente repetidos tal que P = P(i1) ® P(iz2) ®
s P(in)

Demostracion. La vuelta es obvia. Supongo P es proyectiva. Entonces es un sumando directo

de un libre, digamos A%, = ( @ P(i))" = @ P(i)". Sea P = Q1&- - -®Qy una descomposicién
i€Qo 1€Q0

de P en indescomponibles y sea N tal que P ® N = Ag, supongamos que N = N1 @ --- & N,.

Luego P(1) @ ---®P(n)=Q1® - D Qr ® N1 @ ---® N;. Por la unicidad de Krull-Schmidst,
cada Q; = P(i;) O

Otro corolario muy util me restringe la clase de representaciones de las que puede salir un
morfismo hacia un proyectivo:

Corolario 2.19. Sea Q) un quiver sin ciclos dirigidos y sea f: M — P un morfismo no nulo
con M indescomponible y P proyectivo. Entonces M es proyectivo y f es inyectiva.

Demostracion. Tenemos la secuencia

0 —— Ker(f) > M Im(f) —— 0

Como Im(f) es proyectivo pues Repg es hereditaria, la sucesién se parte. Entonces M =
Ker(f) ® Im(f). Como M es indescomponible y Im(f) # 0 entonces Ker(f) = 0. Luego f es
inyectiva y M = Im(f) es proyectivo.

O

30



2.3 La categoria de representaciones es hereditaria

Definicién 2.20. Dada una representacién M, el radical de M, Rad(M), es la interseccién de
todas las subrepresentaciones propias maximales.

Lema 2.21. Sea M = (Mz‘780a) una representacion y N la representacion dada por: N; =
Y. Im(pa) y o = 90|Ni Entonces Rad(M) = N.

at(a)=i

Demostracion. Que N es una subrepresentacién de M es facil de ver. Sea H = (Hj, jio) una
subrepresentacién propia maximal de M cualquiera. Veamos que N < H. Quiero ver que
Im(pq) € H; para todo . Supongo que no. Entonces existe ag : j — i y o € M; tal que
Yao(®) ¢ H;. Sea H la subrepresentacién dada por Hy = Hy V k # iy Hy = H; ® (pa,(2))
con morfismos dados por: si a: j — k y j,k # i el morfismo es simplemente cpa|Hj (= pa), si
a:i— j el morfismo es ol ysia:j—ilatl es (palpy,;0). Chequear que H < H< M.
Como H es maximal, H = M. Pero entonces = € H ; v como H es una representacion ¢, (z) €
H;, absurdo. Entonces N; C H; para todo 1.

Finalmente, veamos que Rad (M) estd contenida en N. Supongo que no. Entonces existe ig y
x € (Rad M);, — N;,. Completo {x} a una base de M;,,{z,v1,--- ,v,}. Sea H la representacién
dada por Hy = My, para todo k distinto de iy y H;, = (vi,--- ,v,), con los morfismos que sean
las restricciones. H es una representaciéon porque x no pertenece a la imagen de ningin ¢, que
llega a M;, y claramente es maximal y una subrepresentacién de M . Pero z ¢ H, absurdo.
Luego N = Rad(M). O

Luego, si P(i) es un proyectivo indescomponible,

(Rad P(0)); = {5 R

Lema 2.22. Toda subrepresentacion propia de P(i) es una subrepresentacion de Rad(P(7))
Demostracion. Ejercicio. O

Notar que el radical de P(i) es una subrepresentacién con vector dimensién estrictamente
menor al de P(i). Si probamos que es proyectiva, esto nos permitird usar induccién para
demostrar que la categoria es hereditaria. Por otra parte si esto es cierto, necesariamente
Rad P(i) debe ser proyectiva.

Lema 2.23. Sea P(i) una representacion proyectiva indescomponible. Si P(i) es simple,
Rad P(i) = 0. Sino, Rad P(i) es proyectiva

Demostracion. Sii es un sumidero, P(i) = S(i) y entonces Rad(P(i)) = 0. Supongo que existe

una flecha que llega a i. Sean i1, - - ,i,, todos los vértices tal que existe una flecha de i en i, y sea
m

dj, la cantidad de flechas de i en i, digamos a¥, - - o/jk. Afirmo que Rad(P(i)) = @ P(iz)%
k=1

n =
Notar que P(iy); = 0 pues Q no tiene ciclos orientados, entonces @ P(ix)%* C Rad(P(i)).
k=1
Y finalmente, sea ¢ € Rad(P(i)); = P(i); , j # . Luego ¢ es un camino de 7 en j, ¢ =
(i]crca -+ - ¢]j) con ¢1 una flecha de i hacia algin vértice i, ¢; = 04;?0. Defino ¢ : Rad(P(i)) —
lugar jo

é P(lk)dk ) ¢J(C) = (07 T 7(t(cl)’62 e 'Cl‘j>7 T a0> Luego 1 es un iso. O
k=1
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Teorema 2.24. Sea () un carcaj sin ciclos dirigidos, P una representacion proyectiva y N una
subrepresentacion propia de P. Entonces N es proyectiva.

Demostracion. Por induccion en la norma del vector dimensién. Sea N una subrepresentacién
de un proyectivo P y supongo el teorema vale para todo proyectivo Q) con dim @ < dim P.
Supongamos que P = P(i) ® Q y sea p : P — P(i) la proyeccién. Tengo dos posibilidades:

1) p(N) = P(i) : Luego tengo una sucesién exacta corta

0— QNN —NLLPli)—0

y como P(i) es proyectivo, la sucesién se parte: N = P(i) QN N. Como QNN <€ Q y
dim Q < dim Q, Q@ N N es proyectivo. Entonces N es proyectivo.
2) p(N) C P(i) : Entonces p(N) C RadP(i). Luego N C RadP(i) ® @ y como RadP(i) es
proyectivo y dim (RadP(i) ® Q) < dim P y por induccién N es proyectivo.
O
. 1=%2—3+4
Ejemplo 2.25. Sea QQ = 1
)

1
Luego P(1) = 22, entonces RadP(1) = :Eé = P(2)® P(2)
55

2.4 Resoluciones minimales

B
Recordemoms el ejemplo de Q =1 —=< 2 :
(63

02020202 L ,L,®d2—> L1 50

es una resolucién exacta de 1. Pero podemos quitar un factor P(2) y que siga siendo

exacta:
0228202 L, &, » LI =0

Una resolucién es minimal si, intuitivamente, no tenemos factores superfluos en los proyec-
tivos. Para definir una resolucién minimal necesitamos definir un cubrimiento proyectivo:

Definicion 2.26. Sea M una representacién de un (). Un cubrimiento proyectivo es una
representaciéon proyectiva P junto con un morfismo sobreyectivo g : P — M tal que, cada
vez que tengo un morfismo sobreyectivo ¢’ : Q — M con Q' proyectivo, existe un morfismo
sobreyectivo h : Q — P tal que

Q

Q
h l,
L/g
P—=— M

conmuta.

Definicion 2.27. Sea M una representacién de un ). Una capsula inyectiva es una repre-
sentacién inyectiva I junto con un morfismo inyectivo g : M — I tal que, cada vez que tengo
un morfismo inyectivo ¢’ : M < I’ con I’ inyectivo, existe un morfismo inyectivo h : I — I’
tal que



conmuta.

La existencia de cubrimientos proyectivo no es muy dificil de establecer pero una vez que
tengamos la equivalencia de Repg con la categoria de Modjg serd inmediato por la existencia de
cubrimientos proyectivos para moédulos sobre una k-dlgebra de dimensién finita. La existencia
y unicidad también valen si el quiver tiene relaciones. Para ver la existencia de cubrimientos
proyectivos en el caso general de una algebra de dimensién finita ver por ejemplo [ASS06]

Teorema 2.28. Sea Q) un quiver sin ciclos dirigidos y M una representacion. Entonces existe

P 2y M un cubrimiento proyectivo. Ademds es tinico: si P’ 9y M es otro proyectivo que cumple
la definicidn, existe un isomorfismo h: P — P’ tal que ¢’ oh =g

Notamos que el teorema andlogo para representaciones inyectivas también es cierto.
Un lema que utilizaremos mas adelante es que la suma de cubrimientos proyectivos es un
cubrimiento proyectivo:

Lema 2.29. Sea p: P — X y q : Q — Y cubrimientos proyectivos. Entonces p @ q :
P®Q — X DY es un cubrimiento proyectivo.

Demostracion. La demostracién sale con una definicién equivalente de cubrimiento proyectivo:
p: P — X es un cubrimiento proyectivo si P es proyectivo, p es sobreyectiva y Ker(p) es
superfluo en P, es decir, si P = Ker(p) + N = N = P. Supongamos que V; := Ker(p) y
Vo := Ker(q) son superfluos en Py @ resp. Demostremos que V; @& Vo C P @ @ es superfluo.
Supongo Vi ®Vo+ N=P®Q =V ®0+Ncon N =0® Vs + N.

Demostremos primero que P = PNN: sip € P, (p,0) = (v1, 0)+7 = (v1+1i1,72). Entonces
ng = 0 luego n = (n1,0) = ny € N N P. Por lo tanto P =V, + NN P y como V; es superfluo
P=NnNP.

Demostremos ahora que Q = QN N: Sea g € Q, ¢ = (0,q9) = (po,0) +7n = (po + n1,0) +
(0,72) = (0,72). Si @ = (R, n9), g = 72 — (71,0) € NN Q pues 7y € P = N N P. Entonces
(0,n2) € N.Luego Q=NNQ. Luego P& Q=N=00 Vo + N

Para concluir demostremos que P & Q = N: Sea g € Q. Luego ¢ = (0,q) = (n1,v2 + na).
Entonces n; = 0 y entonces n = (0,n2) =ng € QN N. Luego Q@ = Vo + QN N y como V3 es
superfluo, @ = @ N N. Entonces si p € P, p = (n1,0) =n — (0,n2) € N. Entonces P = PN N
y en conclusion P @& @ = N. O

Ya estamos en condiciones de definir una resolucién minimal:

Definicion 2.30. Una resolucién proyectiva
PQ P1 PO — M —0

es minimal si fy : Py — M es un cubrimiento proyectivo y f; : P, — Im(f;) C P,—1 es un
cubrimimento proyectivo para todo ¢ > 1

Definicion 2.31. Una resolucion inyectiva

0—>M I() Il—>IQ—>

. . [ . . P
es minimal si fy : M — I es una capsula inyectiva y fi L Rer(7) f) — I; es una céapsula inyectiva

para todo i > 1
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Si se admite la existencia de cubrimientos proyectivos se puede construir una resolucién

proyectiva inductivamente: Si Py f—0> M es un cubrimiento proyectivo, tomo P; f—1> Ker(fp) un
cubrimiento proyectivo del nicleo de fy, defino f; = ¢ o f; y asi sigo. Finalmente, la unicidad
del cubrimiento proyectivo implica la unicidad de las resoluciones proyectivas minimales.

Vimos que Repg es hereditaria, y esto implica que dada una representacion M, existe una
sucesion exacta corta 0 — P} — Py — M — 0. Por otra parte, existe una resolucién proyectiva
minimal --- — Uy — U; — Uy — M — 0. En principio, no sabemos si esa resolucion proyectiva
minimal se termina en Uy, es decir, si U; =0V ¢ > 2, solamente sabemos que una resoluciéon
proyectiva (no necesariamente minimal) se termina después de dos términos. Pero si es minimal,
deberia efectivamente ser més chica y por lo tanto terminarse después de dos términos. Veamos
que efectivamente este es el caso. Para eso usaremos un lema que nos serd mas tutil méas tarde
al hacer dlgebra homoldgica con el funtor translacién:

Lema 2.32. Sea E; = Ey 5 M = 0 una presentacion proyectiva de M (i.e., simplemente una
resolucion proyectiva truncada). Sea Uy 5 Uy 2 M — 0 una presentacion proyectiva minimal
de M. FEntonces existen isomorfismos y representaciones Vo y Vi (posiblemente nulas) y un
morfismo v : Vi — V tal que el siguiente diagrama conmuta:

|= |=

B a Ey —> s M s 0
Ui 2% va vy Y

(w;

» M > 0

Demostracion. Como Uy — M es un cubrimiento proyectivo de M y Ej M oes sobre, existe
h : Eyg — Uy sobreyectivo tal que

U0L>M

conmuta. Como h es sobre y Uy es proyectivo, existe una retraccion r : Uy — Ey tal que
hor = Idy, Luego Ey = Im(r) & Ker(h). Defino ¢ : Im(r) & Ker(h) — Uy @ Ker(h) como
S h’|Im(7‘) @ Idy tomo V := Ker(h). Claramente es un iso pues cada uno de sus componentes
es un iso. Ademas es claro que el diagrama conmuta:

Im(r) ® Ker(h)
h|®Id lg b

UOEBVOWM

Luego tengo completado el primer cuadrado del diagrama. Notar que V{ es proyectivo
por ser sumando directo de un proyectivo. En la presentacion original puedo reemplazar a
por @ = 1poa, Ey por Uy ® Vy y b por (w,0) y sigue siendo una presentacién proyectiva:

ElgUo@%MM—)()

Vo 1d, Vo es un cubrimiento proyectivo trivialmente, y U; — Im(u) también, entonces U; @

Vo uold, Im(u) @ Vy es un cubrimiento proyectivo por el lema 2.27. Ademds, Im(a’) =

Ker((w,0)) = Ker(w) & Vy = Im(u) & V. Luego, por def. de cubrimiento proyectivo existe
un i/ : B — Uy @ Vj sobreyectivo tal que el siguiente diagrama conmuta:

34



Ul@%mlm(u)@vo

Notar que Ker(h') C Ker(a’). Como U; @ Vj es proyectivo, existe una retraccién r’ :
U @& Vy — Fj tal que W o1’ = Idy,gv,. Entonces E; se escribe como Eq = Im(r") @ Ker(h/).
Entonces tengo un isomorfismo /[y, @ Id : Im(r') & Ker(h') — (U & Vo) @ Ker(1).
Finalmente, definamos

n 4OPy
Ui VodKer(h) ——= Uy @ V)
(CL,b, C) — (u(a),b)

Claramente v := Py es sobreyectiva. Veamos para concluir que el diagrama conmuta:

E; =TIm(r) & Ker(h') S eV

K@eId l% H

’ U®PVU
(U & Vp) @ Ker(h) —— Uy d Wy

TEY - ' (z)u, @ d(7)y
W |®Id ig H
/ V/ f‘?li‘fg / /
(W (z)v, ® W (z)v) @y u(h (z)v,) ® W (z)v,

Y el cuadrado conmuta pues u(h'(z)y, )®h' (z)y, = (udId)(h'(z)) = d'(z) = o (x)y, Bd (z)y,
Tomando Vi = (Vy @ Ker(h')) y v = Py, obtengo el teorema. O

Corolario 2.33. Si Q) es un carcaj sin ciclos dirigidos y M € Repg, existe una resolucion
proyectiva minimal

0O—-P —FP—>M-—=0

Demostracion. Sea 0 — E; — Ey — M — 0 una presentacién proyectiva de M y U; —
Uy = M — 0 una presentacién proyectiva minimal de M. Por el lema existe un rectdngulo

conmutativo
0 Ey > E() M 0
I
UiV — Ugd V) M 0
Entonces u es inyectiva. O

35



Parte 3

Quivers con relaciones y el algebra
de caminos

Buena parte de la teoria que vimos podria repetirse si los morfismos de una representacién
cumplieran relaciones entre ellos, por ejemplo, que la composicién de dos flechas sea cero. Y
ademadas esto permite una mayor riqueza en sus representaciones. Por ejemplo, si considero
L = 1D>a , los caminos de este quiver tienen todos la forma (o™ : n € Np) y si notamos a
la concatenacién de dos caminos con un punto, "a™ - ™ = o™"™”. Entonces el conjunto de
caminos es un algebra kL isomorfa a los polinomios, kL = k[z]. ;Cémo modelamos entonces
%? Habria que introducir en el quiver la relaciéon a? = 0. Otra razén para introducir relaciones
es que queremos considerar quivers que puedan tener ciclos dirigidos. Recordemos que su
problema era que sus ”representaciones” proyectivas e inyectivas podian no ser representaciones,
porque podian no tenfan dimension finita. Imponiendo que a? = 0 en L, vale que P(1) =
(({e, al),pa =19 8]) es una representacién proyectiva e indescomponible. En este capitulo se
da algunas demostraciones propias de hechos conocidos como la proposicién 3.51, y se hacen
algunos célculos explicitos de dimension global de un algebra en el ejemplo 3.58.

Definicién 3.1. Dado un quiver @, una relacién es una combinacién lineal > A;¢; donde los
¢; son caminos en () paralelos y de longitud > 2. Un quiver con relaciones es un quiver @)
con un conjunto R de relaciones. Lo denotamos (@, R). Finalmente, una representacién M de
un quiver con relaciones es una representacién de @, (M;, ¢,) donde ¢, = 0 para toda relacion
p € R, donde por definicién ¢, := > Aepe si p =D Acc
2 2
Ejemplo 3.2. Sea () = a/* \5 con R = (fBv,va) Luego, por ejemplo Id/l \0‘ no
1 # 3 kQ T k2

2
es una representacién pues ¢, o ¢, # 0 pero [ H/vk \E(lJ d si lo es.
kK o K
[0 0]

Copiando las definiciones de la primera secciéon podemos definir morfismo de representa-
ciones, suma directa, subrepresentacién, cocientes, pull backs, push outs, resoluciones proyecti-
vas y todos los conceptos anteriores.

La mayoria de los teoremas de la primera y segunda seccién son ciertos para quivers con
relaciones. La mayor diferencia es que la categoria Rep (g, ) no necesariamente es hereditaria.
Pero si es cierto que los P(i) van a ser una coleccion completa de todos los proyectivos inde-
scomponibles. Por ejemplo el teorema de Krull-Schmidt sigue valiendo, la categoria Rep(q 1) es
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abeliana, los teoremas 1.28,1.30,1.31,1.33,1.35,2.7,2.9, 2.16, 2.26 y la existencia de resoluciones
proyectivas e inyectivas minimales.
Naturalmente, los proyectivos e inyectivos indescomponibles de (@, R) van a ser los de Q

IB 2 [e%
4/ NoR-
U\B/7

médulo R, por ejemplo si Q@ = 5 (Ba,0y) Entonces P(5) deberfa ser

k
N
N S

definicién (y por muchas razones maés) es util introducir el algebra de caminos.

gL o Pues no hay ningin camino no nulo de 5 a 1. Pero para formalizar esta

3.1 El algebra de caminos

El dlgebra de caminos es la conexién de la teoria de quivers con la teoria de médulos y permite
a ver a todos las representaciones como mddulos sobre esta k-algebra. A lo largo de la seccion
supondremos k un cuerpo algebraicamente cerrado y los mdédulos sobre un dlgebra serdn salvo
mencion explicita, a derecha.

Definicion 3.3. Dado un quiver @ el dlgebra de caminos k(@) es el k espacio vectorial con
base todos los caminos de ) y multiplicacion dada por la concatenacién: si ¢ y d son caminos,
c-d=cdsit(c) = s(d) y cero sino. En general usaremos simplemente la letra A para denotar
al algebra de caminos.

Ejemplo 3.4. e Ya vimos que si L es el carcaj con un vértice y un lazo, kL = K[X]
2514 . o oy
e Sea () = s . Entonces kQ) es una K algebra de dimensién 7. No es dificil probar
3
que
K 0 0 0]
LK K 0 0
M=Kk 0 K o
K 0 0 K|
con _
0000 0000 0000
aco [HHEE) s |URY] oo [HRRY) o o i
0000 0000 L1000
e Sea Q = a2 1 & 2 >7 . Notar que si tan sélo tuvieramos Q' = 1 <T 2
entonces es facil demostrar que kQ’ = [g IO{] . Como tiene dos lazos distintos, entonces
~ | K[z] 0 xz 0 0 0 0 0
Q= [K[:ﬂ,y] K[y]]’ @ [0 0} P [1 0] 3 [0 y]
Notar que kQ es una &lgebra unitaria, pues tiene a 14 = > e; como uno. Si @) no tiene

1€Qo
ciclos orientados, la cantidad de caminos posibles es finita. Entonces k() es un algebra de
dimensién finita.
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Una observacion es que e;kQ C k@ es un modulo a derecha sobre k@) con el producto
(e;x) - ¢ = eoxec 'y que como conjunto e;kQ = {e;.x : x € kQ} = ({c: s(¢) = i}) = P(i). Dado
que los P(i) son las unicas representaciones proyectivas de ), eso nos da la idea de que los e;kQ
van a ser los tnicos proyectivos de la categoria.

El equivalente algebraico de un quiver con relaciones (@, ) es un cociente @, con I un
ideal admisible. Como queremos que nuestra dlgebra tenga dimension finita, queremos que
todos los ciclos dirigidos sean cero si dan una suficiente cantidad de vueltas. Asi que tenemos
que dividir por un ideal que no incluya flechas (para no eliminar flechas o quedarnos con un
carcaj disconexo) pero que sea lo suficientemente grande para que todos los caminos a partir
de una longitud estén.

Definicién 3.5. El ideal de flechas R es el ideal bilatero generado por las flechas de Q. Asi
Rg tiene todos los caminos de ) excepto los caminos triviales e;. Ademds noto como k@ a el
espacio vectorial con base los caminos de longitud s. Entonces como espacio vectorial se puede
escribir Rg = kQ1 @ --- D kQp, ® - -

Un ideal admisible I es un ideal bildtero de kQ tal que I N (kQo ® kQ1) = 0 y existe un
m > 2 tal que kQ; C I para todo [ > m

La definicién implica que no quito flechas del quiver al dividir, pues I N (kQo ® kQ1) =0y
que ademds es el cociente es de dimensién finita sobre k pues kQ; C I para todo [ a partir de
un numero natural.

2
Ejemplo 3.6. Sea Q = 2 \5‘ Entonces el ideal bilatero generado por v, (87v), es un

1<T3

ideal que contiene a todos los caminos de longitud mayor o igual a 3, y el tinico camino de
longitud 2 que contiene es 5.

Observacion 3.7. Sea I un ideal admisible generado por z1,--- ,x,,. Entonces e;xie; € I,

eixge; = »_ Ajcj donde todos los ¢ empiezan en ¢ y terminan en j. Es decir, e;zre; es una

relacion de @, y como z, = ) e;xpe; todo generador se escribe como una suma finita de
1,5€Q0

relaciones. Luego [ estd generado por finitas relaciones.

Definicién 3.8. Un dlgebra de caminos acotada (bound quiver algebra) es un cociente §

donde I es un ideal admisible.

Observacion 3.9. Como k(@ es unitaria y de dimensién finita, @ es unitaria y de dimensién

finita.

Ejemplo 3.10. Ideales distintos pueden dar lugar a dlgebras de cocientes isomorfas: Si () =
1 éZ: 2 <—— 3 entonces para todo A € k se define el ideal I\ = (ya + Ayp) entonces

kQ o~ kQ

T, = 1, para todo A\, N € k. No es dificil probar que para todo A\, X # 0 el morfismo que

/
manda e; — ¢, v > 7y [ — Xﬁ induce un isomorfismo de algebras en el cociente.

Recordemos unos lemas esenciales sobre la estructura de las k algebras de dimensién finita:

Lema 3.11. Sea e un elemento idempotente de A no nulo. Entonces e y 1 —e son ortogonales
idempotentes y A como A mddulo a derecha se escribe como

A=eAd(1-¢e)A
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En particular, si e es idempotente, eA es proyectivo, pues es un sumando directo de A.

Lema 3.12. Si A = M7 ® My es una suma directa como A mddulos a derecha, entonces
1. existen ortogonales, idempotentes e; € M tal que es € My y 1 =e1 + e
2. M; es indescomponible si y sélo si e; es primitivo.

Teorema 3.13. Sea A una k- dlgebra de dimension finita y ay,as, - -+ , an elementos primitivos
idempotentes y ortogonales tal que 1 = a1 + - - - a,. Entonces

AZalAD- - - DaA

Donde la descomposicion de arriba es como A mdédulos a derecha y cada e; A es un A mddulo
a derecha indescomponible.

Notemos que los caminos triviales son elementos idempotentes y ortogonales del algebra
eiej =eje;=0sii#jy (ei)2 = e;. Si los caminos triviales son primitivos (es decir si e; no se
puede escribir como a + b con a y b elementos ortogonales e idempotentes no nulos) entonces
podemos usar ese teorema.

Lema 3.14. Sea Q un quiver sin ciclos dirigidos. Entonces é; es un elemento primitivo de @

Demostracion. Supongo é&; =a+b,a@= > Ac,b=>_ p.c. Como a es idempotente a> = a? =
C C

(ZC: /\CC)(ZC: Aet) = D AAeed =3 (X AAde)e=a. Luegoa* —a=>( Y Aoder —

c,c c  c.cd'=c c  c.d'=c

)\C)c =y € I. Como I es un ideal admisible, no contiene flechas ni caminos triviales. Luego,

mirando la coordenada de un e; tengo que el coeficiente del lado de la derecha es cero y el lado

de la izquierda es Y. AgAg — Ae; = /\gj — Ae; = 0. Luego A, =100V j. Lo mismo vale
c.c'=e;

para, b:

SO poper —pe)e=yel (3.1)

c o .cll=c

Ademas a.b = > ( > )\C/MCN)C =y € I. Y mirando la coordenada ej, como I tiene todos
c d.d'=c
caminos de longitud dos o mas, A, te; = 0. Luego si A¢; # 0 entonces pie; = 0.

Por otra parte e;, —a — b = y” € I. Mirando la coordenada e;, 1 — A¢, — pte; = 0 <=1 =
Ae; + fte;- Luego alguno de los dos coeficientes es no-nulo. Supongo que A., # 0. Entonces por
la observacion de arriba debe ser 1. Entonces 0 = p.,. Y mirando la coordenada e; (con j # i)
en e; —a—b=y" tengo que 0 — Ae, — e, = 0 <= A¢; = —pie; y pOr la observacién del pérrafo
anterior )\ej = pte; = 0. Luego b tiene ceros en las coordenadas ey V k.

Si ahora « es una flecha cualquiera, mirando la coordenada « en (3.1), y usando que I es un

ideal admisible y por lo tanto no contiene flechas, > pcpte —po =0 <= — ,u,e__s ?a) Patla :“e:t?a)

cd=a
—lta = —pto = 0 Luego todas los coeficientes de los caminos de longitud 1 y 0 son nulos. Si
=0
ahora miro cualquier camino d ¢ I de longitud 2, > pepter —ptg = 0 = pg = 0. Usando que
cc'=d
I es un ideal, si repito esto para todo camino ¢ que no esté en I tengo que pu. = 0V ¢ ¢ 1.
Luego b € I y por lo tanto b = 0. O

Corolario 3.15. Sea Q un carcaj y €; los caminos triviales vistos en el cociente A = @ Luego
los &; son primitivos idempotentes y ortogonales y 14 =€y + --- + €,. Entonces A admite una
descomposicion

A=ZefAd - deA
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como A mddulo a derecha, donde los ;A son mddulos a derecha proyectivos e indescom-
ponibles.

Demostracion. Por el teorema 3.10 tenemos la descomposicion de arriba, y que son proyectivos
es obvio pues son sumandos directos de un libre. ]

Como corolario, por el teorema de Krull Schmidt para la categoria de A mddulos a derecha
(con A una k élgebra de dimensién finita), tenemos que los ex A son los tinicos (salvo isomorfismo)
moédulos proyectivos indescomponibles:

Teorema 3.16. (Clasificacion de proyectivos) Sea P un A mddulo a derecha proyectivo e
indescomponible. Entonces existe i € Qg tal que P = ¢; A

Demostracion. Como P es proyectivo, P es sumando directo de un libre A", A™ = P& Q. Por
Krull Schmidt, como P es indescomponible, P = ¢; A para algtn i. O

Notar que la descomposicién no captura la estructura de algebra de A sélo la de A médulo a
derecha. En efecto, si Q = 1 = 2, kQ es un K espacio vectorial de dimensién tres y se descom-
pone como ({e1,a})r @ (e2)r como mbdulo a derecha. Entonces a- ey = a # 0 € ({e1, a})x.
Pero en la estructura de algebra de ({e1,a})r © (e2)x la multiplicacién seria (a,0).(0,e2) =
(- 0;0.e2) = 0.

Antes de probar el teorema central de esta seccién expliquemos el interés por estudiar
algebras de caminos. Si bien no es cierto que toda k algebra es isomorfa a un algebra de
caminos, si es cierto que toda k dlgebra bdsica de dimension finita es isomorfa a un dlgebra de
caminos dividida por un ideal admisible. Una k algebra A de dimensién finita se dice basica

si dado {aj,- - ,a,} un conjunto de elementos ortogonales, primitivos e idempotentes tal que
ai + -+ ay, = 14 tenemos que a; A = ajA(como A- médulos) <= i = j. Si A no es bésica,
podemos definir e4 = e, + -+ - + €5, donde {es,, - ,€5,} es un conjunto maximal de elementos

primitivos, ortogonales e idempotentes tal que es, = es, <= i = j. Entonces egAe4 es bésica
y la categoria Mod, ac, es equivalente a Mod,. Entonces, estudiar la categoria de médulos
sobre cualquier algebra finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es equivalente a estudiar
una categoria Repg,; de caminos con relaciones.

Observacion 3.17. Si Q es un quiver sin ciclos dirigidos, el dlgebra A = kQ es bésica.

Demostracion. En efecto, supongo e;A = e;A y sea ¢ : ¢,A — e;A el isomorfismo. Tomo
P(ej) ==ejzconx =) Acc. Luegoejz = > Aec+ D> Ac

c c: s(c)=j c: s(e)=j
t(c)=i t(c)#i
Como 1 es A lineal, si k # i Y(ejex) = ¥(0) =0 =1(e;)ex = >,  Acc para todo k # i.
sl
Luego ejz = >  Acc. Entonces si no existe ningtin camino de j en 4, 1(e;) = 0, absurdo.
c: s(e)=j

t(c)=1
Por lo tanto debe existir al menos un camino cg : j — . Pero entonces dim e;A > dim e;A 'y
no pueden ser isomorfos. ]

Radical y sécalo

Recordemos réapidamente la definicién de radical y sécalo (socle):
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Definiciéon 3.18. Dada una k algebra A, el radical de A, notado Rad A, es el conjunto que
cumple alguna de las siguientes definiciones equivalentes:

1) Rad A es la interseccién de todos los ideales maximales a derecha.
2) Rad A es la interseccién de todos los ideales maximales a izquierda
3) Rad A={a:1—ab tiene una inversa a derecha V b € A}

4) Rad A={a:1—ab tiene una inversa a ambos lados Vb € A}

5) Rad A={a:1—ba tiene una inversa a derecha Vb e A}

6) Rad A={a:1—ba tiene una inversa a ambos lados Vb e A}
Corolario 3.19. 1. Rad A es un ideal bilatero

2. Rad( gy ) =0

3. Si I es un ideal nilpotente bildtero, entonces I C Rad A
Teorema 3.20. Si A es una k dlgebra de dimension finita, Rad A es nilpotente.
Dado ahora un mddulo, también podemos definir su radical:

Definiciéon 3.21. Si M es un A médulo a derecha, definimos Rad M como la interseccién de
todos los submédulos maximales de M. Notar que como A es una dlgebra de dimension finita,
M admite algiin submédulo maximal (en particular, propio).

Algunas propiedades del radical de un moédulo en general:

Proposiciéon 3.22. Sea A una k dlgebra de dimension finita y M, N € Mod4. Entonces:
1Rad M ={meM: f(m)=0V f € Homua(M,S)con S simple}
2. Rad (M @ N) =Rad M & Rad N
3. 8i f € Homy (M, N) entonces f(Rad M) C Rad N
4. Rad M = MRad A
5. SiL+Rad M =M con L <M entonces L =M

6. Si considero a A como A mddulo a derecha, la definicion de radical como
anillo y de radical como A mddulo coinciden.

En particular 5) nos dice que Rad M es un submédulo superfluo de M y por lo tanto Si P es
proyectivo, P —» RTI;P es un cubrimiento proyectivo.

Corolario 3.23. En las mismas condiciones que antes:

1) RadLM es semisimple y un modulo a derecha sobre la k dlgebra %

Rad A
2) Si L es un submddulo tal que % es semisimple, entonces Rad M C L

3) M es semisimple si y sélo si Rad M =0
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o s . M . . .
Definicién 3.24. El cociente g 757 se nota top M y por la observacion anterior siempre es
semisimple.

Ejemplo 3.25. Sea A = kQ el dlgebra de caminos con @) sin ciclos dirigidos. Entonces A =
e1A® - - ®ey, Ay por lo tanto (por 2y 6 de 3.22) Rad A =Rad e;A @ --- @ Rad e, A. Afirmo
que Rad (e;A) = (c:c:i — j,c# €;).

D) Sea ¢ # e; que empieza en i, ¢ = e;c € e;A. Ademds, para ver que estd en el radical,
quiero ver que e; — ¢.b tiene inversa a derecha para todo b. En efecto, si t(c) # s(b) entonces
c.b =0y listo. Y sit(c) = s(b) entonces t(b) # i porque @ no tiene ciclos dirigidos y luego
(e; — cb).e; = e? = ¢;. Por lo tanto ¢ € Rad(e;A). C) Y si e;c € Rad e;A, entonces e;c o es
cero o es un camino que empieza en i, y no es constante pues ¢; ¢ Rad e;A. Eso termina de
demostrar la igualdad. Por lo tanto Rad k() = (caminos no constantes)y.

Si ahora A = ? con I un ideal admisible, afirmo que también Rad e, A= (¢:c:i — j,c #
ei). Sea c en el conjunto de la derecha y e; — cb. Quiero ver que ese elemento tiene inversa
a derecha. Por el mismo argumento puedo suponer t(c) = s(b), y hay dos posibilidades: si
t(b) # i, (e; — cb).e; = e;; y si t(b) = i, entonces cb es un ciclo dirigido que pasa por i, entonces
para algin m, (¢b)™ = 0. Luego (e; —cb)(e;+cb) = e; — (cb)?. (e;—(cb)?)(ei+ (cb)?) = e; — (cb)*.
Asi siguiendo multiplicando a la derecha por el conjugado, existe x tal que (e; — cb)x = ¢;. Y
si e;c pertenece al radical, el mismo argumento de antes sirve.

Por lo tanto, el radical de A es simplemente el ideal generado por las flechas de A.

Otra construccién util es la del sécalo

Definicion 3.26. Sea M un A mddulo. Se define el sécalo o socle como la suma de todos sus
submodulos simples.

SocM= > S
S simple

Como suma de simples es semisimple, el sécalo de M es un submodulo semisimple.
Antes de finalizar la seccién recordemos algunos teoremas muy ttiles sobre k-dlgebras: la
demostracién de todos ellos estd por ejemplo, en [SY12].

Teorema 3.27. Sea A una k-dlgebra. Son equivalentes:
1. A es local (i.e., tiene un unico ideal maximal a derecha).
2. A tiene un unico ideal maximal a izquierda.
3. El conjunto de los elementos no inversibles de A es un ideal bildtero.
4. Para todo a € A, a 0 1 — a es inversible.
5. La k-dlgebra ﬁ €s Un CUerpo

Corolario 3.28. Si A es una k dlgebra local de dimension finita entonces ﬁ es isomorfo al
cuerpo k.

Teorema 3.29. Sea A una k-dlgebra y M un A mddulo a derecha de dimension finita. Entonces
son equivalentes:

1. M es indescomponible.

2. Cada endomorfismo f € End M tiene la forma f = Mdyr+ g con g € End M nilpotente
yAEk

3. End M es local.

Lema 3.30. Sea A una k dlgebra de dimension finita, B = % con I un ideal nilpotente y
m: A — B la proyeccion candnica. Entonces:
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1. Para todo conjunto de idempotentes ortogonales dos a dos f1,--- , fn, en B, existe elemen-
tos ortogonales idempotentes ey, - , e, tal que w(e;) = f; para todo 1 < i < n.

2. Sea e idempotente en A tal que w(e) = f1 + ---+ fn con f; ortogonales idempotentes en
B. Entonces existen ortogonales idempotentes e; € A tal que e = e1 + -+ e, y w(e;) = fi.

Proposicion 3.31. Sea A una k dlgebra de dimension finita. y B := WﬁA Entonces vale:

1. Todo ideal I no nulo de B es una suma directa de ideales a derecha, simples como B
modulos a derecha, y de la forma eB con e primitivo idempotente. En particular, el B mddulo
a derecha B es semisimple.

2. Sea M un B mddulo a derecha no nulo. Entonces M = e;,B® - @ ¢;,B con e;;
idempotentes primitivos.

Proposiciéon 3.32. A como antes, B = Raj?ﬁ’ e # 0 idempotente y m : A — Rad A. Entonces
son equivalentes:

1. eA es indescomponible.

2. Rad (eA) = eRad A es el inico submddulo mazimal de eA.

3. eB es simple como B mdédulo a derecha.

3.2 Equivalencia con M 0d§

Notar que en muchas de las demostraciones que hicimos o que dejamos de ejercicio, casi no se
usa que M es una representacion de un quiver y que en muchas construcciones ya hechas sirven
las mismas definiciones que se usan para médulos. Esto no es casualidad ya que efectivamente la
categoria de quivers es equivalente (es decir, existen dos funtores F' y G tal que la composicién
en ambas direcciones es naturalmente isomorfa la identidad) a una muy particular de médulos
finitamente generados. Empezamos por definir una categoria central y un par de subcategorias
importantes:

Definiciéon 3.33. Dada una k dlgebra A, moda es la categoria de médulos a derecha sobre
A finitamente generados. amod es la categoria de moédulos a izquierda sobre A finitamente
generados.

e Proya es la subcategoria de médulos proyectivos e Iny 4 la de inyectivos. Andlogamente
se definen a izquierda.

e modpA es la subcategoria de mddulos sin sumandos directos proyectivos (no nulos) y
modr A es lo mismo pero sin sumandos directos inyectivos (no nulos).

Teorema 3.34. Sea Q) un carcaj finito y conexo y A = @ con I un ideal admisible. Entonces

hay una equivalencia entre la categoria Mod s de mddulos finitamente generados y la categoria
Rep(q,r) de representaciones finitas acotadas del carcaj Q.

Demostracion. Aclaremos primero quién es el I en Rep(g ). Recordar que si I es un ideal
de A finitamente generado, por la observacién 3.7 existe una cantidad finita de relaciones
P1,°*+ , pn que también generan el ideal. FEntonces el conjunto de relaciones del quiver serd

I = {pla" : 7Pn}
Voy a definir dos funtores covariantes F'y G

F:Moda — Repg
G : Repg,r) — Moda

Definamos F'. Sea M un A mddulo a derecha finitamente generado. Defino F(M) :=
(M;,{¢a}) con M; := M.e; (es un k-e.v. pues M lo es) y si a: i — j es una flecha, defino ¢, :
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M; — Mj pqo(m.e;) = (m.e;.a).ej = (m.a).ej. Es muy fécil chequear que ¢ es lineal. Ahora
quiero definir F' sobre los morfismos: sea f : M — M’ un morfismo de A médulos a derecha.
Defino F(f) : F(M) — F(M') como F(f); : M; — M/, F(f)i(m.e;) := f(m.e;) L f(m).e;
donde 1 vale pues f es A lineal. Es facil ver que es F'(f) es un morfismo de representaciones.
Veamos que F'(M) es efectivamente una representacién de (Q,I): Sea p=> Aec:i—j€ T

C
una de las relaciones que genera I, entonces @,(m.e;) = Y Acpc(m.e;) = > Acm.c.ej =
(& C
m.(3_Aec) = m.p = 0 pues M es un A médulo y p es cero en A. Luego F(M) € Rep(q,)

C
y chequear que F' es un funtor.

Definamos G: Sea ahora una representacién (M;, p,) de (Q,I) y quiero definir G ((MZ, gpa))

Tomo M = @ M, como espacio vectorial y defino una estructura de k@ mdédulo con:
1€Qo

m.a = m(z )\cc) = Z Aepe(m)

donde ¢.(m) significa lo siguiente: Si m = m; @ --- © my, con m; € M;, defino p.(m)g =
@e(mi) + -+ + pc(my) donde () =0 si x ¢ M. Chequear que la operacién asf defininda
efectivamente genera una estructura de k@ mddulo. Veamos que pasa al cociente: Sea p € [
una relacién, p = >~ A.c donde todos los ¢ van de i en j. Entonces m.p = - - -

Z Acpe(m) = Z Ac(pe(ma) + ... + pe(my)) = Z Acpe(ma) + ... + Z Actpe(mi)

Donde o bien ¢.(m;) = 0V c o bien m; € M) ¥V ¢ (pues todos los c son paralelos), en ese
dltimo caso ) Acpc(me) = ¢,(my) = 0 pues es una representacion de (@, I). Luego m.p =0y
entoncces M es un A médulo bien definido. Finalmente dado f : (M;, pq) — (INVi, ¥q) defino

G(f): M — N
G(f)‘Mi:fi

Chequear que es un morfismo de A moédulos y que G asi definida queda funtor.

Para terminar, demostremos que F oG ~ Id y G o F' =~ Id. Empecemos con F o G.Verificar
que los espacios vectoriales de F(G(M)) en cada coordenada son iguales a los de M y que las
transformaciones lineales son iguales también.

Para G(F(M)), verificar que el morfismo ® : M — @ M .e; que hace &(m) = {m.e;}icq,
1€Qo
es un isomorfismo de mdodulos natural. O

Observacion 3.35. Tanto F como (G preservan inclusiones: si N es un

submédulo de M, entonces F(N) < F(M) y si N es una subrepresentaciéon de M, G(N) <

G(M). Por lo tanto, manda subrepresentaciones/submddulos maximales en submddulos/subrepresentaciones
maximales. Y ademads son funtores aditivos.

Ejemplo 3.36. Sea (@, R) un quiver con relaciones. Voy a definir el radical de una repre-
sentacién M como Rad M := F(Rad G(M)). Usando la observacién anterior es facil ver que
asi definido, cumple la definicién usual de radical como la interseccién de todas las subrepre-

sentacidones maximales. Veamos quién es:
(Rad M), = (Rad G(M)).ex, = (Rad @ M;).ex. = (P M;.Rad A).ex, = P M;.{c:

1€Q0 i€Qo 1€Qo
i—kcter)= > 0c(Mye) = > pa(Mya))
Cc;;e}k ai—k
k

Y por definicién de F' y G, las flechas de la subrepresentacién son las flechas de M restringi-
das. Luego la definicién coincide para el caso de () con relaciones.
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La equivalencia nos permite identificar libremente a las representaciones de un quiver con
los médulos sobre su algebra de caminos. Cada extremo de la identificacién tiene sus ventajas,
asi, a veces es mas fécil fabricar ejemplos con representaciones (que son mas visuales) y a la
hora de hacer cuentas en general tal vez conviene trabajar con médulos y de paso usar toda la
magquinaria conocida para ellos.

Inmediatamente podemos definir los proyectivos e inyectivos indescomponibles de Rep(q r)

Definicién 3.37. Sea (@, R) con @ finito. Se define el proyectivo indescomponible P(i)
como P(i) = F(e.A) , es decir P(i); = ¢;Ae; = ({¢ /c: i — j}) y como flechas ¢, (¢) = ca.
Anélogamente defino el inyectivo indescomponible (i) como I(i) = F(Ag;) donde Ae; es
un A moédulo a derecha con la multiplicacién definida contra un camino como xe;.c := (%.x)ei y
extendida por linealidad. Recordar que si d es un camino, d = (dida - -+ dp) 2.d = (da - - - dpy) si
di = ay 0sino. Y para un 2 = Y Aqd cualquiera en A, defino 2.2 := Y~ Ay(.d). Extendemos
la definicién a un camino como % = é . % Efectivamente es un A médulo a derecha pues
(zei)ve)ed = (L ze;)ed =31 ze; =L we; = (ze;) . cd. Entonces I(i); = ({e/c:j —i}) y
como flechas 1, (¢) = (c2--¢pm) si ¢ = ay 0 sino. Es decir, la misma definicién que para un
quiver sin relaciones.

Por definicién, las representaciones asi definidas son proyectivas (resp. inyectivas) e inde-
scomponibles, pues G(P(i)) y G(I(i)) lo son y las equivalencias son aditivas.

Corolario 3.38. Toda representacion proyectiva/inyectiva de (Q,R) se escribe como suma di-
recta de representaciones indescomponibles P(i)/1(7)

Demostracion. Por Krull Schmidt, la equivalencia entre Rep(g gy y Moda y el corolario 3.13 [

En general para un quiver con relaciones nos olvidaremos de escribir las barras de los ele-

mentos del algebra ? y simplemente recordaremos que en el dlgebra tenemos relaciones dadas

por ciertos caminos que son cero.
Ejemplo 3.39.

3
e Sea ) = /3/* \7 con 64y = 0. Entonces P(1) =

1%2#4

[19] (af, apyoB)k

a 1 [10]
(e1)k = (o, By ¢ 0] (aBy)k
1
591 5 110
Y su radical, tomando bases, es (4] 01 / \
05 k2 ek
(7]
° SeaQ’:13>2£>3<l4conozB:O. Entonces

P(1) = 3 P(2) =3 P@3)=3 P(4) =3

2 RadP(2)=3 RadP(3)=0 Rad P(4)=3
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Notar que este ejemplo en particular nos demuestra que la categoria

Rep(q,r) no es hereditaria en general, incluso en el caso que () tiene relaciones pero no

ciclos dirigidos. Més atin, que la resolucién estandar de 2.13 no necesariamente es exacta,
v

pues para S(1), la resolucién estandar me darfa 0 % P(2)! & P(1) — S(1) — 0 que
claramente no es exacta pues u no es inyectiva.

3.3 Extensiones, Ext y dimensién homolégica

Al igual que la situacion en médulos, podemos definir el espacio de extensiones de una rep-
resentacién M por N, y demostrar que es isomorfo al primer grupo de cohomologia de un
complejo. Lo interesante es la relacion del Ext con la forma del quiver.

Definicién 3.40. Sea M € Repq ) y una resolucién proyectiva - - - 2, P I Py fo
M —0
Dado N € Repg aplicamos el funtor Hom(—, V) en esa secuencia:

0 —s Hom(M, N) —*%s Hom(Py, N) —'s Hom(Pi, N) — ---

que es exacta en Hom(M,N) y Hom(P, N). Defino Ext'(M,N) =
Ker(f3 ' Ker(f,)
Ig((]{f)). En general, defino Ext'(M,N) := %f;)l

Notar que si Q es un quiver sin relaciones, Ext! (M, N) es simplemente el cokernel de fi. Y
que Ext’(M, N) = 0 pues la sucesién es exacta en Hom(FPy, N).

Proposicién 3.41. Ext!(M, N) es independiente de la resolucién proyectiva.

Proposicién 3.42. Ext!(M, N) también se puede calcular con resoluciones inyectivas, pero de

N. En efecto, si0 — N f—0> Iy f—1> L f—2> -+ es una resolucion inyectiva, y aplicamos el funtor
Hom(M, —) a esta secuencia obtenemos un complejo de cadenas

0 — Hom(M, N) %% Hom(M, Ip) Y% Hom(a, 1) Y2 ...
Si definimos El’tl(M N) := Kerl(f2)) - optonces Bt es un funtor turalmente i
EAVIE S (CABE y es naturalmente iso-

morfo a Ext!.

Definiciéon 3.43. Una extension € de M por N es una sucesion exacta corta 0 — N —
E — M — 0. Dos extensiones son equivalentes si existe h : E — FE’ un iso tal que el
siguiente diagrama conmuta:

0 N E M 0
|
0 N E’ M 0

Ejemplo 3.44. Q= 1 ——=2 y E = k:?;k,E/: k:;;k,M:S(l),N:S@).

Entonces ¢ : 0 — S(2) — F — S(1) — 0y e :0 — S(2) — E' — S(1) — 0 son dos
extensiones de M por N no equivalentes pues £ % F'.
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Definicion 3.45. e Dadas dos extensionese : 0 > N - F - M - 0ye :0— N —
E' — M — 0, definimos ¢ + €’ como

0O—N-—F—M-—70

donde F = <{(f(n),—f€;/))eEeaE’}> con E” el pullback de E —+ M y E' — M.

e Defino la extensiéon trivial y la noto 0 como

0N NaoM -0

Teorema 3.46. El conjunto E(M,N) := % con la suma y el O definidos ast, es un
grupo abeliano.

Teorema 3.47. Eziste un iso de grupos abelianos E(M, N) = Ext'(M, N)

Demostracion. La demostracién es estandar pero tediosa y larga y escapa al objetivo de la tesis.
El lector interesado la puede encontrar en [SY12]. O

Veamos més en detalle la relacién entre el grupo Ext! y la forma del quiver Q. Empecemos
por demostrar una férmula que relaciona las flechas y vértices con este grupo.
Si @ es un quiver sin relaciones, recordemos que tenemos una sucesién exacta corta

0= @ Plta)b® L @ Pi)% L M —0
aEQ1 1€Q0

Tomando Hom(—, V) en la sucesién obtenemos

0 — Hom(M, N) — Hom( @5 P(i)*%, N) — Hom( @ P(t(a))%), N)
1€Q0 a€Q1
— Ext!(M,N) — 0

Separando la suma adentro de los Hom y usando el teorema 2.9:
0 — Hom(M,N) — P N — @D N — Eat'(M,N) — 0
1€Q0 ac@Q1

Usando que N, = Hom(k, N,) como k espacios vectoriales y entonces N¢ = Hom(k?, N,)
tenemos

0 — Hom(M,N) — @ Hom(k™, N;) — €D Hom(k%), Nyo))
1€Qo a€Qq

— Ext!(M,N) — 0

Finalmente, recordando que M; = k% tenemos la siguiente sucesién exacta corta de espacios
vectoriales:

0 — Hom(M, N) — P Hom(M;, N;) — @5 Hom(Mj(a), Nya))
1€EQo acQ
— Ext'(M,N) — 0

Si llamo m; = dim M; y n; = dim N;, tomando dimensién en la sucesién y reordenando
tengo:
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Proposicion 3.48. Sim; = dim M; y n; = dim N; tengo la igualidad

dim Hom (M, N) — dim Ext'(M,N) = Z min; — Z Meg() M)
1€Qo acQ1

Observacion 3.49. Notar que en la demostraciéon del teorema 2.14, si () tiene un conjunto
de relaciones admisible, la tnica parte de la demostracién que no se puede repetir es que
u sea inyectiva, pues la parte de que Ker(v) C Im(u) sigue valiendo ya que la longitud de
una combinacién lineal de caminos sigue siendo finita (pues todos los caminos de una lon-
gitud suficientemente grande son cero). El unico cambio necesario es definir la longitud de
un camino ¢ como la del mayor camino que pertenezca a su clase de equivalencia. Como la
cantidad de caminos es finita, su clase de equivalencia tiene una longitud méxima. Entonces
@ Pt(a)@ L @ P(i)% % M — 0 es una presentacién proyectiva de M.

€@ 1€Qo

Corolario 3.50. Sii# j, #{a:i —j:a € Q1} = dim Ext'(S(i),S(j))
Demostracion. Uso la proposicién anterior con M = S(i) y N = S(j) O
Si @ tiene relaciones pero no ciclos dirigidos algo ligeramente més débil es cierto:

Proposicién 3.51. Sea (Q,I) un quiver con relaciones pero sin ciclos dirigidos (en particular
S(t), = k%) ei# j. Entonces #{a:i —j:a € Q1} =0 <= dim Ext'(S(i),S(j)) =0

Demostracion. =) Supongo que #{a :i — j : « € @1} = 0. Completando la presentacién
proyectiva de la observacién 3.50 para M = S(i) y aplicando Hom(—, S(j)) obtengo, como antes

0 — Hom(S(i), S(j)) — €D Hom(S(i)x, S(j)x)

keQo
. . 13
— @ HOHI(S(’L)S(Q), S(J)t(a)) —2> U
a€@

Como no existe ninguna flecha de i en j, Hom(S(4),(a), S(J)¢(a)) = 0 para toda o y entonces
Ker(f3) =0y luego Ext!(S(i),S(j)) = 0.

<) Supongo que existe 5 : i — j. Voy a demostrar que existe una extensién de S(i) por
S(j) que no se parte. Defino M una representacién de la siguiente forma:

M;=k,M;=Fk, M, =0sik¢{i,j}y las transformaciones lineales:

{m, si a=p
My =

0 sino

Cualesquiera que sea el conjunto de relaciones de ), M es una representacién, y es facil
ver que como @ no tiene ciclos dirigidos ¢ : S(j) < M y P : M — S(i) son morfismos de
representaciones. Luego tengo una sucesion exacta corta

0—=S()—>M—=S(t)—0
que no se parte pues M 2 S(i) & S(j) O
Por otra parte, con el Ext? puedo identificar relaciones en el quiver:

Teorema 3.52. Sea Q un quiver con relaciones y sin ciclos dirigidos. Entonces Ext?(S(i), S(5))
0 <= existe una relacion de i en j.
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Dimensiones homoldégicas

Definiciéon 3.53. Dado M un A € Moda, la dimensién proyectiva, pd M, es el menor
numero natural (o cero) tal que existe una resolucién proyectiva de la forma

0O=>FPg—- =P —=>FP—-M-=0

Si no existe tal entero, decimos que la dimensién es infinita.

Definiciéon 3.54. La dimensién global de una algebra A, gldim A, es el supremo de todas
las dimensiones proyectivas:

gldim A := Sup{ pd M : M € Mod}

Andlogamente se define la dimension inyectiva de M, id M, como el d més chico tal que
existe una resolucién inyectiva de la forma 0 - M — Iy — --- — I; — 0. Si tal d no existe, la
dimensién inyectiva es infinita. Ademds gldim Ajpy := {id M : M € Moda} = gldim A

Observacion 3.55. e M es proyectivo <= pd M =0

e A es hereditaria < gldim A <1

Ejemplo 3.56. Q =1 —~» 2 L3 X425 con af =~ = 0. Entonces pd S(1) = 2 :
Es a lo sumo 2 pues 0 — P(3) — P(2) — P(1) — S(1) — 0 es una ppm de S(1). Y es
igual a 2: Si0 — P, — Py — S(1) — 0 es una resolucién proyectiva, por el lema 2.31 tenemos
un diagrama

0 P P, S(1) 0
Bk k]
P(3) & Ker(v) —— P(2)® Vi —— P(1) &V, S(1) 0

y por el lema de los cinco llego a un absurdo (P(3) # 0).

La definiciéon de dimensién global puede parecer intratable. Pero un teorema nos dice que
para calcular la dimension global alcanza con los médulos simples.

Teorema 3.57. Sea A una k dlgebra asociativa y unitaria de dimension finita. Entonces
gldim A = Sup {pd S : S es simple}
Demostracion. Ver [MCRST]. O

Ejemplo 3.58. Q =1 2 —’8—> 325425 con afy = Byd = 0. Calculemos la dimensién
global de A = @ Por el teorema, alcanza con calcular las dimensiones proyectivas de sus cinco
simples.

3

P(l):é P(z):§ P@3)=1 PA) =14 P(5)=>s

Luego una resolucién proyectiva minimal de S(1) es
0— P(5) > P(4) - P(2) - P(1) - S(1) =0 (3.2)

Notar que ahora el lema 2.31 no me sirve asi como estd para probar que no existe una resolucion
de longitud 2. Podria intentar extenderlo para resoluciones minimales de cualquier longitud,
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lo cual estd bien. Pero prefiero utilizar una ténica diferente que es empleando el Ext: Si logro
demostrar que existe un médulo tal que Ext3(S(1), M) # 0, entonces no puede haber ninguna
resolucién proyectiva de longitud dos, ya que el Ext es independiente de la resolucion, y si tuviera
una de lonogitud dos, el Ext? deberfa ser cero con esa resolucién y por lo tanto con todas. Con
ensayo y error probando primero con los médulos simples, vemos que Ext3(S(1), S(5)) funciona:
Si tomo Hom(—, S(5)) en la ecuacién 3.2, tenemos

_ =0 =0
0— Hom(S(El), $(5)—Hom(3,S(5))—Hom(3,5(5)) > Hom(4,5(5))

2 Hom(S(5), S(5)) — 0

Luego Ext3 (S (1), 5(5)) = %f))s@) Pero es facil chequear que el tnico morfismo de

representaciones entre # y S(5) es el nulo. Entonces Ext®(S(1),5(5)) = Hom(S5(5),5(5)) =
k # 0. Luego pd S(1) = 3. Por lo tanto gldim A > 3. Chequear que para todos los otros
simples, pd S(i) < 3 y por lo tanto, gldim A =3
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Parte 4

Traslacion de Auslander-Reiten

En las siguientes secciones vamos a definir la asignacién T de traslacién de Auslander-Reiten.
Como dijimos, este funtor es central para el estudio de las representaciones indescomponibles
de un carcaj, ya que en muchos casos, nos permitird calcular todas sus representaciones inde-
scomponibles e incluso calcular los espacios de morfismos entre ellas. Mas adelante veremos que
la asignacién T : Repg — Repg en realidad es un funtor médulo representaciones proyectivas,
asi que deberemos definir una categoria cociente sobre las cuales el funtor T esta bien definido.

Para empezar a definir la traslacion A— R estudiemos primero dos funtores, el funtor dualidad
D y el funtor transpuesta Tr. Estos dos objetos son algebraicos pero con la equivalencia también
podemos calcularlos en la categoria de representaciones. Su utilidad es que nos permite definir
la traslacién A — R. En la seccion final del capitulo, introducimos la categoria estable, que es el
domino natural del funtor Tr y el teorema principal de la seccién,4.37, demuestra que al igual
que D, Tr es una equivalencia de categorias y entonces la traslacion, en un domino adecuado,
también va a serlo.

En el capitulo se dan demostraciones propias de la parte 10 del teorema de dualidad 4.2,
una version simplificada del lema 4.26 y un desarrollo méas completo del teorema 4.37.

4.1 Dualidad

Definicién 4.1. Sea A una k-algebra de dimensién finita (por ejemplo, @) Se define el

funtor (contravariante) dualidad D : Mods — aMod como D(M) = Homy(D,k) = M*
sobre los objetos y si f : M — M’ es una flecha, como D(f) = f*: (M')* — M*

Notar que D(M) es un A médulo a izquierda via (a. f)(m) = f(ma) : (a.(b. f))(m) =
(b« f)(ma) = f(mab) = (ab. f)(m). Ademas (a. f) asi definida es un morfismo k lineal.

Asi D es un funtor de A médulos a derecha en A médulos a izquierda. Ademés tiene un
inverso D : gmod — moda: si M es un A médulo a izquierda, D(M) lo es a derecha con la

definicién (f .a)(m) = f(am). Luego ((f+a).b)(m) = (f.a)(bm) = f(abm) = (f . (ab))(m)

Las propiedades mas importantes del funtor dualidad estan listadas en esta proposicion:

Teorema 4.2. Sea D : Mods — aMod el funtor dualidad. Entonces:
1. DIX®Y)=D(X)® DY)
2. Es una dualidad de categorias abelianas con D o D = Idpsoq,

3. Es un funtor exacto (preserva sucesiones exactas cortas).
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4. Manda proyectivos en inyectivos y viceversa.

5. Indescomponibles en indescomponibles.

6. Simples en simples.

7. Manda cubrimientos proyectivos en capsulas inyectivas y viceversa.
8. Induce una equivalencia de categorias entre Proya y alny

9. Induce una equivalencia de categorias entre ModpA y A Mody

10. Soc DM = D Top M yTop DM = D Soc M

Demostracion. Todas las demostraciones son estandar usando 1 y 2, demostremos por ejemplo
6 y 10: D manda simples en simples pues si N < D(M) y M es simple, existe un morfismo

sobreyectivo M —5» D(N). Luego Ker(¢) = M o Ker(§) = 0 pues M es simple. Si £ = 0 entonces
D(N)=0== N =0. Si{ es un iso entonces N = D(M) y por dimensién, N = D(M).

10) DTop(M) C Soc(DM): Consideremos la sucesién exacta corta

0 — Rad(M) - M — Top(M) — 0
Aplicando el funtor dualidad obtenemos
0 — DTop(M) — DM — DRad(M) — 0

Como DTop(M) es semisimple (porque Top(M) lo es), DTop(M) C Soc(DM) por definicién
de Soc(DM) como la suma de todos los simples.

Soc(DM) = DTop(M): Como M es un espacio vectorial de dimensién finita, alcanza con
mostrar que dimg(Soc(DM)) < dimy(DTopM). Por la dualidad, Soc(DM) = DL con L un
médulo a derecha semisimple. Entonces DL < DM y aplicando la dualidad a ambols lados
tenemos que existe un morfismo sobreyectivo § : M — L. Eso significa que Myey(¢) ~ L es
semisimple. Como Rad M es el submédulo L més pequeno tal que M/L es semisimple, eso
implica que Rad M C Ker(¢) y por lo tanto hay un morfismo sobreyectivo TopM — Ly luego
hay una flecha inyectiva DL = Soc(DM) < DTopM O

El funtor D me permite facilmente demostrar teoremas sobre inyectivos usando los teoremas
ya demostrados para proyectivos:

Teorema 4.3. (Clasificacion de inyectivos) Sea I un A mddulo a derecha inyectivo e
indescomponible. Entonces I = D(A.e;) con A.e; € gsMod mddulo a izquierda proyectivo e
indescomponible.

Demostracion. D(I) es un médulo a izquierda proyectivo e indescomponible. Luego D(I) =
A.e;. Aplicando la dualidad a ambos lados I = D(A.e;) O

Proposicion 4.4. Dada una representacion M de un Q sin relaciones, existe una resolucion
myectiva

oML, %1n 50

donde Iy y 11 son inyectivos
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Demostracion. Aplico el teorema 2.13 a DM: existe una sucesién exacta corta
0O0—-P —-FPh—>DM —0

con Py y Py proyectivos. Aplicando D a la sucesion exacta obtengo la secuencia deseada. [J

Proposicion 4.5. Sea Q un quiver sin ciclos dirigidos y f : I — M un morfismo no nulo con
M indescomponible e I inyectivo. Entonces M es inyectivo y f es sobreyectiva.

Demostracion. Utilizo el corolario 2.18 con DM y vuelvo a aplicar el funtor dualidad para
obtener el teorema. ]

Observacion 4.6. Notar que el inyectivo indescomponible con esta definicién (D(A.e;)) y el
inyectivo indescomponible de la definicién 3.31 (A.e; con la multiplicacién ze; « ¢ := (22)e;
coinciden. Defino un morfismo 2 como: si ¢ es un camino que termina en i (i.e., ¢ € A.e;)

0 sic=0

Q:Ae; — D(Ae), Qc) = {f Ges0

con f, definido sobre la base de caminos como, si x : k — i, fo(x) = 6z

Q2 es un isomorfismo de A médulos a derecha. Primero, 2 es un morfismo: si ¢ = (d|x),
#0

(20) - d)(x) = Ae)(d) = buga y Qe+ d)(x) = A= . )(z) = 6

d = 5c,dx- Y sic 7é (d|*)7

% .oz
=0
[ u—

Q(c).d:(sc,dx:oyﬂ(c.d):Q(é .¢) = Q(0) =0.

Luego Q(c) «d = Q(c.d). Claramente es inyectiva y por dimensién sobre k es un iso.

Observacion 4.7. Miremos a D en la categoria Repg: D le asigna a una representacion M de
@, un objeto de Repgor, donde Q°P es el quiver opuesto obtenido dando vuelta todas las flechas

en Qu: Q = (Qo, Q7 5,1) s decir Ha?) = s(a) y s(a%) = t(a)

D(M) = (M}, pgor)

)

donde phop : D(M)yo)y — D(M)ga), 8i f: Myay =k, Qaon(f) = f 0 @a
Luego D es una equivalencia D : Repg — Repger tal que D(Pg(i)) = Iger(i) y D(Ig(i)) =
Pgon (1)

4.2 Hom(—,A)
Mas interesante es el funtor transposiciéon. De nuevo A es una k algebra de dimension finita.

Definicién 4.8. Se define Hom4(—, A) (también notado (—)!) como el funtor contravariante
(—=)t: Moda — aMod, (M)' = Homa(M, A) sobre los objetos y si f: M — M’ es una flecha,
Tr(f) : (M) MY, Tr(f)(p) = po .

Notar que si M € Mods, M! € sMod es un médulo a izquierda con la multiplicacién

(a. f)(m) = af(m).

Andlogamente se define Hom(M, A) : 4Mod — Mod 4 con la estructura a derecha: (f.a)(m) =

f(m).a.
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A diferencia de D no podemos esperar que (—) sea una dualidad. Si A es un kQ con @ sin
ciclos dirigidos, por el corolario 2.18 (que vale en Mod4 por la equivalencia), (—)! debe ser cero
sobre los no proyectivos: si M es un indescomponible no proyectivo,

Homy (M, A) = Homa(M,e1A & - ® e, A) = @HomA(M, e;A) =0

Sin embargo, si es una equivalencia entre las categorias de médulos proyectivos (y también
entra las de inyectivos).

Teorema 4.9. Sea A una k dlgebra de dimension finita y Hom(—, A) : Mody — aMod.
Entonces:

L (XeY)i=XtaY

2. Manda proyectivos indescomponibles en proyectivos indescomponibles, y
por lo tanto manda proyectivos en proyectivos .

3. Es exacto a izquierda, es decir, si B — C — D — 0 es exacta,
0 — D! — C' — B! es exacta.

4. Restringido a Proya es una dualidad de categorias:
Proys —4 Proy
con inversa dada por Hom(—, A) con la estructura vista arriba.

Demostracion. 2) Sea e; A un proyectivo indescomponible (que sabemos por el teorema 3.14 son
los unicos proyectivos indescomponibles). Veamos que Hom(e; A, A) = Ae; como A moddulos.
En efecto, defino

® : Homa(e;A, A) — Ae;

© — p(ei).e;

® es A-lineal: ®(a.p) = (a.p)(ei).e; = (a.p(ei)).ei = a(p(e;).e;) = a.®(p)

Es inyectiva: Si ®(p) = ®(V) <= ¢(e;).e; = ¥(e;).e;. Luego p(ea) = p(ei)a = p(e;).1a.a =
ole;).(e; + Yo ej).a = (p(e;).€; + > pleiej)a =

J# J#
(Y(e;).e; + %;cp(ei.ej))a = ((€?) +0).a = (e;).a = P(e;a). Luego p = 1p.
JF1T

Y es sobreyectiva: Dado ae;, defino ¢ : ;A — A como ¢(e;z) = a.e;.x. Estd bien
definida (si e;x = e;2' = a.e;.x = a.e;.2’) y es un morfismo de A médulos a derecha. Ademds
D(p) = p(e;).e; = a.e;.e; = a.e;

1 y 3) Estandar.

4) Quiero ver que Homy(Homy(P, A), A) = P. Como el funtor es aditivo basta verlo
para un proyectivo indescomponible. Por 4), si P = e¢;A, Homy(e;A, A) = Ae;. Luego
Hom 4 (Homa(e; A, A), A) = Homa(Ae;, A) = e;A y el tltimo isomorfismo es el simétrico de
la demostracién de 1).

O

Miremos ahora Hom(—, A) en Rep(g ). Si M es una representacién de (Q,I) entonces
Hom(M, Ag) tiene una estructura de representacion de (Q°?, I') con Hom(M, Ag); := Hom(M, P(j))
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con la estructura usual de espacio vectorial y dada « : ¢ — j una flecha, la transformacién lineal
Yaor : Hom(M, P(j)) — Hom(M, P(i)) manda h : M — P(j) en el morfismo de representaciones
(a.h)(z) := a.h(x), donde si h(z) = > A¢, a.h(x) = Aac

Definido asi el funtor Hom(—, Ag) : Repg,r) — Rep(qgor,1) sobre los objetos, sobre las
flechas manda ¢ en g*

Por el teorema visto para moédulos el Hom manda proyectivos indescomponibles en proyec-
tivos indescomponibles: Hom(Pger (i), Ager) = Pg(i)

4.3 Funtor de Nakayama

Introducidos el funtor dualidad y el Hom(—, A), podemos introducir el funtor de Nakayama,
que nos permtird calcular la traslaciéon de Auslander-Reiten y construir el quiver A — R.

Definicion 4.10. Se define el funtor de Nakayama v : Mod4 — Mod4 como la composicién
D o Hom(—, A)

.y
Mod 25N Mod —Los Mod,

\/

12
Notar que v es un funtor covariante que es exacto a derecha.

Teorema 4.11. v = D o Hom(—, A) : Moda — Moda es un funtor covariante tal que

1. Es exacto a derecha y aditivo

2. Restringido a Proya define una equivalencia de categorias

v:Proys — Inya

con v(e;A) = D(Ae;) y sic: i — j es un camino en Q y fo 1 ejA — e;A es el
morfismo multiplicar por ¢ (fe(e;a) = ejc.a) , tenemos vf : D(Aej) — D(Ae;), que via
el isomorfismo de la observacion 4.6, es lo mismo que vf. : Ae; — Ae; con la accion sobre

Aey, que es ae.d = % a ey. Entonces v sobre las flechas queda v f(ae;) = a.(1)e; (donde

a.(1) es una notacion que quiere decir, si a = (d'|c),a.() = d’, y a.(2) =0 sino)

3. La inversa de la restriccion es Hom(DA, —)

Demostracion. 1 es inmediato de los teoremas 4.2 y 4.7.

2. v(e;A) = D oHomy(e; A, A) = D(Ae;). Veamos cudl es el morfismo v f.:

Via el isomorfismo Ae; = Hom(e; A, A), (fe)' : Ae; — Aej es: (fe)!(a.e;) = acej. Luego al
aplicar D tenemos

5:13,h D(Aej) 7777777 ” D(Ael) 5h,x © (fc)
T Q T% Elgfl %
h e Ae; Ae; vfe(h)
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Sea h € Aej. Quiero ver a dénde va a parar. Tengo dos posibilidades: h = (h'|c) para
algiin /', o no. Supongo primero h = (h/|c). Veamos quién es DfL(Q(h)): Sea d € Ae;, como
Shz 0 fUd) = 0p(dc) = Opge = Op.(1),2(d). Luego dpq 0 fi= Op.(1),,- Entonces vf(h) = h.(3).
Finalmente si h # (K|c), Sz © fi(d) = Spae = 0. Luego QYD fL(Q(h)) = Q71(0) = 0, que es
igual a h.(2). Por lo tanto en todo caso vf.(h) = h.(2).

Cc
3. v} =Hom(—,A)"! o D~! = Hom(D(—), A) = Hom(D(—), DDA) = Hom(DA,—). O
Ejemplo 4.12.
e Por el punto 2. del teorema anterior, vP(i) = I(i) para todo i € Q.

e Sabemos que si M es un indescomponible no proyectivo de @, vM = 0 por el corolario
2.18. Pero si @) tiene relaciones, entonces no necesariamente es cierto eso. Calculemos

el funtor de Nakayama en un caso asi: Sea Q = 1 —— 2 i> 3 con af = 0. Entonces
P(1)=1,P(2) = % y P(3) = 3. Tomemos S(2), que no es proyectivo:

Hom(S(2), A) = Hom(S(2), P(1)) — Hom(S(2), P(2)) — Hom(S(2), P(3))
>~ 0—0=25(1)

Luego vS(2) =2 S(1) = I(1). En particular, si i : S(2) < P(1) es la inclusién, vi : I(1) —
vP(1) = I(1) es la identidad.

e v 'P(i) = I(i) y v~'M = 0 para todo M indescomponible no inyectivo (por proposicién
4.5 y el teorema 4.11 parte 3)

4.4 Traslacion de Auslander-Reiten

Estamos listos para definir la traslacion de Auslander-Reiten:

Definicion 4.13. Sea ;

P Po—2 5 M —0

una presentacién proyectiva minimal (ppm) de M. Aplicando el funtor de Nakayama a la
secuencia obtenemos

vf vg

0 — Ker(vf) — vP; vPy
Se define TM := Ker(vf)

vM — 0

Definicién 4.14. Anilogamente se define T—!: si

!

00— M Iy g I

es una presentacion inyectiva minimal (pim) de M, aplicando el funtor inverso de Nakayama
a la secuencia obtenemos

vl !
0— v 2 vy =% v —— Coker(v™lg) —— 0

Entonces T=1M := Coker(v~1g).
Ejemplo 4.15. e Si P es proyectivo entonces TP = 0, pues una ppm de P es 0 — P d,
P — 0 entonces vP; = 0. Por la razén dual ' = 0 para cualquier inyectivo I.
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3
. _ /
e Consideremos @ = 1 _, 9 Luego
N\
4

P()= 3 P@) =2 P@3) =3 P{)=14
)=1 I2)=4 IB)=3 I(4)=2
Sea M = P(1). Calculemos T~'M : una pim de M es
0 M IB)®I(4) —— I(2) —— 0

Aplicando v~ obtengo
0 —— 0 —— PB)®PA) — P2) — 7'M —— 0

Y calculando las dimensiones obtengo que el vector dimensién de T™'M es 2, que no es
inyectivo. Calculemos una vez mas el funtor de Nakayama:

Luego 712 =1=I(1)

Terminamos la seccién con una proposicién que relaciona la dimensién proyectiva/inyectiva
con el funtor AR:

Proposicion 4.16. Sea M un A modulo a derecha. Entonces:
1. pd M <1+« Hom(DA,T™) =0
2. id M <1 <= Hom(t 'M,A) =0

Demostracion. Demostraremos 1), la segunda parte es anédloga o sale aplicando dualidad.
Sea P, 25 Py 2% M — 0 una ppm de M. Aplicando el funtor de Nakayama obtenemos una
sucesion exacta en 4 Mod:

0—t™ —vP 25 vpy 2% M — 0

Aplicando ahora v~! y usando que v~ & Idproy, tenemos un diagrama conmutativo

! ‘
o
v Proya

0 —— vitM —— vlvP, —— v VR,

TR

0 —— Ker(p1) Py n Py —2 M 0

Por el lema de los cinco, Ker(p;) & v~'tM = Hom(DA,tM). Luego Hom(DA,TM) =
0 <= p; es inyectiva <= todo M admite una resolucién de longitud 1 <= pd M < 1.

O
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Transpuesta

Una forma alternativa de construir la traslacién de Auslander-Reiten, mas funtorial, es a través
de la transpuesta. Esta asignacién no es un funtor sobre Mod 4 pero si sobre un cociente de la
categoria.

Definicién 4.17. Sea M € Modas v P, 2 Py 225 M —> 0 una ppm. Aplicando (—)

obtengo una secuencia exacta en 4 Mod: 0 — M! —— P! —— P} — Coker (p}) — 0. Defino
TrM := Coker (p})

Las propiedades mas importantes de la transpuesta estan indicadas en este teorema:
Teorema 4.18.

1. Tr(XeY)=Tr(X)eTr)
TrM =0 <= M es proyectivo.

TrM no tiene sumandos directos proyectivos no nulos.

e e

Si M € ModpA entonces
T
Pt B P TrM — 0
es una ppm de TrM.

5. 81 M es indescomponible no proyectivo, TrM es indescomponible vy
Tr TrM =M

6. Recordar que por la definicion 3.33, mod,A es la categoria de A modulos a derecha f.g.
sin sumandos directos proyectivos. Entonces M € ModpA entonces Tr TrM = M

7. Si M y N € ModpA, M = N < TrM = TrN

8 Tr : ModpA A-Modp (CO??, ModpA

el conjunto de clases de isomorfismos) es una

1508 1508 1508
biyeccion.
Demostracion. 1. Sea P, BLLIN Ph— X - Ounappmde X y Q1 — Qo Loy 50

una ppm de Y. Luego P, § Q; ——— pl@ql ——— Py ® Qo RILUIING'¢ @Y — 0 es una presentacion
proyectiva de X @Y. Y por el lema 2.28, es una ppm de X @ Y. Luego el teorema se
sigue aplicando (—)*.

2. Si P es proyectivo, TrP = 0 porque una ppm de P es 0 — P o p .
Si ahora T'rM = 0, tenemos una sucesién exacta corta
0— M'— P}, — Pl —0
Entonces se parte pues P es proyectivo. Luego M" es un sumando directo de P} y por lo
tanto proyectivo. Entonces por 4.9, M es proyectivo.

3. Supongo TrM = @Q & N con @ proyectivo. Entonces tengo una composicién sobreyectiva
P! T TrM £, Q — 0y como Q es proyectivo, es una retraccién. Luego Pf = Q & @Q'.
Como Pmoig = Idg, aplicando ()" tengo ig, o (pr)' = Idg: con P, = Q' ® Q"
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como Pr es sobre, (Pr)! : Q' — Py es inyectiva. Identificando Q' con su imagen
(PHt = Im((Pm)) & Im((P'm)!)), podemos suponer que (Pr)! es la inclusién

Afirmo que pi[g: = 0. En efecto: (pl\Qt)t = (p1 o (pm)")t = prp! = 0 pues 7p} = 0.
Entonces (p1|Qt)t : Pt — @Q es el morfismo nulo, luego pi1lg: = 0. Entonces Q! C Ker(p1)
y en consecuencia pif(gy : (Q)t — Im(py) es sobreyectiva. Por la minimalidad de Py,
dimp Py < dimg(Q") < dimy, Py. Entonces Q = 0.

. Supongo M sin sumandos directos proyectivos. Por el teorema 4.9 parte 2,

Pt —= P} — TrM — 0 es una presentacién proyectiva de TrM, veamos que es
mlnlmal. Por el lema 2.31, existe un diagrama conmutativo

Py

P Pt T M —— 0
F F

Us Vo 2% 0 vy % 1o — 5 0

con v sobreyectivo y Uy - Uy — TrM — 0 una ppm.

Tomando (—) en el diagrama, y usando el iso (P!)! = P si P es proyectivo,

P n Py ® M > 0
ko kb
(Pt —2 (Ph — s Coker (pYf) —— 0 (4.1)

|= E N F

S
Ute Vi 2% gta v 22 Ny Ny ——— 0

donde N7 = Coker u' y Ny = Coker v'. Notar que V; es proyectivo, pues es un sumando
directo de un proyectivo. Entonces v es una retraccién (pues es sobreyectivo a un proyec-
tivo). Luego existe r : V3 — Vj tal que vr = Idy,. Entonces r! o v! = Idvlt, v! es una

t /
seccién. Por lo tanto 0 — Vi 2 Vi 22 Ny — 0 se parte. Luego Vi = Ny @ V{. Por
lo tanto, como V{ es proyectivo, pues ¥ es un sumando directo de P}, Ny es proyectivo.

Luego N serfa un sumando directo proyectivo de M. Entonces No = 0. Luego v es un

iso, y entonces v también. Entonces via los isos, U & V! ﬂ) Uo eV —M—0

es una presentacién proyectiva de M, y como v es un iso, U? —> Ut — M — 0

también es una presentacion proyectiva de M. FEntonces, como P, — Py — M — 0 es
una ppm de M, de nuevo por el lema 2.31, dimy Py < dimy, Ut y por el diagrama (4.1),
dimy, U} < dimy, P1. Luego U} = Py y por lo tanto 0 = V{ = V{ y como Vy y Vi son
proyectivos, aplicando (—), obtengo Vo = V; = 0.

. Sea M indescomponible no proyectivo. Por el punto 4 aplicado a M, P} —— P} —

TrM — 0 es una ppm de TrM. Entonces por definicién, aplicando (—) tengo una
sucesién exacta
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p1 Po
Py > Py s M s 0

Y entonces Tr TrM = M por el lema de los cinco.

En particular, si M es indescomponible y TrM = N1 @ --- ® Ni es la descomposicién en
indescomponibles de Tr M, ningin N; es proyectivo, por el punto 3. Entonces Tr TrM =
TrN1®---@TrN =2 M, donde cada TrN; # 0. Luego k = 1 pues M es indescomponible,
entonces TrM es indescomponible.

6. Consecuencia inmediata de 5 y 1.

7. =) Es inmediato por la unicidad de la ppm.

<) Supongo TrM = TrN. Luego Tr TrM = Tr TrN por unicidad de la ppm. Y como
M y N pertenecen a ModpA, M =Tr TrM = Tr TrN = N.
O

Usando Tr podemos construir una definicién equivalente de T y T=!'. Recordar cémo se
construfa T 'M: si 0 — M i> Iy % I es una pim de M, primero tomo el dual D : DI %
DIy DIy DM 5 0. Esto es una ppm de DM por 4.2. Entonces al tomar (—)! tenemos
0— vM 2L vlp 2 vy — Coker ((Dg)t) — 0. Luego t'M = Tr DM.

Similarmente, para construir TM empezdbamos con una ppm de M: P; i) Py % M —o.
Luego tomamos (—)' y obtenemos 0 — M* ﬂ P} f—t> P! — TrM — 0. Aplicando D tenemos
0—=DTrM — vP, 2N vPy 25 vM — 0. Luego D TrM = Ker(vf) = t™™

Escrito como esta composicién, podemos probar algunas propiedades muy importantes de T
-1
yT .

Teorema 4.19. Sean t,7': Mody — Mods , T=D Tr ytv' =Tr D. Entonces:
.t XaY)=1Xa1Y
2. TP = 0 <= P es proyectivo. T '1 =0 <= I es inyectivo.

3. TM no tiene sumandos directos inyectivos no nulos y T~ 'N no tiene sumandos directos
proyectivos no nulos.

4. SiM € ModpA, v™' tTM =2 M y si M € ModiA, T T 'M = M
5. Si M es indescomponible, TM y Tt M son indescomponibles.

6. Si M y N en ModpA, M 2 N < tM Z1N. YsiM y N en ModiA, M =2 N «<—
TIM 2N

7. T: ModpA — Mod;A es una asignacion biyectiva con inversa 7!
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4.5 Categoria estable

FEn la seccién anterior definimos T sobre los objetos, como la composiciéon de una asignaciéon Tr y
un funtor D. Para definir a T sobre las flechas y darle una condicién de funtor es necesario poder
definir T'r sobre las flechas. Si f : M — N es un morfismo, y armamos unas presentaciones
proyectivas minimales P,, Q¢ de M y N, podemos construir una flecha bien definida de TrN
en T'rM. El problema es entender como se relaciona esa flecha con la que surge de tomar otras
presentaciones proyectivas minimales P, y Q,, que por supuesto son isomorfas a las anteriores.
Vamos a ver que Tr(f) estd bien definida salvo flechas ”que se factorizan por proyectivos”.

Radical de una categoria

Definicion 4.20. Sea C una categoria k aditiva. Un ideal I en C es una clase de morfismos [
tal que para todos objetos X,Y, Z y morfismos f, f' : X — Y, g:Y — Z, tenemos que:

1. 0: X — X el morfismo cero, pertenece a I.
2. Sify f el entonces \f + puf' € 1.
3. Si felentoncesgofel.

4. Sige I, entonces go f € 1.

Definicién 4.21. Dado I un ideal de C, defino I(X,Y) := I NHom(X,Y).

Observacion 4.22. Notar que si existe una seccién f € I(X,Y), entonces Idx € I(X,X), y
por lo tanto I(X,Y) = Hom(X,Y) y I(Z,X) = Hom(Z, X) V I,Z. Lo mismo es cierto si existe
f € I(Y, X) una retraccién

Un ejemplo importante de ideal de una categoria es el radical de Jacobson:

Definicion 4.23. El radical de Jacobson de una categoria C es la clase de morfismos Rad¢
definida como

Rade(X,Y):={f: X —>Y :Idxy —hof esunisoparatodo h:Y — X}

Notar que si f € Rade(X,Y), f no es un iso, pues en ese caso Idx — f~' o f = 0 serfa un
iso y entonces X = 0.

Lema 4.24. Rad¢ es un ideal de C
Demostracion. 1. Idx —ho0=1x es un iso.
2. Sean fy f' € Rade(X,Y),yh:Y — X.
SiA€ k™, Idx —ho(Af) =1Idx — (\h) o f que es un iso por hipétesis.

Quiero ver ahora que Idx —ho(f+f') es un iso. Sea g un iso tal que go(Idx —hof) = Idx.
Entonces go (Idxy —hf — hf') =go (Idx — hf) — ghf' = Idx — (gh)f’ que es inversible
pues f' € Rad. Como g también es inversible, Idx — ho (f + f’) 1o es.

3. Supongo f: X — Y € Rade y sea g: Y — Z. Quiero ver que gf € Rade(X,Z). Esto es
claro pues Idx — h(gf) = Idx — (hg)f.
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Supongo ahora f : X — Y € Rade(X,Y) ysea g : Z — X. Quiero ver fog €
Rade(Z,Y), i.e. Idz — hfg es inversible. Por hipétesis, Idx — ghf es inversible con
inversa c. Luego

Idz =1dz —hfg+hfg=1dz —hfg+hf(Idx — ghf)cg
=1Idz —hfg+hfcg—hfghfcg = (Idz —hfg)(Idz + hfcg)

Luego Idyz — hfg tiene una inversa a derecha. Analogamente,

Idy =1Idy —hfg+hfc(ldx — ghf)g=1dz — hfg+ hfcg— hfcghfg
= (Idz + hfcg)(Idz — hfg)

Entonces tiene una inversa a izquierda. Luego Idz — hfg es un isomorfismo.
O

Ademas por una demostracién similar a que Rad¢ es un ideal, facilmente se puede demostrar
que una definicién equivalente es Rade(X,Y) := {f : X = Y : Idy—foh es un iso para todo h:
Y - X}

Lema 4.25. Rade(X, X) = Rad(End(X))

Demostracion. Rade(X, X) ={f € End(X) : 1—hf es inversible V h € End(X)} = Rad(End(X))
O

Lema 4.26. Si X e Y son indescomponibles no nulos,

Rade(X,Y) < {f: X =Y :f noesun iso}
2 {f: X =Y :f noes una seccion}
2 {f: X =Y : f no es una retraccion}
4 {f: X =Y : f no es una seccion ni una retraccion}

donde 2 vale también st unicamente X es indescomponible y para 3 alcanza con que unicamente
Y sea indescomponible.

Demostracion. Hagamos uno y dos:

1. ©) Sea f € Rade(X,Y) Si f fuera un iso, 3f~! : ¥ — X. Luego Idx — f~!f =
Idx — Idx = 0 seria un iso, entonces X = 0, abs.
D)Sea f#£0noisoyseah:Y — X, qvq Idz — hf es inversible. Como X es indescom-
ponible, End(X) es local, entonces hf es inversible o Idx — hf lo es. Supongo que hf lo
es. Entonces existe g : X — X tal que ghf = hfg = Idx. Entonces f es una seccién.
Luego Y = Im(f) & Ker(gh). Como f # 0, Ker(gh) =0 ( Y indescomponible). Luego gh
es inyectiva y como era sobreyectiva, es un iso, luego f es un iso, contradiccién.

2. D) Si f no es una seccién, por el mismo argumento de antes, como X es indescomponible,
si Idx — hf no es inversible, hf lo es y entonces f seria una seccién, absurdo.

C) Supongo existe s tal que sf = Idx. Luego 0 = Idx — sf. Luego Idx — sf no es un
iso pues X # 0, lo que contradice que f € Rad¢. Luego f no es una seccion.

O]
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Lema 4.27. Si M =M & ---® My y f € End(M). Entonces f € Rade(M,M) < f;; €
Radc(Mi, Mj) A4 ’i,j

Demostracién. =) Es trivial pues f; ; = Pj o f oty y Rad(M, M) es un ideal.
=) flx) = [fXim; o Pi(x) = > fin;(Pi(x) = sz:le o Py fin,(Pj(z))
J J

j
= > im, fjk o Pj(x) € Rade(M, M) O
ik

Ideal de proyectivos
Definicién 4.28. Sea P(X,Y) C Hom(X,Y') el ideal
PX,)Y):={f: X —>Y:3P € Proys,h: X - Pyg:P—Y tal que f = gh}
e Z(X,Y) C Hom(X,Y) el ideal
IXY):={f: X—>Y:3l€lnys, h: X > 1Tyg:I—Y tal que f = gh}
Observacion 4.29. P y 7 son ideales en Mod 4. Lo demostramos para P:
1. 0 € P pues 0 es proyectivo.

2. Sean f,g € P(X,Y) Entonces existen Py, Py, f1, f2, g1, g2 tal que

x—!1 oy x99 .y | X A9 Y t
t .
fl\* /2 AN /92 conmutan, luego (f1,91)\ /fg ng, COTMUER
Py P PoP

3.SifePX,)Y), f=fooficonf1: X —>Pyfo:P—=>Y yg:Y—=>Z gf =g(feofi)=
(gf2) o f1 entonces gf € P(X, Z).

En particular, Z(X,Y) y P(X,Y) son subespacios vectoriales de Hom(X,Y") y entonces

Hom(X,Y) Hom(X,Y) . torial
PX,Y) y Z(X,Y) sSon espacios vectoriales.

Ejemplo 4.30. Sea () un carcaj sin relaciones ni ciclos dirigidos y A = kQ. Entonces si
X € ModpA (no tiene sumandos directos proyectivos), cualquier morfismo que se factoriza a
través de un proyectivo debe ser nulo, por el corolario 2.18. Por lo tanto f = f para todo
f: X =Y.

Definicion 4.31. Defino la categoria proyectivamente estable Mod4 como la categoria con

objetos los mismos que Mod 4 y flechas Hom(M, N) := %; con la composicién la inducida

por la relacién de equivalencia: fog = fg. Notar que la identidad con esta composicién es Id.
Andlogamente defino la categoria inyectivamente estable Mod4 con los mismos objetos
y flechas Hom (M, N) := %
Observacion 4.32. Todo proyectivo es isomorfo al objeto cero en Mod 4, puessi f: P —>0y
g : 0 — P son los morfismos nulos, go f = Idp y fog=Idp.
Esto me dice que en realidad, la categoria proyectivamente estable tiene menos objetos que
Mod 4, ya que me identifica todos los proyectivos entre si. La pregunta es si me identifica
objetos sin sumandos directos proyectivos, y la respuesta es que no.

Lema 4.33. 1. Sean M,N € ModpA. Entonces M = N en Modg <= M = N en Modyg

2. Sean M,N € ModrA. Entonces M = N en Mods <= M = N en Modyg
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Demostracion. Basta mostrarlo para Mod.

—) Es sencillo, pues si existe g tal que fog = Idy go f = Id, tomando clase a ambos
lados obtengo lo que queria.

<=) Supongo M = N en Mod  luego existen f : N -+ My g: M — N tal que fog = Idy

JY Yt L NG YA N i T N

go f = Idy. Por lo tanto existen o, 3, o " tal que
ygolf N B, o'y B tal q ﬂ\P/a y BNQ/Q,

conmutan.

1. Caso M y N indescomponibles: Entonces End(M) y End(N) son anillos locales. Luego
Idyr — fg es inversible o fg lo es y analogo para Idy — gf. Como M es indescomponible, por
lema 4.26, Rad(M, P) = {w : M — P : w no es una seccién}. Entonces # € Rad(M, P), pues
si fuera una seccién M seria un sumando directo de P y entonces proyectivo.

Luego aff = Idy — fg € Rad(M), en particular no es un iso y en consecuencia fg lo es.
Anélogamente gf es un iso. Una cuenta trivial demuestra que entonces f es un iso.

2. Supongo M = My @ --- & My, con M; y N indescomponibles. Por la cuenta anterior para
N indescomponible, gf es un iso. Veamos que fg lo es.

Defino ¢; : M; — N, ¢g; = 9i|M,— vy fi N = M, f; = P;jf. Como Idy — fg = af,
componiendo a derecha a ambos lados con la restriccién de M; y a izquierda con la proyeccién
a M; tengo que (Idy — fg)ij = o9, Bi : M; — P, o : P — M, donde (Idy — fg)ij es la
coordenada (7, j) de la matriz del morfismo. Como 3; € Rad(M;, P) pues M; es indescomponible
y M no tiene sumandos directos proyectivos, (Idy — fg)i; € Rad(M;, M;) Vi, j. Luego por el
lema 4.26. Idy; — fg € Rad(M). Como Idy = (Idy — fg) + fg y Idy ¢ Rad(M), entonces
fg ¢ Rad(M). Luego fg es un iso. Entonces f es un iso.

3. Si ahora M es indescomponible y N no, analogo.

4. El caso general sale copiando las demostraciones de 2 y 3 (en 2, en ninguna parte usamos
que N era indescomponible para demostrar que fg es iso) ]

Observacion 4.34. D : Mods — aMod induce una dualidad D : Mod4 — sMod.

Queremos demostrar que Tr induce un funtor Tr : Mods — aMod que ademds es una
dualidad. Para eso hay que definir T'r sobre las flechas y demostrar que estd bien defininda en
el cociente:

Sea f: M — N morfismoy P, , Qe ppm de M y N respectivamente. Luego existen f ,
fo (no necesariamente tnicos) tal que

Py P 2 M —0
fos fiy 1f
Qo 53 Q1> N —0

conmuta, y aplicando (—) tenemos

t t
0— M2 Pt 2% pE I T — 0
T Mo 1Tr(f.f0,11)
OHN’*?QQXQ{%WTTNHO

sonde Tr(f, fo, f1)(7n(z)) := mar o f§(x) estd bien definido y es morfismo. El problema es
que si bien la resolucién, salvo isomorfismo, es tnica, la forma de completar el diagrama no lo
es. Supongo que
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PP M —0
oy Y 1r
Qo o7 @157 N —0

es otra forma de completar el diagrama. Notar que f1—f] C Ker(q1). Luego existe w : P, — Qo
tal que go ow = f1 — fi. Entonces fo — f§ — wpo : Py — Qo estéd contenido en el niicleo de go.

En efecto: qo(fo — fo —wpo) = (f1 — f1)ro — qowpo = (f1 — f1)po — (f1 — f1)po = 0.

Luego existe sg : Py — Ker(qo) tal que fo — f§ = iso + wpo, i : Ker(go) — Qo. Aplicando
la transposicién tenemos (fo)! — (f)! = s{0i' +plow'. Y por lo tanto (Tr(f)—Tr'(f))(rnz) =
T ((fo)t — (fO)Y) = 7m 086 oit + s opé ow' =7y o sh

e —|
=0
Nuestro objetivo es demostrar que Tr(f) — Tr'(f) € P(TrN,TrM). Tratemos de ver eso:

i'gh = (qoi)' = 0. Entonces Im((qo)*) C Ker(i*) y como TrN = %, entonces existe

oit

i:TrN — Ker(qo)? tal que it = imy.
Luego (Tr(f) — T7'(f))(7nz) = 7wy o sh o d(myx) y por lo tanto
(Tr(f) =Tr' () =mmo(shi) =g

t

con g:TrN — pt ™ TrAf € P(TrN,TrM)

Luego Tr(f) = Tr'(f) y por lo tanto Tr : Mody — aMod esta bien definida sobre las
flechas.

Proposicion 4.35. Sea Tr : Modys — aMod definida sobre las flechas como arriba. Entonces:

Esto implica que Tr : Modg — aMod es un funtor aditivo.

Demostracion. Veamos 1., los deméds son consecuencias de la buena definicidn.
Sea f € P(M,N), f=a8, f: M P % NcmP proyectivo.

Sean
P2 p Py 0 0 ,p-_1d.p 0
A T L O A
0 »P—— P 0 Qo—74> QL —7— N 0

completaciones de los diagramas. Luego como el diagrama de la izquierda conmuta, tomando
transposicién, el de la derecha también:

5

pp-2sp-2sM—s0 P » P TrM 0
io idﬂm Jaﬁ = T(dﬁpﬂt To TTr(f)
Qo —5> Q1 —— N > 0 Q! 7 Qb —=— TrN 0
Y por lo tanto T'r(f) =0 O
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Corolario 4.36. Tr: Modsy — saMod es un funtor bien definido.

Veamos ahora que es una equivalencia, es decir, que Tr TrM = M en 4Mod si M € Moda

Teorema 4.37. Tr: Mody — aMod es una equivalencia de categorias

Demostracién. Vamos a hacerlo en partes, primero vamos a ver que 7' T'r|,, odpa * Mod pA —
ModpA es equivalente a la identidad, y entonces vamos a escribir

MOdA Tr Tr MOdA

al Ik

ModpA ——— ModpA
—— Tr Trlppgps ——

y demostrar que joP = Id

1. Supongo M € ModpA, M # 0. Luego si Py L0 p 2Ly M —5 0 es una ppm de M,
t

P! REIN Pt =5 TrM — 0 es una ppm de TrM, y por lo tanto,
tt

Pt 2o pit M e Ty M — 0 es una ppm de Tr TrM

Recordar que tenemos un iso natural ep : P — P, entonces tenemos un diagrama

tt
1)

Ty
Pl » Pt Tr TrM —— 0

gl& Py glﬁ Py %lﬂ M

P() >P1 M > 0

p1

Po

Donde el isomorfismo ups : Tr TrM — M es también en ModpA pues ni M ni Tr TrM
tienen componentes proyectivos. Veamos que es natural: Para eso tomo f : M — N un
morfismo de médulos. Tomando Qe una ppm de N, andlogamente que para M, con N también
tenemos un diagrama conmutativo

tt
q T
b= Qit % Tr TrN —— 0

EleQO glﬁQ 1 %LUN

Qo —g— 1 a1 N 0

Entonces para f podemos completar el diagrama con algunos fi y fo, v luego aplicar (—)
p-2sp-2sM—s0 P LN TETG %

o I if = gy it lTr Tr(f)

C}/O @ él a N » 0 C;ff p > vﬁt e I TrN —— 0

Entonces para ver que es natural, necesitamos chequear que

Tr TrM Tr Trlf) Tr TrN
\LH]W \L/‘N
f
M N

conmuta. En efecto:
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o unoTr Tr(f)(T) = un(fi'(2))) = 1o eq, o fi(x)
o founm(T)=fopioep(r)=q o fioep ()

Finalmente €, o fi* = f1 o ep, por la naturalidad del iso P = P:

w1 o
PP —— Qf

fn e

P1L>Q1

Luego Tr Tr|MOdPA = Idprodp A

2. Vamos a definir el funtor P : Modg — ModpA: Si M € Moda, M se escribe de forma
Unica, salvo isomorfismos, como M = P @ M), donde M, no tiene sumandos directos proyectivos
y P proyectivo. Defino P(M) = M, y dado f : M — N defino P(f) : M, — N, como

P(f) = Pn, o fla,- Es facil ver que P(f) estd bien definida, y ademds que iy, o P(f) =

in, o Py, 0 flar, = flag,- Finalmente es un funtor pues P(f o g) = P(f) o P(g).
Ademsds j : ModpA — Moda es simplemente el funtor inclusién. Luego alcanza con de-
mostrar que j o P = Idpod,,:

a) Supongo M = P & M, con M, € ModpA. Entonces M = M, = P(M) en Mody;
de hecho Py, : M — M), es un iso con inversa iyz,: en efecto, Idy — Py, € P(M,M) y
Idng, — Pag,i € P(My, M) pues los siguientes diagramas conmutan:

Idni, — Py Idps—iPyyg,

AN A

P
b) Finalmente es natural pues el siguiente diagrama conmuta en Mod g

Py flar,
—
p p

LMy, iNp

M#)N

3. Luego Tr Tr = jo Tr Tr|yq,4 0P =~ joP =~ Idyoedpa O
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Parte 5

Teoria de Auslander-Reiten

El quiver de Auslander — Reiten es una construccién muy poderosa para estudiar la categoria de
médulos sobre un algebra de caminos. Nos permite, por ejemplo, calcular algoritmicamente (me-
diante el algoritmo de tejido -knitting algorithm) los vectores dimensién de las representaciones
indescomponibles, y los espacios de morfismos entre dos representaciones indescomponibles.

El tenor de la primera parte de este capitulo se basa en la exposicién de [SY12] y la segunda
en [Schl4]. El lema 5.13 estd simplificado, el lema 5.23 es un resultado bésico sobre el quiver
AR cuya demostracién no pudimos hallar en la literatura y del cual incluimos una demostracion
propia. Ademas se incluyen los ejemplos 5.26 y 5.27 con célculos propios.

Para formalizar cudles y cudantas son las flechas en el quiver AR debemos definir las sucesiones
exactas cortas casi partidas:

5.1 Morfismos casi partidos

Definicion 5.1.

e Un morfismo f: L — M casi se parte si:

1. f no es una seccién.
2. Para todo u : L — U que no es una seccion, existe v’ : M — U tal que v’ o f = u.
y es minimal a izquierda si para todo h : M — M tal que hf = f entonces h es un

isomorfismo de M. f es almost split minimal a izquierda si es almost split a izquierda
y minimal.

e Un morfismo g : M — N es almost split a derecha si

1. g no es una retraccion.
2. Para todo morfismo v : V. — N que no es una retracciéon, existe v’ : V' — M tal que

gv’ = .

Y es minimal a derecha si para todo h : M — M tal que gh = g entonces h es un
isomorfismo de M. g es almost split minimal a derecha si es almost split y minimal
a derecha.

Por su misma definicién, es facil probar que los morfismos almost split minimales a derecha
son Unicos salvo iso, es decir:
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Proposiciéon 5.2. 1. Sean f: L — M y f': L — M’ morfismos almost split minimales a
izquierda. Entonces existe h : M — M’ iso tal que hf = f'.

2. Sean g: M — N y g : M' — N morfismos almost split minimales a derecha. Entonces
existe h : M — M’ iso tal que g'h = g.

Ademads de ser casi Unicos, los morfismos almost split minimales tienen otra rigidez: sélo
pueden salir o llegar (depende de si a izq. o a derecha) de médulos indescomponibles.

Proposicién 5.3. 1. Sea f : L — M almost split minimal a izquierda. Entonces L es
indescomponible.

2. Sea g: M — N almost split minimal a derecha. Entonces N es indescomponible.

Demostracion.

1. Supongo L = L1 & Lo con Ly,Ly # 0 y sea p; : L — Ly la proyeccién. p; no es una
seccion: si lo fuera, existe s: Ly — L tal que s o p; = Idy, entonces si evalio en un [ # 0 € Lo,
sp1(l) =0 # Idg(l), absurdo. Luego por ser almost split existe s; : M — Lq tal que sy o f = py.
Andlogamente existe so tal que sg 0 f = po.

Entonces si defino s := i10s1+i0089 : M — L, f resulta una seccion: sf = iyp1+iops = Idy,
que contradice que f no es seccién. Entonces L es indescomponible.

2. Ejercicio. O
Demos ejemplos en concreto de morfismos almost split:
Proposicion 5.4. El morfismo 0: X — Y es:
1. almost split minimal a izquierda <= X es simple e inyectivo e Y =0
2. almost split minimal a derecha <=Y es simple y proyectivo y X =0

Demostracion. Hacemos 1:

—) X es simple: X es no nulo pues 0 no es una seccién. Sea H < X no nulo. Entonces
m: X — % no es una seccién: si lo fuera, seria inyectiva, y por lo tanto un isomorfismo lo que
implica H = 0, contradicciéon. Luego no es una seccién y por lo tanto como 0 es almost split
existe u : Y — % tal que wo 0 =m. Luego m = 0 y por lo tanto X = H.

X es inyectivo: Sea i : X — [ la capsula inyectiva de X. Si ¢ es una seccién, X es un
sumando directo de I y por lo tanto es inyectivo. Si no es una seccion, existe u : Y — I tal que
u o0 =1. Luego i = 0, pero 7 es inyectivo, entonces X = 0, absurdo pues 0 no es seccion.

Finalmente, Y = 0 pues Oy o0 = 0 entonces Oy : Y — Y es un iso, lo que implica que Y =0

<) Supongo Y = 0 y X simple e inyectivo. Entonces 0 no es una seccién pues un simple
no es nulo.

Ademads si u : X — Z es un morfismo que no es seccién, como X es simple, v = 0 o u

X% Z

es inyectiva. Afirmo que u = 0. Si u fuera inyectiva, tendria el diagrama || .-y como X
L9

es inyectivo, existe h : Z — X tal que hu = Idyx, es decir u seria una seccién, contradiccién.
Luego u = 0. Listo, defino v’ : Y — Z como u' = 0.
Finalmente 0 es minimal trivialmente.

2. Ejercicio. O
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Otro ejemplo de morfismos almost split son los que vienen junto con el radical de un proyec-
tivo o el sécalo de un inyectivo:

Teorema 5.5. 1. Sea P proyectivo indescomponible e i : Rad P — P la inclusion. Entonces
1 es almost split minimal a derecha.

2. Sea I inyectivo y w : I — ﬁ la proyeccion. FEntonces w es almost split minimal a
izquierda.

Demostracion.
1. Sea P proyectivo indescomponible e i : Rad P < P la inclusion.

a) i no es una retraccién pues si lo fuera seria sobreyectiva, pero Rad P C P (porque
A es una &lgebra finitamente generada y entonces P tiene algin submddulo maximal, que en
particular es propio).

b) Supongo v : V. — P mno es una retraccién. Quiero completar el diagrama con un v’
Vv 2P

\\/\\ Iz v no es sobre, pues como P es proyectivo, si lo fuera serfa una retraccion.

v

Rad P
Por otra parte, P es un proyectivo indescomponible, entonces es de la forma e; A. Luego por
la proposicién 3.31, como Rad P es el inico submédulo maximal, Im(v) € Rad P. Luego
efectivamente tomo v’ como v corestringida a Rad P.
c) Supongo i = hi. Entonces h|g,q p = ¢. Pero Ker(h) C Rad P de nuevo por la proposicion
3.31. Entonces Ker(h) = 0. Entonces h : P — P es mono y entonces un iso por dimensién.

2. Seam: [ — ﬁ la proyeccién. El segundo punto de la proposicién sale facilmente
recordando la parte 10 de la proposicion 4.2 y la proposicion a continuacion. O

Proposicion 5.6. Sea D : Modyg — sMod el funtor dualidad.

e Si f: L — M es almost split minimal a izquierda, entonces D(f) : DM — DL es
almost split minimal a derecha.

e Si f : M — N es almost split minimal a derecha, entonces
D(f): DN — DM es almost split minimal a izquierda.

Definicion 5.7. Una sucesion exacta corta en Mod 4

0Lt N_—0

es almost split o AR si f es un morfismo almost split minimal a izquierda y ¢ es almost
split minimal a derecha.

La existencia de sucesiones almost split no es evidente. Maurice Auslander e Idun Reiten
las introdujeron y demostraron su existencia en 1975 para estudiar la teoria de representaciones
de algebras artinianas [ART75].

Teorema 5.8. (Auslander y Reiten) Sea A una k dlgebra de dimension finita. Entonces vale:

1. Para todo mddulo indescomponible no proyectivo finitamente generado M, existe una
sucesion exacta almost split

0O—M — F—M-—70
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2. Para todo mdodulo indescomponible no inyecctivo f.g. N, existe una sucesion exacta almost
split
0—N-—FE—1!N-—0

Demostracion. Ver [SY12]. O

5.2 Morfismos irreducibles

Daremos una definicién equivalente de sucesion almost split basada en morfismos irreducibles.
Tiene la ventaja que ahora la cantidad o existencia de morfismos irreducibles entre dos médulos
es mas sencilla de encontrar utilizando el radical de la categoria como visto en 4.23. Ademads,
el concepto no depende de ser a izquierda o derecha.

Definicion 5.9. f: X — Y es irreducible si

1. f no es una seccién.
2. f no es una retraccion.

3. Si f = fa0 f1, entoncs fy es una retraccién o f; es una seccién.

Notar que 1 en particular implica que X 20y 2 que Y # 0

El siguiente lema establece que los morfismos almost split e irreducibles son estables por
isomorfismos:

Lema 5.10. Sea f: X — Y un morfismo y X — X, Y — Y ismorfismos. Entonces:
1. f es una seccion <= v fu es una seccion.
2. f es una retraccion <= vfu es una retraccion.
3. f es irreducible <= v fu es irreducible.
4. f es almost split minimal o izquierda <= v fu es almost split minimal a izquierda.
5. f es almost split minimal a derecha <= vfu es almost split minimal a derecha.

Demostracion.
1. Si f es una seccion y sf = Idy, (u 'sv ™) (vfu) = Idg. Andlogamente si vfu es una
secciony svfu = Idg, 5:Y — X. Entonces svf = u™t = usvf = (udv)f = Idy. 2 es similar.

3. Supongo f es irreducible. Luego vfu no es ni seccién ni retraccién por los dos puntos
anteriores. Y si vfu = fof1, f = (v_lfg)(flu_l) donde o bien v!f; es una retraccién por o
bien flu*I es una seccion. Luego o bien fg es una retraccion o bien fl es una secciéon. La vuelta
es inmediata utilizando la ida con v y u™!.

4. Supongo f almost split minimal a izquierda. vfu : X — Y no es una seccién por 1. Para
el segundo punto de la definicién, sea g : XU que no es una seccién. Entonces gu™!: X — U
tampoco es una seccién. Luego como f es almost split existe ¢’ : Y — U tal que ¢'f = gu™".
Luego ¢'fu = g <= (¢'v Y )vfu = ¢. Finalmente, falta ver que es minimal. Supongo que
hvfu = vfu. Luego (v"'hv)f = f. Entonces v~'hv es u iso y como v es un iso, h también. La
vuelta es inmediata usando la ida, y el punto 5 es completamente andlogo. O

Lema 5.11. Sea f: X — Y un morfismo irreducible. Entonces f es un monomorfismo o un
epimorfismo pero no ambos.
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Demostracion. Que no puede ser ambos al mismo tiempo es claro porque no puede ser un iso
pues seria una seccién. Veamos que alguno tiene que ser: Supongo que f no es sobreyectivo.
Entonces f = iy ) © f , con f la corestriccion de f. Luego o i es una retraccion o f es una
seccién. i no es una retraccién pues entonces seria sobreyectiva y entonces Im(f) = Y. Entonces
f es una seccién y por lo tanto f es inyectiva. O

Proposiciéon 5.12. 1. Sea P proyectivo, indescomponible y no simple. Entoncesi : Rad P —
P es irreducible.

2. Sea I inyectivo, indescomponible y no simple. Entonces w: 1 — ﬁ es irreducible.

Demostracion.
1. Supongo que P no es simple. Entonces Rad P # 0 pues si lo fuera, P serfa semisimple e
indescomponible, i.e., simple. i no es seccién pues P es indescomponible y Rad P # 0. Tampoco

. _ Rad P ——— P L
es retraccién pues no es sobreyectiva. Supongo \ Vs conmuta. Si i es sobreyec-
11 i
Z

tivo entonces es una retraccién pues P es proyectivo. Si ig no es sobreyectivo, Im(iz) C Rad P.
. RadP— sRad P -5 P

Entonces tengo que se factoriza via io: \ /' . Entonces iyi; = 1dRad P-
i1 3
Z i/
12

Luego #; es una seccién.

2. Anélogo. O
Damos una definicién equivalente de morfismo irreducible:

Lema 5.13. X e Y indescomponibles. f : X — Y es irreducible <= f € Rad(X,Y) —
Rad*(X,Y).

Demostracion.
—) Como X e Y son indescomponibles, por el lema 4.26, Rad(X,Y) = {g : X — Y :
g 1o es una seccién ni una retraccién}. Como f es irreducible, f € Rad(X,Y).

Supongo que f € Rad*(X,Y), i.e. f =ghcon g € Rad(Z,Y)y h € Rad(X,Z). Entonces,
como f esirreducible, g es retraccion o h es seccién. Si g es retraccién, existe r tal que gr = Idy-.
Como g € Rad(Z,Y) y Rad es un ideal, Idy € Rad(Y,Y), entonces Y = 0, absurdo. Luego
g no es retraccién. Por lo tanto h es seccién. Pero andlogamente existe s tal que sh = Idx.
Como h € Rad, Idy € Rad(X,X). Luego X = 0, absurdo. Por lo tanto f € Rad?.

<) Como f € Rad(X,Y) y X e Y son indescomponibles, f no es ni seccién ni retraccién.
Ysif=gh,conh:X —Z g:Z — Y, no puedo utilizar inmediatamente la caracterizacién
del Rad del lema 4.26 pues Z puede no ser indescomponible.
Si supongo que ni g es una retraccién ni h una seccién, y escribo Z = @ Zi, con Zj
k

indescomponibles, g = > gp P con g : Z — Y. Afirmo que gx € Rad(Z;,Y) Vk. En efecto,
como Z e Y son indescomponibles puedo usar la equivalencia de 4.26. Si alguno fuera una
retraccion existiria r : Y — Zj, tal que gy, r = Idy. Sea 7 = iy,r : Y — Z. Entonces
gr = (ngPk)ikor = > gk Prir,m = GiyProin,” = gr,m = Idy lo que contradice que g no es
una retraccién. Por lo tanto g € Rad(Zx,Y) V k, entonces gy P, € Rad(Z,Y) V k, luego
g € Rad(Z,Y). Andlogamente, como h no es seccién, h € Rad(X, 7). Luego f € Rad?*(X,Y),
contradice la hipdtesis. Luego g es una retraccién o h es una seccién. O
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Queremos demostrar que una sucesién exacta corta almost split es lo mismo que una con
morfismos irreducibles y extremos indescomponibles. Para eso necesitamos algunos lemas:

Lema 5.14. Sea
0Lt M2 NS0

una sucesion exacta corta que no se parte. Entonces son equivalentes:

_ o _ _ M- N _
1. f es irreducible si y solo si para todo v : V — N existe v1 tal que vt / o0 existe vy
v
Vv
vl M2 N
al que v ~
v
L-Lm

2. g es irreducible si y solo si para todo u : L — U existe uy tal que \ lur 0 existe up
u
U

L-Lwm
tal que \ Tus
U

Demostracion. Sélo demostraremos 1. Supongo f irreducible. Sea v : V — N. Como tengo dos
flechas que llegan a N, tiene sentido usar el pull back de M y V: recordar que por el teorema
1.33 tenemos un diagrama

f/

0 y L y X y V 0
RN
0 s L M—25 N 0

Por lo tanto f = mf’ y como f es irreducible, 71 es retraccién o f’ es seccién. Si f’ es
seccion, eso es equivalente a que g sea retraccion. Luego existe r : V — X tal que mor = Idy .
Por lo tanto si tomo vy := mr, g(mr) = (gm)r = (vme)r = v. Y si m; es retraccién, existe
r: M — X tal que mir = Idp;. Luego tomo vy := mor, vmer = gmr = g.

Supongo ahora que vale la vuelta. f no es una seccién pues la secuencia no se parte, tampoco
es una retraccién, pues no es sobreyectiva (si lo fuera N = 0y g serfa una retraccién). Supongo

L—L M
ahora f = fa, \ /’ Entonces « es inyectiva pues f lo es, luego tengo un diagrama
a7

0 L %5 N —" Coker(a) — 0
| b
0 Ltsm—2 4N » 0

Entonces por la caracterizacién del pull back del teorema 1.33, N con m y [ es el pull back
de Coker(a) N y M5 N.
Por hipétesis existe vy : Coker(a) — M tal que gvy = h o vy : M — Coker(a) tal que hvy =

. . . . Coker(a) 2% Coker(a)
g. En el primer caso, si existe tal v, el siguiente diagrama conmutas: 0l 1

M—Y% N
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por definicién de v; y por la universalidad del pull back existe un morfismo  : coker(a) — N
tal que mp = Id y v = v;. Luego 0 - L — N Coker(a) — 0 se parte, por lo tanto «
es una seccion.

M 2 Coker(a)

En el segundo caso, si existe vy tal que hvy = g, 1d) I conmuta. Luego existe

. M—2 N
¥ : M — N tal que i = vo y B9 = Id. Por lo tanto 8 es una retraccion. O
Lema 5.15. 1. Si f : M — N es irreducible inyectivo entonces f no es sobreyectivo y

Coker(f) es indescomponible.

2. St g: M — N es irreducible sobreyectivo, entonces g no es inyectivo y Ker(g) es inde-
scomponible.

Demostracion. Demostraremos 1. Que f no puede ser sobreyectivo ya lo vimos en el lema 5.11.
Supongo que Coker(f) = L1 ® Lg con Ly, #0, k=1,2.

O—>M—i—>N—1—>Cok‘er(f)—>O

no se parte pues f no es seccién. Entonces para k = 1, 2, tengo el morfismo Ly N Coker(f).
Luego por el teorema anterior, para cada k, existe vy : N — Ly tal que incg o v = 7, 0 existe
v+ L — N tal que m o vy = incg. Si estamos en el primer caso y v : N — Ly, entonces
el otro sumando directo Ly es cero. En efecto, si @ € Ly, con a € N, incyvg(a) =a € Ly.
Pero incg(vi(a)) € Ly entonces @ = 0, luego Ly = 0. Puedo asumir entonces que vy va de
Ly en N y mv, = incg. Entonces m es una retraccién con r = v; + vy : L1 & Ly —— N:
mo (v +v) = Idcoker(p) y por lo tanto la sucesion se parte, contradiccion. O

Veamos ahora la relacién entre morfismos almost split y morfismos irreducibles:

Proposicion 5.16. Sea g : M — N un morfismo no nulo minimal a derecha almost split.
Entonces:

1. g es irreducible

2. Un morfismo g : M' — N es irreducible <= M' # 0, y existe M" € Moda, un isomor-
fismo ¢ : M — M’ @& M" y un morfismo g" : M" — N tal que

(g/,g”) . M/@M// N N

es un morfismo minimal almost split a derecha y (¢',9") o) = g.

Demostracion. 1. g es irreducible: g no es retraccién por hipdtesis. Tampoco es seccién pues
entonces N se descompondria como Im(g) @ Ker(s) (sg = Idys) con Im(g) # 0. Pero también
Ker(s) # 0 pues si fuera cero, s seria un isomorfismo, y por lo tanto g también lo que implicaria
que seria una retraccién. Luego Ker(s) # 0 y entonces N no serfa indescomponible, lo que
contradice la proposicién 5.3.

Finalmente, supongamos g = ¢291. g1 : M — Z, g2 : Z — N. Supongo que g2 no es una
retraccién. Entonces por hipdtesis existe ¢’ : Z — M tal que g¢’ = go Precomponiendo con gy,
99’91 = g291 = g, y como g es minimal ¢’g; es un iso. Luego existe un ¢ tal que ¢g'g1 = Idyy,
por lo tanto g; es una seccién.

2. Supongo ahora ¢’ : M’ — N es irreducible. Ya sabemos que M’ # 0. Luego como g es
almost split a derecha existe v : M’ — M tal que gv = ¢’. Como ¢’ es irreducible, v es seccién
(g no es retraccién por hipétesis). Luego existe s : M — M’ tal que sv = Idyy. Por lo tanto
M = Im(v) ® Ker(s). Luego si defino M"” := Ker(s) tengo el siguiente diagrama conmutativo
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v) @ Ker(s)

v@IdT
/ i |
M b M g 9 Ker(s)

Como v @ Id es un iso y g es almost split minimal a derecha, (¢’, g|Ker( 8)) es almost split
minimal a derecha por el lema 5.10.

Supongo ahora que (¢, ¢”) es almost split minimal a derecha. Veamos que ¢’ es irreducible.
¢’ no es retraccién: Si lo fuera existe ¢'r = Idy, con r : N — M'. Defino7: N — M’ & M",
como 7 = (r,0). Entonces (¢',¢g") o7 = (¢',g") o (r,0) =g or+¢”" 00 =g'r = Idy. Luego 7 es
una retraccién para (¢’,¢”), lo que contradice que sea almost split.

g : M’ — N no es seccién, si lo fuera existiria N seria descomponible, lo que contradice que
(¢',¢") es almost split minimal a derecha (prop. 5.3)

Finalmente, supongo que ¢ = Ba, o : M’ — Z y B : Z — N. Supongo que 3 no es
una retraccién. Quiero ver que « es una seccidn. La idea de la demostracién es usar la parte
del teorema que ya demostramos: que almost split minimal a derecha implica irreducible. La
usaremos para la dnica funcién que sabemos que lo es: (¢’,¢”). Para eso, primero debemos
escribir a (¢’,¢"”) como una composicién. Eso no es muy dificil: si defino

{O‘ 0 ]:M'@M"—>Z@M" (B,g"): Z®M" — N
0 Idyn
(a,b) — (a(a),b) (z,m) — B(z) + ¢"(m)

Buvonces (5.6")0 [ | = (G Tduer) = (0. )

Luego como (¢', g”) es almost split minimal a derecha, es irreducible, y por lo tanto o (53, g")
debe ser retraccion, o la matriz debe ser seccién. Si vale la 1ltima posibilidad ya estamos,
porque una seccién de la matriz va a implicar una seccién de a. Veamos entonces que (3, g")
no es una retracciéon. Sabemos que individualmente § no es una retracciéon por hipétesis y
g” tampoco puede ser una retraccién: si lo fuera existiria r tal que ¢”"r = Idy. Entonces

(¢, 9" (S) =0+ ¢"r = Idy y luego (¢, ¢") serfa una retraccién.

Por lo tanto ni 8 ni ¢g” son retracciones. Pero recordando el lema 4.26, como N es in-
descomponible, eso es equivalente a que € Rad(Z,N) y ¢’ € Rad(M”,N). Luego 8P €
Rad(Z&M",N)y ¢"P, € Rad(Z®M",N). Entonces P, +¢"P> = (8,¢") € Rad(Z&M",N).

Y por lo tanto no es una retraccién. Luego la matriz es una seccién, es decir existe ill im]
21§22
0 Idy 0
tal que [911 912] . [Oé ] _ [91104 922] _ [ M ]
g21 g22] |0 Idpyw 9210 g22 0 Idyr
Entonces g11a = Idy y por lo tanto « es una seccion. 0

Andlogamente para morfismos almost split a derecha:

Proposicion 5.17. Sea f : L — M un morfismo no nulo, almost split minimal a izquierda.
Entonces:

1. f es irreducible.
2. Un morfismo f': L — M’ es irreducible <= M' # 0, y existe M" € Mod s, un isomor-

fismo v : M — M' & M" y un morfismo f": L — M" tal que
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[j:,l,] L — M oM’

!/
es un morfismo minimal almost split a izquierda y ¥ o f = [ff,,]
Lema 5.18. Sea
f

0 > L M2 N > 0
Pl
0 > L 7 M g>N > 0

un diagrama conmutativo con las filas exactas y que no se parten. Entonces:

1. Si L es indescomponible y w es un iso, entonces u y v Son iS0morfismos.

2. Si N es indescomponible y u es un iso, entonces v y w Son un iso.

Demostracion. 1. Veamos que u es un iso. Supongo que no lo es, entonces como L es inde-
scomponible, por el lema 4.26, u € Rad(L, L). Como Rad(L, L) es nilpotente, existe m tal que

u™ = 0. Luego v f = v lof = v 1 fu = ... = fu™ = 0. Entonces Um|Ker(g) = 0 Luego
existe un morfismo v™ : #@ — M. Componiendo con el iso g~' : N — %(g), tenemos una

flecha v™ 0 g1 : N — M. Luego v"§ g = v™r = v™. Sea h := v™§ ' : N — M. Entonces
hg = v™. Luego ghg = gv™ = w™g. Y como g es sobreyectiva, gh = w™. Como w es iso, w™
también. Luego existe ¥ tal que w1 = Idy. Luego ghyy = w™ = Idy. Por lo tanto g es una
retraccién, contradiccion. Luego u es un iso y por lo tanto v también.

2. Ejercicio. U
Veamos finalmente la unicidad de las sucesiones exactas almost split:
Teorema 5.19. Sean
0>LLMENs0 0oL LS N S0
dos sucesiones exactas almost split. Entonces son equivalentes:
1. Las sucesiones exactas son isomorfas.
2. L y L' son ismorfas.
3. N y N’ son isomorfas.

Demostracion. Vamos a demostrar 1 si y sélo si 2. Que 1 implica 2 es obvio. Supongo que
L = L[/, Puedo suponer que L = L’. Luego tengo un diagrama

0 Lt w9 N ' 0
Jrld P 'y
0 L—— M — N ' 0
f g
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Como f": L — M’ es almost split a izquierda y f no es seccidn, existe u' : M’ — M tal que
u'f' = f. Luego uv/f’ = uf = f’. Entonces como f’ es minimal, uu’ es un iso. Anélogamente
como uf = f/, v'uf = u'f' = f. Entonces v'u es un iso. Por lo tanto u es un iso. Luego v
también lo es. Por lo tanto 2 implica 1. Andlogamente 1 <> 3. O

Con la teoria sobre morfismos irreducibles desarrollada, podemos demostrar que varias
definiciones alternativas de sucesiones exactas cortas almost split son equivalentes:

Teorema 5.20. Sea 0 — L L M 25+ N — 0 una sucesion exacta corta. Entonces son
equivalentes:

1.0—>L L> M 25 N =0 es almost split.

. L es indescomponible y g es almost slit a derecha.

. N es indescomponible y f es almost split a izquierda.
. f es almost split minimal o izquierda.

. g es almost split minimal a derecha.

. L y N son indescomponibles y f y g son irreducibles.

O O W N

Demostracion. Demostremos 1 <+ 2. Si vale 1, por la proposiciéon 5.3 y definicién de sucesion
almost split, vale 2. Supongo vale 2. Veamos primero que g es minimal: Supongo existe
h : M — M tal que gh = g. Entonces hf C Im(f) pues ghf = gf = 0. Entonces existe
u: L — L tal que fu = hf. Luego el diagrama conmuta

0—sL-—tsm—2snN 0
l“ lh l[d
0—>L——M-—>N 0

Por el lema 5.18, como L es indescomponible, h es un isomorfismo. Entonces g es almost
split minimal. En particular es irreducible.

Demostremos ahora que f es almost split minimal a izquierda. f no es una seccién pues la
sucesion no se parte. Sea ahora u : L — U que no es una secciéon. Puedo usar el lema 5.14 parte
2 pues g es irreducible y la sucesién no se parte. Entonces existe u; tal que uif = u o us tal
que f = ugu. Si existe up listo, f es almost split. Si existe ug : U — M, considero la sucesién
exacta corta que no se parte

0 — LU =5 Coker(u) — 0

. Entonces puedo completar el siguiente diagrama con un h

0 Lt sm—9% N ' 0
IdT uzT hi
0 L —— U —— Coker(u) —— 0

con la formula h(7(z)) = g(uz(x)). Entonces como g es almost split existe v’ : Coker(u) —
M tal que gv’ = h. Entonces gv'm = hr = guy. Luego g(us — v'w) = 0 Por lo tanto us — v'nw C
Im(f). Entonces existe £ : U — L tal que f§ = ug —v'w. Entonces féu = ugu—v'mu = ugu = f.
Entonces como f es inyectiva, éu = Idy. Por lo tanto u es una seccién, contradicciéon. Luego
estoy en el primer caso, existe uq tal que u1f = u y por lo tanto f es almost split.

Finalmente, f es minimal: supongo existe h : M — M tal que hf = f. Adem&s N es
indescomponible por proposicién 5.3. Puedo completar el siguiente diagrama con un morfismo
T : N — N tal que el rectdngulo conmuta:
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0 AN Y N, 0
Id h iT
0 L——M—N 0

Como N es indescomponible, por el lema 5.18 h es un iso.

Luego 1 <+ 2. Andlogamente 1 <+ 3. Luego 1 <> 2 <+ 3. Veamos 3 <> 4. 3 — 4 es obvio.
Supongo vale 4. Entonces f es almost split a izquierda y sélo resta ver que N es indescomponible.
Pero por la proposicién 5.17 f es irreducible. Entonces su Coker(f) es indescomponible por
lema 5.15. Pero Coker(f) = L. Entonces N es indescomponible. Luego 3 <+ 4. Anélogamente
245. Porlotanto 1 <+ 2+ 3+ 4 & 5.

Finalmente, veamos {1,2,3,4,5} <> 6. Claramente 1 implica 6 por las proposiciones 5.16
y 5.17 y el lema 5.15. Supongo 6. Voy a probar que 6 implica 3. Para eso hay que ver la
segunda condicién de ser almost split a izquierda para f. Sea w: L — U que no es seccién. Si
U, no es indescomponible, se escribe como U = Uy & ---U,, y tengo morfismos u; : L — U;
tal que u se escribe u = > u;, y ademds u; no es seccién para ningin 4 (si lo fuera, existiria
s; :+ U; — L tal que s;u; = Idy, entonces 0+ ---+s; +---+0 : U — L es una seccién
dew: O+---+s8+---+0)ou = s;ou; = Idy). Entonces por lema 5.14 parte 2, para
cada i existe u! : M — U; tal que u'f = u; o existe u} : U; — M tal que ubu; = f. Si
para todo i existe ese tal u} listo, pues tomo (ul,---,uf) : M — Uy @ --- ® U, y entonces
(ud, -, u)of =S ulf = u; = u. Luego el morfismo (ul,---,u}) me sirve para demostrar
que f es almost split a izquierda.

Supongo que para un iy existe ugo tal que f = uéouio, con Ui, : L = Uy y ugo Uiy — M.
Entonces como f es irreducible, o bien u;, es seccidn, o ug es retraccién. Como vimos antes, u;,
no es seccién, por lo tanto u% : Uy — M es retraccién. Pero entonces Uy, = Ker(uy)® M Como
U;, es indescomponible, Ker(ugo) =0, luego uéo es inyectiva y entonces es un iso. Entonces existe
52'0 M — Uio tal que &'Of = Ujy, . '

Por lo tanto, en todos los casos existe u{ tal que u}f = u;. Luego me puedo construir un
u' : M — U tal que v/ o f = u. Por lo tanto f es almost split a izquierda. Luego 6 — 3. O

5.3 Quiver de Auslander Reiten

Con la teoria desarrollada podemos finalmente definir el quiver de Auslander Reiten para el
caso k un cuerpo algebraicamente cerrado:

Definicion 5.21. Sea A una k-dlgebra de dimensién finita. El quiver de Auslander Reiten
tiene como vértices a las clases de isomorfismos de A médulos indescomponibles, Qp = {X :

Xes indescomponible} y entre dos médulos indescomponibles X e Y no isomorfos, la cantidad
de flechas es igual a la dimensién sobre k de %.

Observacion 5.22. La definicién se puede extender al caso de k no algebraicamente cerrado.

La principal diferencia es que si k es algebraicamente cerrado, entonces %((XX)) es k si X es
indescomponible. Si k£ no es algebraicamente cerrado, Fx := E{chil((ic()) es un algebra de divisién
(de dimensién finita) sobre k. Entonces si defino Irr(X,Y) := %, Irr(X,Y) es un
k-espacio vectorial, pero mas aun, es un Fy — F'x bimdédulo con la estructura

h.[f].g = [hfg]
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donde [—] representa la clase de una funcién en Irr(X,Y) (es decir, médulo Rad?(X,Y)) y
* representa la clase de una funcién en Fx o Fy (dependiendo si a izquierda o derecha).

Esta estructura estd bien definida, y le da a Irr(X,Y’) una estructura de ”espacio vectorial”
a izquierda sobre el algebra de division Fy y a derecha sobre el algebra de divisién Fx. La
mayor parte del dlgebra lineal (como el concepto de dimensién, existencia de bases, etcétera)
vale para ”espacios vectoriales” sobre algebras de divisién de dimension finita.

Ademads de su definicién, el quiver AR tiene una estructura adicional que es la traslacién
T. En general, si podemos, escribimos a los morfismos irreducibles entre representaciones diag-
onalmente en columnas distintas, y a las irreducibles trasladadas por T en la misma fila, de la
siguiente forma:

Sabemos que los proyectivos son trasladados a la izquierda a cero por T pues TP = 0. Pero
eso no significa que no reciba flechas irreducibles.

Lema 5.23. Sea P proyectivo indescomponible no simple, X indescomponible. Entonces existe
un morfismo f: X — P irreducible si y solo si X es un sumando directo de Rad P

Demostracién. Si f : X — P es irreducible no nulo, por 5.16 existe X' y f’ tal que (f, f') :
X & X' — P es almost split minimal a derecha. Pero por 5.5 i : Rad P < P es almost split
minimal a derecha. Por la unicidad de los morfismos almost split minimales, X @& X’ = Rad P.
Esto me dice que si P es simple, Rad P = 0, Entonces X = 0, y por lo tanto no existe ningin
morfismo irreducible no nulo que llegue a P.

Por otra parte, si X es un sumando directo de Rad P, demostremos que i o jx con jx :
X < Rad P, i: Rad P — P las inclusiones, es irreducible. Que ijx € Rad(X, P) es obvio
pues ¢ € Rad ya que es irreducible, pues P no es simple. Supongamos ijx = Sa, 5 : Z — P,
a, B € Rad. B no puede ser sobre, pues como P es proyectivo, seria una retraccién. Entonces
Im(58) € Rad P. Luego 8 = i3 Entonces ijx = ifa. Como i es inyectiva, jx = Ba. Pero
entonces jx € Rad pues a € Rad. Contradiccidn pues jx es seccion. O

El lema me dice que para construir el quiver AR basta con empezar con los proyectivos, hallar
sus radicales y los sumandos directos de estos, y dibujar una flecha de cada sumando directo
al proyectivo que los contiene, y luego ir completando el quiver hacia la derecha hallando la
traslacién T—!

Antes de dar ejemplos, enunciemos sin demostracién un teorema sobre la cantidad de flechas
en el quiver AR:

Teorema 5.24. Sea A un dlgebra de dimension finita que ademds tiene tipo de representacion
finita (es decir, ezisten finitos mddulos indescomponibles no isomorfos, i.e., el quiver AR tiene

finitos vértices) con k un cuerpo algebraicamente cerrado y X eY indescomponibles. Entonces

Rad(X,Y) > -1

st existe f: X =Y drreducible, dimy <m

Esto me dice que en el caso de que A sea de representacion finita (por ejemplo, si A es el

algebra de caminos de un quiver de tipo A,,D, o Eg, E7,Eg), el quiver AR no tiene multiples
flechas entre dos vértices.

79



Ejemplo 5.25. SeaQ =1 — 2 — 3 — 4 — 5 Entonces Rad P(i) = P(i+1) Vi <4y P(5) =5
es simple. Luego tenemos

Para seguir, tenemos dos opciones: una es calcular a mano T~ P(5) usando por ejemplo el
funtor inverso de Nakayama: Una resolucién inyectiva de P(5) es 0 — P(5) — I(5) — I1(4) — 0,
y aplicando el funtor de Nakayama v~! tenemos 0 — 0 — v~1I(5) = P(5) — v~ 1I(4) = P(4) —

1 !P(5) — 0. Luego calculando dimensiones, T~'P(5) = 4. Analogamente, T~ 'P(4) =

2 .
T 1P(3) = 3y asi con todos los proyectivos indescomponibles:

3
4 >

P(5)
\ /”

P(3)

3
\N St

P(1)

Continuando con la construccién llegamos a los inyectivos:

P(5) I(1)
NP()/{ \ / \ e \ (2)71
pN (/” \\ i \ ,ﬂ
P

\/\/
RN

P(1)

Otra forma es usar el algoritmo de tejido (knitting algorithm) que me permite calcular
T~ M conociendo M y todos los médulos intermedios en la grilla del quiver AR. Para calcular
v~ M simplemente sumo los vectores dimensién de los médulos intermedios (que son los que
reciben un morfismo irreducible de M) y le resto el vector dimensién de M. Asi por ejemplo
dim T P(5) = dim P(4)—dim P(5) = 4, y una vez que tengo ese vector dimensién, procedo ha-
cia diagonalmente hacia abajo a la derecha y calculo dim t! P(4) = dim P(3)+4—dim P(4) =
Phd-d=

Notar que este método sélo me calcula el vector dimensién de la representacion, pero en el
caso de quivers del tipo Dynkin, una representacion queda univocamente determinada por su
vector dimensién, como ya veremos con el teorema de Gabriel.
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Una pregunta que podriamos hacernos es si esas son efectivamente todas las representaciones.
En el caso de un dlgebra de representacion finita la respuesta es positiva. En efecto, veamos
que toda representacién M indescomponible no proyectiva, es un T/ P. La razén es que como
es de representacion finita y T manda indescomponibles en indescomponibles, eventualmente
para algin n debe suceder que T"M = T"F'M. Tomo ng el primer natural tal que sucede
eso. Luego Tt 1M = vt M. Si v 1M y T M no son proyectivos, por el teorema 4.19,
T~ M = 1™ M lo que contradice la minimalidad de ng. Entonces alguno es proyectivo y por lo
tanto existe i tal que T'M es proyectivo. Entonces efectivamente, todo médulo indescomponible
no proyectivo se consigue como T ¢(t!M) = M (es decir, moviéndome a la derecha j veces con
la traslacién) de un proyectivo.

Ejemplo 5.26. Consideremos ahora un quiver de tipo Dy, Q =1 9, 3

PU)=} P@)=2 P(3)=,%; P4)=4 P(5)=5

Entonces tenemos flechas

Usando el algoritmo de tejido T'P(2) = , 3 . + 1 — 2 = ,1,3 (Chequear que calculdndolo
a mano con el funtor de Nakayama nos da lo mismo)

Para calcular T—! P(4) sélo tenemos una representacién intermedia (P(3)) entonces T~ P(4) =
535 — 4 =5 . Finalmente T 1 P(5) = ,3,.

Entonces

P(1)
N
N~
P P3) >

AN
5)

3

P(2) G

3

P( 24

Completando el algoritmo de tejido obtengo...

P(1) e ; 1(1)
N N
P(2) 2's%s 2% s 1(2)
~N N e N SN
P4) = P3)— % — 5 3% — 51 — 2 7% — 1(5) — 1(3)
SN T N T N S
P(5) 24 53 1(4)



Ejemplo 5.27. Incluso si () no tiene relaciones, puede haber representaciones indescomponibles
no isomorfas con el mismo vector dimensién. Veamos

Q=12

Calculemos primero los proyectivos, inyectivos, radicales y socalos:

P(1)= 2 Rad P(1) = jo4 1) =1

44
P2)=3 RadP(2)=%  I(2)=}
P(3)=3% Rad P(3) =14 1(3) = é
11

P(4)=4 Rad P(4)=0 I(4) = 2
4

Ademés el calculo del sécalo es sencillo usando la dualidad: Soc I(k) = DTop P(k) =
DS (k) = S(k) Notar que P(4) es un sumando directo del radical tanto de P(1) como de P(3).
Entonces el comienzo del quiver es de la forma

donde identifico los dos P(1). Calculo T™'P(4) y T'P(3) y T~ P(2) en ese orden con el
algoritmo de tejido, y luego finalmente T~ P(1) con el algoritmo de tejido:

P(1)
//z \N 11
PE) 24
SN
1 ’/Z 111
O R
44 444
SN SN
1 11
P@) # a
NN
P(1) 2!
N
11
22 4
33
44

Donde identifico las representaciones indescomponibles con el mismo vector dimensién.
,Cémo sabemos que P(1) no tiene otros indescomponibles distintos a T™1P(2) y T=1P(4)
tal que existe P(1) — X irreducible? Para empezar, X no es proyectivo pues si lo fuera,
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P(1) serfa un sumando directo de su radical, y ningin radical tiene a P(1) como sumando
directo. Entonces existe una sucesion exacta almost split 0 - X — F — X — 0. Y como
P(1) — X es irreducible, existe K y una flecha tal que P(1) ® K — X es almost split minimal
a derecha por la proposiciéon 5.16. Luego por la unicidad de los morfismos almost split, tengo
que F = P(1) ® K. Luego tengo una flecha almost split minimal a izquierda TX — P(1) ® K.
Entonces tengo una flecha TX — P(1) irreducible por la proposicién 5.17. Pero entonces 1X
es un sumando directo del radical de P(1), Rad P(1) = P(2) @ P(4). Luego como X no es
proyectivo, X =t 11X =17'P(2) 0 X = 1 'P(4).

El quiver sigue hacia la derecha, y por los vectores dimensiéon vemos que es de tipo de rep-
resentacién infinita: existen infinitas representaciones indescomponibles no isomorfas.

Calculemos localmente la forma del quiver alrededor del vértice S(3). Tomando 0 — S(3) —
I(3) — I(2) — 0 y luego aplicando v~': 0 — P(3) — P(2) — 1 '5(3) — 0 vemos que
t159(3) = 2. Andlogamente T725(3) = T 15(2) = ! y t359(3) = S(3). Luego tenemos la
situacién que el quiver de Auslander Reiten localmente alrededor de S(3) se ve como un tubo

donde identifico los dos extremos, y queremos hallar qué hay en el medio. Sabemos que
como S(3) no es inyectivo, existe una sucesién exacta almost split 0 — S(3) - E — S(2) — 0.
Por dimensién, la tnica posibilidad es E = 3. Calculando con el funtor (inverso) de Nakayama
tenemos T_lg = 214, ! 214 = 143 y ! 143 = %
Entonces tengo

S(3) S(2) ! S(3)
\‘ 2 / \ 1 / \ 13 / \ 2
3 4 3

24

Comparando las dimensiones de los extremos en la sucesién exacta almost split 0 — 3 —
E — ., — 0 concluimos que E = S(2) & N donde el vector dimensién de N es (1,1,1,1).
. Puede ser que N sea la suma de dos (o tres) indescomponibles? N no puede tener un sumando
directo proyectivo, pues todas las flechas que llegan a un proyectivo ya vimos que salen de
un sumando directo del radical de ese proyectivo, pero 2 no es el sumando directo de ningin

proyectivo. Como N tiene un k en la coordenada 4, y la representacién P(4) no puede estar,

1

. 2 . 2 .
necesito tener un 3, un 3,un } oun % como sumando directo de N. Pero  y 3 son proyectivos,
4

1
entonces las dnicas opciones son } y § Si fuera }, % 0 2® 3 deben ser el otro sumando directo
4

de N. 2 no puede ser, pues entonces el morfismo irreducible e inyectivo 2 — } @ 2 serfa una

seccién. Entonces N serfa } @ 2 @® 3. Pero no hay un morfismo inyectivo pues este diagrama
deberia conmutar:

/\

Oﬂkﬁ%kﬂo
N
AN PN SN

{

pero el cuadrado del medio no lo hace. Entonces la tnica opciéon es N = 4. Con el funtor

N
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1
de Nakayama, facilmente se prueba que T_1§ tiene vector dimensién (1,1,1,1), y como es

1

indescomponible, T~ . Asi puedo completar como

W
=N

S S

3) s(2)
NN
N

=: N1

i (3)
1/ \13 \2
24 4 3

N e e

= N2 = N3

N\

BN
N

donde identifico los extremos derechos e izquierdos. Afirmo que las representaciones Ny,
N5 y N3 son indescomponibles y no isomorfas. En efecto, recordemos que el Sécalo, Soc es un
funtor exacto a izquierda, y por lo tanto lo podemos aplicar a las sucesiones exactas almost split

0—3%2—S2aN — 4y —0

0— L, —mieN,— 13 —0

No es dificil calcular los sécalos de las representaciones: Soc (3) = 3, Soc (,l,) = 2 ® 4,
Soc (1,3) =4y Soc (}) = 4. Entonces tenemos las siguientes sucesiones exactas a izquierda:

0—3—2®Soc (V1) —2d4 (1)

0—2®4— 4@ Soc (Ny) — 4 (2)

La sucesién (1) me dice que S(3) < Soc (N7) y la sucesién (2) me dice que S(3) £ Soc (N2).
Por lo tanto no pueden ser isomorfos. Analogamente para ver que No y N3 no son isomorfos.

5.4 Foérmulas de Auslander-Reiten

Presentamos dos férmulas muy ttiles a la hora de hacer cdlculos con representaciones de quivers:
las formulas de Auslander-Reiten. Estas férmulas me permiten hallar el funtor Ext! conociendo
el Hom y el funtor traslacién t. La férmula involucra el producto tensorial (sobre A). Recorde-
mos algunas de sus propiedades mds importantes:

Proposiciéon 5.28. Sea A una k dlgebra de dimension finita y sean M un A mddulo a derecha
y N un A mddulo a izquierda. Entonces:

1. M@AA=2M YARAN=N
2. M4 (NON)E(MRIAN)S(MuN)y(MesM)a N=2(MesAN)® (M @4 N)

3. (Adjuncion) Si A y B son anillos, L un A médulo a derecha, M un A — B bimddulo y N
un B mddulo a derecha, existe un isomorfismo natural k-espacios vectoriales

Homp(L ®4 M, N) = Hom4(L,Homp(M, N))
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Lema 5.29. Recordar que tenemos el funtor de Nakayama v = DL'. Sea
wk : DHomy (L, M) — Hom (M, vL)

un funtor definido de la siguiente forma: Dado ¢ : Homa(L, M) — k, entonces w (p)(m) €
vL = DHomu(L, A). Sea f € Homa(L, A). Defino

wir(9)(m)(f) = p(m - f)

donde m - f : L — M es el morfismo m - f(I) = mf(l).
Entonces:

1. Si P es proyectivo entonces wﬂ es un isomorfismo.

2. Ker(w¥,) = DHomy(L, M)
3. wy, es natural.

Demostracion.

1.a) Empecemos por probar que w!; es sobreyectivo: Si P es proyectivo, P = e; A®- - -®ey A,
con A=e1 AP - B e,A. Entonces existe p: A — P la proyeccion y ¢ : eA — A la inclusion,
morfismos de A médulos tal que pot = Idp.

Ahora, para probar que w es sobre, tomo ¢ € Hom (M, DP!) y defino £ € DHom 4 (P, M)
de la siguiente forma:

E(f):=o(f(e)(t), e:=e1 g+ +exly
Afirmo que wF (€)(m)(h) = o(m) (h):

wir(§)(m)(h) = E(m - h) = o(mh(e))(e) = (o(m) - h(e))(e) = o(m)(h(e))

Y finalmente h(e).. = h: En efecto, h(e)i(ex) = h(ei(ex)) = h(eex) = h(ex). Luego
h(e)t = h.

Luego

wir(€)(m)(h) = o(m)(h) ¥ b ¥ m

Entonces w! (£) = o. Luego w; es sobreyectivo,

b) Y ademds es inyectivo: Si tomo ¢ € DHomy4 (P, M) y supongo que p(m.f) =0VY m, f,
entonces ¢(§) =0V & : P — M. En efecto, si P = ej A®- - ®eiA, entonces £ = ) m;.f; donde
mj = &(e;) y fj =incjo Pj con Pj: P — e;A la proyeccién e inc; : ;A — A la inclusién.

Por lo tanto ¢(§) = > ¢(m;.f;) = 0. Entonces ¢ = 0.

2. Quiero ver que Ker(wk) = DHom4 (L, M) <= DKer(wk) = Hom(L, M)
Voy a definir un isomorfismo entre ambos. Sea

Hom (L, M) —2» DKer(w},)
f—¥(f)

Donde defino ¥(f) como, si ¢ € Ker(wl,), ¢ : Hom(L, M) — k, ¥(f)(c) := c(f). Luego ¥
es lineal.

(5.1)
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a) Afirmo que Ker(¥) = P(L,M). Sea fao € Pcona: L = Py f: P — M. Quiero ver
que fa € Ker(¥). Por definicién, si ¢ € Ker(w), U(Ba)(c) = ¢(Ba). Como P es proyectivo
puedo suponer P =e1A@ --- @ eA. Luego o(l) = > eja(l).

1<j<k

Entonces ¢(fa) = c(ﬂ( > kej.a)> =Y c(B(ej.a)) = Y c(e;.Ba) = S wh(c)(e;)(Ba) =

1<5<

>0 =0 pues ¢ € Ker(w).

Sea ahora f : L — M tal que ¥U(f) = 0. Por definicién de ¥, esto significa que ¥(f)(c) =
0 Ve € Ker(wh)) <= ¢(f) =0 Ve € Ker(wk)).

Yo quiero ver que f pertence aP. Si f = 0 es obvio asi que supongo que f # 0. Completo {f}
a una base de Homy (L, M) y defino &é(f) :=1y é(g) =0V g # f, g € Homa(L, M). Entonces
¢ #0 € DHom(L, M). Y ademés como &(f) # 0, ¢ ¢ Ker(wl,). Es decir que existe mg € M tal
que wk (&)(mp) # 0. Es decir que existe go : L — A tal que wk;(¢)(mo)(go) = &(mg.go) # 0.
Luego por definicién de ¢, existe A # 0 tal que f = Amg.go. Pero Amg.go € P(L, M) pues

L—1 o m

conmuta.
W Ao

b) Finalmente, queda demostrar que W es sobreyectiva. Sea d € DKer(w¥,). Quiero ver que
existe fo € Hom(L, M) tal que d(c) = ¢(fo) ¥V ¢ € Ker(wl,).

Si d # 0, existe ¢y € Ker(w¥,) tal que d(cg) = 1. En particular ¢y # 0. Completo ¢ a
una base de Ker(wl;). Luego todo ¢ se escribe como ¢ = A.cy ® X con X € (cp)t. Como
Ker(d)* tiene dimensién uno como espacio vectorial, Ker(d)* = (cg) <+ Ker(d) = {co)*. Luego
d(c) = Aed(co) = e

Por otra parte como ¢y # 0, existe fo : L — M, A lineal tal que ¢o(fy) = 1. Entonces
fo ¢ Ker(cp). Afirmo que fy € Ker(X) para todo ¥ € (co)t. En efecto, si fy ¢ Ker(%)
entonces fy € Ker(X)* N Ker(cp)t. Como dim Ker(X)* = dim Ker(co)t = 1, eso significa
que Ker(X)+ = Ker(cp)* = (fo). Pero entonces ¥ = jucy, u # 0, entonces ¥ y ¢ son LD, con-
tradiccién. Luego fy € Ker(X). Entonces para todo ¢, ¢(fo) = Acco(fo)+2c(fo) = Acco(fo) = Ae.
Por lo tanto d(c) = A. = ¢(fo) para todo ¢ € Ker(wk)). Luego d = ¥(fy). Entonces ¥ es sobre
y por lo tanto Homy (L, M) & DKer(wk)).

3. Comprobar que la definicién de w que parece completamente natural, efectivamente lo
es. O

Enunciemos y demostremos ahora las férmulas:

Teorema 5.30. Sean M y N A mddulos. Entonces existen isomorfismos naturales
Ext'(M,N) = DHom(t 'N, M) = DHom(N, ™M)

Demostracion. Vamos a demostrar Ext!(M, N) = DHom(t !N, M), el otro isomorfismo es
equivalente.

Puedo suponer N sin sumandos directos inyectivos. En efecto, Ext!(M, N) = Ext!(M, N;
con N = N; @1 con N; sin sumandos directos inyectivos pues Ext! (M, N) = Ext'(M, N;® 1) =
Ext' (M, N;) © Ext'(M,I) = Ext'(M, N;) donde Ext'(M,I) = 0 por la proposicién 3.43;
DHom(t~'N, M)

DHom(t Y(N; @ I),M) = DHom(t 'N; @ ', M) = DHom(t 'N;, M) pues T~! es cero
sobre los inyectivos.

Entonces N no tiene sumandos directos inyectivos. Luego N = 7L para un L. Sea

[~

PP 20
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una ppm de L. Luego aplicando Hom(—, M) tengo una sucesién exacta
0 — Hom(L, M) — Hom(Py, M) — Hom(P;, M)
y aplicando D, tengo una sucesion exacta
DHom(P;, M) — DHom(Py, M) — DHom(L, M) — 0

Por otra parte, si vuelvo a la ppm de L y aplica v en ella, obtengo una sucesiéon exacta

0— 1L~ vPy 2y upy 22 L - 0

] v . .
Como TL = N, 0 - N — vP; =245 VP, es una secuencia exacta y luego aplicando
Hom(M, —) obtengo una secuencia exacta

0 — Hom(M,7L) — Hom(M,vP) ey Hom(M, v P)

Por la naturalidad, y recordando que L = T~!'N, tengo un diagrama conmutativo

Dp¥ Dpg
DHom(P;, M) —2% DHom(Py, M) —% DHom(t~ !N, M) —— 0

o, P1 ~ |, Fo L
_le =|“nm “nm

Hom(M, vP1) ~22% Hom(M, vPy) —"" s Hom(M,vL)

Volvamos a la sucesion exacta

0= 1L~ Py Py upy 2 uL 0

. s s . ] v
Considero la presentacién inyectiva 0 — L — vP; AN ) y la completo a una res-
olucién inyectiva de TL:

0—>TLL>I/P1i>I/POL>I2—)I3—>"'

Entonces Ker(f) = Ker(vpg). Por lo tanto Ker(f.) = Ker((vpo)«). Entonces Ext!(M,N) =
TG T = Tl
\})()ly*a definir ﬁln*morﬁsmo

U : Ker((vpo)«) — DHom(t ' N, M)

5.2)
U =D * wP() -1 (

po © ( M) Ker((vpo)s)

Si recordamos que Ker(w%;) = DHomy (L, M), alcanza con demostrar que Im(¥) = Ker(w¥,)

y que Ker(¥) = Im((vp1)«)

a) Ker(¥) = Im((vp1)s) :
C) Sea 7 tal que ¥(n) = 0, i.c., Dpj o (wi?)~'(n) = 0. Entonces (wi?)~(n) € Ker(Dpj) =
Im(Dp7). Luego (wﬁ’)*l(n) = Dpj(X) y por lo tanto

0 =wypDpi(2) = (vp1)s owif (£) € Im((vp1)-)

D) Sea (vp1)«(%). Calculo  U((vp1)«(X%)) = Dp§ o (wﬁ’)*l(ypl)*(il)
= DpyDpi(whh) =1 (2) = 0. Luego (vp1)+(X) € Ker(W)
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b) Im(¥) = Ker(wk,):

C) Sea ¥(n) = Dpfo (wﬁ))_l(n). Quiero ver que pertenece al nicleo de w. wk (Dp§ o
(@3p) ™1 (1)) = (vpo)s 0w} o (wip) ™! (n) = (vpo)«(n) = 0 pues n € Ker((vpo).)-

D) Sea ¢ € Ker(w¥,) Por sobreyectividad existe ¢ tal que ¢ = Dpjjo (wﬁ))_l(ﬁ). Hay que ver
que £ € Ker((vpo)«). En efecto: (1pg)«(€) = (vpo)wo(wi)o(wi?)~1(€) = wkoDplo(wit) (&) =
wl(p) = 0. Luego ¢ € Ker((vpo)«) y por lo tanto p = ¥(€)

Entonces ¥ induce un iso entre {2 = Batl (M, N) = Tm(¥) = Ker(wk;) = DHomA(% M)

Corolario 5.31. Sean M y N A mddulos. Entonces:
e Sipd M <1 entonces Ext'(M,N) = DHom(N,tM)
e Siid N <1 entonces Ext'(M,N) = DHom(t !N, M)

Demostracién. 1. Sabemos por las férmulas que Ext!(M,N) = DHom4(N,TM) Entonces
unicamente hay que demostrar que I(N,TM) = 0. Recordemos que por la proposicién 4.16, si
pd M <1 entonces Hom(DA, M) = 0.

f

) N——tM
Sea entonces un f € I(N,TM). Luego existen 8y « tal que \ / conmuta. Luego

o —2 N

\ / conmuta.
Dg DI Do

DI es proyectivo, entonces A" = DI @ P para algin n. Notar que puedo extender Do a un
Do definido sobre todo A", definiéndolo como 0 sobre P. Entonces:

DI —— Ar feando D d . I <2 (DA .

DN ]\\LTDCY conmuta, y aplicando € nuevo obtengo que > ;\\[al conmuta. ks

decir, a = asa;.
Por lo tanto, f = fa = Bagsay = (Bag)ay con fas : (DA)" — TM. Entonces fas €
Hom((DA)",tM) = @Hom(DA,TM) = 0. Entonces Saz = 0 y por lo tanto f = 0. Por lo

n
tanto I(N,TM) = 0.
2. Ejercicio. U

Un corolario inmediato es:

Corolario 5.32. Sea N sin sumandos directos proyectivos tal que pd M < 1 yid TN < 1.

Entonces
Hom(tN,TM) = Hom(N, M)

Demostracion. Como pd M < 1, Hom(tN,TM) = DExzt'(M,tN) por el corolario 5.32 parte
1. Como id TN < 1, DExt'(M,tN) = DHom(t 'tN, M) por el corolario 5.32 parte 2. Fi-
nalmente T~ 'tN = N pues N no tiene sumandos directos proyectivos. Luego Hom (TN, TM) =
Hom(N, M). O

Estos dos corolarios son vélidos, por ejemplo, para cualquier quiver sin relaciones, ya que
en ese caso ya vimos que la categoria es hereditaria.
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Parte 6

Teorema de Gabriel

En 1972 ([Gab72]) el matemético francés Pierre Gabriel clasificé a los quivers (sin relaciones)
de tipo finito , es decir, de aquellos que tienen una cantidad finita de representaciones inde-
scomponibles. El resultado establece que los quivers de tipo finito son exactamente aquellos
cuyo grafo es un diagrama de Dynkin como los vistos en el ejemplo 1.3. Lo curioso es que
estos diagramas aparecen en la clasificacion de otros objetos algebraicos y geométricos como las
algebras de Lie semisimples.

La demostraciéon que daremos, proveniente de [Schl4] y [Bri00], tiene un componente de
geometria algebraica y grupos algebraicos. El background necesario para los detalles técnicos
escapan a esta tesina.

Los teoremas 6.8 y 6.16 se desarrollan mas en profundidad con respecto a las fuentes citadas.

Sea ) un quiver sin ciclos orientados, con sus vértices ordenados {1,--- ,n} y d = (d;) €
(Np)™ un vector dimensién (es decir, un vector cuyas coordenadas son todos enteros mayores o
iguales que cero).

Definicion 6.1. Sea Ej; el conjunto de todas las representaciones con vector dimension d.

Notar que todas las representaciones de E; estan completamente determinadas en sus espa-
cios vectoriales y lo tinico que elijo de una representacion son los morfismos entre sus vértices.
Luego

Eq= @) Homy (k%) k@)
ae@q
donde la flecha es una biyeccién, pero el objeto de la derecha tiene una estructura algebraica y
geométrica natural. Como Homy, (k%s(«), kdu)) = Mya)xs(a) (k) luego Eqg = @ Ma, ) xd,., (k) =

a€Q
k2= ds(a) (o)

Definicién 6.2. Sea G4 := [[ GLg, (k)
i€Qo

Entonces G4 es un grupo que actia sobre E,; via

{g}i- M = M,con M; = k% y o, := gt(a)‘pag;(ié)
Es decir,

Pa
Moy — Myq)

Ms(a) & Mt(a)

89



conmuta.

Definicién 6.3. Sea Oy :={g- M : g € G4} la 6rbita de M.

Ejemplo 6.4. Sea Q =1 % 2 £ 3yd=(1,1,0). Entonces E; = Homy(k,k) = k, G4 =
GLi(k) x GLi(k) = k* x k*

Notar que entre g - M y M tengo un isomorfismo de representaciones dado por g. Y efec-
tivamente, dentro del conjunto de todas las representaciones de vector dimensién d, Oy es el
conjunto de representaciones isomorfas a M:

Lema 6.5. Sea M € Eq, M = (M;, q). Entonces Oy == {M' € Repg : M' = M}
Demostracion. Sea g- M € Oy Luego g- M = M via (g- M); —— M.

Y si N2 M, N=(M;,), sea f: N — M un isomorfismo, con f; € Aut(M;). Luego
como f es un morfismo de representaciones, fj o9y = o © f; con a : ¢ — j. Por lo tanto
Ya = opacfi=(f;") opac (fi') ™" con fi € GL4 (k). Luego N = f - M. O

Definicién 6.6. Stab(M) ={ge€ Gg:9- M = M} = Aut(M)
Usaremos los siguientes hechos de la geometria algebraica:

Lema 6.7. Sea d € (Ny)". Entonces:
1. Para toda representacion M de vector dimension d, la dimension de Oy satisface

dim Oy = dim Gg — dim Aut M

2. Hay a lo sumo una orbita de codimension cero en Ej.
3. Si B4 tiene finitas orbitas bajo la accion de Gy, entonces existe una orbita de codimension
cero.

Teorema 6.8. Sea 0 — L i> M % N — 0 una sucesién ezacta corta que no se parte. Entonces
dim OL@N < dim Oy

Demostracion. Recordemos que Orpgny ={J: J=Z L& N} ={g9.(LEN):g9€ Gy} < E,.

Escribo a las representaciones como L = (L;, 14 ), M = (M;,00) y N = (N;, xa). Para cada
i, sea L; = {li,--- I} } una base de L;. Ademés sea B; una base que extiende al conjunto LI
{fi(L;)} < M. Entonces afirmo que g;(B;) es una base de N: que genera es obvio pues g es sobre.
Ademds es LI: Si B; = {fi(l1), -, fi(lp,),v1, -+ ;v }. Luego gi(B;) = {gi(v1),-- -, gi(vr,)} con
{v1,--- v, } LI. Como Ker(g) = (fi(b1),---, fi(by,,)), g|<v17w,%> es mono. Luego N; := g;(B;)
es base de N;. Luego en las bases L;, B; y N, f y g se escriben como

[ Idannl

fi= ] Yy gi = [ Or;

Id, s, |

OTZ‘ X1

Sea ahora « : ¢ — j una flecha. Quiero calcular los morfismos de cada representacién en
las bases L;, B;, N;.
Como f y g son morfismos de representaciones, tengo dos ecuaciones:

Yoo fi=fjota (6.1)

gj ©Pa = Xa ©9i (6.2)
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con [¢Y] : k™M — k", [po] + k"iTTT — KT [xo] ¢ kK" — k™. Voy a usar la notacién
de matrices para las transformaciones lineales, donde [A] indica la columna ¢ de la matriz [A],
[A]; indica la fila I y [A]1<k<m, indica las filas de la primera a la m-ésima.

Tdn;xn, Idp, xn, X
= o[tha), luego | [pq]

07"]' an

Mirando la igualdad 6.1 tengo que [pq]o [

[Ya]
Oryxn; |

Entonces [po] = [

T XNyg

[Ya] | *

] . Por otra parte, x © gi = gj © ¢a, €s decir
0 | =

Idy; xr, ] o ! [Ya] ‘ [(po] P LSISnitT: ]

[Xa] o [ 07’i><ni 0 ‘ [90 ]ni+1§l§ni+n‘
«

[ OT']' Xng

y por lo tanto ¢, en esas bases tienen la forma

_ [ [wa]ﬁi,ﬁj

[SDQ]B,;,BJ' -

IdTiX’I‘i ] = [ OTanj

luego

[Xa]'

) i+1 i
[Xa]rl ] = Or]-xni [Spa]Z;;LjJrl [<Pa]zg;;+1

€a

0 ‘ Xaln v,

donde €, es una matriz de (d; — r;) x (d; — n;).

Afirmo que M no es isomorfa a L N. En efecto, si M fuera isomorfa a L& N, Hom(N, M) =
Hom(N, L) ® Hom(N, N), y entonces dim Hom(N, M) = dim Hom(N, L) + dim Hom(N, N).

Luego como tengo una secuencia exacta

0 — Hom(N, L) £ Hom(N, M) L5 Hom(N, N) (6.3)

Tengo que

dim Im(gs) + dim Ker(g) = dim Hom(N, M)
dim Im(g.) + dim Hom(N, L) = dim Hom(N, L) + dim Hom(N, N)
dim Im(g.) = dim Hom(N, N)

Luego en 6.3 g. es sobreyectiva, y por lo tanto existe r : N — M tal que gor = Idy. Por lo
tanto la sucesién original se parte, absurdo. Por lo tanto M no es isomorfa a L & N. Entonces
algin €, es no nulo. Si fueran todos nulos, la transformacién lineal G; : M; — L; & N;
que manda G;(fi(I1)) en Il y Gi(vg) en g;(vg) serfa un isomorfismo de representaciones para
todo i. En efecto, basta comprobar que serfa un morfismo de representaciones (biyectiva ya
es): queremos ver que si a : i — j, Gj 0 9o = Yo B Xo © G;. Si lo miro en las bases
B, L,N, como [G}]s;,c;en; ¥ [Gi]B, c,en; son las identidades y [a]B,,8; = [Yalz,,c; @ [Xalni A
tenemos que [Q;Z)oa D Xa]ﬁi@/\/i,ﬁj@/\/j o [Gi]Bi,Ei@M = |:¢Ol:|£i,£j D [Xoa]M,N} old = [wa]ﬁi,ﬁj S5
XalNin; = [PalB, B, = Id o [palB, B; = [GjlB,.c,0N; © [PalB;,B; ¥ POr lo tanto G es un morfismo
de representaciones, ademas es biyectivo y por lo tanto M = L & N, absurdo.
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Luego existe algun ag tal que ¢, =

[ [Yaol | €ag

] Y €y # 0. Luego si considero la curva
0 [Xao]

t-e
de representaciones t- M := (M;,t-¢q), t € k™, con [t-pa] = ol : T ], tengo ¢t-M € On
0 | Xa
para todo t # 0 perot-M ¢ Orgen ¥Vt # 0. Esto nos dice que Oy tiene al menos una dimensién
que no tiene Orgn. Entonces dim Opgny < dim O)y. (]

Ejemplo 6.9. 1. Sea ) un quiver sin relaciones ni ciclos dirigidos. Si M es una representacién
semisimple (M = @ S(ix)%*), y M' = M, M' = M, entonces #Oy = 1, luego dim Oy = 0.
k

2.5¢a Q@ =1—-2+3yM=1®3. Calculemos dim Oy:

a c 1 0
Sea M' =k M> k2 M k isomorfa a k M k2 M k. Luego:
TSI
M =M= |, l A )\ﬂi conmuta. Entonces A = [Z b /’\\ﬂ Como A es inversible,
ks K ek
(5] [al

det(A) = pAdet]y

[29] #0 < det[§ 3] # 0. Luego M’ 2 M <= det[} $] # 0. Por lo tanto
0143 = Glaa(k). E

ntonces dim Oy = 4.

[\

6.1 Forma cuadratica de un quiver

Sea @ sin ciclos dirigidos. Una n forma cuadratica g es un polinomio de grado dos, homogeneo

n
en n variables con coeficientes en Z. Luego ¢ es de la forma q(z1,--- ,2,) = Y a;jziz;.
4,j=1
Pensaremos a ¢ como una funcién polinomial ¢ : Z" — Z. Notar que ¢(rx) = r2q(z) Vr € Z
Dada una forma cuadrética ¢, definimos una forma bilineal simétrica

<z,y>=q(r+y)—q) —qy)

< —,— > claramente es simétrica y se demuestra facilmente que es bilineal.
Reciprocamente, dada una forma bilineal simétrica <, > podemos definir una forma cuadratica
como

1
q(a:):§<x,m>

v las dos operaciones son inversas.

Definicion 6.10. Dado ) un carcaj con n vértices, defino su forma cuadratica, llamada también
forma de Tits, como

q(z) =Y 27 = > Ty Ty q:7" =7

1€Qo acQ1

Observacion 6.11. (importante): ¢ no depende de la direccién de las flechas, sélo del grafo
sin orientar subyacente.

Ejemplo 6.12. Q =1 — 2 < 3, q(x1, 72, 73) = 2% + 23 + 2% — 2179 — 2973.
Teorema 6.13. Sea @ sin relaciones ni ciclos dirigidos. Entonces para toda representacion M

con vector dimension d, q(d) = dim End(M) — dim Ext'(M,M).
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Demostracion. Como @ no tiene relaciones ni ciclos dirigidos, existe una resoluciéon proyectiva

0—>€B S(a>—>@P t— M —0
a€Q1 1€Qo

Aplicando el funtor Hom(—, M) tenemos

0— End(M) — @ Hom(P ) 1 @Hom ds(), M)

— Ext (M,M)—0
Expandiendo y usando que Hom(P(i), M) = M;,

0 End(M) ~ @M L5 @ M — Bat' (M, M) 0
Luego tomando dimensién,

> " d? = dim Ker(T) + dim Tm(T)

3" d? = dim End(M) + dim Im(T) — dim @ M 4 dim EB My

()
> d2 = dim End(M) — dim Coker(T) + Y dy(q
> d&F = dyaydya) = dim End(M) — dim Eaxt' (M, M)
q(d) = dim End(M) — dim Ext*(M, M)

O]

Definiciéon 6.14. Andlogamente a como definimos los quivers de tipo Dynkin, tenemos los de
tipo Fuclideo, llamados también ”Dynkin extendidos”, que se consiguen agregando un vértice
a un diagrama Dynkin de manera que el resultado no es un diagrama de Dynkin, pero si se

remueve cualquier vértice se obtiene una unién de Dynkins.

- n+1

b 14%,1 n=2
1 n—1

B, Ny . (0> 4)
n+1 \n

1—2—3—4—5

EG 6

|

7
~ 8—1—2—3—4—5—6
E7 ‘

7
~ 1—2—3—4—5—6—7—9
Eg |

8
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Aj tiene una definicién aparte que es A= 1——2

Lema 6.15. Sea Q) conexo y sin lazos, d = (d;) € (No)™ — {0} tal que < d,x >= 0 Vo € Z".
Entonces:

1. g == < x,x > es semidefinida positiva.
2. d; £ 0 Vi.
3.q(z)=0<=x=q-d, ¢€Q
Demostracion. Defino  n; = #{flechas deienj} + #{flechas dejeni} =
#{aristas que conectan iy j en el grafo subyacente}.
n
Voy a demostrar primero que d; # 0 Vi. Escribo ¢(z) = Y 2? -
i=1
n
> Ts(a)Tt(a) = > 90? =D > Mij T
a€Q1 i=1 i j<i
Entonces, reemplazando en la definicién tengo que < z,y >= Z(l‘l +u:)2 =2 3 nij(wi+
1 Jij<t
yi)(@j+y;)— Zﬂf +22 D0 M Tt — Zy3+Z 2o MijYiY; —22331% > 2 naij(@iyityiz;).
i jij<i i jij<i i jij<i
Luego < d,ex >=2) di(er)i =32 > nij(di(er);+ (ex)id;) = 2dy — ( > 2. mag(dier);+
i i jij<i ik jij<i
=0 =0
1 [ —
(en)id)  + 5 megld(en); +Hewsds)) - 2ap -
Jig<k
( >o 2 nigdier)j + X2 nk,jdj) = 2d, - ( > nikdi+ D Nk dj) =2dp — ) njpd;
k<ijj<i i<k k<t ju<k L1 i#k
=n; k

Como < d,e; >= 0 por hipétesis, entonces dj, = 3 > njkd;. Siexiste kg un vértice tal
J#k

que dy, = 0, como n;jd; > 0 Vj, eso implica que d; = 0 para todo j vértice tal que existe una

flecha de ko en j 6 de j en ko (pues njx, > 0 en ese casoy >, njp,d; = 0). Luego d; = 0 Vj

J#ko
vecino de kg. Como @) es conexo y finito, todo vértice es alcanzable por finitos vecinos desde
ko. Entonces si ig es un vértice cualquiera, existe una secuencia kg, k1, - - - k. = 19 donde vértices

consecutivos estdn unidos por una flecha. Pero entonces di, = 0, lo que implica dy, = 0 y asi
siguiendo dy, = 0 = d;,. Luego dj = 0 para todo vértice. Entonces d = 0, absurdo. Por lo
tanto d # 0 para todo k. Eso demuestra 2.

2 4 a2 22
Demostremos ahora 1. Reescribo Y- 22 = 3 di.x—’ Z 3y (> M)—Z = > —’
; ic0o  di &0 jZi 2 T di 0y > d
y 2
>y @djx—l. Expaniendo la suma y recordando que nj; = n;; es muy facil ver que
i€Qoi<i 2 di
i TF nji % i w | ngi T
S o Mgt s s T oo tanto a? = Y % ( fq.l oy ’dﬁ) -
i€Qoj>i 2 T di  EQej<i 2 dj 5 i€Qo jij<i di 2 dj
2 2
i, o L
DI (d-—z+d~—).
iE00igei 2 N di ' dy
7 z? n
Entonces, g(z) = > 22— 3 n; jziz; = 5 (Jd —2xx+d; ) >y ;Z( ;
1€Qo i 7:5<t i 7:5<t J i 9:5<t

Zj

Luego ¢(x) es semidefinida positiva. Supongamos ahora que ¢(z) = 0. Reescribo ¢(x) como
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N odods . TN 2 ) TN 2
q(z) = > > M<& — —]) . Entonces ¢(z) = 0 < frzj7icl,~dj<ﬁ — —]) =0Vi # j.
T i 2 d;  dj d; dj
T T
Como d;,d; # 0, tenemos que ¢(z) = 0 < d—z = d—] para todo i # j tal que existe una flecha
( J
d.
de 7 en j o viceversa < x; = jmj Vi # j t.qmn;j # 0. Como @ es conexo existe i1,i2, - ,ip
J

una reordenacién de los vértices tal que ix es vecino de i1 (es decir Migingr > 0, k<ny

{’il,"',in}:{l,"',n}- .
; T; P T T

s d; = Luego = ="K —¢ceR V kK.

X
Luego x;, = dj, =2, xj, = dj, =2, -+ ,x; = _
g 11 11 di2’ 12 12 dl'g, in ndin71 dk dk/
Entonces x; = d;.c V . Luego xz = d.c. -

Teorema 6.16. 1. Sea QQ un carcaj conexo y sin lazos. Entonces: q esgemideﬂnidal)ositiva St
y sdlo si es Dynkin de tipo A, Dy, E¢, E7 o Eg d euclideo de tipo A, D,, E¢, E7 o Eg).

2. Si Q es un carcaj cualquiera (posiblemente con lazos), q es definida positiva si y solo si
es Dynkin de tipo A,, D,, Eg, E7 o Eg.

Demostracion. Para no ser repetitivos, a lo largo de este teorema ”Dynkin”

significard ” Dynkin de tipo A,, D,, Eg, E7 o Eg”. Empecemos por 1. Supongo primero que
Q@ es euclideo. De acuerdo al lema anterior alcanza con hallar un vector dimensién d tal que
< d,z >= 0 Vz € Z". Recordemos que < d,x >= ¢q(d + x) — q(x) — q(d). Pensemos a mano
cémo debe ser en los casos fdciles y adivinemos el vector general, dejando como ejercicio, facil
pero ligeramente tedioso, la verificacion. Si Q = Ay, q(z) = 2?2 + 23 — 21129 = (21 — 12)%
Luego q(z +d) — q(d) — q(z) = (d1 — da 4+ 1 — x2)* — (d1 — d2)* — (21 — 22). Tomando d; = d
cualquiera no nulo me sirve, por ejemplo di = do = 1. En el caso Ag, después de simplificar me
queda < d,z >= 2(x1dy + xods + x3d3) — (x1ds + d1x2 + xods + doxs + x1d3 + dyz3). De nuevo
tomando d; = do = d3 me alcanza.

En general, eligiendo d; = 1 V ¢ me sirve como vector dimensién. Los vectores dimension
para el resto de los quivers euclideos son

1 1

~ AN S~ 1—2—3—4—3—-2—1

/ AN 2

1 1

1—2—3—2—1
~ \ ~ 2—4—6—5—4—3—2—1
EG = 2 Eg = ‘
| 3
1
Nos falta demostrar que para los Dynkin, la forma cuadratica es definida positiva. Sea () de
tipo A,,, D, 0 E;, i € {6,7,8}, g(z) su forma cuadratica y llamo @ al correspondiente diagrama
euclideo que se obtiene al agregar un vértice n+ 1 y ¢ a su forma cuadratica. Supongamos que

existe z # 0 € Z" tal que ¢(z) < 0. Defino z; = { o icn

0 sii—nt1 U

@)= ai+ai = Y TyTua) — D Tsia)Tia) = q(z) <0

1€Q acEQq a:s(a)=n+1
o t(a)=n+1

Entonces ¢(Z) = 0 pues ¢ es semidefinida positiva. Entonces Z = Ad con A € Q y d uno de los
vectores para diagramas euclideos ya vistos. Absurdo pues Z,+1 =0y dp+1 # 0. Por lo tanto
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q es definida positiva. Esto demuestra la vuelta de 1.

Supongo ahora ¢ semidefinida positiva. Y supongo que ) no es de tipo euclideo ni Dynkin.
Afirmo que entonces, si () no tiene lazos, necesariamente contiene un subquiver propio de tipo
euclideo. Un subquiver propio es un quiver (Qy, @}, s',t') tal que Q) C Qo, @} C Q1 y, o bien
Q) # Qo o bien Q] # Q1. Esto claramente es falso si @ tiene lazos, por ejemplo & 1 +—— 2
no tiene ningun subquiver euclideo.

Si @ tiene caminos dobles (dos vértices con dos flechas distintas que los unen) entonces
@ contiene un A;. Si () no tiene caminos dobles pero tiene un ciclo (dirigido o no), contiene
un A,, con n > 2. Puedo suponer entonces que () no tiene ciclos, ni lazos ni caminos dobles.
Entonces el grafo subyacente de @ es un arbol. Sea T' una sucesién maximal de vértices vecinos
sin repetirse (existe pues @ no tiene ciclos). Digamos T' = vy — vy — -+ — v, con vy y v
sin continuacién. Como @) es conexo y no es de tipo A, y T es maximal, en algin momento
algin v;, 1 = 2,--- ,n — 1 se separa en dos:

’Ul ’U2 v e UZ . e v'fL

w1

Los casos del n = 3 al n = 7 los voy a hacer a mano, y después el caso para n > 8 sale de
los casos previos.

Caso n = 3: Obtengo un D3, que como @ es conexo y no es Dynkin, y 7" es maximal, nece-

w
sariamente 1" continta en wi 0 en vs. Si vy se vuelve a separar obtengo un Dy: v U‘z vy
wy
V1 — Vg — U3
Si continia en wi, tengo: wy que sigue siendo un D,. Entonces eventualmente,
w2
U3
algun w; se debe separar en dos: v — w; — -+ —— w; —— w; 1 y por lo tanto existe un D,
) U1 Wi4-2
contenido en Q.
V1 — Vg — V3 — V4
Caso n = 4: Supongo . Este es un diagrama de tipo D,.
wy

Si en v3 T también se separa, obtengo un D5. Si no se separa, wi o vy se deben separar. Si vo
. ~ . Vg — V3 — V2 — W1 — Wy
se separa en otro vértice obtengo un Dy. Sino lo hace, w; se separa: | ,

U1
que es un Eg. Como @ no es euclideo y es conexo, w; 0 wsy se separa. Si wy lo hace obtengo un
~ Vg — V3 — Vg — W] — W9 — W3
D,,. Sino lo hace, wy se separa: | , que es un E7. Entonces de
U1

nuevo wg 0 ws se tienen que volver a separar. Si wo lo hace obtengo un D,,. Si no lo hace, ws
V4 — V3 — V2 — W1 — Wy — W3 — W4
se separa y obtengo un Eg: | . Como @ no es Dynkin,
VU1
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w3 0 wy se separan. En el primer caso obtengo un D, y en el segundo un Es.

Caso n = 5: Por simetria, tengo esencialmente dos posibilidades:

V] —— V2 — V3 —V4— U5 V] — V2 —U3—— Vs — U5
| o | . La primera es completamente
w1 w1
analoga a los casos anteriores. Para la segunda, como () no es un Eg, el diagrama continiia en
algiin vo, v3,v4 0 bien en wy. Si continla en un v obtengo un subquiver de tipo D,,. Si continua

en w; obtengo
V1 — V2 — V3 — V4 — Vs

w1

w2

que es un Eg
Cason =6 y n =7 ejercicio (completamente andlogo).

Supongo n > 8. Volvamos al diagrama del comienzo: Si la cantidad de vértices de v; a v; y
de v, a v; es mayor o igual a 4, entonces () contiene un E7 y listo. Puedo suponer entonces que
la cantidad de vértices en {v1,---,v;} es menor o igual a 3. 1 no puede ser porque en v; 7' no
continta.

a) Supongo que i = 2.

'Ul /U2 o e Un

w1

Como esa forma es de un D, y @ no es un Dynkin, y ademds es conexo, alguno de
Wi, V2, ,Vp—1 Se tiene que volver a separar. Si se separa vy tengo un D4 porque n > 3,
y si separa alguno entre vs y v,—1 tengo también un D, porque n > 4. Entonces el camino
continua en ws.

/Ul /U2 o e 'Un

w1

w2

Como n > 7, tengo al menos

U1 V2 U3 Vg Us Ve v

w1

w2

que es un Eg torcido.
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b) Supongo i = 3. Entonces, como n > 8, tengo al menos

U1 V2 U3 Vg Us Vg v U8

w1
que es otro I~Eg. Entonces () contiene un euclideo.
Sea Q' C Q un subquiver propio de tipo euclideo. Sea ¢’ su forma cuadritica. Como ya

vimos recién, 3 d vector dimensién tal que < d,z >'=0Vz € Z" — {0} y ¢/(d) = 0.
Si Qo = Qp, como ¢'(2) = q(2) + > Zsa)2a), ¥ usando que d; > 0V i y que Q) € Q1,

acQ1—-Q]
¢(d)=0=q(d)+ > dsa)dya) > q(d) . Luego 0 > q(d), lo que contradice que ¢(d) es
ac@Q—-Qi L |

>0
semidefinida positiva, absurdo.

Si Q € Qo, como antes tomo ¢ la forma cuadratica de Q" y d su vector dimensién tal que

B B L p
< d,z >'=0Vxy ¢(d) =0. Defino un vector dimensién d como d; = di S < Q? . Luego
0 sii¢ @
Q(g) = Z dz2 - Z ds(a)dt(a) < Z dz2 - Z ds(a)dt(a) = q,(d) =0
1€Q) a€Qr: s(a) i€y a€Qrq:
y H@)eQy €@

Si la desigualdad es estricta es pues Q] € {a € Q1 : s(a) y t(a) € Qp} y llego a una con-
tradiccién: q(cj) < 0 que contradice que g sea semidefinida positiva.

Supongo que la inclusién no es estricta, es decir Q] = {a € Q1 : s(a) y t(a) € Qu}.
Definiremos en ese caso otro vector dimensién: Sean iy € Qf v jo ¢ Qf tal que existe una
flecha en Q1 entre ellos dos. Como () es conexo, dichos vértices existen. Defino un nuevo vector

dimensién x de la siguiente forma: z; = 2d; sii € Q, zj, =1y 2, =0Vk # jo y k ¢ Qp-

Luego
g(@) = > Qd)>+1- ) Tya)Tya) — > Ts() Te(a)

keQg ac@] a€Qr:
s(a)=jo y t(a)€Qq
s(@)€Qq ¥ Ha)=jo

=q¢Qd)+1- Y Ty
CMGle
s(a)=jo y t(a)€Qq
s()€Qq v t(a)=jo
Notar que como existe una flecha entre iy y jo (no importa la direccién), la dltima suma tiene
el término xj,.x;, = 2d;, > 1. Luego ¢(z) < ¢/(2d) = 4¢/(d) = 0, absurdo también. Por lo tanto
q es semidefinida positiva <= @) es Dynkin o euclideo.

2. Ya demostramos que si () era Dynkin, entonces ¢ era definida positiva. Demostremos la
vuelta. Supongamos que q es definida positiva y demostremos que () es Dynkin. Veamos primero
que @ no puede tener lazos: Si tuviera, existe ig un vértice y una flecha « : ig — ig. Entonces
evaluando ¢ en el vector e;,, tengo q(e;,) = 12 — #{cantidad de flechas 3 : ig — 99} < 0. Por
lo tanto, g no seria definida positiva, absurdo. Luego puedo suponer () sin lazos. Entonces es
semidefinida positiva y por lo tanto ) o es euclideo o es Dynkin. Pero para los euclideos vimos
al comienzo que existe un vector d tal que g(d) = 0. Por lo tanto @) debe ser Dynkin. O
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6.2 Raices de una forma cuadratica

Definicién 6.17. Sea ¢ una forma cuadratica semidefinida positiva. Un elemento z € Z" — {0}
es una raiz real si ¢(x) = 1 y es una raiz imaginaria si ¢(z) = 0. Llamamos ® al conjunto
de raices.

Si @ no tiene lazos, todos los e; son raices reales, donde identifico a e; con el vector que
tiene 1 en 4, y 0 en todos los otros vértices. En general, cualquier raiz se puede escribir como

> aje; con a; € 7 de forma tunica.
i
Una raiz se dice positivasi a; > 0V ¢ y negativa si a; <0V i. Noto a & como el conjunto

de raices positivas y ®_ el conjunto de raices negativas.
Lema 6.18. Sea Q) conexo y sin lazos.

1. e; es una raiz real ¥V i € Qq

2. St a es una raiz, —q es una raiz.

3. Si o es una raiz de un carcaj euclideo y 0 es la raiz imaginaria que escribimos en la
demostracion del teorema 6.16, entonces oo — § es una raiz.

4. Siq es semidefinida positiva, entonces cada raiz o es positiva, o es negativa, ® = ®_ d) .
Yy d_ = —(I)+.

Demostracion. 1. q(e;) =12 —0=1.

3.i. Supongo « es una raiz imaginaria. Si ¢(«) = 0 entonces a = AJ por el lema 6.15. Luego
a—3 = (A—1)d. Por lo tanto g(a — §) = (A — 1)2¢q(d) = 0. Luego o — J es una raiz imaginaria.
3.i4. Supongo « es una raiz real.

g(a) = q((a—=6)+9d) =<a—16,6 > +q(a—§) +q(d)
l=<a—10,0>+qla—0)+0

Como < z,0 >= 0 Vx entonces < a — §,6 >= 0. Luego 1 = ¢(ov — ). Por lo tanto oo — d es
una raiz real.

4. Empiezo por suponer x una raiz imaginaria. Como ¢ es semidefinida positiva, por el
teorema anterior () es euclideo o Dynkin.

Dynkin no puede ser pues en ese caso seria definida positiva y sin raices imaginarias. Por
lo tanto () es euclideo. Pero entonces x = A - d con § una de las raices del teorema 6.16, Luego
todas las coordenadas de x tienen el mismo signo.

n
Supongo = una raiz real. Sea x = Y. z;e;. Si defino zT = > we, T = Y. we,
i=1 i:x; >0 iy <0
entonces v = x+ +z~. Completando las coordenadas faltantes por cero, puedo considerar a z™

n n
y 2~ como vectores de Z". Ademds < 27,27 >=2Y zfa; - > 3 n”a?jxj_ > 0.
=1l i=1 g
Entonces
l=gq(z)= qzT +27)=<zT,27 > +q(a™) +q(z7) > q(z¥) + q(z7)
1> g(z") +q(z7) >0

99



Como q(z") y q(x™) son dos ntimeros enteros mayores o iguales a cero tengo tres opciones:
1) q(z™) =0, qa7) =0
2) q(z™) =1, ¢(z7) =0
3) q(z™) =0,q(z7) =1

Si supongo que z tiene coordenadas positivas y negativas, entonces  y = son no nulos.
Por lo tanto en los tres casos concluyo que ) no puede ser Dynkin, y entonces es euclideo.
Luego o existe X tal que 27 = A6 o 2~ = \J. Pero entonces en el primer caso eso significa que
27" tiene todas sus coordenadas no nulas y por lo tanto = = 0, y en el segundo que z~ tiene
todas sus coordenadas no nulas y por lo tanto z+ = 0. Absurdo. Por lo tanto 2T =00 2~ = 0.
Luego ® = ®_ |4 &, y por 2, d_ = -, O

Corolario 6.19. Si Q) es de tipo Dynkin =—> q tiene finitas raices y son todas reales

Demostracion. Que no hay raices imaginarias es obvio pues ¢ es definida positiva. Sea o una
raiz real, que puedo suponer positiva. Sea @ el grafo euclideo que extiende a @, y denoto n+1 el
ap sikeqQ

0 sik=n+1
cuadrética semidefinida positiva de Q. Luego g(a) = q(a) = 1. Luego & es una raiz real de ¢,
y por lo tanto & — 0 es una raiz real de ¢. Entonces mirando el vértice n + 1, a1 — dpy1 =
—0p+1 < 0. Pero como & — § es una raiz, y ¢ es semidefinida positiva, y en la coordenada n + 1
es negativa, @ — § es negativa. por lo tanto a; — 0; < 0Vi<—= qa; < Vi< a; < §; Vi€ Q.
Luego «; € {0,---6;} Vi € Q. Por lo tanto hay sélo finitas posibilidades para «. O

nuevo vértice. Defino & el siguiente vector dimensién ay = { y sea ¢ la forma

Se puede probar ([Schl4]) que no todas las posibilidades son raices, y de hecho que la
cantidad de raices de un Dynkin estdn dadas por los siguientes ntimeros:

A, D, K¢ E; Eg

1
M+l o oa6 63 120
n

6.3 Teorema de Gabriel

En la 1ltima seccién demostraremos el famoso teorema de Gabriel. Empezamos con un lema:

Lema 6.20. Sea Q conexo, M una representacion de Q y d = dps su vector dimension. En-
tonces codim Oy = dim End(M) — q(d) = dim Ext'(M, M)

Demostracion. Por el lema 6.7, dim Oy = dim Ggq — dim Aut(M). Por lo tanto, dim E4 —

dim Oy = dim Eg—dim Gg+dim Aut(M). Luego codim Eq = dim Eq—dim Gg+dim Aut(M).

Claramente Aut(M) es un subgrupo abierto de End(M), pues es el subgrupo de las trans-

formaciones con determinante no nulo, entonces dim Aut(M) = dim End(M). Entonces

codim E; = dim Eg — dim G4 + dim End(M). Recordemos que dim Gg = de Y

que dim Eq = ) dgq)dyq)- Por lo tanto dim Eq — dim G4 = —q(d). Luego codim E; =
(0%

dim End(M) — q(d) = dim Ext'(M, M) por el teorema 6.14. O

Corolario 6.21. Sea d un vector dimension. Si q(d) < 0 = la cantidad de orbitas en Eg es
infinita. Es decir, hay infinitas clases de isomorfismo con el mismo vector dimension d.

Demostracion. Supongo que solamente hay finitas 6rbitas en Ey. Por lo tanto, por el lema 6.7,
una de ellas, My, tiene dimensién igual a la dimensién de E;. Entonces 0 = codim Oy, =
dim End(My) — q(d) > dim End(My) > 1. Absurdo. Por lo tanto la cantidad de 6rbitas debe
ser infinita. O
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Corolario 6.22. Si Q) tiene lazos, es de tipo de representacion infinita.

Demostracion. Como @ tiene lazos, existe ig un vértice y una flecha 5 : ig — ig. Por lo tanto
q(ei,) < 0. Entonces existen infinitas representaciones no isomorfas con vector dimensién e;,.
Pero estas tienen todas dimensién 1, entonces son todas indescomponibles. Luego @ tiene
infinitas representaciones indescomponibles no isomorfas. ]

Ejemplo 6.23. Sea @ el quiver 1 ;> . Entonces su dlgebra de caminos, como ya vimos, es
k[x]. Existen infinitos k[x] médulos indescomponibles no isomorfos de la misma dimensién. En
efecto, para todo n, las representaciones V) = k™ junto con el producto dado por la matriz A

A1 0 0
OX 1 -0 vt
TV = ) o
o :
0 Al M

son k[z]-médulos. Si A # X, Vy y Vv son no isomorfas, y ademés son indescomponibles por
la unicidad de la forma de Jordan.

Solamente vamos a necesitar un lema ma&s antes de demostrar el teorema principal del
trabajo:

Lema 6.24. Sea M una representacion indescomponible de Q. Si dim End(M) > 1, entonces
existe una subrepresentacion M’ tal que dim End(M') = 1 y dim Ext'(M',M') > 0.

Demostracion. Por hipotesis y por el teorema 3.29, existe g endomorfismo de M nilpotente y
no nula. Més atin, podemos tomar a g tal que g> = 0. Y entre todos los nilpotentes tal que
g% = 0 tomar el que tiene Im(g) de dimensién minima. Como g% = 0 entonces Im(g) C Ker(g).
Descompongo Ker(g) como suma de indescomponibles no nulos: Ker(g) = Ny @ --- @© N;.

a) Primero voy a demostrar que Ext!(Im(g), Ns,) # 0 para todo sumando directo no nulo de

Ker(g). En efecto, como @ N; C Ker(g), tenemos un morfismo sobreyectivo % SN Im(g).
J

j#so J#s0
Y ademas si considero w : M — @LNj, m(Ngy) = Ng,. Luego tenemos una sucesién exacta
J#s0
corta.
M 3
00— Ngy &> —— —1 —0
J#so0
Si Ext!(Im(g), Ns,) = 0, esta sucesién se parte. Luego @MNj = Im(g) ® N,,. Entonces
J#s0
£0 £0
,_l . . .

M =TIm(g) ® N, EB( D Nj), lo que contradice que M sea indescomponible.

J#s0
Por lo tanto Ext!(Im(g), Ns,) # 0.

b) Sea ps : Ker(g) — Ny la proyeccién. A continuacién, demuestro que existe un sumando
directo N, tal que ps,(Im(g)) # 0. En efecto, como Im(g) # 0, existe 0 # = € Im(g). Entonces
r € Ker(g), luego * = z! +---2'. Como x # 0, existe sp tal que % # 0. Por lo tanto
Pso () = 2°° # 0. Luego psO\Im(g) # 0. Voy a llamar N a Ny, y p a esa proyeccién restringida a
Im(g): p = Psolim(g) : Im(g) —> N. Entonces si llamo i :=ropog: M — M,

%

M —2% Im(g) 2= N —> M
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con ¢ : N — M la inclusién, i es un endomorfismo no nulo. Ademas es nilpotente: i = ioi = 0.
En efecto, si « € M, i(x) = p(g(z)) € N C Ker(g). Luego i(i(z)) = po g(i(x)) = 0.
Por lo tanto i> = 0 y entonces dim Im(g) < dim Im(i). Pero Im(i) = Im(p). Y ademds
dim Im(p) < dim Im(g). Luego dim Im(p) < dim Im(g) < dim Im(i) = dim Im(p). Luego
dim Im(p) = dim Im(g), Por lo tanto p es inyectiva.

¢) Considero la sucesién exacta corta
0 — Ker(g) 2+ N = Coker(p) — 0
Aplicando el funtor Ext tenemos una sucesién exacta larga...
.- — BExt'(N,N) — Ext'(Ker(g), N) — Ext*(Coker(p), N) — - --

Como Ext?(Coker(p), N) = 0 pues @ no tiene relaciones, y Ext!(Ker(g), N) # 0, entonces
Ext'(N,N) # 0. Como dim N < dim M, dim End(N) < dim End(M). Si dim End(N) = 1,
listo. Sino, como N es indescomponible, puedo reemplazar N por M y proceder por induccion.

O

Teorema 6.25. (Gabriel) Sea ) un carcaj conexo. Entonces:
1. Q es de tipo de representacion finito <= Q es de tipo A,D o E; (i € {6,7,8}).

2. 51 Q es de tipo A, D o E;, el vector dimension induce una biyeccion 1 del conjunto de
isoclases de representaciones indescomponibles de @ al conjunto de raices positivas. En
otras palabras, una representacion indescomponible queda univocamente determinada por
su vector dimension.

Demostracion. Empezamos por 2. Noto Indg al conjunto de representaciones indescomponibles
de @ y defino ¢ : Indg — ¥4 como (M) := dim M. Afirmo que v es una funcién bien
definida y es biyectiva.

Buena definicion: Sea M indescomponible. Quiero ver que dim M es una raiz de g. Como
q va ser definida positiva, la tnica posibilidad es que sea una raiz real. Usando la férmula
dim End(M) — q(d) = dim Ext'(M, M), tengo que q(d) = dim End(M) — dim Ext'(M,M).
Entonces alcanza con probar que dim End(M) = 1y dim Ext'(M,M) = 0. Supongo que
dim End(M) > 1. Entonces por el lema anterior existe M’ tal que dim End(M') = 1y
dim Ezxt'(M',M') > 0. Sea d = dim M’. Luego, por el lema 6.21 tengo una igualdad
1 —q(d) = dim Ext'(M’,M') > 1. Luego 0 > q(d'). Absurdo pues q es definida positiva
al ser @ de tipo Dynkin. Luego dim End(M) = 1. Entonces de nuevo por el lema 6.21,
1 — q(d) = dim Ext'(M,M). Como q(d) > 1, 1 — q(d) = dim Ext'(M,M) < 0. Luego
Ext'(M, M) = 0.

Inyectividad: Sea R una representacion indescomponible de @) con vector dimensién d. Ya
vimos en la primera parte que End(R) = k y que d es una raiz imaginaria de ¢q. Luego
codim Or =1 —¢q(d) =1—1=0. por lo tanto Op = E4 para toda representacién indescom-
ponible de ). Luego dos representaciones indescomponibles con el mismo vector dimensién
tienen érbitas iguales, y por lo tanto son isomorfas.

Sobreyectividad: Sea d una raiz real positiva de ¢ Luego d; > 0 Vi. Trivialmente, al menos una
representacion con vector dimension d existe (M; = d; Vi, po = 0 Va). Sea M una representacion
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tal que dim M = d y que dim Ojp; sea maximal. Afirmo que M es indescomponible. Voy a
usar la equivalencia del teorema 3.29 y demostrar que End(M) es local. Para eso, usando
la férmula dim End(M) — q(d) = dim Ext'(M, M), como q(d) = 1, alcanza con probar que
dim Ext'(M, M) = 0. Eso implica que End(M) = k, que es local.

Supongo M = Mj & M con M; indescomponible no nulo y My # 0. Luego Ext'(M, M) =
Ext'(My, My) @ Ext'(My, Ma) @ Ext'(Ma, My) @ Ext'(Ma, Ms). Supongo que Ext! (M, My) #
0. Entonces existe una sucesion exacta corta que no se parte

00— M — N—My—0

Por lo tanto, por el lema 6.8, dim Opr, 11, < dim Oy, absurdo. Por lo tanto Ext! (M, Ms) =
0. Andlogamente Ext!(My, M;) = 0. Ademéas M; es indescomponible de un Dynkin. Por lo
visto en la buena definicién, Ext!(My, My) = 0. Luego Ext'(M,M) = Ext'(Msy, Ms) con
dim My < dim M. Por induccién, Ext!(M, M) = 0 y entonces dim End(M) = q(d) = 1.
Luego End(M) = k y es local y por lo tanto M indescomponible.

1. Si Q es Dynkin, la cantidad de isoclases de representaciones indescomponibles es igual a
la cantidad de raices positivas de ¢, que por el corolario 6.20 es finita.

Supongo ahora @ es de tipo de representacién finita. Entonces () no tiene lazos por el
corolario 6.22. Afirmo que ¢ es definida positiva. Supongo existe zy vector dimensién tal
que g(xo) < 0. Luego por el corolario 6.21, la cantidad de 6rbitas en E,, es infinita. Por lo
tanto existen infinitas representaciones no isomorfas con el mismo vector dimensién. Por Krull
Schmidt, esto s6lo puede pasar si la cantidad de indescomponibles no isomorfos también es
infinita. Absurdo. O
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