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Introduccion

En esta tesis usaremos bidlgebras y dlgebras de Hopf como sustitutos no conmutativos de semi-
grupos y grupos. Para esto se necesitan preliminares algebraicos, ya que la categoria de comddulos
sobre un dlgebra de Hopf conmutativa se identifica con las representaciones de dimension finita de
un grupo algebraico afin, introducimos primero las nociones algebraicas de dlgebras, codlgebras,
bidlgebras, dlgebras de Hopf, médulos y coméddulos. Esto permite tener un marco tedrico en el cual
generalizar la nocién de accion de un grupo algebraico afin, estudiando la categoria de comddulos
sobre un algebra de Hopf no necesariamente conmutativa.

En la Seccion 1 mencionamos los preliminares elementales, se recuerda la nocion de producto
tensorial con su propiedad universal, nocién que utilizaremos de forma subyacente en toda la tesis
y supondremos familiaridad con el tema.

En la Seccion 2 se establecen la mayoria de los conceptos basicos que luego seran pilares para
todo el desarrollo de la tesis y para poder abarcar los teoremas, propiedades y ejemplos especificos
de la demads secciones.

Se trataran las nociones algebraicas de algebras, coalgebras, bidlgebras, modulos y comddulos.
Especificando los detalles de esta seccién, como ejemplos especiales se trabajardn las k-4lgebras
de dimension 2 y 3, es decir estudiaremos las clases de isomorfismo en estas dimensiones. Luego
aprovechando que son dlgebras de dimension finita, a través de ’dualizar’ describimos explicita-
mente las codlgebras de dimensién 2 y 3.

Avanzado en la seccion abarcaremos el dlgebra de grupo y funciones sobre un grupo, temas
centrales en esta tesis que ademads utilizaremos en la dltima Seccion.

Luego trataremos los temas A-moddulos y C'-comédulos, donde A es una k-algebra y C' una
codlgebra. Utilizaremos notaciones habituales de las referencias clésicas de bidlgebras y dlgebras
de Hopf como los libros de Moss Sweedler [Sl], Susan Montogomery [M] o Christian Kassel [K]].

A su vez remitiéndonos a las relaciones entre dlgebras finitas y codlgebras, relacionaremos
modulos con comddulos. Finalizando la seccién 2 desarrollaremos los conceptos de bidlgebra y
producto tensorial de modulos y comddulos. Temas fundamentales para la ultima Seccion de la
tesis que tratard entre otras cosas sobre construccion universal.

En la Seccion 3 abarcaremos algebras de Hopf, la nocién de antipoda, luego la nocidn de ele-
mentos de tipo grupo (group-like elements), donde para H coélgebra, denotado G(H). Si H es una
bidlgebra resulta un semigrupo. Vemos ademas que si H es Hopf, G(H ) resulta un grupo. Ademas
dado un semigrupo M veremos que el dlgebra de semigrupo H = k[M]| como bidlgebra resulta
Hopf siy sélo si M es grupo. Finalizando esta Seccion consideraremos ejemplos sobre elementos
primitivos relacionados con algebras de Hopf.

En la Seccion 4 desarrollaremos algunas bidlgebras universales. Trabajaremos sobre la bidlge-
bra S(C) = k[z1,...,x,], el anillo de polinomios en las variables z1, . .., z,, donde {z1, ..., x,}
es base de una codlgebra C'. Desarrollaremos también el dlgebra tensorial 7'(V') donde V' es un
k-espacio vectorial, para llegar a la bidlgebra 7'(C'), el dlgebra tensorial en una codlgebra C'.
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A la vez en los tres casos mencionados enunciaremos y demostraremos sus propiedades uni-
versales. Llegando al final de esta Seccidn trabajaremos sobre la nociones de co-ideal, bi-ideal y
enunciaremos teoremas y propiedades con los mismos. Para luego analizar cocientes de bidlgebras
y cocientes de dlgebra de Hopf.

En la Seccion 5 que es la dltima, el punto fuerte es el desarrollo de una construccion universal
teniendo como base el dlgebra tensorial 7'C' para C' una codlgebra. Si bien esta parte puede lleara
ser considerada como folklore entre los especialistas, no estd descripta explicitamente -a conoci-
miento del director de esta tesis- en ningin lugar de la literatura, se deja entrever por ejemplo en los
trabajos de Duvois-Viollete y Launer [DL] o méas recientemente los trabajos de Chelsea Waltonn
y colaboradores (por ejemplo [CWWI). En esta seccion se conjugan nociones antes tratadas de la
tesis como las nociones de comodulos y bidlgebras. Mas precisamente dado un espacio vectorial V'
de dimesion finita y una codlgebra también de dimension finita, cuya comultiplicacion esta defini-
da de una manera especial, se lo considera a VV como C'-comédulo, extendiéndolo a 7'C'-comédulo.
Pero como ya hemos visto que 7°C' es una bidlgebra se puede generalizar esto atin mas y establecer
que V® es un T'C-comédulo para todo [ € Nj,.

Como consecuencia de lo citado, dada una aplicacion lineal

frovem oy

su condicion de colinealidad fuerza a considerar un bi-ideal de 7'C' al que llamamos Z, para
dar lugar a la definicién del cociente A(f) := T'C//Z; que es una bidlgebra y ademads tiene una
propiedad universal respecto a la colinealidad de la aplicacion f. Esta construcciéon es lo que
llamamos el semigrupo cudantico asociado a f, o la bidlgebra de simetrias asociadas de f.

Todo esto se generaliza rapdidamente a una ’Familia de flechas’: dado un espacio vectorial V'
consideramos varias aplicaciones (flechas)

{firvemt s vent

LIS\
como parte de un dato alebraico asociado a V. Tenemos el ideal
I, =Y I, CTC
ieA
y claramente Z;, resulta un bi-ideal por ser suma de bi-ideales. Asi consideramos ahora la bidlgebra

A(fA) = TC/IfA

Finalizando, esta nueva generalizacion se aplica de ejemplo a los espacios vectoriales concretos
V = klz]/2® = k1®kxy V = k x k que a la vez son dlgebras unitarias. Se construye la bidlgebra
A(fp) para cada espacio vectorial, cada uno en base a dos flechas naturales que tienen que ver con
que los mismos a la vez son dlgebras unitarias: en ambos casos se usa la flecha multiplicacion

m:V® 5V



y la flecha unidad
uk=vV"-V

Es decir, la familia en estos dos ejemplos es {f; : i € A} = {m,u}

Luego como algo interesante, escribiendo A = A(f,), se analizan los morfismos de dlgebras
¢ : A — k para cada uno de los espacios vectoriales anteriores. Trabajar con estos morfismos da
lugar a tratar la bidlgebra “el abelianizado”

Aabel - A/([A7 A])

donde ([A, A]) es el ideal generado por el conjunto de los corchetes. En primer lugar, observamos
que si A es bidlgebra, entonces el ideal ([A, A]) siempre es bi-ideal, por lo que Agpe; €s siempre
una bidlgebra. A la vez, si A es Hopf A, también. Estos resultados cldsicos se dearrollan en la
Seccioén 5.

Dada A= la bidlgebra / dlgebra de Hopf (en principio no conmutativa), su abelianizado corres-
ponde con un semigrupo / grupo en el sentido clasico, por lo tanto las bidlgebras construidas, que
son mucho mas “grandes” que su abelianizado, pueden interpretarse como simetrias nuevas “no
clasicas” encontradas de manera universal.

Ilustramos esto tltimo con el ejemplo de k& con M monoide finito con unidad, y describiendo
el abelianizado para cada bidlgebra A = A( fy) respectiva a cada dlgebra unitaria

V = k[z]/2* = k1 @ ka y V=kxk.

En el primer caso, esta construccion muestra la estructura diferencial graduada de k[z]/z?, mien-
tras que el abelianizado s6lo “ve” la graduacion; en el caso kx k = k{12 la versién no conmutativa
es una bialgebra de dimensi6n infinita, mucho mas grande que £ que tiene dimensién 4, donde
M= el monoide de funciones de {1, 2} en {1, 2}, que tiene 4 elementos.

Hacemos notar que todos los ejemplos son con dlgebras extremadamente sencillas, y sin em-
bargo los resultados son no triviales, por lo que esperamos que las herramientas sean de interés
general.
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1. Preliminares Elementales

Durante toda la tesis k£ denotard un cuerpo. Recordemos que el producto tensorial sobre k es una
operacion qua a dos espacios vectoriales 'y W le asigna un tercer espacio vectorial V' @ W junto
con una aplicacién bilineal 7' : V x W — V ®; W que tiene la siguiente propiedad universal, dada
una aplicacién bilineal B : V' x W — X, con X un espacio vectorial, existe una tnica aplicacion
lineal Lp : V ®; W — X que hace que el siguiente diagrama conmute

VxW—L oV, W

B
Lp

X

Para cada par (v,w) € V x W denotamos v ® w := T'(v,w). El producto tensorial serd de
utilidad al estudiar k-algebras y estructuras algebraicas relacionadas pues la multiplicacién de una
k-algebra A es, en particular, una funcion k-bilineal A x A — A, por lo tanto le corresponde
una transformacion k-lineal m : A ® A — A ((a,b) — a ® b). En toda la tesis supondremos
familiaridad con los productos tensoriales.



2. Bialgebras, médulos y comoédulos

2.1. Algebras

Definicion 2.1. Una k-dlgebra (unitaria) es un par (A, m) donde A es un espacio vectorial y m :
A ® A — A es una transformacion lineal, a ® b +— ab tal que a(bc) = (ab)c. Ademds tenemos
unidad: 914 € A tal que 14a = al 4 = a. Pediremos ademds que \a = a\ para todo \ € k.

2.2. Ejemplos de k-algebras

Ejemplo 2.2. Podemos citar al conjunto k%, formado por las funciones de un conjunto X al cuerpo
k, donde la suma y el producto es punto a punto. La unidad estd dada por la funcién constantemente
1. De esta manera k resulta una k-algebra unitaria.

Ejemplo 2.3. El élgebra de grupo k[G]. Sea G un grupo. Notemos por k[G] al espacio vectorial
cuya base es {g/g € G} con coeficientes en k. A la vez podemos definir en k£[G] una estructura de
k-élgebra, escribiendo el producto por, dados dos elementos > 9eG Qg9 > nec Brh, se tiene que

O agg)O S Buh) = > agBulgh) => O anfu-1y)g.

geG heG g,heG geG heG

Notemos que para definir esta estructura de dlgebra sobre k|G| alcanza con pedir que G sea un
monoide.

2.2.1. k-algebras de dimension 2

Si k es algebraicamente cerrado veremos que, a menos de isomorfismo, habra solo dos k-alge-
bras de dimension 2. En A tenemos el uno 14 =: 1 y A como espacio vectorial tiene dimension 2,
podemos completar a una base {1, z} con z € A. Entonces podemos expresar z2 como combina-
cion lineal de la base. Escribamos entonces:

22 = Bx+al

donde 3, o € k se llaman constantes de estructura.
Por lo tanto
22— fr—al =0,

tenemos p(X) = X2 — 8X — a € k[X]. Notar que como k es algebraicamente cerrado, las
raices de p estdn en k. Por otro lado por la base elegida podemos afirmar que
k[X]

()

1%

A

como k-algebras.
En efecto, el tinico morfismo de k-algebras determinado por

E[X]— A
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X =z

es claramente sobreyectivo y se factoriza por el cociente por (p(X))=ideal generado por p(X),
induciendo un epimorfismo
KX/ (p(X)) — A

Xz

y por dimensionalidad, resulta un isomorfismo. En adelante identificaremos X con x € A.
Tenemos dos posibilidades, que p tenga dos raices distintas en k£ o que p tenga una raiz doble
en k. Factorizando p podemos escribir que

k[X]
A
(X —A)(X — M) @
con Ay # )Xo, 0 en otro caso X
-~ kX
ECEI @

donde \;, A\ son dos raices distintas de p y Ay una raiz doble, en el caso de que asi sea. Ademas
para el caso (1) la relacion entre las constantes de estructura sera:

% +4a =0
para (2) existira v # 0, v € k tal que
B2+ 4o =~
Observacion 2.4. Las k-algebras en (1)) y (2) no son isomorfas entre si.

En el caso (1)) podemos ver este cociente a qué conjunto es isomorfo como k-algebra, podemos
recurrir al teorema chino del resto. Lo enunciamos:

Teorema 2.5. Teorema chino del resto
Sea A es un anillo conmutativo. Si I, J C A son ideales coprimos, es decir, [ +J = A, entonces

A A " A

Jj 1 J
Utilizando este teorema podemos ver que
KX KX
() (X =A) (X =X)

yaque X — A\; y X — )y son polinomios coprimos. Més precisamente,

3)

1 -1

1= X A
N DR W

(X = A2).



Pero a la vez sabemos que cada sumando en (3)) es isomorfo como anillo a k respectivamente.
Por ejemplo para ver que

k[X]
(X —A1)
tomamos [ : k[X] — k, p — p(\1), que es morfismo de anillos y se puede ver que
kerf = ((X — A1)), ademds f es sobreyectiva, por el teorema de isomorfismo, tenemos que

k[X]

(X —N\)

=k

I

k.

Por lo tanto desde (1) podemos afirmar que
A=k xk

en principio como anillos. Pero también como k-4lgebras ya que £ X k es también un k-espacio
vectorial con el producto lugar a lugar que es bilineal, lo que lo convierte en k-dlgebra. Ademas
k x k es una k-dlgebra unitaria con 1 := (1, 1).

Como antes dijimos, el otro caso que podria ocurrir es que

KIX]

A= Ty

I

a través del isomorfismo de anillos dado por X — X = X — )\, podriamos decir directamente que

kIX]

4%

I

por comodidad.

Observacion: en la k-algebra K]

(X?)

el producto es: dados p, ¢ € k[X]

[p].[q] = [pq]

ademds para A € k,p € k[X]
Alpl = [l

El 1 es [1] y el producto entre clases antes mencionado cumple asociatividad.

Observamos que A = k[X]/(X?)y B = k x k son dos k-dlgebras no isomorfas entre si, pues
por ejemplo si nos fijamos en los elementos nilpotentes, en B el tnico elemento nilpotente es el
(0,0). En cambio en el dlgebra A tenemos por ejemplo el elemento X que es distinto del elemento
nulo ya que X ¢ (X?), para el mismo se tiene que

_2 —_— —
X =X2=0.
Es decir en A tenemos un elemento no nulo X que es nilpotente, lo que no ocurre en B.
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2.2.2. k-algebras de dimension 3

Ahora analizaremos las k-dlgebras de dimension 3 para k algebraicamente cerrado. Encabeza-
remos esta parte acudiendo a ciertas propiedades, pero €stas tienen que ver con una construccion
similar que hicimos para el caso de k-dlgebras de dimension 2. Donde habiamos tomado un base
de A como k-espacio vectorial de dimensioén 2. De todas maneras al final haremos comentarios
que tienen que ver con contrucciones similares a las ya hechas.

A continuacién enunciaremos estas propiedades y algunas definiciones.

Definicion 2.6. Un anillo A se llama local si se cumplen las siguientes propiedades que a la vez
son equivalentes.

= A tiene un unico ideal por izquierda maximal.
= A tiene un dnico ideal por derecha maximal.

Si se cumplen estas propiedades, el ideal a izquierda maximal coincide con el ideal a derecha
maximal. En el caso en que A sea conmutativo no es necesario distinguir entre ideales a uno u otro
lado, entonces un anillo conmutativo es local si y solo si tiene un tnico ideal maximal.

Esta misma definicién puede trasladarse al caso de k-dlgebras, entonces podemos hablar de
k-élgebras locales.

Proposicion 2.7.
= Si A es una k-dlgebra de dimension finita, entonces
A=A x---x A,

con A; k-dlgebra local y de dimension finita.
= Con la misma notacion para A;, podemos escribir ademds que

con L; extension algebraica de k, L; C A; y m; el tinico ideal a izquierda (o a derecha)
maximal de A; que se lo puede ver también como un L;-espacio vectorial.
» Si el grado de la extension L;|;. es r; y la dimension de m; es d;,

= Los ideales m; son nilpotentes.
= La tunica k-dlgebra de dimension 1 es k.

Corolario 2.8. Si asumimos k = k, entonces lo anterior se simplifica un poco pues no hay exten-
siones finitas de k, y el enunciado queda:
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= Si A es una k-dlgebra de dimension finita, entonces
A=A x---x A,

con A; k-dlgebra local y de dimension finita.
= Con la misma notacion para A;, podemos escribir ademds que

donde m; es el unico ideal a izquierda (0 a derecha) maximal de A;. Notar que la suma
directa es como espacios vectoriales pero no como k-algebras.

= Los ideales m; son nilpotentes.

= La unica k-dlgebra de dimension 1 es k.

Vamos a hacer entonces una lista de las k-dlgebras A (a menos de isomorfismo) de dimension
3. Teniendo en cuenta las propiedades vistas, veremos que hay tres casos para A.

(a) A essuma de tres dlgebras locales de dimensién 1
(b) A es suma de un dlgebra local de dimensién 1 y un dlgebra local de dimension 2
(c) Aesella misma un dlgebra local de dimensién 3.

Para el caso (a) obtendremos que
A2k xkxk

Para el caso (b) tenemos dos clases distintas.

0 sino
A=k Dmy 4)

donde m 4 es el unico ideal maximal de Ay
dimy(ma) = 2.
En (@) tenemos ademas dos subcasos: dado que m 4 es nilpotente, existe r < 3 con m’y = 0.

Por un lado:
podria ocurrir que m? = 0, tomemos una base de m, como k-espacio vectorial, sea {z,y}
dicha base, se cumple que

por lo tanto A resulta conmutativa y




con el iso que envia 1, z,y a 1, [z], [y] respectivamente.

Por otro lado:

podria ocurrir que m? = 0 con m?% # 0. Analicemos primero el caso conmutativo. Tomamos
una base de m 4, {x,y}, si por ejemplo ocurre que x?,4*> = 0 entonces zy # 0, pues en caso
contrario m% = 0. Entonces

(x+y)* =2® +y° + 22y = 20y # 0.

Asi, existe h € my, h? # 0.
Ahora veamos que h, h? son linealmente independientes:
si h2 = \h con \ € k, entonces

h? = Ah? = \*h

pero h? e mj = 0, entonces A = 0, por lo tanto h? =0, lo cual no puede ser.
Por dltimo 1 es base de k, asi que {1, h, h2} es base de A con h? = 0, por lo tanto

(%)

Entonces las k-algebras conmutativas de dimension 3 con k algebraicamente cerrado, no son

todas de la forma % con f(z) € k[x] polinomio de grado 3, ya que son:

A

I

i klx,y]
(22,2, zy, yx)
» ——— donde f € k[z] es un polinomio de grado 3, en este caso tenemos:

(f(x))

f tiene tres raices distintas:

A=Zkxkxk

f tiene dos raices distintas, una de ellas es doble:

f tiene una raiz triple:

(z3)
Veamos ahora el caso no necesariamente conmutativo: Para esto introducimos la nocién de sistema
de idempotentes maximales:

Definicion 2.9. Un subconjunto {e;,...,e,} C A se dice un subconjuto de idempotentes que
parten al 1 si

= ¢; # 0 para todo ¢ (i.e. no triviales),

12



w e;e; = d;e; Vi, j. Bs decir, €7 = e;, e;e; = eje; = 0sii # j (idempotentes ortogonales)
= 1=>"" ¢ (parten al uno).
Observacion 2.10. Un subconjuto de idempotentes que parten al 1 es necesariamente 1.1.

Demostracion. En efecto: tomamos una combinacion lineal

n
0= E ;€
=1

si multiplicamos por cualquier e; a ambos miembros obtenemos que
n
0= Zaieiej = ijej = O,
i=1
pero estamos asumiendo que e; # 0, por lo tanto a; = 0 paracada j € {1,...,n}. 0

Volviendo al caso de k-algebras de dimension 3, si A admitiera un subconjunto de idempotentes
que parten al 1 de 3 elementos {ey, €5, e3}, entonces A = k X k X k (en particular A es conmutativa,
y ya la hemos descrito antes).

Si A admitiera un subconjunto de idempotentes que parten al 1 de dos elementos ey, e, tendriamos

l=e;+eo

y que A contiene a ke; D kes = k x k como subalgebra. También es claro que a partirde 1 = €1 +¢5
tenemos la siguiente descomposicién como suma de espacios vectoriales

A=1-A-1= (61 + 62)14(61 + 62) = 61A61 + €1A€2 + €2A€1 + €2A62

donde, en general, tAy = {zay : a € A}. Observar que esta suma es directa, para ello podemos
ver que e; Ae; N (Z(k,l);é(i,j) exAe;) = 0 para cada e; Ae;. Sea entonces e;ae; € e;Ae; tal que

ejae; = Z eLaK€] ap € A
(k,0)#(i,5)

pero si multiplicamos a izquierda por e;, obtenemos que
ejae; = €;a;e L#3
y si ahora multiplicamos a derecha por e; y obtenemos que
ejae; =0

También, como los e; son idempotentes, e; = e;e;e; € e;Ae;, por lo tanto e; Ae; y e Aes son
subespacios no nulos. Por otra parte, no puede ser que tanto e; Aey y es Ae; sean no nulos pues la
dimension de A es tres. Cambiando eventualmente los nombres, asumimos que e; Ae; = 0.
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Si e;Aey = 0, entonces A = e;Ae; X ey Aes darfa un isomorfismo entre A y un producto
cartesiano (con producto coordenada a coordenada), y por lo tanto cada e; Ae; seria de dimensién 1
02,y esas ya las hemos calculado, asi que supondremos e; Aey # 0. En este caso, como dim A = 3
y A = e Ae; @ egAes @ eg Aes necesariamente cada una de las dimensiones es 1. Tomamos una
base de la forma B = {e, «, e2} con 0 # a € ej Aesy. A partir de la propiedad de idempotencia de
los e; tenemos la siguiente tabla de multiplicacion:

2 2
e] = e, €5 = e, ejea = 0 = eze;

10 = (X = ey
2 _n— _
o =0=eya = e

Pues, en efecto, si escribimos a = ejae, para cierto a € A, tenemos
€1 = €1€610€9 = €102 — (X

por el otro
Ay = €10€9€9 =— €109 = (X

Ademas
a? = ejaeseraey =0

pues ese; =0y
eatr = e9e1aey = 0 = ejaese; = aey.

Observacion 2.11. Una manera de realizar este dlgebra es considerando el dlgebra de matrices
triangulares superiores. Mds precisamente, si

Ty (k) ::{(‘é i) :a,b,cek}

entonces A = ke; @ ka @ key = Ty(k) via

10 01 00
€1HE1:(0 0>,O&HMQZ(0 0),62(—>E2:<0 1),

Acé observemos que

B’ = E
By’ = B,
y que por ejemplo
M, = E\M,E,

es decir M, € E\T»(k)E;

Para ver que con el ejemplo anterior hemos agotado todas las posibilidades,razonamos de la
siguiente forma:
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Como k es algebraicamente cerrado y dim; A = 3 < 0o, A no puede ser un anillo de division
porque si no, para cualquier z € A, si k[z] C A es la subalgebra generada por z, entonces k|z]
deberia ser una extension de cuerpo de k. Por lo tanto A debe tener algin ideal (a izquierda) propio,
y por lo tanto algun ideal (a izquierda) maximal M. Escribimos A = k@ M. Tomemos 0 # x € M
arbitrario. Si z2 = 0, entonces

1. obien 22 no es combinacién lineal de 1y , en ese caso A = k®kxPkx? y A es conmutativa,

2. o bien x? es combinacion de 1y . En ese caso k[z] C A, la subalgebra generada por x en
A, es isomorfa a

a) klz]/((z = A)?)
b) k x k.

Habiendo descartado que A sea conmutativa, no consideramos el caso 1. Habiendo descartado que
contenga por lo menos dos idempotentes ortogonales que suman 1, tambien descartamos el caso
2(b). Queda entonces el caso 2(a): perosi A # 0y (z — \)? = 0, entonces

22 =2 \x + \?

o bien )
ﬁ(xz —2\x) =1

y por lo tanto el ideal (tanto a izquierda como a derecha) generado por x contendria al 1, lo cual es
absurdo porque no seria propio. Concluimos entonces que

A=ko M

con 22 = OVz € M.
Tomamos una base B = {1, z,y} con z,y en M dos elementos k-linealmente independientes.
Sabemos 22 = 0 = y?. También (z + y)? = 0. Pero entonces valdria zy = —yz ya que

(z+y)’=(@+y.x+y) =2 +ay+yr+y*> =0,

pero a la vez como 22 = 0 = 32, se tiene que 1y = —yz.
Se dan los siguentes casos:

» 2y = 0, luego yr = 0y A seria conmutativa.
= 2y # 0. En este caso podria ser

* zy es un multiplo no nulo de x. Tomamos como base {1, zy,y}, resulta {zy,y} una
base de M. Pero en esta nueva base

$y-y:xy2 =0
y-xy = (yx)y = —(zy)y = —2y* =0

y A es conmutativa.
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* 2y # 0 pero xy no es un multiplo de z. En este caso {z,zy} es una base de M y
también z(xy) = 0 = (zy)z, ya que

z(zy) = 2%y =0
(zy)z = (~ya)r = —ya® =0
luego A es conmutativa.
En resumen, tenemos la siguiente lista,

Proposicion 2.12. Existen 4 clases de isomorfismo de k-algebras de dimension 3:

Al =k xkxk, Ay=FkxEk[z]/a* As=k[z]/2°

Arzn@g={<gﬁ):@acek}
2.3. Coalgebras

Definicion 2.13. Una k-codlgebra (counitaria) es un par (C, A) donde C' es un espacio vectorial
y A : C — C ® C es una transformacion lineal tal que cumple coasociatividad, es decir, que el
siguiente diagrama conmuta:

C & .00
A Id®A
CeoCc—22. ceCcecC

Ademas tenemos una counidad que es una transformacion lineal € : C' — k tal que el diagrama
conmuta:

CoC—M _ reC
Id®e A o
C®k—-2 C

2.4. Ejemplos de k-coalgebras
Ejemplo 2.14. Sea X un conjunto y consideremos k[X| = @,cxkx el espacio vectorial con base

X. Definimos
A(Z Ae) = Z AT R .

reX zeX

Es decir, se define A(z) = x ® x para todo = en X y se extiende por linealidad. Se define la
counidad por e(x) = 1 paratodo xz en X. O bien €(D .y A\o) = >, . ¢ Az De esta manera, k[ X]
resulta una codlgebra coasociativa.

16



Lema 2.15. Sea ¢ € k[X] un elemento arbitrario. Es decir, una combinacion lineal de elementos
de X con coeficientes en k. Si ¢ # 0y A(c) = ¢ ® ¢, entonces ¢ € X.

c= Z AuT )

Demostracion. Tenemos que

rzeX
y que
Ac) = Z A Q. 6)
zeX
Ademads tenemos que
Alc)=c®c

Pero usando (5)), podemos escribir
= (T ) e (A
rzeX zeX

pero esta igualdad la podemos escribir como

Comparando esto dltimo con (6)) y teniendo en cuenta que {z ®y}, e x es una base de k[ X|® k[ X]
se tiene que
e = A2

T

Ve e X (7N

y que
AzAy =0 YV . (8)

De se obtiene que, para cada x € X, A\, = 06 A\, = 1. Pero a la vez sabemos que ¢ # 0,
entonces existe \;, = 1 para algiin z, € X, por lo tanto por (8) A, = 0 para todo y # z, con lo

cual obtenemos que
c= Z)\xx: lxg = xo,

reX
por lo tanto ¢ € X. Notar que x es arbitrario en el sentido de que como ¢ # 0, siempre existira
A = lparaalginz € X. [

2.4.1. Dual de un algebra de dimension finita

Ejemplo 2.16. A modo de motivacion de dual de un dlgebra de dimension finita exhibiremos el
siguiente ejemplo. Tenemos el dlgebra de matrices A = M, (k) con la multiplicacién usual y
unidad Id, entonces su dual A* = (M, (k))* resulta una codlgebra con comultiplicacién

AA" 5 A"RA 2 (AR A)*
A(f)(A®B)=f(A-B) A Be Mk)
y counidad € : A* — k

e(f) = f(1d)
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Observacion 2.17. Tenemos que {Ef } es una base para M, (k) como k-espacio vectorial, donde Ef
es la matriz con coeficientes en k que tiene un 1 en la fila ¢ y columna j, el resto de los coeficientes
es cero. Por lo tanto tenemos automaticamente una base {¢/} para (M, (k))* que es la base dual de
{E7}, donde

, 1 i=kyj=1
ef(E,i) - {0 Si no

En esta base, resulta

n
Jy — k J
Ale]) =) e ®e
k=1
pues, dados 7, j fijos se tiene que
i\ klps 1 s
Alej) = E Q5 €, D €y,
k7l’p7s

por lo tanto
A()(ES @ ES) =) ai™ei(ES)e(ES)

y / . . .
para todo A, v, X', &/, con lo que obtenemos A(e])(EY ® Ef)) = 1sia=XN,a/ = j, A =1iyes
; ; klps 1 a) s pa’y A daX o : At
igual cero en caso contrario. Por otra parte ) _ a;;”e; (EY e, (B ) = ai** @, es decir los términos
de esta sumatoria se anulan todos salvo para el términoenel que £ = A\, [ = a,p = X, s = o’. De

10 . . . . .
todo esto se concluye que a;¥* = 1sia = N, o’ = j, A = iy es igual a cero en caso contrario.

Como A, a, N, o son arbitrarios se tiene que
n
N klps 1 s __ k J
Ale]) = E ;e Q@ e, = E e @ ey
k=1

haciendo un cambio de indices.
La counidad esta dada por

Jy — 87
e(e;) =4
Con la motivacion del ejemplo anterior, establecemos las siguientes proposiciones:

Proposicion 2.18. Si A es una dlgebra de dimension finita, entonces C' := A* es siempre una
codlgebra con comultiplicacion A : C — C ® C'donde C @ C = A*® A* = (A® A)*, entonces
tiene sentido definir

A(f)(a®b) = f(ab) a,be A

con counidad ¢ : C' — k dada por

donde 1 es la unidad en A.

Demostracion. El isomorfismo A*® A* = (A® A)* dado por ¢ Q1) — ((a ®b) — qb(a)@b(b)) (en
dimension finita) es lo suficientemente natural, este hecho hace que dualizando el diagrama de
asociatividad para el dlgebra A se llegue al diagrama de coasociatividad de C' = A* [
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Proposicion 2.19. Si C es una codlgebra (puede ser de dimension finita o infinita), entonces
A = C* es siempre un dlgebra con la multiplicacion

(px)(c) == ¢(C(1))¢(C(2))7

donde ¢, € C*, c € C, A(c) = c1) @ ca).
La multiplicacion x suele llamarse producto de convolucion.

Corolario 2.20. En dimension finita, existe una correspondencia biyectiva entre dlgebras y codlge-
bras. Mds precisamente, si C' es codlgebra, C* es un dlgebra con la convolucion, y

(C*)* es una codlgebra por ser dual de un dlgebra, y la aplicacion candénica C — C** es un
isomorfismo de codlgebras. Similarmente para A — A**.

Mas generalente, es valido lo siguiente:

Proposicion 2.21. Sea A un dlgebra y C una codlgebra, entonces
HOIIlk(O, A)
resulta un dlgebra asociativa con la operacion

¢pxp =myo(p@1)olc.

En elementos,

(@ x)(c) = d(c1)v(ca).
En particular, para A = k tenemos la estructura de dlgebra en C*.

Demostracion. Queremos ver la asociatividad, es decir

(@) x0 = @* (Y =0)

para ¢, 9,6 € Hom(C, A).
Sea ¢ € C, por un lado

() x0)(c) = (P x ¥)(c1)d(ca) = (P(er,)9h(ca,))d(c2)
por el otro

(@ (%)) (c) = dlcr) (1 x 6)(c2) = pler)(¥(e2,)d(c2,))-
Pero por la asociatividad del dlgebra A, podemos escribir directamente que

(¢(c1y ) (c1,))d(ca) = d(er, )¥p(er,)d(ca) )

y que
P(cr) (¥ (e2,)0(c,)) = der)tp(ca,)d(c2,) (10)
Aqui hemos utilizamos que
Ae) =1 ® ¢y
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Aler) = c1, ® e,
A(Cg) = Coy X Co,

y aplicando la coasociatividad de A, podemos ver que
C1, X C1, & Cy = C (29 C2, X Co, .
Si pensamos que tenemos la aplicacion (¢ ® ¥ ® 0) tal que

(0@ Y@)(ced®c") =d(c)y(c)d(")

los segundos miembros en (9)) y (10) se pueden escribir como (¢ ® ¥ ® §)(c1, ® ¢1, ® ¢3) y como
(PR ®0)(c1 ®co, Rca,) respectivamente, pero entonces ambos miembros son en realidad iguales.
Asi se cumple la asociatividad para Hom(C, A). O

Un ejemplo que no es necesariamente de dimension finita es el siguiente:

Ejemplo 2.22. Sea X un conjunto y C' = k[X] la codlgebra como en el Ejemplo [2.14] entonces
(k[X])* = k¥, el algebra de funciones de X en k con la suma y producto punto a punto.

Algunos ejemplos ilustrativos de dimension finita son los siguientes:

2.4.2. Coalgebras de dimension 2

Teniendo en cuenta las proposicion (2.18)), podemos afirmar que habra dos clases de isomor-
fismo para las codlgebras de dimension 2. Cada clase proveniente de cada clase de k-dlgebra
exhibidas en la seccion anterior. Observemos ademads que si el dlgebra A tiene dimension 2 la
correspondiente codlgebra A* tendra también dimension 2.

Por lo tanto tenemos las siguientes k-codlgebras:

C = (k x k)* (1)
o bien HX .

Si en (I1) llamamos A = k x k, tenemos entonces el coproducto
ATAT 5 A"QA = (AR A)

definido por
A(f)((a,b) @ (¢, d)) = f((ac, bd))

y la counidad definida por
e(f) = f((1,1)).
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Si tomamos como base {e;, e2} de C = A* ala dual de la base {(1,0), (0,1)}, nos permitird
encontrar las constantes de estructura para A(e;) y A(ez). Recordemos que {e; ® €} jeq1,2} €s
una base de C' ® C' que tiene dimensién 4 como k-espacio vectorial, entonces

Aer) = Z az(;)ei ® e,
2

Aley) = Z ozg-)ei ® e,
(2]

pero evaluando cada miembro de estas ecuaciones en los elementos de la base de A® A y utilizando

la férmula (2.18)) antes citada, obtenemos que aﬁ) = 1y las demds constantes de estructura nulas.

Anélogamente para A(eq), encontramos que ag? = 1y todas las otras constantes nulas. Por lo

tanto concluimos que
A(61> =e; X e

Yy que
A(EQ) = €2 X €9

Ademas

e(er) = e1(1,1)
=e1(1,0) +€1(0,1)
=1

por ser {ey, ex} la base dual de {(1,0), (0,1)}.

Analogamente se puede ver que
eleg) =1

Generalizando, podemos escribir que

Proposicion 2.23. Si C' es una codlgebray g € C estal que g # 0y Ag = g ® g (en ese caso g
se llama un elemento de tipo grupo, o group-like), entonces necesariamente €(g) = 1

Para probar esta proposicion, utilicemos la counitariedad. Como el diagrama correspondiente
conmuta, tenemos que

(e®Id)A(g) =€e(g)g =g

Similarmente utilizando (Id ® €)A(g).
Entonces obtuvimos que

€(g9)g=g

Equivalentemente,
(e(9) =g =0
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Pero sabemos que ¢ es no nulo en el espacio vectorial C, por lo tanto es linealmente independiente,
conlo cual €(g) — 1 = 0, es decir e(g) = 1.

En (I2) el coproducto es
A(f)([pl @ [q]) = f([pd])

y la counidad es
e(f) = f([1])

Nuevamente tomamos como base de D a {u, X} a la base dual de {1, z} de k[z]/(x?), en esta
base, la comultiplicacién y la counidad estan dadas por

Alu) =u®u (13)
aqui hacemos una pequeiia observacion, si evaluamos A(u)(z ® x), obtenemos que
Au)(z @ z) = u(z?®) = u(0) =0,

lo que dice que la constante de estructura correspondiente al elemento X ® X de labase de D ® D
es nulo. Esta es una de las cuentas que se hacen para obtener (13).
Por otro lado
AX)=u X+ X®u

™M
o
>
N~—

I
S
=~
—_
N—

I
o

Generalizando,

Proposicion 2.24. Sea C una codlgebra, g y h dos elementos de tipo grupo (que podrian ser
iguales entre si). Si X € C es tal que AX = g X + X ® h entonces X se dird g-h-primitivo.
En tal caso, necesariamente €(X) = 0.

Hagamos su demostracion, por counitariedad tenemos que
(eRIDAX)=¢(g) @ X +e(X)®@h 2e(g)X +e(X)h = X.

Obtuvimos,
()X +e(X)h=X

pero como g es un elemento group-like, se tiene que €(g) = 1, por lo tanto

pero estamos asumiendo que h es no nulo, entonces es linealmente independiente, con lo cual
e(X) =0.
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2.4.3. Coalgebras de dimension 3

Teniamos 4 clases de isomorfismo de k-4lgebras de dimension 3:
Al =k xkxk, Ay=kxEk[x]/z? As=k[z]/2® Ay=Ty(k).

En consecuencia, existen 4 clases de isomorfismo de k-coalgebras de dimensién 3, que llamamos
C;:= A7, i=1,2,3,4. Tomando bases

1. {e1 =(1,0,0),e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1)} para Ay,

2. {e1 =1(1,0),e3 =(0,1), X = (0, )} para A,,

3. {1,z,2%} para As,

4. {ey,ez,a} para T.

Ahora calcularemos la formula de la comultiplicacién y la counidad, en bases duales, para C;
(i=1,2,3,4).
Andlogamente a lo hecho antes, para hallar las constantes de estructura que tienen que ver con
la comultiplicacion A evaluaremos en los elementos de la base de A; ® A;, ya que la imagen de A
estd contenida en A7 ® A7 = (A; ® A;)*. Obtenemos lo siguiente
Ale;) =e; ®e;
AX ) =es0 X" + X" ®e;
A1) =1"® 1"
Az =T"z " +2"® 1"
Ala") =e] ® o + a* ® €.

Para la counidad tenemos (necesariamente)

e(ej) =1
(X)) =0
(1) =1
e(z") =0

Observacion 2.25. Duales de objetos idempotentes suelen dar group-likes, y duales de objetos
nilpotentes suelen dar primitivos, si se toman bases adecuadas.
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Observacion 2.26. Podemos aqui introducir una notacion de utilidad para las codlgebras en gene-
ral, que es la “notacion de M. Sweedler”.
La comultiplicacion con esta notacidn se escribe como

Ac) = Z C1i @ Co4
i=1
para algin n natural y ¢;; € C'. Pero también se suele escribir (Sweedler)

Ale) =D ey ® ).
(©)

Esta notacién se debe a M. Sweedler. Mds tarde, se suprimi6 el simbolo (c¢) e incluso el simbolo
de sumatoria, utilizando la notacion

Ae) =1 ® ¢y

y la sumatoria queda sobre-entendida. Hacemos igualmente un llamado de atencion de que esto es
s6lamente una notacidn, en general, casi nunca la comultiplicacién de un elemento es un tensor
elemental.

Por ejemplo, para expresar la coasociatividad en esta notacion escribimos, por un lado

(Id X A)A(C) = (Id & A)(Cl ® CQ) = X A(Cg) = ® Co, & C2,,
por otro lado
(ARIA)A(c) = (A®Id)(c1 ® c3) = Alcy) ® g = ¢1, @ €1, @ Ca.

Los dos ultimos miembros de cada cadena de igualdades respectivamente, deben coincidir. La
notacion standard utilizada es

(A @Id)(A(c))

(Id ® A)(A(c)) =1 ® 2 ® cs.

Para la counitariedad, en esta notacién, nos quedaria que

Z e(er)es = Z cre(cg) = ¢

() ()
que la escribimos como
€(cr)ea = cre(eg) = ¢

2.5. Un par de ejemplos de coalgebras duales
2.5.1. Co-matrices

Proposicion 2.27. Sea C un k-espacio vectorial de dimension n? con base {tf }{i’jzl’_,_yn}, se
define A : C' — C ® C por

At =>"that]
k=1

24



ye:C — k por A A
€(t]) = 0.
Entonces (C, A, e) = (M, (k))* como codlgebras.
Demostracion. Para ver esto, basta ver que para la codlgebra (M, (k))* se tiene que

n

Ae]) =) ei@el
k=1
y que . .
e(e;) = 07,
pero esto es justo lo que se probd en el ejemplo visto anteriormente. [

2.5.2. El algebra de grupo y funciones sobre un grupo

Sean G grupo finito y k¢ considerado como algebra, (f1.f2)(g) = fi(g)f2(g), k© es codlgebra
identificando
kGXG ~ kG ® ]{]G

via (f1 ® f2)(g1,92) = f1(91) f2(g2) y comultiplicacién definida por
(Af)(z,y) = flzy)  (r,y€G),Af € k=@ k.

Ademais
e(f) = f(1)
asi, A : k% — k% @ k% resulta coasociativa y counitaria, y es morfismo de 4lgebras.Para ver
que A es coasociativa, debemos ver que el diagrama

kG A kC @ kG
A IRA
kG @ kG A8l G g |G @ |G

conmuta. Es decir debemos ver que
(I® A)Af) = (AR I)(Af) Vf € kC.

Notemos que (I @ A)(Af) € k¢ ® (kC @ k%) y que (AR I)(Af) € (kY ® k%) @ k. Entonces
para poder ver la igualdad podemos ver que dados f € k¢, z,y, z € G, se tiene que

I@A)Af)z@(y©z)=(ANAfN)(z@y) @ 2).
Esta igualdad que pedimos es en virtud de

TR (Y®z2)=(rRyY) ez,
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notemos ademds que dada f € k€,
Af=>Fof

para ciertas f;, f; € kC.
Entonces:

@A) Af)(z@(y©2)=TA))_ fiefi)ze(ye:2)
=D _fheAf)Ee(ye:2)
=> fHi@(Af) e 2)
= filx)f(y2),

A DAN(Eey ©z)=(Aa D) fi®fi)(zoy) ©2)
= _Afef)(zey) ®:2)
=Y (Af)z @) f5(2)
= filzy) fi(2)

Para probar la igualdad que muestra que A es coasociativa basta ver que

> F@) fiwz) =D filay) f(z
Esto es cierto, pues para cualquier par a,b € G vale
> fa) ) =D (i ® f;)(a,b)
= (Af)(a,b)
= f(ab)
y por lo tanto la igualdad anterior se traduce en
D h@) filyz) =) (i@ fi)(z,yz2)
= (Af)(z,yz)
= f(zyz)

= filzy) f;(2)

Ahora veamos que A es counitaria, para esto debemos considerar la transformacion lineal € :
k¢ — k y probar que el siguiente diagrama conmuta:

por otra parte:

G @ kG —2L Lo kG




En otras palabras debemos probar que:
(IeA=1= (e A,
en primera medida notemos que podemos escribir
Af=>faf
para ciertas f;, f; € k“; por lo tanto

IT@ogAf=I20)()_ fi®f)
= Z fi®e(f;)
= feelfy)
=> fifQ)

=,

si seguimos las definiciones del enunciado podemos observar que la igualdad

S L) =
es en virtud de
f(ab) = (Af)(a,b)
=) fi® fi)a,b)
= fila)f;(b)

paratodo a,b € G.
Por lo tanto la igualdad anterior se obtiene para b = 1 y a arbitrario.
De manera andloga se obtiene que:

(€@ DAf=(ea D fi®f;)
=Y ef) e f;
= ef)f;
=Y Hf=f

Veamos por dltimo que A es morfismo de dlgebras.
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Para ver esto debemos ver que los siguientes diagramas conmutan:
kG /{:G%(kﬂ ® /{:G) ® (/{:G ® /{:G)

MG grG

kG a kC @ kG

kG*%/{ZG@k’G

U
UkG »kG

k

Observacion 2.28. Aqui mycgic se puede definir como
Mmycere = (M@ m)(Id ® 7 ® Id)

donde
m(fi ® f2) = fi-fo

Id : k¢ — k% eslaidentidad y 7 : k% ® k¢ — k¢ ® k¢ es la aplicacion definida por

T(fi ® f2) = 2 ® fir.

Ademas:
wogre (V) = (u® u)p(N)
donde ¢ : £ — k ® k es la aplicacién definida por

o\ =A1®1)  (VAEk).

Para el diagrama (T4)),
Myoere (A @ A)(f @ h) = myegra (A(f) @ A(h))

= myeac (O Fi® £) @ (Y he @ hy))
= myeerc(Y_ fi @ f; @ he ® hy)
=(mem)ldereld) (Y f;® f;h o h)
= (mem)(Y_1d(f) @ 7(f; © hy) ® 1d(hs))

=(mem)(>_ fi®h @ f;&h,)
=> " m(fi ® hy) @ m(f; ® hy)
:Zf,-.hr®fj.hs
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Para ver que este diagrama conmuta necesitamos que

> fihe @ fihg = Am(f @ h)

Probemos la siguiente igualdad que usaremos en lo que sigue, veamos que

Proposicion 2.29.
A(f.h) =Af.Ah

donde la operacion Af.Ah es la operacion en k¢ @ k% como dlgebra.

Demostracion.
A(f-R)(z,y) = f.h(zy)
= f(zy)h(zy)
= (Af.Ah)(z,y).
Por lo tanto A(f.h) = Af.Ah. O

Veamos entonces las igualdades que completan la conmutatividad del diagrama (14,

Am(f @ h) = A(f.h)
= Af.AR

= (Z fi ® fj)-(z hy @ hs)
= fihy ® fh

Veamos ahora que el diagrama (15]) conmuta:
Au(N) = Mu(l) = AMu(l) @ u(1)),

por otro lado

Lo que prueba que este diagrama conmuta. De esta manera A : k¢ — k¢ ® k¢ resulta morfismo
de 4lgebras.
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2.6. Modulos y comédulos
Fijemos una k-algebra A.
Definicion 2.30. Dado un par (M, \) donde M es un espacio vectorial y
AN ARM — M
es una transformacion lineal, que denotamos
Ma®@m)=a-m

o simplemente a - m = am si el contexto es claro. Diremos que A : A® M — M es una estructura
de A-mddulo (a izquierda) en M si

a(a’m) = (ad)ym, Ya,a' € A,m € M

1am=m, Ym € M.
En términos diagramaticos, esto equivale a que los siguientes diagramas conmutan

m®Id n®Id

AA M2 Ao M koM Ao M
Id®A A A
A M —2 M

donde n : k — A es la transformacion lineal denominada unidad, que esta definida por n(1;) = 14.

Analogamente se define un A-mddulo a derecha, es decir los siguientes diagramas deben con-

mutar

Id®@m Id®n

M®A®RA M®A M®k M®A
a®ld « «
M®A 2 M

donde o : M ® A — M es una estructura de A-moédulo (a derecha) en M.

Definicion 2.31. Si M y N son dos A-médulos a izquierday f : M — N es una transformacion
k-lineal, diremos que f es un morfismo de A-médulos, o A-lineal, si f(am) = af(m) para todo a
en Ay men M. En términos diagramaticos, pediremos que el siguiente diagrama conmute

A MM o)\

def f

AN

AQN N

Denotamos Hom 4 (M, N) al conjunto de los morfismos A-lineales de M en N.
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Fijada una k-coalgebra C, se definen los comddulos de la siguiente forma:

Definicion 2.32. Un C'-comddulo a izquierda es un par (M, \) donde M es un espacio vectorial y
A: M — C ® M es una transformacion lineal tal que los siguientes diagramas conmutan

M A CoM M A0 M
A ARId e®Id
CoM-—_cewceM ke M

Definicion 2.33. Un C-comddulo a derecha es un par (M, p) donde M es un espacio vectorial y
p: M — M ® C es una transformacién lineal tal que los siguientes diagramas conmutan

M P M®C M P M&C
P Id®A Id®e
Moo MeCceC Mk

Observacion 2.34. (Notacion tipo Sweedler) Podemos escribir A(m) € C' ® M como una com-
binacion lineal de elementos de C' tensor elementos de M, similarmente para p(m) € M ® C' si
M es comddulo a derecha. De manera andloga a la notacién de Sweedler para la comultiplicacidn,
escribiremos,

)\(m) = m(-1) & m(0) cC® M,

p(m) = m() ® may € M ® C,

donde m; € C para todo i # 0, m(y) € M, sobre-entendiendo un simbolo de sumatoria.
El primer diagrama de la definicién de C'-comddulo a izquierda nos decia que

(A ®@Id)A(m) = (Id @ A\)A(m)
En notacién typo Sweedler queda que
(A @ Td)(m1) ©m) = (Id @A) (m1) © m))

entonces

M(-1)_, @ M(-1)_,) @ M0) = My-1) & M(0) _,) & M0,

(-2) (-1

Esto permite introducir la notacién
(A @Id)A(m) = (Id @ A)A(m) = m_g) @ m_1) @ m(g).
Para el segundo diagrama de esta misma definicién queda
e(m—1y)m) = m.

Todo esto de manera andloga se puede hacer para C'-comddulos a derecha.
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El siguiente lema (debe compararse con el Lema [2.15)nos ayudard a comprender la relacién
entre los comddulos y las acciones de grupo para el caso de grupos finitos y conjuntos finitos:

Lema 2.35. Sean X e Y dos conjuntos finitos y consideramos los anillos k* = {f : X — k}y
kY = {f:Y — k} con suma y producto punto a punto.

» Si¢: X — Y esunafuncién (arbitraria), entonces ¢* : k¥ — kX dada por ¢*(f) = fo ¢
es un morfismo de algebras unitarias.

w Si® : kY — k¥ es un morfismo de dlgebras unitarias, entonces existe ¢ : X — Y una
funcion entre los conjuntos tal que ® = ¢*.

Ejemplo 2.36. Sean G un grupo finito, X un conjunto finito con la identificacién k&*X = k¢ @ kX
via,dados f € k¢ h e kX, g€ G,z € X,

(f@h)(g,7) = f(g)h(z) (16)

ademds consideremos a k¢ como codlgebra, como lo hemos visto antes (subseccién [2.5.2).

a) Dada una accién G x X — X, entonces la aplicacién \ : kX — k¢ @ kX = p&xX
proveniente de la accion G x X — X, que ya sabemos que es un morfismo de dlgebras,
también es una estructura de k“-comédulo.

b) Supongamos ahora que \ : k¥ — k¢ ® k¥ es una estructura de comédulo (counitario) y
que ademds es un morfismo de dlgebras. Entonces, existe una acciéon G x X — X que le
corresponde a esa estrucura de comddulo.

Demostracion. a) Asumimos dada una accion G x X — X, (g,x) — g - x. Recordamos que
A kX = kY @ kY =2 k9% estd definida via

Af)gz) = flg - z).
Por ejemplo si f = §,, la funcién que vale 1 en x y ceroen X \ {z},

1 sig-y==
A(éx)(gvy> = 536(9 ) y) - { 0 o?rog{:aso

O sea, si g es arbitrario, i debe ser g~! - x para que no dé cero. Por lo tanto

Aba) = 8, ® Gg-1s

geG

Para una f : X — k arbitraria podemos escribir f = > _. f(x)d,, y extender por linealidad la
férmula anterior, y asi dar sentido a la notacién

)\(f) = ffl ®fo € k’G®]€X
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Veremos que el formato de las siguientes cuentas son similares a la demostracion hecha de que
kS es codlgebra, si bien ahora estamos demostrando que EX es un k¢-comédulo. Para ver esto,
tenemos que probar que los siguientes diagramas conmutan

kX A kG @ kX (17)

A ARId

kG @ kX MO 16 o kG @ kX

k.X

<G ® kX (18)

E® kX

e®Id

Veamos el diagrama (T7), sea h € kX, por un lado

((A ® Id)A(h)) (g@g) @)= ((A ®Id)(h_1® ho)> (9®d) @)
= (A(h-1) @ ho)((9® ¢') ® )
= A(h-1)(g ® g')ho(x)
= h_1(99")ho()
= A(h)(99' ® )
= h((g9) - x)

por el otro

((Id®>\)>\(h)>(g® (Id ® \)( 1®h0)>( ® (¢ ®2))

= (
(h-1©Alho) ) (9 (9 @)
h_
h_
A
h

1(9)A(ho) (¢’ ® )
1(9)ho(g" - )
(h)(g®g $ )

(9- (g -2)).

es decir, la coasociatividad de A se sigue de la asociatividad de la accién. Ahora veamos que el
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diagrama (T8]) conmuta, sea h € kX

(e @ I)A(R)(z) = (e ® 1) (h_y ® ho)(x)

o0 sea, la counitariedad de A se sigue de la unitariedad de la accién.

b) Dada una coaccién \ : k¥ — k¢ ® kX = k“*X que asumimos counitaria, coasociativa y
morfismo de dlgebras, podemos hacer uso del lema[2.33] para este caso el mismo afirma que existe
¢ : G x X — X una funcioén tal que A = ¢*. De esta manera podemos definir una accion de GG
sobre X dada por,

g-x:=¢(g, 7).

Veamos que efectivamente con esta definicion se cumplen los axiomas de accién. En términos
de ¢ tenemos que ver que, dados g,¢' € G,z € X

o(g9',2) = &(g,0(g', 2))

yque
¢(lg,x) = .

Probar estas igualdades es equivalente a probar que

f(@(gd' ) = f(o(g,0(d', 7))

y que
f(¢(le, x)) = f(z)

para toda f € k. Esto es pues, tenemos que X es un conjunto finito de manera que podemos
escribir que X = {xy,...,x,} y podemos considerar las funciones ¢; : X — k, dadas por
di(x) = 1 si z = x;, en caso contrario J;(xz) = 0. Entonces si tenemos que, dado = € X

flo)=f@)  Vfek®
suponiendo que x = x; y que 2’ = x5, podemos tomar f = J;, entonces se debe cumplir que

d;j(x;) = 0;(xy)

34



pero entonces 1 = d,(xy), lo cual dice que z;, = ;. Con esto ya establecido probemos lo dicho
anteriormente. Sea f € k¥,

f(olgg' x)) = ¢* ()99 7)
m@ z)
f-1(g9') fo(x)
= f_l(g) (fo)(g', )
= [-1(9)fo(e(g', 7))
= (f-1® fo)(g,8(d,
= A(f)(g,¢(g', 7))
= f(é(g, (¢, 2)))-
Ahora probemos la unitariedad. Esto serd un resultado inmediato de la counitariedad de A, quere-
mos ver que f(¢(lg,z)) = f(z). Recordando la hecho en el item a), nos queda que

f(o(lg, x)) = A(f)(le, ©)

= f(x) por counitariedad.

por coasociatividad de A

z))

]

Ejemplo 2.37. Sea G un grupoy C' = k[G] con la comultiplicacién definida en labase A(g) = g®g
paratodo g € GG. Si M es un k-espacio vectorial, entonces el dato de una estructura de C'-comédulo
equivale al dato de una descomposicién de M en suma directa indexada por los elementos de G:

M = @QGGMQ

Demostracion. Si se tiene el dato de esa descomposicion, entonces para cada m € M se puede
escribir de manera Unica
m = E my

con cada m, € Mg, y la suma anterior tiene soporte finito. De esta manera estd bien definida la
aplicacion
A M= kGl M

:Zg@)mg.

Esta flecha resulta una estructura de comédulo coasociativo y counitario pues los siguientes dia-
gramas conmutan

dada por

M A kGl @ M M A kG o M
A A®Id e®Id
K[G] @ M —%2 k[G] & k[G] @ M ke M
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pues, dado m € M,

(A@Id)A(m) = (A@1d)(>_ g m,)

geG

= (g®g®my)

geG

y esto es igual a (Id ® A\)A(m), puesto que m, € M,y A(m,) = g ® m,. Por otro lado, si
A M = k[G] @ M = ®yeckg @ M, paracadam € M, \(m) € G,eqhkg ® M. Escribimos

A(m)ng@mg

geG

donde m, € M,y sabemos que esta suma tiene soporte finito. De la coasociatividad, tenemos que

(Id@ MA(m) = (Id @A) g @m,)

geG

= Zg®(zh®(mg)h)

geG heG

= (g@h® (my))

g,heG

debe coincidir con

(A@Id)A(m) = (A@1d)(>_ g m,)

geG

:Zg®g®mg

geG

y por lo tanto (my), = 0si g # hy (my), = m,. De estas igualdades tenemos que, para cada
g € G, laaplicacion M — M definida por m — mg es un proyector, y que son ortogonales entre
si. Ademads, de la counitariedad tenemos que

m = (e 1Am) = 3 elg)m,

geG

~Ym,

geG
Lo que muestra que M = ®,ceM, donde M, es la imagen de la aplicacion m > my,. [

Definicion 2.38. Si M y N son dos C'-comédulos a derechay f : M — N es una transformacién
k-lineal, diremos que f es un morfismo de C'-comddulos, o C'-colineal, si el siguiente diagrama
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conmuta
M PM M ® C

f feld

Denotaremos HomC(M , V) al conjunto de los morfismos de comédulos de M en N.

Teorema 2.39. Sea C una codlgebra, M un C-comddulo a derecha, y consideremos A = C*.
Entonces, para ¢ € A = C*, la aplicacion

dRm— ¢-m:= p(my)mg

(donde p(m) = my @ my) define una estructura de A-mddulo a izquierda en M. Mds aiin, con
esta estructura de A-mddulo, resulta

Hom®(M, N) = Homg- (M, N)
Demostracion. Veamos que la accion es asociativa, es decir

¢ (¢-m) = (¢px1)-m.

Por un lado
¢ (¥-m)=¢-(¢Y(mi)mo)
- ¢(m0(1)>(¢<m1)m0(0))
= ¢(moy,, ) (ma)mo, (19)
donde

;0(1#(7711)7”0) = ¢(m1)p(m0) = (¢(m1)mo(0)) ® Moy,
(px ) -m = ((px1p)(m1))mq
= ¢(m1(1))w(m1(2))m0 (20)

y hemos denotado A(my) = my,; ® my, . Para probar asociatividad debemos ver que (19) y (20)
coinciden, pero esto ocurrira gracias a la coasociatividad del C-comédulo M, es decir,

(p @ 1d)p(m) = (Id ® A)p(m)

lo que lleva a
Moy © Moy @M1 = Mo & My @ M.
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Pero si tomamos la aplicacion F(m® c® ') = ¢(c)(d)m (param € M, ¢, € C), las expresio-
nes en i y (20) se las puedep ver como F evaluada en mg, ®@mq,, @M1y enmo&@my, @my,
respectivamente, con cual se tiene que

)

¢(m0(1> )¢(m1>m0(o) = ¢(m1(1) )w(ml(z) )mo.

De esta manera queda probado que la accion del enunciado es asociativa.
Ahora veamos que 1o« - m = m. Observemos que 1¢+ := € donde € es la counidad de la
coalgebra C, ya que

(ex@)(c) = e(cy)dlc)
= ¢(e(cy)er)

donde A(c) = c1) ® ¢(). Pero utilizando la counitariedad de C' sabemos que €(c(1))c(2) = ¢, luego

(exd)(c) = o(c).

Como ¢ € C es arbitrario tenemos que € x » = ¢. Andlogamente se puede ver que ¢ * € = ¢. Ahora
si veamos 1o« - m = m, tenemos
lox - m = e(my)my

donde p(m) = mg ® m,. Pero el axioma de counitariedad del C-comédulo M dice
e(my)mg = m.

Es decir,
10* M =m.

Por lo tanto concluimos que M es un A-mdédulo a izquierda. Veamos ahora que
Hom®(M, N) = Homg- (M, N)

Empecemos tomando f € Hom®(M, N), queremos ver que f es morfismo de C*-médulos a
izquierda, es decir que el diagrama

QM- M

ld®f f

AN

C*®@ N N

conmuta, o sea que, dadom € My ¢ € C*,sin = f(m),

P(n1)no = ¢(my) f(mo) (21
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donde py(f(m)) = ng®ny y par(m) = mo®m;. Por hipdtesis, tenemos que el siguiente diagrama
conmuta

! feld

0 sea,
no ®@ny = f(my) ® my. (22)

Si construimos la aplicacién ji, : N ® C' — N definida por

po(n @ c) = ¢(c)n,

vemos que si aplicamos /i, a cada miembro de la igualdad se obtiene la igualdad como
queriamos ver. Reciprocamente sea f € Homes (M, N), queremos ver que

Un X ny = f(mo) X my,

por hipdétesis tenemos que
¢(n1)no = ¢(m1)f(m0) (23)
para todo ¢ € C*, si consideramos {¢; };c; una base de C', podemos escribir

no®n1:Zni®ci

i€l
f(mo) @ my = Zn; ® ¢,
el
ademds podemos considerar la base dual, es decir tomamos ¢ = ¢/, la funcional lineal de C* que

vale 1 en ¢; y cero en el resto de la base, y esto para j € [ arbitrario. Similarmente a la primera
parte de la demostracion, para cada ¢ € C* arbitraria consideremos la aplicacion d, dada por

5¢(Z n; @ c;) = Z P(ci)n;

iel icl
con lo cual

dg(no @n1) = ¢(n1)ng

d0g(f(mo) @ my) = ¢(my) f(mo)
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ya que si escribimos n; = ), Aic;, entonces

5¢<TL0 & nl) = 5¢(n0 & Z )\101)

i€l

= (5¢(Z ng & /\102)
= 5¢(Z Aing ® ¢;)

el
= Z ¢(ci) Aing
i€l
= () o)
icl
= ¢(Z Aici)ng
iel
= (b(nl)n(h
andlogamente se puede ver que d,(f(mo) ® m1) = ¢(my)f(mg). Si tomamos ¢ = ¢/ con j € I
arbitario, tenemos por un lado,

por otro lado,

I
™
s

i)
5

=N

pero por la igualdad (23)) llegamos a que n; = n’; con j arbitrario, se sigue que

n0®n1:Zni®ci:Zn;®ci=f(mo)®m1-

i€l el

Como siempre, en dimension finita se puede hacer una construccién reciproca:

40



Teorema 2.40. Sea A un dlgebra de dimension finita, fijemos una base B = {a,...,a,}. Con-
sideremos la codlgebra C := A* con la base dual B* = {a',... a"}. Si M es un A-médulo a

derecha, entonces la aplicacion
M—-MeC

dada por
mHZai-m@)ai

i=1
define una estructura de C-comodulo a derecha en M. Mds aiin, si identificamos A = A = C*,
partiendo de la estructura de C-comddulo a derecha anterior, la estructura de C*-mddulo que da
el teorema anterior recupera la estructura de A-médulo original.

Ejemplo 2.41. Si G es grupo finito, entonces un £“-comédulo = espacio vectorial con una accién
de G, pues k“-comodulo es lo mismo que (k“)*-médulo = k[G]-médulo.

2.7. Bialgebras y producto tensorial de modulos y comédulos

Observacion 2.42. Si A'y B son dos k-algebras, entonces A @ B es naturalmente una k-algebra
unitaria definiendo
(a®b)-(d @) :=ad @ by

y la unidad resulta ser 1 4 ® 15.
Anélogamente, si C'y D son dos k-codlgebras, entonces C' ® D es una k-codlgebra definiendo

Acegp = (Id®@ 7@ 1d)(Ac ® Ap)

donde 7 : C ® D — D ® C es el isomorfismo dado por 7(¢ ® d) = d ® c. En elementos y en
notacion de Sweedler,
si A(c) = ¢ ® co y si A(d) = dy ® dy, entonces

Acep(c®d) = (c1 @ dy) @ (ca @ dy).
Ademds, resulta counitaria: ecgp = €c ® €p. En tensores elementales: e(c ® d) = ec(c)ep(d).

Definicion 2.43. Una bidlgebra sobre k es un espacio vectorial H tal que se cumplen las siguientes
condiciones,

= [ es algebra
= [ es codlgebra
» At H—- H® Hye: H — ksonmorfismos de dlgebras.

Como axioma, o propiedad, que se le pide a una bidlgebra, es que la comultiplicacion

A : H — H ® H sea morfismo de algebras. Uno se podria preguntar porqué no considerar a la
multiplicaciéon m : H ® H — H como aplicacion entre codlgebras y pedir que sea morfismo de
codlgebras. La definicion de bidlgebra es simétrica en el siguiente sentido:
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Teorema 2.44. Sea H un espacio vectorial. Consideremos m : H ® H — H, donde m es asocia-
tivay A : H— H ® H, siendo ésta coasociativa. Son equivalentes:

= m es morfismo de codlgebras.

= A es morfismo de dlgebras.

Demostracion. Primero veamos unas definiciones.
Sean (A, ma,ua), (B, mp,up) k-dlgebras. Una aplicacion k-lineal f : A — B es morfismo de
algebras si los siguientes diagramas conmutan:

AoA—1% _peB AL B
uAT /
my mp uB
k

A f B

Sean ahora (C, A¢, €c), (D, Ap,ep) k-codlgebras. Una aplicacion k-lineal g : C' — D es un
morfismo de codlgebras si los siguientes diagramas conmutan:

C J D DLk
QT /
Ac Ap €c
C

ColC—"_.pDeD

Vamos a ver primero que m es morfismo de codlgebras. Aplicando las definiciones anteriores
queremos ver que los siguientes digramas conmutan:

H®H = H (24)

AgoH A

(HoH)® (Ho H) —"~ H®H

H € k 25)
o
HQ H

Para ver que estos diagramas conmutan usaremos la hipétesis de que A es un morfismo de dlgebras,
esto implica que el siguiente diagrama conmuta:

ARA

H®H (HRH)® (H® H) (26)
m MH®H
H A HeH
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Veamos que el diagrama conmuta.
Hagamos primero una observacion respecto a este diagrama: tenemos la aplicacion Ay gy y se
la puede definir por
Apen = (Id@7®1d)(A® A)

donde Id : H — H eslaidentidady 7 : H ® H — H ® H es la aplicacién definida por
7(a ® b) = b ® a, entonces

(m ®m)Aper(a®b) = (m®m)(Id® 7o Id)(A(a) ® Ab))

=mem)(IdereId)((}_ a®a)® (Y b b))
(Id ® 7 ® Id) Za1®a2®b1®bg)

= (m@m)()_Id(a) @ T(a ® by) ® 1d(by))

= (m®m (Za1®b1®a2®b2)

= m(a1 @ b)) @ m(az @ by)

= Zalbl &® a2b2.

Por otro lado, también en el diagrama (24)) tenemos: Am(a®b) = A(ab), es decir tenemos que ver
que > arb; ® asby = A(ab). Pero para esto recurrimos al diagrama (26)), sabiendo por hipétesis
que éste conmuta. Notemos que, andlogamente a lo hecho antes, podemos definir

( )

( )
= (m@m)
( )

)

mpyey = (Mm@m)(Id® 7 ®1d).
Ast, por el diagrama (26))

Mmuen(A® A)(a®b) =mueu(Aa) @ A(b))
= mpen(} a1 ®a® Y b @ b)
— mH@H(Z a1 ® ag ® by @ by)
=(mem)(l®reId) Za1®a2®b1®62)
=(mem)()_Id(a) @ 7(a ® b) @ 1d(by))
— (m®m)(za1®b1®a2®b2)
= m(a ®by) @ m(az @ by)

= Z a1by ® agby
= A(ab).
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Por lo tanto el diagrama conmuta. Ahora lo veremos para el diagrama (23)), observemos que
eron = ¢(e®e¢),donde ¢! : k — k @ k es la aplicacién definida por ¢~ 1(\) = A(1®@ 1)V € k.
Veamos que el digrama conmuta,

em(a®b) = e(ab),

por otra parte

enpr(a®b) = ¢le®e)(a®b)
= ¢(e(a) @ €(b)
— c@)eb)oli @ 1)
= ¢e(a)e(b).

~—

Entonces resulta que el diagrama (25]) conmuta ya que € : H — k es morfismo de dlgebras, es
decir se tiene que €(ab) = €(a)e(b).

Ahora veamos la otra implicacién. Tenemos que probar que A : H — H ® H es morfismo
de algebras teniendo como hipétesis que m : H ® H — H es morfismo de codlgebras. Es decir
debemos probar que los siguientes diagramas conmutan:

HeH-"**- (HoH)® (H® H)
m MHRH
H = HeH
y el diagrama
H—5H®H
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Para el primer diagrama,
Mmuga(A @ A)(a®b) = musn(Ala) @ A(D))

=muen(Y a1 @a;® Y by ®by)
=muen(Y a1 ®a; ®b; @ by)
= (m®m)(1d®7®1d)(2a1 ® as ® by ® by)
=(mem)()_Id(a) @ 7(a ® b) @ 1d(hy))
= (motm)(D>_ a1 ®b; @ ay ® by)
= m(a; @ b)) @ m(az @ by)
= a1hy ® azby.

Para que este diagrama conmute tiene que ocurrir que Y a;b; ® agby = A(ab), pero esto es
justamente lo que nos dice el diagrama (24]), que ahora conmuta por hipétesis. Esto ademds muestra
la equivalencia entre ambos diagramas.

Veamos por dltimo que el segundo diagrama conmuta, aqui observemos que
uger(k) = (u@u)p~L(k), por lo tanto: Au(k) = kAu(1) = k(u(1) @ u(1)) y por otro lado

unen (k) = (u@u)o~ (k)
=u®u)(k(l®1))
= k(u(l) ® u(1)).

Asi hemos probado que A es morfismo de dlgebras. 0

2.7.1. Producto tensorial de modulos

Si B es una bialgebra, M y N dos B-modulos, entonces M ® N es un B-moddulo via
b-(m®n) :b(l) -m®b(2) ‘n

paratodo b € B,m € M,n € N.Podemos escribir esta férmula en términos de morfismos, si
o BM — M, ¢on : B® N — N son acciones de B sobre MyN respectivamente, entonces
la accion de B sobre M ® N esta dado por

Pman = (b @ én) o (Id ® 7pp @ 1d) o (A ®1d ® 1d)
Ejemplo 2.45. Sea GG un grupo, entonces H = k[G] es una bidlgebra definiendo

Alg)=g®g

y extendiendo por k-linealidad. Si V' y W son dos G-mddulos, entonces V' ® W es naturalmente
un G-mdédulo, y la estructura standard (anterior) esta dada por

g-v@w)=g-v®g-w,

por lo tanto, esta estructura se la suele denominar la estructura diagonal.
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2.7.2. Producto tensorial de comodulos

Si B es una bialgebra, M yN dos B-comoddulos, entonces M & N es un B-comddulo via:
sipyy : M — M ® B,py : N —- N ® B son coacciones de cada B-comddulo M, N respecti-
vamente. Consideramos la transformacién lineal

puen = (Id®@m) o (Id® 75y ®1d) o (pm ® pn)
la cual funciona como coaccidn, haciendo de M ® N un B-comoédulo. En notacidén de Sweedler,
p(m@mn) =my® ng @ ming

paratodom € M,n € N.

Ejemplo 2.46. Sea H = k|G|, entonces la nocién de k[G]-comddulo es lo mismo que una G-
graduacion (ver Ejemplo 2.37). Si M y N son dos k[G]-comédulos, M = @gecM, y N =
Bgec Ny, entonces M ® N es (con la definicion anterior) naturalmente un k[G]-comddulo, y la
G-graduacion correspondiente es

M@ N =P (M @ N),

geG

donde
(M ® N), @M ® N,.

Y=g

Demostracion. En efecto, si m € M, tiene grado x y n € N, tiene grado y, entonces
p(m) =z @m, p(n) =y @n,
luego la coestructura en m ® n es
plm@n) =zy@men

y por lo tanto m ® n tiene grado zy. 0
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3. Algebras de Hopf: endomorfismos y automorfismos

3.1. La antipoda

Definicion 3.1. Si H es una bidlgebra, diremos que es un dlgebra de Hopf si existe S : H — H
una transformacion lineal tal que

S(hl)hz - €(h>1H = h15<h2>
paratodo h € H,donde A(h) = hy ® hy. Unatal S : H — H se denominard una antipoda.

Ejemplo 3.2. Si G es un grupo 'y H = k[G], entonces S(g) = ¢g~! es una antipoda y por lo tanto
k[G] es Hopf.

Lema 3.3. Si H es Hopf, entonces la antipoda S es tinica. Ademds verifica

S(hk) = S(k)S(h), Vh,k € H

AoS=(S®S)oToA
donde T: H® H — H ® H, estd definida por T(h ® k) = k ® h. Es decir,
S(h); ® S(h)y = S(he) ® S(hy).

Demostracion. Para probar la unicidad, consideramos a .S como elemento de Homy (H, H). Como
H es bialgebra, entonces es tanto algebra como codlgebra y por lo tanto Homy(H, H) tiene un
producto (asociativo) de convolucién asociado. Recordamos que estd definido por

(f xg)(h) = f(h1)g(ha).

El elemento neutro de la convolucion para Hom,(C, A) donde A es algebra y C' es codlgebra
consiste del elemento (¢ — €(c)14). En nuestro caso, A = C' = H, y el axioma de antipoda

S(hl)hg - €(h>1H - h15<h2>
se interpreta en términos de convolucién como
Sxldy =1, =1dyg % S,

es decir, S es el inverso para la convolucién de la transformacioén lineal Idy : H — H. Por lo tanto,
si una bidlgebra B es tal que Idg € Homy (B, B) admite inverso para el producto de convolucion,
entonces el inverso es Unico.

Por otra parte consideremos los maps «, f € Hom(H ® H, H) definidos por

alh®@k) = S(k)S(h)y B(h®k) = S(hk). Aqui (Hom(H® H, H), *, €ggm1y) es un monoide
con unidad a través del producto de convolucion . Veamos que

B*m = e€geogly =m*a,
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es decir que tanto 5 como « son inversos de m en el monoide Hom(H ® H, H), por lo tanto debe

ocurrir que 3 = «. Sean h, k € H, entonces

(Bxm)(h @ k) = B(h1 ® ki)m(hs ® k)
- S(hlkl)hzkg

donde Agep(h ® k) = (hy ® k1) ® (he ® ky). Como A es morfismo de dlgebras, de
A(hk) = A(h)A(k) se obtiene que

(hk)1 @ (hk)y = hik ® hoks.
Ademads como ¢ también es morfismo de dlgebras se obtiene que

e(hk) = e(h)e(k) = eggr(h @ k).

27)

Por otro lado si consideramos la aplicacion ¢ : H ® H — H, definida por ¢(h ® k) = S(h)ky

aplicamos la misma a cada miembro de (27)), obtenemos que
S((hk)1)(hk)s = S(hiky)haka,
por lo tanto por todo lo anterior podemos escribir que

(Bxm)(h® k) = S((hk)1)(hk)2
= enon(h @ k)ly

con lo cual
ﬁ *m = 6H®H1H-

Ahora veamos que m x o« = eggnly,

(m*a)(h®k)=m(h) @ ki)a(hy ® ks)
— hik1S (ko) S (hy)
= hye(k)15S(ha)
= h1S(ho)e(k)1y
=e(h)lye(k)ly
=e(h)e(k)1ly
= engu(h @ k)ly

(28)

(29)

donde para obtener (28) utilizamos la condicién de antipoda en £ y para obtener (29)) utilizamos la

condicién de antipoda en h.

Para probar la ultima igualdad del lema, se procede de manera similar a lo anterior, en este
caso consideremos el monoide con unidad (Hom(H, H ® H), *, €l gy ) donde nuevamente  es
el producto convolucién. Probaremos que en este monoide A o S es inverso a izquierda de A y que
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(S ® S) o7 oA esinverso a derecha de A, con lo cual resultaran iguales. Para esto consideremos
a:=(9®S)oroAyf:=Ao0S.Comencemos por f+x A, seah € H,

Bx A(h) = B(h1)A(h2)
(AOS)UM)A( 2)
A(S(h1))A(h2)
A(S(h1)ha)
A(e(h)1n)
e(h)A(1y)
=¢e(h)lggn

por lo tanto 5 * A = €l ygy. Ahora veamos A x v con h € H:

Axa(h) = Ah)alhs)
= A(h)((S® 8) 070 Alhy))
= A(h1)(S(ha) @ S(h3))
= (h1 ® hs)(S(hs) @ S(hs))
= h1S(hg) @ haS(h3)
= h1S(hs3) ® €(ha)1py por definicién de antipoda
= hye(h2)S(hs) ® 1y
= h1S(e(ha)hs) ® 1y por linealidad

= h1S(hy) ® 1y por counitariedad

= (e(h)ly) ® 1y por definicién de antipoda
=eh)ly ® 1y

=¢e(h)lggn.

O

Observacion 3.4. Si H es un dlgebra de Hopf de dimension finita, entonces la bidlgebra H* es
Hopf con antipoda Sy = (Sy)*.

Ejemplo 3.5. G finito, H = k es Hopf con S(f)(g) = f(g7}).

3.2. Elementos de tipo grupo

Definicion 3.6. Sea H una codlgebra, definimos G(H) := {0 # h € H : A(h) = h® h}. Se
denominan los elementos de tipo grupo en H (group-like elements).

Proposicion 3.7. Si H es una bidlgebra entonces G(H) es un semigrupo (con la multiplicacion
de H). Si ademds H es Hopf, entonces G(H) es un grupo: si g € G(H) entonces S(g) € G(H) y

g =5(9)-
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Demostracion. Dados g, h € G(H) queremos ver que gh € G(H), pero como H es bidlgebra se
tiene que A : H — H ® H es morfismo de dlgebras, con cual obtenemos que

A(gh) = A(g)A(h) = (g ® g)(h ® h) = (gh) ® (gh)

de esta manera hemos probado que gh € GG(H). La propiedad asociativa entre elementos

g1, g2, g3 € G(H) se verifica trivialmente ya que H es un dlgebra. Ademds tomamos

le(ay = 1u como elemento neutro de G(H ), se verifica que A(ly) = 1y ® 1y ya que al ser
H una bidlgebra se tiene que A es morfismo de algebras unitarias. De esta manera se verificd que
G(H) es un semigrupo.

Veamos ahora que, si g € G(H), entonces S(g) € G(H). Para eso utilizaremos el Lema[3.3|que
nos dice que S es un “anti”’-morfismo:

S(h)1 @ S(h)z = A(S(h)) = S(ha) @ S(ha).
En el caso particular A(g) = g ® g, esta formula implica S(G(H)) C G(H), y como ademas

S(9)g = e(9)lu = g5(9)
entonces necesariamente g € G/(H) es inversible. ]

Observacion 3.8. Si H = k[M] donde M es un semigrupo (i.e. un monoide asociativo con neutro),
el Lema nos asegura que G(k[M]) = M.

Corolario 3.9. Sea M un semigrupo y H = k[M] el dlgebra de semigrupo con la estructura de
bidlgebra dada por A(g) = g ® g para todo g € M. Entonces la bidlgebra H es Hopf (i.e. admite
una antipoda) si y solo si M es grupo, es decir, si 'y sélo si todo elemento de M tiene un inverso
(en M).

3.3. Primitivos

Ejemplo 3.10. Sea V' un espacio vectorial y H = S(V') el dlgebra simétrica en V. Entonces el
tinico morfismo de édlgebras A : S(V) — S(V) ® S(V') determinado por

Av)=1®1+1®v

es una estructura de bidlgebra en S(V') que de hecho es de Hopf, con antipoda el tinico morfismo
de élgebras que verifica S(v) = —v.

Ejemplo 3.11. Si H = k& kg ® kx & kg el espacio vectorial de dimensién 4 con base 1, g, x, g,
con estructura de dlgebra dada por

H={g,z}/{2* =0,¢° = 1,97 = —xg}

y comultiplicacién determinada por
Alg) =g®yg
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Alz)=1®g+10x

es un algebra de Hopf con antipoda

S(9) =y
S(z) = gx.
Ademids ¢(g) = 1y e(z) = 0.
Para probar esto debemos ver que
SxId=Id*S =uoce, (30)

donde u : £ — H es la transformacién lineal unidad correspondiente al dlgebra H. Para probar
estas igualdades bastard verlo en cada elemento de la base 1, g, x, gx. Empecemos por el elemento
1.

SxId(1)=mo(S®Id) o A(l)=S(1)1 =1

pero también ocurre
Id*S(1) =1,

ademas
uoe(l) =u(ly) =1,

con lo cual se verifican las igualdades (30). Ahora para el elemento g,

S*1d(g) = gy

por otra parte
Idx S(g) = gy

uoe(g) =u(ly) =1,

pero por definicién de H, se tiene que gg = 1, con lo cual las igualdades (30)) se verifican para este
elemento. Para ,

SxId(z) =mo(S®Id)(z®g+1®x)
— m(gz @ g) +m(1®2)
=grg+x
= —xgg+x
=—x+x=0

[d*S(z) =2g+gx=0

pero también



asi, las igualdades ya citadas se cumplen para z. Por ultimo vamos a verlo para el elemento gz,

S*Id(gx) mo (S ®Id)(Agz))

o (S®@Id)(A(g)A(x))
=mo(S®Id)((9®g)(zr@g+1x 1))
=mo (S®Id)(gr ®gg+ g gr)
=m(S(x)S(g9) ® gg) + m(g ® gz)
=m(grg ® gg) +m(g ® g)

= grg99 + gg9x

= —1g999 + g9

=—x+x

=0.

5

Analogamente se puede ver que
Id x S(gz) = 0.

Por otro lado

uoe(gr) = u(e(g)e(z)) = u(0) =0,
de esta manera se cumplen las igualdades anteriores. Hemos probado que S definida mas arriba es
una antipoda para H.
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4. Bialgebras universales: semigrupos cuanticos

4.1. Construcciones universales
4.1.1. Caso conmutativo: la bialgebra S(C')

Sea C' una codlgebra de dimension finita, supongamos que tiene una base x1,...,Z,, y en esa
base la comultiplicacién estd dada por Ac(z;) = >, , cF'x) ® x;. Se considera

S=S(C) = kl[z1,...,z,)

el anillo de polinomios en las variables x; ..., z,. Se define A como el inico morfismo de k-
algebras S — S ®; S = k[{z; ® x,}; j=1..n] determinado por

A(z;) = Z My @r, € S®S.
el

Entonces S es una bidlgebra coasociativa (conmutativa como dlgebra). Si C' es counitaria, entonces
S también lo es.

Demostracion. Empecemos con un Lema.

Lema 4.1. Sea A un dlgebray V- C A un subespacio que genera a A como dlgebra. Sea
A: A — A® A un morfismo de dlgebras. Entonces A es coasociativa si'y solo si Aly lo es.
Es decir, si el siguiente diagrama conmuta,

1% 2V AgA
Aly A®id
AR A" A0 A A.

Demostracion. Si A es coasociativa se cumple trivialmente que Al también lo es. Veamos la
vuelta, sea a € A, tenemos que ver que (A ®Id)A(a) = (Id® A)A(a). Como V' es un subespacio
que genera A como dlgebra se tiene que

para ciertos \;, ;. € k,v;,...,v;, € V.Por linealidad basta ver que
(A @Id)A(viy -+ v;,) = (Id @ A)A(vy, - - - v;,). Entonces:

(A@ID)A(v;, -+ v;,,) = (AR IA)(Aly(vi,) - - - Alv(vi,)) A es morfismo de dlgebras
= (ARId)(Alv(vyy)) - (ARId)(Aly(v;,)) A ® Id es morfismo de dlgebras
= (Id® A)(Aly(viy)) -+ - (Id ® A)(Aly(v;,))  por hipdtesis
= (Id® A)(Alv(viy) -+ - Al (vi,))
= (Id®@ A)A(v;, -+~ vy,).
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Para ver que S = k[zy,...,x,] es una bidlgebra coasociativa (conmutativa como dlgebra) de-
bemos ver que S es:

= Algebra (con multiplicacién conmutativa y unidad)
= Codlgebra (con comultiplicacion coasociativa)

= A:S — S®S es morfismo de dlgebras (esto nos lo garantiza el enunciado).

Observacion 4.2. También veremos que existird una aplicacion lineal € : S — k que serd couni-
dad para S como codlgebra, esto serd gracias a que C' es también counitaria. Ademds veremos
finalmente que € resultard también morfismo de édlgebras.

En efecto, S es un dlgebra con unidad pues es el dlgebra de polinomios. Ahora veremos que S
también tiene estructura de codlgebra. Teniamos en el enunciado la aplicacién lineal A determina-
do por

Alz;) = Z cflzvk QI ES®S.
k,l

Debemos ver que esta aplicacion lineal es coasociativa. Para ver que A es coasociativa, utili-
zaremos el lema provisto anteriormente. Nuestro dlgebra aqui es S = k[xy,...,z,], a su vez la
codlgebra C' es subespacio de S y genera a S como algebra. Por lo tanto, por el lema para ver que
A es coasociativa basta ver que A|c es coasociativa, es decir que el diagrama

A
c—=C ~sws
Ale A®Id
1d®A
SRS—25S2S®S
conmuta.
Por otra parte C' como espacio vectorial tiene la base {x1,...,x,}, por lo tanto como Al¢,
A ®IdyId ® A son k-lineales, para ver que el diagrama conmuta, basta verlo para cada elemento
Zi.
Entonces

(Id® A)(Alo(zy) = 1@ A)(Y oy @ z)
kel

k.l

= Fap @ Ac(w). (31)

k.l

Ahora miremos que nos decia la hip6tesis del enunciado, tenemos C' una codlgebra, su co-
multiplicacién Ag es coasociativa, esto dice que el diagrama correspondiente conmuta, en otras
palabras:

(1d® A (Ac(ry)) = (Ac @ 1) (Ao(r;))  Yi=1...m,

54



entonces
(1d @A) Hr, @ 2,) = (Ac @ 1) (Y H, @ ),
p.q p,q
por lo tanto

Zc?qxpééAc(%) :Zcﬁch(xp)Q@a:q Vji=1...n
p,q p,q
Volviendo al diagrama original, usando lo reciente, el Gltimo miembro lo podemos escribir
como:

Z AMAc(21) @ 27 = Z M A(1p) @ 2y
k,l k,l
= (A1) oy @ z)
k.l

:(A@JQUanD-

Esto prueba que Alq es coasociativa, por lo tanto A también lo es.

Ahora veamos que existe una aplicacion lineal € que hace de S una codlgebra counitaria.
Tenemos para C' una counidad ¢~ : C' — k que hace que el siguiente diagrama conmute:

CoC-<LLreC
1d®ec ~ ~
CRk— C
Es decir
paracada: = 1...n, por un lado tenemos:
(ec @ Id)(Ac(z;)) = 24, (32)
por el otro:
(Id ® ec)(Ac(z;)) = ;. (33)
En bisqueda de una counidad para S, notemos que la aplicacion € induce sobre S la siguiente
aplicacion:

determinamos € : S — k por:

€(x;) = ec(x;).
Asi determinada e resulta lineal y ademds serd morfismo de dlgebras.
Veamos que ¢ es counidad para S: tenemos que ver que el diagrama

e®Id

S®S -2 k®S
Id®e A =
S®k——
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conmuta. De manera andloga a lo hecho antes, bastard verlo para cada elemento x; € S. Usando

(32),
(€ @ 1A)(A(x)) = (e @ Id)(D _ f'ap @ 1)

k.l

= Z Me(wy)ay
k.l

= Z Cf%c(l’k)l’l
k.l

= (ec ® Id)(z My @ ay)
kel

= (e¢ @ Id)(Ac(z;)) = ;.
Asi también, usando (33)) se prueba que
(Id @ €)(A(z:)) = @i,

lo que prueba que S es counitaria como codlgebra. Recordamos que la propiedad de compatibili-
dad, es decir, que A es morfismo de dlgebras, estd garantizada por la definicién misma de A. [

Teorema 4.3. (Propiedad universal) Sea B una bidlgebra asociativa que es conmutativa como
dlgebra. Si [ : C — B es un morfismo de codlgebras, entonces existe un unico morfismo de
bidglgebras f : S(C') — B que extiende a f, es decir, que f|c = f.

Demostracion. Dado a € S, podemos escribir a = Y \;,
x;, € {x1,...,2,} paratodo j = 1,...,r. Entonces definimos la transformacion lineal

.....
-~

Notemos que f|c = f, ya que por la misma definicién establecida fAy f coinciden en cada xy,
paratodok =1,...,n.

Para ver que f es morfismo de bidlgebras debemos probar que es morfismo de dlgebras y mor-
fismo de codlgebras. Para ver que es morfismo de algebras debemos probar que los siguientes
diagramas conmutan

ses—1% . BeB s—'.B
mg mp up
) k
S / B
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por otro lado

lo que prueba que el diagrama conmuta.
Veamos que el segundo conmuta. Sea A € k, por un lado

Fus(\) = f(A-1s)
=\-1p
, por otro
UB(/\) = /\ . 13,

asf el segundo diagrama conmuta.
Para ver que f es morfismo de codlgebras debemos ver que los siguientes diagramas conmutan

S ! B B-—F.k
N AL 7 /
o S

sesS—1% . BoB

Para ver la conmutatividad del primer diagrama lo haremos en dos etapas. Similarmente a lo hecho
antes, primero vamos a ver que, probar la conmutatividad de este diagrama es equivalente a probar
la de este otro

C ! B (34)
Alc Ap
ses—1* . BeB

Aqui utilizaremos que Ap y A son morfismos de dlgebras ya que By S son bidlgebras, ademds
que f ® f es morfismo de dlgebras ya que f lo es,

- Z Xivoin Ap(f(xiy)) .. Ap(f(zy,))

~~~~~ T



Una vez visto esto, resta probar que efectivamente el diagrama (34) conmuta, esto saldrd de las
hipétesis, tenfamos que f : C' — B es morfismo de codlgebras, esto significa que el diagrama

f

C B

Ac AB

coc—'* . BB

conmuta, pero entonces también lo hace el diagrama (34), ya que Alc(zx) = Ac(wx) y
(f @ ) Ale(zr) = (f @ f)(Alc(xy)) paratodo k =1, ... n.
Queda ver que el diagrama de counitariedad conmuta, para esto utilizaremos que tanto
€:S — kyeg: B — k son morfismos de dlgebras ya que S y B son bidlgebras, ademas
tendmos que f : C — B era morfismo de codlgebras, entonces también el siguiente diagrama
conmuta,
B

f

k

N

Probemos lo que queremos,

= Z )\il ..... Z'TE(QZ'il Ce le'ir)

Por todo lo hecho podemos afirmar que f : S — B es morfismo de bidlgebras. Para ver su unicidad,
supongamos que existe g : S — B morfismo de bidlgebras tal que g|¢ = f, veamos que g = f,

g(z Nigoig Ty - T ) = Z Niyoing(zi) .. g(x4,)  pues g es morfismo de dlgebras

)

Luegog = f. O
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4.1.2. El algebra Tensorial 7'(V)
Sea V un k—espacio vectorial. Definimos 7'(V') el espacio vectorial (de dimensién infinita,salvo
que V = 0):
TV)=PT =EPVvr=taVeVe...

n>0 n>0

En este espacio vectorial definimos una estructura de dlgebra graduada dada por, en sus compo-
nente homogéneas:
Tm x T™ = V& x VO — yelrtm) — pnim

(21®...0%,), Y1 R ...QUR)) P 1R .. RT, QY1 @ ... QY

y en caso de que n o m sean cero, V? = k (por definicién), y la multiplicacién en este caso esté
dada por la estructura de k-espacio vectorial

A (11 ®..0x,) =A\11®...Q0x,

(T1®...0x,) A=21® ... T,

Esta aplicacion es k-bilineal y se extiende a la multiplicacién sobre 7'(V'). Veamos que es asocia-
tiva:Sean z = 71 ® ... @1, E V¥, y =y ® ... QYn € VO, 2 = 21 ® ... ® 2, € %,

QU.CI'CI’HOS ver que
((z,y),2) = (v, (y, 2)).

En efecto

(,9),2) =((11® .. T, QY R ... QYn), (21 ® ... ® 2x))
=10 .. 8T, Y1 Q.. 0Yn®2&...Q 2k

e ®), (N R QYR ® 2 ... 2))

@), (1 @ QYm), (21 ® ... 2k)))

Esta prueba se extiende a la multiplicacion sobre 7'(V'), la cual resulta asociativa. El elemento
neutro de la multiplicacion es claramente 1, € £ C T'(V). El dlgebra asi definida tiene la siguiente
propiedad universal:

Proposicion 4.4. Si A es una k-algebra, V' un k-espacio vectorial, y f : V — A es una transfor-
macion lineal, entonces existe un tinico morfismo de k-algebras

f:Tv)—A

tal que ﬂv =f
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Demostracion. Al igual aque antes tomamos 71 @1, ® . . .®x, € V" y definimos [ : TV)— A
por

fri®@ze®...@x,) = flxy) - f(x2) ... f(zn),

esta aplicacion resulta un morfismo de dlgebras que cumple ﬂv = f por la misma definicion de f
Veamos ahora la unicidad. Sea g : T'(V) — A otro morfismo de édlgebras con g|y = f y sea
T QT ® ... R x, € V" Entonces

g1 Rry® ... xy) = g(x1) - g(xg)...g(x,) pues g es morfismo de algebras
= f(z1) - fz2) ... f(zn) puesgly = f

=f(11QR1® ... x,),

lo cual prueba la unicidad de f [

4.2. La bialgebra 7'(C)

Sea ahora C' una k-codlgebra. Definimos 7" = T'(C') el dlgebra tensorial en C:

T(C)=PCc" =kaCaC?a- .

n>0

Avpartirde A: C - C®C C T(C)® T(C) se define una comultiplicacién en 7"

CoC
C Ceede 10 & TC
, a7
oA

TC -

Veremos que 7'(C') resulta una bidlgebra coasociativa.
Demostracion. Para ver que T’ es bidlgebra coasociativa, basta ver que:

= T es codlgebra (con multiplicacién coasociativa).

= A:T — T ®T es morfismo de dlgebras.

Acé volveremos a aplicar el mismo lema del principio, para ver que A : T' — T'®T es coasociativa,
bastara ver que A|¢ es coasociativa.

Pero por la propiedad universal citada en la proposicion 4.4] si consideramos la transformacion
lineal (i ® i) o Ag : C' — T ® T donde, como sabemos 7' ® T es una k-dlgebra, existe un dnico
morfismo de dlgebras al que llamaremos convenientemente A : 7' — 7' ® T  tal que

Ale = (i ®1)Ac.

Como A es coasociativa ya que C' es una coalgebra, resulta que A : T'— T'® T es coasocia-
tiva. Ademas como se establece en la propiedad universal alavez A : T'— T'® T es morfismo de
algebras. Asi T' = T'(C') resulta una bidlgebra coasociativa. ]
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Teorema 4.5. (Propiedad universal) Sea B una bidlgebra asociativa. Si [ : C — B es un morfis-
mo de codlgebras, entonces existe un uinico morfismo de bidlgebras f : T(C) — B que extiende a

c=1/

Demostracion. Similarmente a lo hecho anteriormente para 1, ..., z, € C definimos la transfor-
macién lineal f(z; ® ... ® x,) = f(x1)... f(x,). Aca también se cumple que f(17) = 1py
ademds f(z) = f(x) para todo x € C. Tenemos que probar que los siguientes diagramas conmu-
tan,

f, es decir, que f

TeT—.BenB TR (35)
uTT /
mr mp up
- k
T ! B
y por otro lado
T B B-£- (36)
A Ap fT /
o T
TeT—1 . peB

donde ¢ : T — k, siendo xy, ...z, € C,estadadapore(x; ®@ ... ® x,) = €c(x1) ... €c(Ty).
Veamos entonces que cada diagrama conmuta, para los diagramas (35)):
me(f® N(@1®...02.) @ (1 ® ... @ yw)) =mp(f(@1) ... f(@a) @ fW1) ... f(Ym))
= @) f(@n) - f(y1) - [ (ym)

por otro lado

~

Frr((e1® ... @02,) @ W1 ) = f21® .. QT @Y D .. & Yn)
= f(z1) .. flzn) - f(y1) - f(Ym),
asi este diagrama conmuta. Veamos que el segundo diagrama conmuta. Por un lado,
fur(l) = f(1r)
= 1Ba

por otro

up(l) = 1z,
asi el segundo diagrama conmuta. Veamos ahora que los diagramas (36)) conmutan, para el primero,
al igual a lo hecho anteriormente vamos a utilizar un diagrama auxiliar, basta ver que el siguiente
diagrama conmuta

C ! B

Ale Ap

fof

T®T B® B,
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probaremos que la conmutatitividad de este diagrama implica la la conmutatividad del diagrama
original. Utilizaremos que A : T'— T ® T, Ap, f ® f son morfismos de dlgebras como lo hicimos
anteriormente con la bidlgebra S.

~

Apf(r1®...®@x,) = Ap(f(x1)... f(x,))
= Ap(f(z1)) ... Ap(f(zn))
como el diagrama auxiliar conmuta = (f @ f)(Alc(z1)) ... (f @ ) (Ale(zn))
= (F & D(Ale(@).- Ale(zn))
=(fRDA(11 ® ... zn).

Resta ver que efectivamente, con nuestras hipétesis, el diagrama auxiliar conmuta, sabiamos que
f : C — B era morfismo de codlgebras, por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

C ! B

AC AB

ferf

CeC B® B

entonces también lo hace el diagrama auxiliar, ya que A|c = (i ® i)A donde ¢ era la inclusion
i:C —T(C)=Tyademss (f ® f)Alc(z) = (f ® f)Ac(z) paratodo x € C.

N

Por dltimo veamos que el diagrama de counitariedad para f también conmuta. Para esto utili-
zaremos que € es morfismo de dlgebras ya B es una bidlgebra y que el diagrama de counitariedad
para f conmuta ya que f es morfismo de codlgebras, en efecto

~

=ec(z1) ... €c(zn)
=11 ®...Qx,).

De esta manera se concluye que fes morfismo de bidlgebras. Veamos la unicidad. Supongamos
existe g : T'— B otro morfismo de bidlgebras tal que g|c = f, entonces

g1 ®...Q@x,) =g(x1)...9(x)

~

lo cual dice que g = f. [

4.3. Generadores y relaciones: bi-ideales

Definicion 4.6. Sea C' una codlgebra, un subespacio [ se dice co-ideal si A(/) CC I+ ®C.
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Ejemplo 4.7. Sea f : C'— D un morfismo de codlgebras, entonces [ = Ker(f) es un co-ideal.

Demostracion. Citaremos y demostraremos el siguiente lema.

Lemad4.8. Sean [ : V — W y g : V' — W' dos aplicaciones k-lineales. Entonces
Ker(f®g)=Ker(f)@V'+V ® Ker(g).

Demostracion. Sea {v,}aca, una base de Ker(f), que completamos con {v, }ac, para obtener
una base de V. Afirmamos entonces que { f(v) }ac 4, €s un subconjunto linealmente independiente
de 1. En efecto, planteamos que

> caf(va) =0

a€As

f(z Cala) = 0.

aEAs

entonces

Como {v, }aea, por construcién es linealmente independiente con los vectores de Ker(f), se tiene

que
Z CqUq = 0.

aEAs

Pero por el argumento de independencia lineal, se sigue que ¢, = 0 para todo a € As. Andlo-
gamente sea {vj}gep, Una base de Ker(g) que completamos con {vj;}sep, para formar una base
de V. Tenemos entonces que {g(vj)}sep, €s un subconjunto linealmente independiente de 1.
Sea

v = Z Ca3Va ® vy € Ker(f ®g),
acA1UA2,B€B1UB2

entonces

ST canf(va) ®@glvh) =0,

Q’EAlUAQ,BEBlUBQ
Como {va faca, C Ker(f)y {vs}sen C Ker(g), dela dltima suma se tiene que

S capflua) ®g(vh) =0.

a€As,fEB>

Por la independencia lineal de la familia {f(va) ® g(v})}aca, sen, e sigue que ¢, 3 = 0, para
todo o € Ay y todo 5 € Bs. Por lo tanto

v = Z Ca,flVa ® Vg + Z Cagla @ V3 € Ker(f) @ V' +V @ Ker(g)
a€A1,B€B1UB: ac€A1UAz,8€ B

0 sea
Ker(f®g) C Ker(f)@ V' +V ® Ker(g).

La otra inclusion es inmediata. ]
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Volviendo a la demostracion original de este ejemplo, teniamos que I = Ker(f), tenemos que
ver que

ACCRI+I®C.

Por hipétesis f : €' — D es morfismo de codlgebras, esto implica que el siguiente diagrama
conmuta

C ! D

AC AD

C®C fof

Sea c € Ker(f), por la conmutatividad de este diagrama obtenemos que
0=Ap(f(e)) = (f ® [)(Ac(c)),

es decir Ax(c) € Ker(f ® f), pero por el lema (4.§), aplicandolo a f ® f se tiene que
Ac(c)eKer(ff)=1C+C®I=C®I+1® C como queriamos probar. O

D®D

Proposicion 4.9. Sea [ C C' un coideal y supongamos que I C Kere, entonces 0 # C'/I admite
una unica estructura de codlgebra counitaria tal que 7w : C' — C'/I es un morfismo de codlgebras
counitarias. Mds aiin, si f : C — D es un morfismo de codlgebras, entonces Im(f) C D es una
subcodlgebra e Im(f) = C/I como codlgebras, donde I = Ker(f).

Demostracion. Veamos la primera parte de esta proposiciéon. Enuciaremos una teorema ya cono-
cido para esto.

Teorema 4.10. Propiedad universal del cociente para espacios vectoriales. Sean V, W k-espacios
vectoriales, S C V un subespacioy f : V' — W una transformacion lineal tales que S C Ker(f),
entonces existe una tinica transformacion lineal f : V/S — W tal que el siguiente diagrama
conmuta

V W
/1

" //EG

V/S

es decir fr = f.

Como [ es coideal se tiene que
(reom)AI)C (rem)(CoI+1®C)={0}.

Es decir I C Ker((m®m)A), luego por el teorema aplicado a la funcién (7 ® 7)A, existe una
tnica funcidn k-lineal a la que llamamos A : C/I — C/I ® C/I tal que el siguiente diagrama
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conmuta

8. (r@m)A O/[(X)C/I
T /
c/1

Por la conmutatividad de este diagrama tenemos que
Ae) =@,

donde ¢ = 7(c), & = 7(c;) parai = 1,2. Tenemos que probar que A es coasociativa, pero esto se
cumplird pues A : C'® C' — C' es coasociativa, es decir, tenemos que

(A®Id)A(c) = (Id® A)A(c) = 1 ® 2 @ cs. 37)
Para A : C/I — C/I ® C/I tenemos que

(ARIDA®R) = (A®1d)(a ® &)
A@) ®e.

Por otro lado,

(Id ® A)A®@)

(Id® A)(e1 ® &)
o1 @ A(ey).

Pero por la igualdad podemos escribir directamente que
A@)0n=6a0A@) =605 873

Ahora veamos la counitariedad. Como I C Kere, nuevamente por el teorema existe una tnica
transformacion lineal € : C'/I — k tal que el siguiente diagrama conmuta

O S€a
€(©) = €(c) (38)

para todo ¢ € C. Tenemos que ver que

(F®IDA = (Id® A)A.
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Como para C' se cumple counitariedad, tenemos que, dado ¢ € C

€(c1)eg = c = €(er)q. (39)
Para C'/I planteamos,
(E®Id)A(e) = (@ 1d)(a © &)
= €@)e
=e(c)e  por  (B9),

por otro lado escribimos

(Id ®€)A(e)

@
— c(c2)a por ().

Pero si aplicamos 7, que es k-lineal, a cada miembro de (39), obtenemos las igualdades

(Id®Fe)(c ®e)
é(cz)er
2)C1

€(c1)ez =¢=€e(e)er

como queriamos probar. As{ obtenemos que C'/I es una codlgebra. Notemos ademas que los dia-
gramas antes realizados provenientes del teorema determinan que 7 : C' — C/I es un mor-
fismo de codlgebras. Asi también la unicidad de A y la de € se sigue de las funciones determinadas
por este mismo teorema.

Probemos ahora la segunda parte de esta proposiciéon. Veamos primero que si f : C — D
es morfismo de codlgebras, se tiene que Im(f) C D es una subcodlgebra. Para demostrar esto
tenemos que probar que Ap(Im(f)) C Im(f) ® Im(f). Como f es morfismo de codlgebras se
tiene que el siguiente diagrama conmuta

C ! D

Ac Ap
ceoc—"*_psD
Entonces, por este hecho, podemos escribir
Ap(Im(f)) = (Apf)(C)
= (f® [)Ac(C)
C(feNCeC)

(@) e f(O)
= Im(f) © Im(f),

asi resulta que Im( f) es una subcodlgebra. Para terminar con la dltima parte de la proposicién en
cuestion, enuciaremos y probaremos el siguiente teorema.
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Teorema 4.11. Sea [ : C' — D morfismo de codlgebras, I C C' un coideal tales que
I C Ker(f) N Kere, entonces existe un vinico morfismo de codlgebras f : C'/I — D tal que el
siguiente diagrama conmuta,

c—L —~p
/1

" //;G

C/I

osea fr = f.

Demostracion. Nuevamente por el teorema existe una unica transformacion lineal
f:C/I — D tal que fr = f. Queremos probar que f es morfismo de codlgebras, pero como
f lo es, tenemos las siguientes igualdades, dado ¢ € C'

Por otro lado, como estamos asumiendo que / C Kere podemos volver a utilizar el teorema 4.10
y asi obtener la aplicacion lineal € : C'/I — k como antes y al ser f morfismo de codlgebras, se
tienen también las siguientes igualdades,

epf(T) = ep(f(c))
=ec(c)

= ()

es decir hemos probado la conmutatividad de los diagramas de la definicion de morfismo de coalge-
bras, en este caso aplicada a f. [

Asi obtenemos la prueba final de la proposicion como corolario del teorema (4.11 tomando
I = Ker(f), ya que de esta manera, f resulta inyectiva, pues dados ¢, ¢’ € C, si planteamos

tenemos que



es decir ¢ — ¢ € Ker(f), conlo cual c — ¢ = 0 o0 sea ¢ = . Esto dice que
C/Ker(f) = Tm(J) = Im()
como codlgebras. O

Definicion 4.12. Sea B una bidlgebra e / C B un ideal bilatero. Decimos que es un bi-ideal si
ademas [ es un co-ideal e I C Kere .

Proposicion 4.13. Sea I C B un bi-ideal, entonces B/ es naturalmente una bidlgebra (unitaria
y counitaria), y la proyeccion al cociente es un morfismo de bidlgebras.

Demostracion. Para empezar, es claro que B/ es una k-algebra unitaria pues [ es un ideal bildtero
propio. Por otra parte, como / también es coideal e I C Kere, por la proposicién 4.9} se tiene que
B/I es una k-codlgebra con comultiplicacién A y counidad € definidas anteriormente.

Para concluir que B/I es una bidlgebra faltaria ver que la comultiplicacion y la counidad son
morfismos de dlgebras. Para probar que A es morfismo de dlgebras tenemos que ver que los si-
guientes diagramas conmutan,

B/I® B/ —2%% (B/I ® B/I)® (B/I® B/I)
m Mmp/1QB/I
B/I a B/I® B/I

B/I—2 - B/I®B/I

u
UB/I®B/I

k

Para el primer diagrama,

mpres/1(A @A) (0@ V) =mpep/((bi @ by) @ (0 @ b))
= bib; @ bobh,

por otro lado,
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pero tenemos que A : B — B ® B es morfismo de algebras, por lo tanto obtenemos las siguientes
igualdades:

T)A(bD)
m)(A(D)AY))
m)((by ® by)(b) ® 1))

Esto dltimo prueba que el primer diagrama conmuta. Veamoslo para el segundo diagrama, aqui
utilizaremos que A(1lp) = 15 ® 15 pues A es morfismo de algebras:

>

=l

Z
[
> D

I

= 333
sl = Pl
® & @ &

I
=
=
B
| =

I
g o=
~ N
3 3
S~—" —r

por otro lado,

ug/ro/1(1) = ruprep/1(1)
=rlp/reB/1
=1l ®lp)r
=7ru(l) ® 1g/;
=u(r) ® 1g/r,

demostrando asi que el segundo diagrama conmuta. De esta manera hemos probado que

A: B/I — B/I ® B/I es morfismo de algebras.

Ahora probemos que € : B/I — k también lo es. Debemos ver que los siguientes diagramas
conmutan

B/I® B/l -2~ kak B/l ———k
m mi u s
B/I : k k
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Para demostrar la conmutatividad de ambos diagramas, como antes recurriremos aque € : B — k
es morfismo de dlgebras. Para el primer diagrama tenemos,

para el segundo diagrama, dado r € £

Asi hemos demostrado que estos diagramas conmutan. Es decir probamos que € es morfismo de
dlgebras. De esta manera concluimos que B/ es una bidlgebra unitaria y counitaria. Por tltimo
probemos que la proyeccion al cociente 7 : B — B/ es morfismo de bidlgebras. Es decir tenemos
que probar que 7 es morfismo de dlgebras y morfismo de codlgebras a la vez. Por la proposicién 4.9
ya probamos que es morfismo de codlgebras, para probar que 7 es morfismo de dlgebras debemos
ver que los siguientes diagramas conmutan,

B® B—""B/I® B/I B—">B/I
mp m u T
B ul B/I k

Pero la conmutatividad de estos diagramas se dan de forma natural, ya que para el primero es
probar que, en notacion ya establecida

b-V = b

y para el segundo

u(r) = u(r)
que coinciden justamente con las definiciones que hemos dado para establecer que B/ es una k-
dlgebra anteriormente. De esta manera queda probado que 7 : B — B/ es morfismo de dlgebras,
con lo cual 7 resulta morfismo de biélgebras.
O

Ejemplo 4.14. Sea B una bidlgebra y x € B un (skew)primitivo,es decir, existen g, h € G(B)
elementos de tipo grupo tales que A(x) = g ® z + = ® h. Entonces I = el ideal bildtero generado
por x es un ideal (propio y contenido en Kere) que a su vez es un co-ideal, es decir, un bi-ideal.
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Ejemplo 4.15. Sean g y h elementos de tipo grupo en una bidlgebra, entonces p = g — h es un
(skew)primitivo. Son los llamados primitivos triviales. Por ejemplo, si g es de tipo grupo, entonces
g — 1 es primitivo.

La siguiente proposicion es clara:

Proposicion 4.16. Sea H un dlgebra de Hopfe I C H un bi-ideal propio contenido en Kere. Si
S(I) C I (donde S es la antipoda), entonces H/I es un dlgebra de Hopf.Es decir, ademds de ser
bidlgebra, admite una antipoda.
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5. Semigrupos cuanticos

5.1. Corepresentacion standar

SidimV = n, conbase B = {vy,...,v,}, C = Endi(V)* con base t/ (dual de las matrices
EY), definimos p : V — C' ® V dada por

p(v;) == th ® vj,
J

entonces p es coasociativa y counitaria. En efecto, queremos ver que el diagrama

1%4 L ooV
0 Id®p
CoV—YogceV

conmuta:

(4 p)p(v) = (@ )Yt @ vy)
=> o) theow)

=> totteu,
g,k

por otro lado

(A®Id)p(vi) = (AR 1))t @v;)
J
=) Q_tef) o,
i k
=> et e
i,k

Luego, (Id ® p)p = (A @ Id)p.
Veamos ahora que p es counitaria, esto es que el diagrama

Vv P .oV

[

exId

EV =V

conmuta.
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(c@1d)p(v) = (2 1) (Yt @vy)

J

=) et
J

= Z(;gl)] = ;.
J

5.2. Construccion universal
Sea k un cuerpo, V' un espacio de dimension finita n, sean ny, no € Ny, y
fvem o yen

una aplicacion lineal. Fijemos {z;} ; una base de V' y consideremos C' la coalgebra con base
{t]}7;=1 y comultiplicacion

n
At = thot].
k=1
Consideramos V' como C'-comddulo via

ple;) =) H e
j

Notamos T'C' el dlgebra tensorial sobre C, con estructura de bidlgebra extendiendo la comultipli-
cacién de C'. Como V' es un C'-comddulo, entonces es V' es un T'C'-comddulo, y ya que 7'C' es una
bidlgebra, se sigue que V®* es un T'C'-comédulo para todo ¢ € Ny,. M4s precisamente, el morfismo
de estructura se construye de la siguiente manera: para multi-indices I, J € {1,2,... ,n}é (i.e.
I = (iy,19,- -+ , 1)) notamos

T =Ty @ Ty, @ @y, € VO
t] =ttt e TC.

En este notacion, la estructura de TC-comédulo de V®¢ estd dada por

Map)= Y. tlew.

Je{1,...,n}¢
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Si f(zr) =, f{ 2, no necesariamente 7'C-colineal, la condicién A(f(x;)) = (Id @ f)A(z

precisamente la conmutatividad del siguiente diagrama

ey T

I ; ; |

d
Yot @, TC @ Vem 2L 1o g yons >k ity ® vk

ZJ,K t{ff ® Tk

Esto es, para que el diagrama conmute, se debe dar la igualdad:

St eec =Y fltfou (VI K).
J,K JK

7)es

No sabemos si la anterior igualdad serd vélida o no, pero si definimos Z; el ideal bildtero de 7'C

generado por

Iy = {Zt{ff - Zf}’tff}
J J I.K

y A(f) como el cociente

A(f)=TC/Z;
entonces en A(f) seguro que es vilida.

Teorema 5.1. A(f) es una bidlgebra.

Demostracion. Recordemos, para t! = tfll e tg:, la comultiplicacion estd dada por

Aty) = A(t) - A6:)

Zt“@t ) (Dt ety = Zt ettt = Y et
Lo

Por lo tanto,
A (Z(tiff - fft5<>) S bt K - i i)
J J,L
:Z(ﬁ@(tiﬁ] )+t fl ot — fit; o t)
=> MLy — fith) +trfl @t — fit] @)

=Y 1@ (O tiff = ) +Z thfL freg) oty
L J
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También
¢ (Ztiff— %) =D L - S0 = 1 - =0,
J J

concluimos que el ideal generado por >~ ; ¢/ f5 — f/t% es también un coideal, contenido en Kere.
Con lo cual por la proposicién se tiene que A(f) es una bidlgebra. O

5.3. Propiedad universal

Proposicion 5.2. La construccion A(f) satisface la siguiente propiedad univeral: Si V es un
comddulo sobre una bidlgebra B, con morfismo de estructura A\g : V — BQV,y f : V& — yom
es una aplicacion B-colineal, entonces existe un vinico morfismo de bidlgebras w : A(f) — B tal
que la estructura de B-comddulo sobre V' es la que proviene de A(f) via m, es decir, el siguiente

diagrama es conmutativo
AB

7
~
-
x _ ~rldy

A(f)e@V

v

Demostracion. Fijada una base z1, ...z, de V entonces Ap(7;) = > ;b] ® x; para una Gnica

eleccién de elementos {07}, ; en B. Definimos la aplicacién 7 : A(f) — B viat! + b/, como f
es B-colineal se sigue que 7 estd bien definida. [

5.4. Familias de flechas

Generalicemos la construccion anterior para el siguiente caso: sea A una familia de indices,

. ., . 1 2

supongamos dados, para cada i € A, n},n? € Ny y una transformacion lineal f; : V& — V@i,
Tenemos entonces una familia de transformaciones lineales

fao={fi : VEH S VO

Definimos

Iy, = szi

i€
es decir, el ideal generado por todos los Zy, coni € A,y

A(fA) = TC/IfA'

Como la suma de bi-ideales es bi-ideal, Zy, resulta un bi-ideal y A := A(f,) es una bidlgebra.
Ademas, A tiene la propiedad de que V' es A-comddulo y todas las f; son colineales, y mds aun,
es universal con respecto a esa propiedad.
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54.1. Elejemplo k[z]/(z?)

Ejemplo 5.3. Consideremos V' = k[z]/2? = k1 & kx que tiene base {1, z}. Si la consideramos
como algebra unitaria, entonces se tienen dadas, dos flechas: la unidad

wk=V">V
A=Al

y la multiplicaciéon
m:V® 5V

1®1—1,
r®1— 2,
1®x— x,
&z — 0.

En este caso tenemos dos indices I = {1,2}, fi = u, fo = m. La construccién universal nos
da C = (Ms(k))*, ya que la dimensién de C' es 4 y hacemos uso de la proposicion [2.27 vista
anteriormente y A = T'(M,(k))*/Zy, donde Zy, = Iy, + Zy,, consideremos ademds la base dual
de My (k), que por comodidad llamaremos a = el,b = e?, ¢ = ek, d = 2.
Entonces
Ip, = (a=1,0=0),

es decir el ideal generado pora = 1y b = 0, y el ideal Zy, es el generado por
Z;, = {a®* — a,ba + ab — b, ca — ¢,da + cb — d, ac — ¢,bc + ad — d, ¢?, dc + cd}.
Por lo tanto, podemos escribir que
A=T(Myk))/(a=1,b=0,c* =0,dc = —cd),

pero si ponemos T'(My(k)*) = k{a, b, ¢, d}, tenemos que
k{a,b,c,d}/(a =1,b=0,c* = 0,dc = —cd) = k{c,d}/(c* = 0,dc = —cd) y la comultipli-
cacion esta dada por
Ac=c®14+d®c

Ad=d®d,

o sea d es un group-like element y en consecuencia c es skew-primitivo. Ademads si tenemos un
morfismo de bidlgebras f : A — H con H Hopf, se tiene que f(d) es también un group-like
element y por lo tanto inversible.
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5.4.2. Elejemplo k x k

Ejemplo 5.4. Consideramos V' = k x k que tiene la base {(1,0), (0, 1)}, es a la vez una k-dlgebra
unitaria donde 1 := (1, 1), asi tenemos dos flechas f; = u : k = V° — V, donde

A= AL 1)

y fo=m:V® -V, donde

(1,0)
(1,0)
(0,1)

Y

)

(1
(07
(1

¥ ® &
o = O

)= (1,0)
) = (0,0)
) = (0,0)

) )

(0,1) ® (0,1) = (0, 1).

Nuevamente por la construccion universal tenemos que C' = (Mz(k))*, ademds llamando a, b, ¢, d
a los elementos de la base dual como antes, tenemos que los ideales Zy,, 7, estan generados por

Iy, =(a+c=1b+d=1)
I, =(a®*=a,b* =b,c* =c,d* =d,ac =0,ca = 0,bd = 0,db = 0),
por lo tanto podemos escribir que
A=k{a,bc,d}/(a>=a, b’ =0, =c,d*=d,ac=0,ca=0,bd =0,db=0,a+c=1,b+d = 1).

A modo de verificacién podemos remarcar que f; = u'y fo = m resultan colineales en la bidlgebra
A que obtuvimos. Si se plantean los diagramas de la definicion de colinealidad:

F—2 > TC®k VeV P .TC®(VeV)
u Id®u m Id@m
V—sTC®V 1% oV TC®V

y tomamos la bases {1} y {(1,0) ® (1,0),(1,0) ® (0,1),(0,1) ® (1,0),(0,1) ® (0,1)} para k y
V ® V respectivamente, las conmutatividad de estos diagramas en estos elementos equivale a las
relaciones antes establecidas para los generadores. Continuando con la bidlgebra A, si analizamos
las relaciones, podemos establecer que

A=k{a,bc,d}/(a*=a,b* =bjatc=1,b+d=1)
y alavez
k{a,b,c,d}/(a* = a,b* =bja+c=1,b+d=1)=k{a, b1 —a,1—b}/(a® =a,b> =b),

donde a y 1 — a en este cociente resultan idempotentes ortogonales, lo mismo ocurre con by 1 — b.
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Morfismos de algebras A — k

Puede ser interesante calcular los morfimos de dlgebras ¢ : A — k donde A = T'C//Z;, como
siempre. Esto lo podemos hacer en particular para los dos ultimos ejemplos que vimos.

Caso k[z]/(z?)

Comencemos con A = k{a,b,c,d}/(a = 1,b = 0,¢> = 0,dc = —cd), teniendo en cuenta
en este caso que los morfismos quedaran determinados por los valores de ¢(a), ¢(b), ¢(c), ¢(d)
y que para que los mismos estén bien definidos deberdn anularse en el ideal de relaciones, po-
demos pensar cada morfismo definiéndolo como la evaluacién en una matriz concreta: ¢o(a) =
m1 (M), po(b) = m2(M), ¢po(c) = ma1 (M), ¢po(d) = mae(M) donde 7;; es la funcién que toma el
coeficiente m;; de una matriz M de k**2. Por ejemplo para este primer morfismo ¢, tomamos la

matriz
1 0
= 0)

Notemos que el morfismo de dlgebras ¢, que hemos definido se anula en el ideal de relaciones.
Tenemos otro morfismo posible para esta k-algebra A, al igual que antes difinimos ¢ a través de

la matriz
1 0
= 1)

Notemos que estos dos morfismos que establecimos se diferencian en que ¢o(d) = 0y ¢;(d) = 1.
Ademas hemos agotado las posibilidades ya que si tenemos un morfismo de dlgebras ¢ : A — k'y
tenemos la relaciones a = 1,b = 0, ¢ = 0, dc = —cd se debe cumplir que

¢(b) = ¢(0) = 0,
¢(c)g(c) =0
como k es un cuerpo se tiene que ¢(c) = 0, por Gltimo
o(d)d(c) + ¢(c)o(d) = 0
pero como ¢(c) = 0 para ¢(d) hay dos posibilidades, que valga 0 o 1.

Caso k x k

Ahora consideremos el ejemplo A = k{a,b,c,d}/(a* = a,b* = b,a+c=1,b+d = 1), al
igual que antes definimos los morfismos evaluando en las siguientes matrices M:

(v G () (o)
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Con esto hemos agotado las posibilidades, tomemos ¢ : A — k morfismo de dlgebras, debe
cumplirse que

¢(a)p(a) = ¢(a)
despejando y como k es un cuerpo obtenemos que ¢(a) = 0 0 ¢(a) = 1, lo mismo ocurre para
¢(b). Ademas el valor de ¢(c) se lo puede ver como dependiente del valor de ¢(a), se debe cumplir
que
¢(a) + o(c) = ¢(1) =1
pero si ¢(a) = 1 entonces ¢(c) = 0y si ¢(a) = 0 entonces ¢(c) = 1. Lo mismo ocurre para ¢(b)

y ¢(d).
Ahora consideraremos algunas generalidades sobre la bidlgebra A = T'C'//Z; que tienen rela-
cion con lo anterior.

5.5. El abelianizado

Proposicion 5.5. Considerando ahora a A como bidlgebra, podemos ver también que I = ([A, A])
es coideal y que I C Ker(€). Por lo tanto Agpe hereda una estructura de bidlgebra.

Demostracion. Tenemos que ver que A(/) C A® I+ 1® A. Acd utilizaremos que A es morfismo
de dlgebras. Sean a,b € A,

A(ab — ba) = A(a)A(b) — A(b)A(a)
= (al ® GQ)(b1 ® 52) - (b1 (9 52)(% ® az)
= a1by @ azby — bra; @ baas
= b1a; ® (agby — baas) + (a1by — bray) ® asbs,

es decir bja; ® (CLQbQ — bgaz) -+ (a1b1 — blal) Rasby € AR+ 1® A
Ademds se tiene que I C Ker(e) yaque € : A — k es también morfismo de dlgebras, en efecto

€(ab — ba) = €(a)e(b) — e(b)e(a) = 0.

Por lo tanto por la proposicién [4.13]ya vista se tiene que A, hereda una estructura de bialgebra.
l

Ahora consideremos la siguiente proposicion.
Proposicion 5.6. Si A es Hopf entonces A es Hopf.

Demostracion. Como A es Hopf tenemos una antipoda .S : A — A, es decir para todo a € A se
tiene que
S(ar)as = €(a)ly = a15(az)

Consideramos la transformacion lineal 70 .S : A — A, y consideremos la propiedad universal
del cociente
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moS
A Aabel

™

Aabel

es decir existe S tal que el diagrama conmuta, o sea S o 7 = 7 o S. Para que esto sea valido tiene
que ocurrir que [ = ([A4, A]) C Ker(wS). En efecto,

7S (ab — ba) = w(S(ab) — S(ba)) = 7(S(b)S(a) — S(a)S(b)),
pero S(b)S(a) — S(a)S(b) € I, por lo tanto w(S(b)S(a) — S(a)S(b)) = 0.

Entonces veremos que S serd la antipoda para A.;. Tenemos que probar que, dado a € A se
tiene que B
S(a_l)a_2 = E(a>]‘-Aa,bel - a/_]-S(a_2)7
donde € : A,y — k es la counidad para la bidlgebra A, que se la puede definir a partir de la
propiedad universal del cociente, siendo que I C Kere. Por lo tanto € : A — k se factoriza por
€ = €m.

Entonces, por un lado,

Il
=
Q
i
nn
—
<
N

I
S
—~
Q 2
= =
=5
CQ'/—\
o R
5 o
—~ N
S
~—
~—

I
2|
nn
—
S
S—

por otro,

S(ay)ay = 7(S(ay)az)

]

Proposicion 5.7. Consideremos ¢ : A — k un morfismo de dlgebras, sea
[A, A] = {ab—ba : a,b € A} el conjunto de los corchetes. Consideremos ademds I = ([A, A])
el ideal bildtero de A generado por [A, A]. Se tiene que I C ker(¢).
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Demostracion. Basta verlo para los generadores de /. Sean a,b € A, como k es conmutativo se
tiene que

bab — ba) = ¢(a)6(b) — 6(b)é(a) = 0.

Lo hecho recién dice que ¢ se factoriza por el abelianizado que por definicion es
Aabel = A/([A7 A])
Es decir existe un tnico ¢ morfismo de dlgebras tal que el siguiente diagrama conmuta

¢

N

k

A/([A; A])

o0sea ¢ = or.

5.6. El abelianzado en k[x]/(2?) yenk x k

Ahora podemos estudiar el abelianizado A, = A/([A, A]) para las dos bidlgebras anteriores.

El caso k[x]/(2?)

Empecemos con
A=k{a,bc,d}/(a=1,b=0,c"=0,dc = —cd) = k{c,d}/(c* = 0,dc = —cd).

El bi-ideal ([A, A]) se puede escribir en términos de los generadores a, b, ¢, d. En consecuencia, en
el abelianizado tenemos las siguientes ecuaciones:

ab—ba =0,ac—ca=0,ad —da = 0,bc —cb=0,bd —db=0,cd — dc = 0.
Por lo tanto considerando la relaciones ya existentes en A concluimos que
Agper = A/(de = 0) = k[e,d]/(de = 0).

Acda podemos observar que si tenemos un morfismo de bidlgebras f : A,,; — H con H Hopf,
se tiene que f(dc) = f(d)f(c) = 0, pero ya habfamos visto que f(d) era inversible, por lo tanto
f(c) = 0. Concluimos que si buscamos élgebras de Hopf conmutativas que coactden en k[z]/z?,
encontraremos k[d*!], que nos dard solamente la graduacion.
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El caso k& x k

Considerando ahora la bidlgebra
A=k{a,bc d}/(a*=a,b*=ba+c=1b+d=1)=k{a,b}/(a® =a,b* =D)
con el mismo razonamiento de antes, nos queda directamente que
Agper = A/(ab = ba) = k[a,b]/(a* = a,b* = b).

Esta bidlgebra como espacio vectorial tiene base {1, a, b, ab}, o sea tiene dimensién 4. Notar el
contraste con A, que tiene dimension infinita.

Veamos su estructura de bidlgebra:
Ala)=a®a+bRc=a®a+b® (1 —a)

Ab)=a®@b+b@d=a®b+b® (1-b).

Finalizaremos mostrando explicitamente el siguiente isomorfismo de bidlgebras en este ejem-
plo, describiendo en particular el monoide (de 4 elementos) de morfismos de k-dlgebra de k x k:

Proposicion 5.8. Manteniendo las notaciones previas,
Aabel ~ (k,M>cop — k(MO;D)
como bidlgebras, donde M es el monoide:

M ={f : k x k — k x k, morfismos unitarios de dlgebras, }

Demostracion. buscaremos estos morfismos. Llamemos 1 = (1,1), 0 = (0,0), e = (1,0) y
e’ = (0,1), notemos que
e’ =e
y
ed=1-—e,

por lo tanto resulta
kx k= kle]/(e* =e).

Entonces vamos a dedicarnos a buscar los morfismos unitarios de algebras
f:kle]/(e* =e) — k[e]/(e* = e).

Notemos que A = k[e]/(e* = e) como espacio vectorial tiene base {1, e}. Ademas como ¢* = e,
todo elemento de A se puede escribir de la forma o + Ae, por lo tanto para definir los morfismos,
lo podemos hacer en base a esto ultimo, obtenemos los siguientes:

fila+ Xe) =
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fola+Xe) =a+ A
fala+Xe) =a+ de
fala+Xe) =a+ A1 —e),

es decir hay cuatro morfismos de dlgebras unitarios. Notemos ademéds que los morfismos
f = f3=1d, g = f4 son isomorfismos y ademds se cumple que:

fle)=e f(l—e)=1-—c¢

gle)=1—e,9(1 —¢)=e.

Si ahora queremos ver estos cuatro morfismos de k-algebras como morfismos de & x k, hacemos
lo que sigue:
kxk = kle]/(e* =e) =k D ke.

Mas precisamente tenemos el isomorfismo
(z,y) — y+ (z —ye

con inversa
(+ X\ a) «— a+ de,

__ asilos morfismos f1, f>,Id = f3,9 = f4 inducen los correspondientes morfismos de £ x k
fl (il?, y) : ~
fily+ (@ —yle) =y < filz,y) = (y,9)

folz,y) : _
Loy +(z—yle) =2 < folz,y) = (z,7)
falz,y) :
fsy+(x—yle) =y + (x —y)e < (y,y) + (x —y)(1,0) = (z,y),
es decir

f3 = Idjc.

Notar que g se corresponde al intercambio de coordenadas:

gle)=1—e¢

luego, el correspondiente g es un isomorfismo y se escribe como
9(z,y) :

gy +(x—yle) =y+(r—y)(1—e) < (y,y) + (z —y)(0,1) = (y,2).

Aparte, podemos calcular la “tabla de multiplicacién” del monoide M = {Idyx, ]71, fg,fj}
calculando las composiciones. Simplificando un poco la notacién de estas funciones tenemos que
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9> =1d,
Nifo = fo, foi = f1, [ifi = fi, fafa = fo,
f19=f2, f20=f1, 9fr = f1, 9f2 = fo,

es decir

fifi= 1 fig=FiG#49), 9fi = f;, 9> =1d.

Anteriormente habiamos descrito la estructura de bidlgebra para k con G grupo finito, como
dual de la estructura de bidlgebra del dlgebra de grupo k[G]. Pero si M es un monoide con unidad,
el dlgebra de semigrupo k[M] sigue siendo una bidlgebra con

Am=m®m, Yme M

(corolario que no es Hopf si M no es grupo pero sigue siendo bidlgebra, y por lo tanto k£
también es bidlgebra. Explicitamente, A en kM esta dada, en las funciones §,,,, por

Alm)= Y 0,80,

Para nuestro caso,

Abr) = Y. ;@0

JheM:fh=f;

es decir, llamando por comodidad f, = Id,
A(0f,) = 0p ®0p + 05, @ 0p, +0p, @0y, + 07, ® 0y + 0y @ by, + by, ® g

A(dy,) = 65, ® gy + 0, @ g, +0py @ Op, + 05y @ gy +0g @0y, + 0y ® 0y
A((Sfo) = 6f0 ® 5fo + 59 ® 59
A(ég) = 5fo ® 59 + (59 ® 5fo'

Las anteriores expresiones estan calculadas en la base

B = {5f075f175f2769}7

recordamos ahora
Ala)=a®a+bRc=a®a+b® (1 —a)

AD)=a®@b+bRd=a®b+b® (1—b).

En vez de tomar en k[a,b|/(a® = a,b* = ) labase {1,a, b, ab}, tomamos la base

{ey =ab, e =a(l —=b), e3=(1—a)b, es = (1 —a)(1 —0)}.
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La razén de hacer esto es que
2

€i€j = 0 Ve 7é ]
€1 +ex+e3+e4= 1,
es un sistema completo de idempotentes ortogonales, y en toda dlgebra del tipo kX con X un
conjunto finito, los elementos ¢,= la funcién que da 1 en = y 0 en otro caso, forman un sistema
completo de idempotentes ortogonales, por eso es que se espera que estos idempotentes e; se
correspondan con los dy,. Algunas relaciones que permiten relacionar la base de los e; con la base
{1, a, b, ab} son por ejemplo
e1 +ey=ab+a(l —0) =a,
e1+e3=ab+ (1 —a)b=0,
eates=a(l—b)+(1—a)(l—0)=1-0,
estes=(1—-abp+(1—-a)(l-b)=1—aq,
e1+e+e3+es=1.
Esto muestra por ejemplo que los e; generan, y como son 4, son necesariamente L.i.
Con las relaciones anteriores y a partir de

Ala)=a®a+bRc=a®a+b® (1 —a)
AbD)=a®@b+bd=a®b+b® (1 —0),

empezando por e, tenemos que

A(ez) = A(a(1 — b))
= A(a)A(1 —b)
=(@®a+b®(1—-a)(1l®1l—-axkb-b® (1-1))
=a®a—a®ab—ab®a(l —b)
+b®(1—a)—ba®(l—a)b—b® (1 —a)(l—0)
=(e1+e)®(e1+e) — (61 +e)®ep —eg ® ey
+(e14e3)@(es+e3) —eg ez — (e1+e3) ey
=e Qe +e3es

es decir identificamos
€y < 5f0,

pensando en (kM )P,
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De manera similar podemos ver que

Ales) = A(b(1 — a))
= A(b)A(1 —a)
=a®b—a®ab—ab®b(1 —a)
+b®@(1—0) —ab®a(l—b)—b®@(1—a)(l—-10)
=e3®ex+ e es,

€3 <> (59,

A(er) = A(ab)
=(a®a+b®(1—a))(a®@b+bx (1-0))
=a*®ab+ab®a(l —b) +ba® (1 —a)b+b*®(1—a)(l—>)
=a®ab+ab®a(l—b)+ba®(1—a)b+b® (1—a)(l—D)
=(e1+e)Re+er®est+e3 ez + (e3+e€1) ey
=ea®ert+e®eter®er+e1 ey +e1®esz+ ez ey,

es decir podemos identificar
€1 < 5f1
en (KM)eop,

Por ultimo,

:(Zei)@)( ei) — (e1+€3) ® (e1 +e3) — (e1 4 €3) ® (e4 + €3)

=1

—(e1+e) ®(e1+e2)+ (e1+€) @er + e ® e
—(61—|—63> (64+€3)+61®63+(61+63)®64
=eaRQes+teysRes+e4Qeqs+ey4Re; +e4Qeg+e3Req,

es decir identificamos
€4 (5f2

n (kM)«P, Observando estas comultiplicaciones y considerando la bidlgebra (k™)°P, dejamos

expuesto que
Aabel = k[a b]/(a = aq, b2 — b) (kM)cop kMOP
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