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Prefacio

Las notas de regresion lineal que componen estas paginas fueron escritas como
material teérico y practico para el curso Regresion Lineal de la Carrera de Espe-
cializacion en Estadistica para Ciencias de la Salud, que se dicta en la Facultad
de Ciencias Exactas y Naturales, de la Universidad de Buenos Aires que tuve la
alegria de dar durante algo mas de dos meses, en 2011 y luego cada dos anos hasta
2017. Presuponen un conocimiento estadistico obtenido en un curso bésico y hacen
énfasis en un enfoque aplicado de la regresion lineal, para un publico que viene,
en general, de las ciencias médicas o biologicas. La informacién sigue un programa
estandar en el tema: correlacion, regresion lineal simple y regresion lineal miltiple
y representa una primera introduccion al tema. La idea es hacer un énfasis en los
modelos y la interpretaciones, sin perder (del todo) el entusiasmo en el camino. En
esa direccion, estas notas buscan presentar al modelo lineal como el primer mode-
lo estadistico a estudiar en detalle, e intenta mostrar cuéles de las herramientas
presentadas se generalizan a otros modelos estadisticos. En cada capitulo, ademaés,
se incluyen una serie de ejercicios que (espero) complementen el aprendizaje.

Los gréficos y las salidas que acompanan las notas fueron realizados usando el
paquete R, R Core Team|[2015]. El resto de las figuras fueron extraidas de varios
buenos textos disponibles sobre el tema (y debidamente citados). Quiza la mejor
hoja de estas notas sea la bibliografia. Esta version 2017 de las notas incorpora
ademés de varias correcciones, la introducciéon de los comandos de R en el texto,
asi como varios nuevos ejercicios y los scripts en R para resolverlos.

Finalmente quiero agradecer a varios colegas las conversaciones y opiniones
sobre los temas que aparecen a continuacion, que ayudaron a dar (esta) forma a
estas notas, en especial a Liliana Orellana y a Andrés Farall.

Este material puede descargarse de la web de la siguiente direcciéon
http://mate.dm.uba.ar/ “meszre/apunte regresion lineal szretter.pdf
En la misma direccion, hay una carpeta con todos los archivos de datos mencio-
nados en el texto, o necesarios para los ejercicios. Dicha carpeta contiene también
scripts en R que resuelven los ejercicios. La direccion de la carpeta es
http://mate.dm.uba.ar/ meszre/datos_regresion



1. Correlacion 1

1. Correlacion

La regresion lineal, de la que tratan estas notas, se ocupa de investigar la rela-
cion entre dos o méas variables continuas. En esta seccién, comenzaremos tratando
de describir el vinculo observado y luego nos sofisticaremos resumiendo en un valor
numeérico nuestra conclusion.

.Con qué datos contamos para llevar a cabo un andlisis? Disponemos de n

observaciones de dos variables aleatorias medidas en los mismos individuos, como
describimos en la Tabla

Tabla 1: Observaciones a nuestra disposicion. Aqui X; quiere decir, la variable X
medida en el individuo 1, etc.

Individuo | Variable X | Variable Y
1 X Y,
2 X5 Y,

En estas notas, estamos pensando en que medimos ambas variables en la misma
unidad: puede tratarse de un individuo, un pais, un animal, una escuela, etc.
Comencemos con un ejemplo.

1.1. Graficos de dispersion (o scatter plots)

Ejemplo 1.1 Queremos investigar la relacion entre el pocentaje de ninos que ha
sido vacunado contra tres enfermedades infecciosas: difteria, pertusis (tos convul-
sa) y tétanos (DPT, que se suele denominar, triple bacteriana) en un cierto pais
y la correspondiente tasa de mortalidad infantil para ninos menores a cinco anos.
El Fondo de las Naciones Unidas para la Infancia considera a la tasa de morta-
lidad infantil para ninos menores a cinco anos como uno de los indicadores mas
importantes del nivel de bienestar de una poblacion infantil. Datos publicados en
United Nations Children’s Fund, The State of the World’s Children 1994,
New York: Oxford University Press. Y tratados en el libro |Pagano, Gauvreau,
Pagano [2000], Capitulo 17.

Los datos para 20 paises, del ano 1992, se muestran en la Tabla[9 Si X re-
presenta el porcentaje de ninos vacunados a la edad de un ano, e Y representa la
tasa de mortalidad infantil de ninos menores de 5 anos, tenemos una pareja de
resultados (X;,Y;) para cada pais en la muestra.

s Como se lee la informacion desplegada en la Tabla[3? Por ejemplo, para Bo-
livia X, = 77,0, es decir, en el ano 1992, un 77 % de los ninos menores de un ano
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Tabla 2: Datos para 20 paises en los que se midieron dos variables, X : porcentaje
de ninos vacunados a la edad de un ano en cada pais, Y : es la tasa de mortalidad
infantil de ninos menores de 5 anos en cada paifs. Archivo: paises.txt.

Pais Porcentaje Tasa de mortalidad
vacunado menor a 5 anos

Bolivia 77,0 118,0
Brasil 69,0 65,0
Camboya 32,0 184.,0
Canada 85,0 8,0
China 94,0 43,0
Republica Checa 99,0 12,0
Egipto 89,0 55,0
Etiopia 13,0 208,0
Finlandia 95,0 7,0
Francia 95,0 9,0
Grecia 54,0 9,0
India 89,0 124,0
Italia 95,0 10,0
Japon 87,0 6,0
México 91,0 33,0
Polonia 98,0 16,0
Federacion Rusa 73,0 32,0
Senegal 47,0 145,0
Turquia 76,0 87,0
Reino Unido 90,0 9,0

estaban vacunados contra la DPT y (en el ano 1992) 118 nirnios menores de 5 anos
murieron por cada 1000 ninos nacidos vivos.

., Como puede visualizarse esta informacion? La forma maés sencilla es mediante
un grafico de dispersion (o scatter plot). En un scatter plot se ubican los resultados
de una variable (X) en el eje horizontal y los de la otra variable (Y) en el eje
vertical. Cada punto en el grafico representa una observacion (X;,Y;) .

En este tipo de grafico se pierde la informacion del individuo (paciente o pais),
y aunque si hubiera pocos puntos se los podrian rotular, esencialmente esta in-
formacion no suele estar disponible en un scatter plot. El grafico de dispersion de
los datos de la Tabla [2] puede verse en la Figura [} Ahi vemos que, por ejemplo,
Bolivia esté representada por el punto (77,118).

Usualmente con este grafico podemos determinar si existe algiin tipo de relacién
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Figura 1: Scatter plot: tasa de mortalidad infantil (menor a 5 anos) versus el
porcentaje de chicos menores de un ano vacunados contra la DPT.
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entre X e Y. Para este caso vemos que a medida que aumenta el porcentaje de ninos
inmunizados, decrece la tasa de mortalidad. ;Qué otras cosas podriamos observar?
En la Figura [2|ilustramos algunas posibilidades, que describimos a continuacion.

= Ausencia de datos. Puede ser que no hayamos medido ninguna observacion
cuya variable X se encuentre entre cierto rango de valores (en la Figura 2| (a)
por ejemplo, no hay observaciones con coordenada X entre los valores 13 y
21). O que esta combinacion entre X e Y no exista, o no se dé biologicamente.
Esto indica que la relaciéon que observamos entre las variables graficadas es
solamente valida para algunos valores de las variables.

= No asociaciéon. ;Como luce un gréfico de dispersion de dos variables que no
estan asociadas? En la Figura[2| (b) hay un ejemplo. Luce como una nube de
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Figura 2: Graficos de dispersion de cuatro conjuntos de datos diferentes: (a) au-
sencia de datos; (b) no asociacion; (¢) vinculo curvilineo; (d) agrupamientos.
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puntos: los valores bajos de X pueden aparecer asociados tanto con valores
altos de Y como con valores bajos de Y. Lo mismo para los valores altos de
X. Lo mismo para los valores intermedios de X.

Vinculo curvilineo. Esto aparece cuando los valores de Y se vinculan a
los de X por medio de una funciéon. Por ejemplo, si en el eje X graficAramos
los valores del tiempo medidos con un crondémetro a intervalos regulares y
en el eje Y la posicion de un objeto en cada instante de tiempo medido, y
si este objeto se moviera siguiendo un movimiento rectilineo uniformemente
variado, observariamos en el grafico una funcién cuadratica, como aparece
en la Figura [2[ (¢). A veces la curva no describe la ubicacion de los puntos
en la grafica de manera exacta, sino en forma aproximada (hay errores de
medicion, por ejemplo, o una relacién sélo aproximadamente cuadratica entre
las variables).
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» Agrupamientos. Cuando en el grafico de dispersion se ven las observa-
ciones separadas en grupos esto puede indicar que hay variables que estan
faltando incluir en el anélisis. Por ejemplo, la Figura 2| (d) puede tratarse de
mediciones del largo de pétalo y del sépalo de una flor, de un grupo de flores
para las cuales no se ha registrado la variedad. Si hablaramos con el bidlogo
que llevo a cabo las mediciones podriamos encontrar que se tratd de tres
variedades distintas de flores, que dieron origen a los tres grupos indicados
con elipses de colores en el grafico.

Esencialmente, en el scatter plot nos interesa evaluar
= la forma de la relacion entre las dos variables

e lineal
e 1o lineal: cuadratica, exponencial, etc.

e ausencia de relaciéon
= el sentido de la asociacion, que puede ser

e asociacion creciente: ambas variables aumentan simultaneamente
e asociacion decreciente: cuando una variable aumente, la otra disminuye

e no asociacidon

= la fuerza de la asociacion, esto tiene que ver con la dispersion de los datos.
Si el vinculo puede resumirse con una recta o una curva, cuan alejados de
dicha recta (o curva) estan los datos. Esto suele resumirse cualitativamente:
diremos que la asociacion es fuerte, moderada o débil, de acuerdo a si los
puntos graficados presentan poca, moderada o mucha dispersion de la recta
(o curva) que los describe.

= la identificacion de unas pocas observaciones que no siguen el patron general,
o de otras caracteristicas de los mismos como ausencia de datos en algunas
regiones, agrupamientos, variabilidad de los datos que depende de una de las
variables, etc.

1.1.1. Desventajas de los scatter plots

Los scatter plots son herramientas basicas del estudio de varias variables si-
multaneas. Sin embargo adolescen de dos problemas, esencialmente.
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1. Si hay muchas observaciones todas iguales, en general no se las puede gra-
ficar a todas. En el grafico de dispersion uno no puede notar si hay puntos
repetidos en la muestra observada.

2. Solo se pueden visualizar los vinculos entre dos variables. En gréaficos tri-
dimensionales se podrian graficar hasta tres variables, y luego habria que
elegir con mucho cuidado el punto de vista del observador para exhibir las
caracteristicas mas sobresalientes del grafico. Cuando el interés esta puesto
en estudiar varias variables simultaneamente, pueden hacerse varios graficos
de dispersion simultaneos. Es decir, cuando tenemos las variables (X, Y, Z)
haremos tres graficos: Y versus X, Z versus X, y Z versus Y. Los haremos
en la Seccion

1.2. Coeficiente de correlacion de Pearson

Descriptivamente hablando, en estas notas estaremos interesados en las situa-
ciones donde aparece una relacion entre X e Y del estilo de las graficadas en la
Figura |3 que pueden globalmente describirse bien a través de una relacién lineal
(puntos situados més o menos cerca del grafico de una recta). Cuando los graficos
de dispersion son del estilo de los que aparecen en la Figura [2] (a), (¢) 6 (d) las
técnicas estadisticas que mejor describen este tipo de vinculo entre las variables no
se encuadran dentro de la regresion lineal. En la Figura [3| (a) se ve una asociacion
positiva entre las variables, esto quiere decir que a medida que crece X, esencial-
mente Y crece. En cambio, en la Figura |3| (b) las variables estan negativamente
asociadas: cuando X crece, Y decrece, en general.

1.2.1. Definicién del coeficiente de correlacion

Para cuantificar el grado de asociacion entre X e Y se pueden describir coefi-
cientes. Antes de hacerlo, repasemos los coeficientes poblacionales que asumimos
conocidos, ya que se ven en cualquier curso introductorio de probabilidades y es-
tadistica

Para una sola variable numérica X podemos definir la esperanza de X

px = E(X)

como el valor poblacional que describe el centro de la variable. A su vez, tenemos
también la varianza poblacional de X que es

0% = E(IX = E(X)P) = Var (X)



1.2 Coeficiente de correlaciéon de Pearson 7

Figura 3: Dos conjuntos de datos con asociacion lineal entre X e Y : el grafico (a)
muestra asociacion lineal positiva, el (b) muestra asociacion lineal negativa entre
ambas.
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que es una medida de la variacion de la variable X respecto de su centro dado por
E (X). A partir de ella se define el desvio estandar poblacional de X por

7x = /% = VVar (X).

que es una medida de dispersion de la variable X.

. Como estimamos estos valores poblacionales, en general desconocidos, a través
de una muestra X, Xo,..., X, de variables independientes con la misma distribu-
cion que la variable X7 A la media poblacional, px la estimamos por el promedio de
las n observaciones disponibles. Llamaremos ix al estimador, es decir, a la funcion
o cuenta que hacemos con las variables X, X5, ..., X, observadas para estimar al
namero fijo px (en este sentido, fix en realidad es un fix (X1, Xo,...,X,)), ¥
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escribimos

Hx = n

|
I

S|

™
>

X,, o bien X es el promedio o media muestral. A la varianza poblacional la esti-

malmos por
n

~ 1 -
6% =Sk = —= > (L -X)",
=1

que es la vartanza muestral. Entonces, el desvio estandar poblacional queda esti-
mado por el desvio estandar muestral, es decir,

Ahora estamos en condiciones de pensar en como definir un coeficiente que
resuma el vinculo entre dos variables aleatorias X e Y medidas en el mismo indivi-
duo. El més utilizado de todos es el que se conoce como coeficiente de correlacion,
que se simboliza con una letra griega rho: p 6 pxy y se define por

o o[ (52)
cov (X,Y)

0x0y

o sea, el namero promedio a nivel poblaciéon del producto de X menos su media
por Y menos su media divididos por el producto de los desvios estandares. ;Como
estimamos a p? A través de r el coeficiente de correlacion de Pearson, o coeficiente
de correlacion muestral, dado por

w1 i (X~ X) (Vi - Y)
Sx - Sy '

Al numerador, se lo denomina covarianza muestral entre X e Y,
n

LY (- X) (v Y)

n— -
=1

covarianza muestral =

y el denominador es el producto de los desvios muestrales de cada muestra por
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separado
1 n
S¢ = \n_lg(xi_xf
1 < -

Otra forma de escribir a r es la siguiente

LKD)
ﬂzzz X)) [S (- 7))

Observemos que el numerador > ( ) (Y Y) puede ser positivo o nega-

tivo, pero el denominador \/[2?1 (Xi — X) ] [Z?:l (Yi-Y) ] siempre es posi-

tivo. Luego el signo de r estd determinado por el del numerador. Veamos de qué
depende.

r =

o +  si X; es mas grande que X
signo de (Xi — X) =
— si X; es méas chico que X

y también

- +  si Y es mas grande que Y
signo de (Y; — Y) =
—  si Y] es mas chico que Y

Luego, el

+ s +4+06 — —
signode (X;—X) (Y;-Y) =
—  si+—0 —+

Hacemos un scatter plot de las observaciones. Luego ubicamos en el plano el punto
(X Y) Trazamos una linea vertical que pase por X y otra linea horizontal que
pase a la altura de Y. Esto divide al grafico en cuatro cuadrantes, como puede
verse en la Figura [4] Luego, el signo del sumando iésimo de r serd positivo, si para
el individuo iésimo tanto X; como Y; son mayores que su respectivo promedio (es
decir, la observacion cae en el cuadrante noreste, al que hemos denotado por ++)
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o bien ambos valores son simultdneamente menores que su promedio, es decir,
la observacion cae en el cuadrante suroeste, que hemos denotado por — —. En
cambio, el sumando iésimo de r serd negativo en el caso en el que la observacion
iésima tenga un valor X; por encima de su promedio pero la Y; sea menor que su
promedio, o bien la X; sea menor a su promedio y la Y; sea mayor a su promedio.

Figura 4: Scatter plot de la tasa de mortalidad versus el porcentaje de ninos meno-
res a un ano inmunizados, con la recta vertical y horizontal que pasan por (X, Y) ,
y los signos de cada sumando que interviene en el calculo de 7.

Scatter plot de tasa de mortalidad versus
porcentaje inmunizado
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FPorcentaje de chicos vacunados contra la DPT

Esto en cuanto a cada sumando en particular. ;Qué significara el signo de r?

Si r da positivo, serd indicio de que la mayoria de las observaciones caen en
los cuadrantes noreste (NE) y suroeste (SO), marcados con color en la Figura
Es decir, que cuando los valores de las X suelen estar por encima del promedio
ocurre, simultaneamente, que los valores de Y también estan sobre su promedio.
Anéalogamente, cuando en un individuo el valor de X esta por debajo del promedio,
lo mismo ocurre con su valor de Y. En general, un valor positivo de r indica que
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hay una asociacion positiva entre las variables (cuando una crece, la otra también
lo hace).

Si r da negativo, en cambio, tenemos una indicacion de mayor nimero de
observaciones en los otros cuadrantes marcados con fondo blanco en la Figura
y se invierten las situaciones descriptas anteriormente. Es decir, que cuando los
valores de las X suelen estar por encima del promedio ocurre, simultaneamente,
que los valores de Y estan por debajo de su promedio. Analogamente, cuando en
un individuo el valor de X estd por debajo del promedio, ocurre lo inverso con
su valor de Y, que superara a su promedio. En general, un valor negativo de r
es indicador de asociacion negativa entre las variables (cuando una crece, la otra
decrece).

Figura 5: Scatter plot de la tasa de mortalidad versus el porcentaje de ninos me-
nores a un ano inmunizados, con los cuatro cuadrantes delimitados por (X , Y).
Las observaciones que caen en la region coloreada dardn sumandos positivos del 7.

Scatter plot de tasa de mortalidad versus
porcentaje inmunizado
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Ejemplo 1.2 Veamos qué ocurre en nuestro ejemplo. Calculamos los promedios
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de ambas variables, obtenemos

77,4
= 59

<1
|

y le superponemos al scatter plot dos lineas rectas, una vertical que corta al eje x
en 77,4 y otra horizontal que corta al eje y en'Y = 59. Las Figuras [{] y[J muestran
el grdfico de esta situacion. Observamos que en los dos cuadrantes coloreados hay
muy pocas observaciones (exactamente 3 de un total de 20).

El coeficiente de correlacion muestral en este caso da —0,791, un valor negativo,
lo cual hubiéramos podido anticipar ya que la mayoria de los términos involucrados
en el cdilculo de r (17 de los 20 sumandos) serdn menores o iguales a cero.

1.2.2. Propiedades del coeficiente de correlacion muestral (y también
de p)

A continuaciéon damos las propiedades del coeficiente de correlacion muestral
r, pero estas también son validas para el coeficiente de correlacion poblacional p.

1. =1 < r < 1. El valor del coeficiente r esta entre 1 y menos 1 porque puede
probarse que el denominador es méas grande (a lo sumo igual) que el nume-
rador.

2. El valor absoluto de r, |r| mide la fuerza de la asociacion lineal entre X e Y
a mayor valor absoluto, hay una asociacion lineal mas fuerte entre X e Y.

3. El caso particular » = 0 indica que no hay asociacion lineal entre X e Y.

4. El caso r = 1 indica asociaciéon lineal perfecta. O sea que los puntos estan
ubicados sobre una recta de pendiente (o inclinacion) positiva.

5. En el caso r = —1 tenemos a los puntos ubicados sobre una recta de pendiente
negativa (o sea, decreciente).

6. El signo de r indica que hay asociacion positiva entre las variables (si 7 > 0);
o0 asociacion negativa entre ellas (si 7 < 0).

7. r = 0,90 indica que los puntos estan ubicados muy cerca de una recta cre-
ciente.

8. r = 0,80 indica que los puntos estdn cerca, pero no tanto, de una recta
creciente. En la Figura [6] se pueden ver distintos grados de correlacion, que
estan comentados mas abajo.
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9. r no depende de las unidades en que son medidas las variables (milimetros,
centimetros, metros o kilometros, por ejemplo) .

10. Los roles de X e Y son simétricos para el calculo de r.

11. Cuidado: el coeficiente de correlacion de Pearson es muy sensible a obser-
vaciones atipicas. Hay que hacer siempre un scatter plot de los datos antes
de resumirlos con r. La sola presencia de una observacion atipica (o de unas
pocas observaciones que siguen un patrén raro) puede hacer que el valor de
r resulte, por ejemplo positivo, cuando en verdad las variables X e Y es-
tan negativamente asociadas. Si vemos el scatterplot de los datos, esta (o
estas) observacion atipica debiera destacarse en su patrén alejado del resto
y seremos capaces de detectarla. Si en cambio s6lo nos limitamos a calcular
el r esta situacion podria escaparsenos y podriamos terminar infiriendo un
vinculo entre X e Y que es espiireo.

Un ejemplo de fuerte correlaciéon positiva se da entre el volumen espiratorio
esforzado (VEF), una medida de la funcién pulmonar, y la altura. En la Figura
|§] (a) se muestra un grafico de dispersion de observaciones de estas variables, que
tienen correlacion p = 0,90. En la Figura[6] (b) se puede observar una correlacion
positiva mas débil entre niveles séricos de colesterol y la ingesta diaria de colesterol,
aqui p = 0,3. Una fuerte correlacion negativa (p = —0,8) se da entre la frecuencia
del pulso en reposo (o la frecuencia cardiaca) y la edad, medidas en nifios menores
a diez anos. Ahi vemos que a medida que un chico crece, la frecuencia de su pulso
desciende. Una correlacion negativa mas débil p = —0,2 existe entre VEF y el
namero de cigarrillos fumados por dia, como se ve en la Figura [f] (d).

Cabe hacer un comentario respecto de la interpretacion del coeficiente de corre-
lacion. Altos grados de asociacion lineal entre X e Y no son senales de causalidad,
es decir, una relacion de causa y efecto entre ambas variables. Una alta correla-
cion observada entre dos variables es compatible con la situaciéon de que existan
modelos que explican a Y por X, o bien a X por Y, o bien que exista una tercer
variable que las determine a ambas simultdneamente.

1.2.3. Inferencia de p

La pregunta que nos hacemos en esta seccién es la clésica pregunta de inferencia
estadistica, {qué podemos decir de p a partir de r?

Queremos sacar conclusiones acerca del parametro poblacional p a partir de la
muestra de observaciones (X1,Y1),...,(X,,Y,). En el ejemplo, la pregunta que
podriamos hacer es ;qué podemos decir del vinculo entre inmunizacion contra la
DPT y la tasa de mortalidad infantil para menores a cinco anos? Sélo contamos
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Figura 6: Interpretacion de distintos grados de correlacion. Inspirado en: Rosner
[2006], pag. 137.
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con observaciones de 20 paises en 1992. El test que mas nos interesaré es el que
tiene las siguientes hipotesis

HD : p:O
Hl : p#oa

va que la afirmacion de la hipoétesis nula, p = 0, puede escribirse como “no hay
asociacion lineal entre X e Y a nivel poblacional”, mientras que la hipoétesis al-
ternativa postula que si hay tal relacion entre las variables. O sea, en el caso del
ejemplo, sabemos que la correlacion muestral observada entre ambas variables fue
r = —0,791, y la pregunta ;serda que entre las dos variables consideradas no hay
asociacion lineal, y s6lo por casualidad en la muestra obtenida vemos un valor de



1.2 Coeficiente de correlaciéon de Pearson 15

r = —0,7917 ;O serd que p # 07 Como el coeficiente de correlaciéon muestral r
es un estimador del valor poblacional p, a través de él podemos proponer un test
para estas hipotesis.

Test para p = 0 Los supuestos para llevar a cabo el test son que los pares de
observaciones (X1,Y7),...,(X,,Y,) sean independientes entre si, idénticamente
distribuidos, y tengan distribucion (conjunta) normal bivariada (ver la definicion
de esto en la Observacion . En particular, esto implica que cada una de las
muestras X ..., X, e Y] ..., Y, tengan distribucion normal. Si la hipo6tesis nula es
verdadera, entonces el estadistico

que no es mas que p dividido por un estimador de su desvio estandar, tiene distri-
buciéon ¢t de Student con n — 2 grados de libertad, lo cual notaremos

T ~t,_ o bajo Hy.

Si Hy fuera cierto, p seria cero y su estimador r = p deberia tomar valores muy
cercanos a cero. Lo mismo deberia pasar con T que es p estandarizado. Por lo tanto
rechazariamos la hipotesis nula cuando 7" tome valores muy alejados de 0, tanto
positivos como negativos. El test rechaza Hy cuando 7' toma valores muy grandes
o muy pequenos, es decir, rechazamos la hip6tesis nula con nivel 1 — a cuando

T'>ty01-2 0T < —tlp o129

donde tn—21-2 €8 el percentil 1 — & de una distribucion ¢, o, o sea el valor que
deja a su izquierda un érea de 1 — 5. Es un test bilateral. La region de rechazo
aparece dibujada en la Figura[7] El p-valor puede calcularse como

p —wvalor = P (|T| > |Tosl) ,

donde T' ~ t,,_5 y en general lo devuelve el paquete estadistico. Si el tamano de la
muestra fuera suficientemente grande, aplicando una versiéon del teorema central
del limite no necesitariamos que la muestra fuera normal bivariada.

Ejemplo 1.3 En la Tabla [3 aparece la salida del software libre R |R Core Team
12015 para los datos del Ejemplo . Hemos llamado immunized al porcentaje
de chicos vacunados contra la DPT y under5 a la tasa de mortalidad para chicos
menores a 5 anos. Vemos que en este caso el p—valor del test resulta ser menor
a 0,05, por lo que rechazamos la hipotesis nula y concluimos que el coeficiente de
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Figura 7: Region de rechazo y aceptaci 6n para el test de ¢ para una correlacion.
Fuente: Rosner| [2006], pag. 457.
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correlacion poblacional p es no nulo, mostrando que la tasa de vacunacion y la
tasa de mortalidad infantil menor a 5 anos estin correlacionadas. Confiaremos
en esta conclusion st somos capaces de creer que los datos de la muestra conjun-
ta provienen de una distribucion normal bivariada. En particular, debe cumplirse
que ambas variables tengan distribucion normal. Para validar ol menos este ultimo
supuesto deberiamos realizar grificos de probabilidad normal (qq-plots), histogra-
mas o boxplots, y tests de normalidad (por ejemplo, el test de Shapiro-Wilks) y
ver que ambos conjuntos de datos pasan las comprobaciones. Sin embargo, para
estos conjuntos de datos no puede asumirse la distribucion normal ya que ambos
tienen distribucion asimétrica: el porcentaje de ninos vacunados con cola pesada a
la derecha, la tasa de mortalidad con cola pesada a izquierda, como puede obser-
varse en la Figura[8 Por lo tanto, no puede asumirse que conjuntamente tengan
distribucion normal bivariada, y no puede aplicarse el test de correlacion antes
descripto.

Observacion 1.1 ;Qué quiere decir que las observaciones (X1,Y1),..., (X, Yy)
tengan distribucion conjunta normal bivariada? Es un término técnico. Decir que
un vector aleatorio (X,Y) tenga dicha distribucion conjunta quiere decir que exis-
ten cinco numeros reales piy, pg, 00 > 0,00 >0 y —1 < p < 1 tales que la funcion
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Tabla 3: Calculo de la correlacion entre el porcentaje de chicos vacunados contra
la DPT y la tasa de mortalidad para chicos menores a 5 anos, con el calculo del
p-valor para el test de las hipotesis Hy : p = 0, versus H; : p # 0, e intervalo de
confianza para p. Salida del R.

> cor.test(immunized,under5, method = "pearson")
Pearson’s product-moment correlation

data: immunized and underb
t = -5.4864, df = 18, p-value = 3.281e-05
alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:
-0.9137250 -0.5362744
sample estimates:
cor
-0.7910654

de densidad conjunta para el vector (X,Y) estd dada por

1 [(95—#1)2

Fev (2,9) 1
z,y) = exp q —
Xy 2wo1094/1 — p? 2(1—p?) i1

Ao ()] o

de modo que dada una determinada regién A contenida en R?, la probabilidad de
que el vector (X,Y) pertenezca a dicha region estd dada por

P((X,Y)GA)://Any (2, y) dady.

Es decir, se calcula hallando el drea bajo la funcion fxy definida en y sobre
la region A. En la Figura[9 puede verse el grifico de la densidad conjunta, que es
una superficie en el espacio tridimensional. A los nimeros iy, 2, 01,09 y p se los
denomina pardmetros de la distribucion normal bivariada (ya que una vez que se
fija sus valores numéricos, la densidad queda determinada).

Como ya mencionamos, puede probarse que cuando (X,Y) tiene distribucion
normal bivariada, entonces cada una de las variables X e Y tienen distribucion

normal. Mds ain, py es la media de X y o? es su varianza, lo cual notamos X ~
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Figura 8: Histograma para los datos de porcentaje de ninos vacunados y tasas de
mortalidad infantil, para los datos del Ejemplo [[.T}
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N (p1,0?) y también Y ~ N (uy,03). Ademds p es el coeficiente de correlacion
entre X e Y. La reciproca no es siempre cierta, sin embargo: si sabemos que tanto
X como Y tienen distribucion normal, entonces no siempre la distribucion conjunta
del vector (X,Y) es la normal bivariada dada por (1)).

Observaciéon 1.2 ;Como es un scatterplot de observaciones (X1,Y1), ..., (Xn, Yn)
independientes que tienen distribucion normal bivariada? Por supuesto, el grdfico
de dispersion dependerd de los valores de los parametros. En general, los puntos
yacerdan en una zona que puede ser razonablemente bien descripta como una elipse
con centro en (u1, p2) . En la Figura se ven los grdficos de dispersion corres-
pondientes a distintas combinaciones de parametros. En ellos vemos que a medida
que p se acerca a uno, los puntos se acercan mds a una recta, cuya pendiente y
ordenada al origen depende de los valores de los cinco parametros. La pendiente
serd positiva St p es positiva, y serd negativa en caso contrario.
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Figura 9: Densidad conjunta normal bivariada, definida en (1.1)) construida con los
valores de parametros especificados méas abajo (u; = 0,2 = 0,01 = 1,00 =1,p =
0,5).

M1=0,4,=0,0,=1,0,=1, p=05

Test para p = pg A veces es de interés testear si la verdadera correlacion po-
blacional es igual a un cierto valor pg predeterminado. Es decir, se quieren testear
las hipotesis

Hy = p=po
Hy : p#po.

Por supuesto, esto no ocurre muy frecuentemente, pero puede surgir una pregunta
de este tipo en algunas aplicaciones. La cuestion es que cuando p = pg el estadistico
T descripto en la seccion anterior no tiene distribucién ¢ de Student, sino que tiene
una distribucion sesgada.

Para testear las hipotesis recién propuestas, esta el test basado en la trans-
formacion z de Fisher. Como en el anterior se requiere que las observaciones
(X1,Y7),...,(X,,Y,) sean independientes entre si, idénticamente distribuidos y



20 Maria Eugenia Szretter

Figura 10: Gréficos de dispersion de datos bivariados con distribucion normal bi-
variada con parametros: 1 = 0, us = 0, 01 = 1, 05 = 1 y distintos valores de p,
que se indican en cada grafico.
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tengan distribucion conjunta normal bivariada. El test se realiza de la siguiente
forma. Primero se calcula la transformacion z de Fisher sobre el coeficiente de

correlacion, que es

1 1+7r
z=—1In
2 1—7r

Bajo Hy, puede probarse que la distribucion de z es aproximadamente

1
N{-In L+ po , L )
2 1—p0 n—3

Luego, esta distribucion se utiliza para calcular el p-valor del test, o dar la re-
gion de rechazo de nivel a. El p-valor se obtendra estandarizando el valor de z
observado y calculando la probabilidad de obtener un valor tan alejado del cero o
mas alejado atin como el observado, usando la funcién de distribucién acumulada
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normal estandar, es decir

Zest =

:|
| |~
w

p—wvalor = P(|Z] > |zest|) -

Esto lo realiza el paquete estadistico. En el ejemplo no puede aplicarse este test
puesto que hemos visto ya que ninguna de las dos muestras es normal (por lo tanto
los pares no pueden tener distribucion conjunta normal bivariada), y este test es
atin maés sensible que el anterior al supuesto de normalidad.

Intervalo de confianza para p Puede resultar de interés disponer de un inter-
valo de confianza para el verdadero coeficiente de correlacion poblacional, p, que
nos dé indicios de qué parametros poblacionales pueden describir apropiadamente
a nuestros datos. Para construirlo se recurre a la transformacion z presentada en la
seccion anterior. Luego se utiliza la distribucién normal para encontrar los percen-
tiles adecuados para describir el comportamiento del z estandarizado, y finalmente
se aplica la inversa de la transformacion z para obtener un intervalo de confian-
za para p. Los supuestos para llevar a cabo este procedimiento son los mismos
que los presentados para ambos tests de las subsecciones anteriores. Finalmente el
intervalo de confianza de nivel 1 — « para p esta dado por [pr, pp] donde

1 1+r
Zobs = §1n T,

1
62(zobs Zl_% n—3> -1

pI = N
€2<Zobs Zl_a n73) + 1

1
62(zobs+21,%' n—3> 1

PD =
32(%‘””1—%'\/%) +1

y z1—g es el percentil 1 — ¢ de la normal estandar. En el caso del ejemplo no tiene
sentido mirarlo porque no se cumplen los supuestos, pero puede verse la salida del
R en la Tabla (3| donde aparece calculado por la computadora, y da [—0,91, —0,54] .

1.3. Coeficiente de correlacién de Spearman

Existen otras medidas de asociaciéon entre dos variables que no son tan sen-
sibles a observaciones atipicas como el coeficiente de correlacion de Pearson, ni
necesitan el supuesto de normalidad para testearse. La méas difundida de ellas es
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el coeficiente de correlacion de Spearman, que presentamos en esta seccion. El co-
eficiente de correlacion de Spearman se encuadra entre las técnicas estadisticas no
paramétricas, que resultan robustas bajo la presencia de outliers ya que reempla-
zan los valores observados por los rangos o rankings de las variables. Se calcula del
siguiente modo.

1. Se ordena cada muestra por separado, de menor a mayor. A cada observa-
cion se le calcula el ranking que tiene (o rango, o ntimero de observacion
en la muestra ordenada). De este modo, la observacion mas pequena de las
X's recibe el nimero 1 como rango, la segunda recibe el nimero 2, etcétera,
la més grande de todas las X's recibira el rango n. Si hubiera dos o maés
observaciones empatadas en algiun puesto (por ejemplo, si las dos observa-
ciones mas pequenas tomaran el mismo valor de X, entonces se promedian
los rangos que les tocarian: cada una tendra rango 1,5, en este ejemplo, ya

que 12i2 = 1,5. En el caso en el que las tres primeras observaciones fueran

empatadas, a las tres les tocaria el promedio entre 1, 2 y 3, que resultara ser

% = 2). A este proceso se lo denomina ranquear las observaciones X.

Llamemos R (X;) al rango obtenido por la i-ésima observacion X.
2. Se reemplaza a cada observacion X; por su rango R (X;).

3. Se ranquean las observaciones Y, obteniéndose R (Y;) de la misma forma en
que se hizo en el item 1 para las X's.

4. Se reemplaza a cada observacion Y; por su rango R (Y;). Observemos que

conocemos la suma de todos los rangos de ambas muestras (es la suma de
n

1+2+43 4 +n="t)

5. Se calcula el coeficiente de correlacion de Pearson entre los pares (R (X;), R (Y;)).
El valor obtenido es el coeficiente de correlacion de Spearman, que denota-
remos rg.

[lustramos el procedimiento con los datos del Ejemplo de la vacunaciéon
de DPT, en la Tabla [4l Alli figuran las originales X e Y en las columnas 1 y 3,
y los rangos de cada muestra: los rangos de las X's en la columna 2 y los rangos
de las Y’s en la columna 4. Ahi vemos que Etiopia es el pais de la muestra con
menor tasa de vacunacion, por eso su valor X recibe el rango 1. Lo sigue Camboya.
Observamos que hay dos paises cuyo porcentaje de vacunacion es 89 %: Egipto e
India. Ambos empatan en los puestos 11 y 12 de la muestra ordenada, por eso
reciben el rango 11,5. Y también hay 3 paises con un 95% de bebés vacunados
(Finlandia, Francia e Ttalia) que, a su vez, empatan en los puestos 16, 17 y 18 y
reciben el rango promedio de esos tres valores, o sea, 17. Es interesante observar
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que Etiopia recibe el rango 1 (el menor) para el porcentaje de vacunacion, y el
rango 20 (el mayor) para la tasa de mortalidad menor a 5 anos, Camboya, a su
vez, recibe el rango 2 (el segundo mas chico) para el porcentaje de vacunacion, y
el rango 19 (el pentltimo) para la tasa de mortalidad. En ambos 6rdenes, lo sigue
Senegal, esto muestra la asociacion negativa entre ambas variables. Para evaluar si
esto ocurre con el resto de los paises, hacemos un scatter plot de los rangos de Y
versus los rangos de X en la Figura En ella se ve una asociacion negativa entre
los rangos de ambas variables, aunque no se trata de una asociacion muy fuerte,
sino mas bien moderada. Los tres puntos con menores rangos de X mantienen una
relacion lineal perfecta, como habfamos observado. Sin embargo, ese ordenamiento
se desdibuja en las deméas observaciones.

Tabla 4: Datos para los 20 paises, con las variables, X : porcentaje de ninos
vacunados a la edad de un ano en cada pais, rangos de la X : ranking que ocupa
la observacién en la muestra ordenada de las X‘s, Y : tasa de mortalidad infantil
de ninos menores de 5 anos en cada pais, rangos de la Y : posicién que ocupa la
observacion en la muestra ordenada de las Y's.

Pais Porcentaje  Rangos Tasa de mortalidad Rangos
vacunado (X) de X menorab anos (Y) deY
Bolivia 77,0 8 118,0 16
Brasil 69,0 5 65,0 14
Camboya 32,0 2 184,0 19
Canada 85,0 9 8,0 3
China 94,0 15 43,0 12
Repiblica Checa 99,0 20 12,0 8
Egipto 89,0 11,5 55,0 13
Etiopia 13,0 1 208.,0 20
Finlandia 95,0 17 7,0 2
Francia 95,0 17 9,0 )
Grecia 54,0 4 9,0 5)
India 89,0 11,5 124,0 17
Italia 95,0 17 10,0 7
Japon 87,0 10 6,0 1
Meéxico 91,0 14 33,0 11
Polonia 98,0 19 16,0 9
Federacion Rusa 73,0 6 32,0 10
Senegal 47,0 3 145,0 18
Turquia 76,0 7 87,0 15

Reino Unido 90,0 13 9,0 )
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Figura 11: Grafico de dispersion entre los rangos de Y (es decir, los rangos de la
tasa de mortalidad menor a 5 anos) y los rangos de X (es decir, del porcentaje de
ninos menores a un ano vacunados contra la DPT). Se ve una asociacion negativa,
aunque no muy estrecha.
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5
1
o
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., Como resumimos el grado de asociacion observado entre los rangos? Con el
calculo del coeficiente de correlacion entre ellos. En este caso da rg = —0,543,
como puede verse en la Tabla [5| Este nimero resulta menor en magnitud que el
coeficiente de correlacion de Pearson, pero sugiere una moderada relacion entre las
variables. Esta asociacion es negativa.

Otro test de asociacidén entre variables. El coeficiente de correlacion de
Spearman puede usarse para testear las hipotesis

Hy : No hay asociaciéon entre X e Y

H, : Hay asociacion entre X e Y : hay una tendencia de que
los valores mas grandes de X se apareen con los valores mas grandes
de Y, o bien la tendencia es que los valores mas pequenos de X se

apareen con los valores mas grandes de Y

Como H; incluye la posibilidad de que la asociacion sea positiva o negativa, este es
un test de dos colas. El test rechazara para valores grandes de |rg| (valor absoluto
de rg). La distribucion de rg bajo Hy no es dificil de obtener. Se basa en el hecho de
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que, bajo Hy, para cada rango de X;, R (X;), todos los rangos de Y; son igualmente
probables, siempre que no haya asociaciéon entre ambas variables. El p—valor puede
calcularse de manera exacta si n < 10 y no hay empates en la muestra, y de manera
aproximada para n mayores.

Si n es muy grande, se utiliza la misma distribucion ¢ de la Seccion ante-
rior, t,_o. La ventaja de este test por sobre el test de Pearson es que requiere
menos supuestos para llevarlo a cabo. Basta con que los pares de observaciones
(X1,Y1),...,(Xn, Y,) sean independientes entre si e idénticamente distribuidos.
No es necesario asumir nada respecto de la distribucién de cada muestra, de hecho
basta que la escala de las observaciones sea ordinal para poder aplicarlo. Puede
utilizarse si hay observaciones atipicas. La desventaja radica en la potencia del
test. El test de Spearman tiene una potencia menor en el caso en el que ambas
muestras son normales (en cualquier otro caso, el de Pearson no puede aplicarse).
Pero, por supuesto que si con el test de Spearman se logra rechazar la hipdtesis
nula, ya no es necesario preocuparse por la potencia, ni utilizar el coeficiente de
Pearson, que resulta mas eficiente.

Tabla 5: Calculo de la correlaciéon de Spearman entre el porcentaje de chicos va-
cunados contra la DPT (immunized) y la tasa de mortalidad para chicos menores
a b anos (under5), con el calculo del p-valor con el coeficiente de Spearman, para
el test de las hipotesis Hy : no hay asociaciéon entre las variables, versus H; : las
variables estan positiva o negativamente asociadas. Salida del R.

> cor.test(immunized,under5, method = "spearman")
Spearman’s rank correlation rho

data: immunized and underb5
S = 2052.444, p-value = 0.01332
alternative hypothesis: true rho is not equal to 0O
sample estimates:
rho
-0.5431913

En el ejemplo vemos que el p—valor del test de Spearman es 0,013 que al ser
menor a 0,05 nos permite rechazar la hipotesis nula y concluir que la verdadera
correlacion poblacional entre el porcentaje de ninos vacunados y la tasa de morta-
lidad menor a 5 anos, es distinta de cero.

Otra medida no paramétrica de asociacion entre dos variables estd dada por
el 7 de Kendall. Resume la asociaciéon a través de los rangos de las observaciones
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de ambas muestras, pero de una manera diferente. Puede consultarse Kendall y
Gibbons| [1990] para una discusion completa del tema.

Un 1ltimo comentario respecto de la correlaciéon en el contexto del estudio
de regresion lineal. En este contexto, no estaremos tan interesados en los tests
presentados para probar si existe correlaciéon entre las variables, sino mas bien
en el uso de la correlacion a nivel descriptivo. Nos servird en una primera etapa
exploratoria de los datos para ver si las variables bajo nuestra consideracion estan
asociadas con una variable Y que nos interesa explicar, y qué grado de fuerza tiene
esa asociacion lineal. Y también nos servird para entender ciertos comportamientos
extranos que presenta la regresion lineal miltiple cuando se ajusta para modelos
con muchas covariables muy correlacionadas entre si.

1.4. Ejercicios

Con R hacer scatterplots es muy sencillo. Ademéas es tan 1til lo que puede
aprenderse de los datos que vale la pena entrenarse exponiéndose a muchos ejem-
plos. Con el tiempo se gana familiaridad con los tipos de patrones que se ven. De
a poco uno aprende a reconocer como los diagramas de dispersiéon pueden revelar
la naturaleza de la relacion entre dos variables.

En esta ejercitaciéon trabajaremos con algunos conjuntos de datos que estan
disponibles a través del paquete openintro de R. Brevemente:

mammals: El conjunto de datos de mamiferos contiene informacion sobre 62
especies diferentes de mamiferos, incluyendo su peso corporal, el peso del cerebro,
el tiempo de gestacion y algunas otras variables.

bdims: El conjunto de datos bdims contiene medidas de circunferencia del
cuerpo y didmetro esquelético para 507 individuos fisicamente activos.

smoking: El conjunto de datos smoking contiene informacion sobre los habitos
de fumar de 1.691 ciudadanos del Reino Unido.

cars: El conjunto de datos cars estd compuesto por la informacion de 54
autos modelo 1993. Se relevan 6 variables de cada uno (tamano, precio en délares,
rendimiento en ciudad (millas por galéon), tipo de traccion, cantidad de pasajeros,
peso).

Para ver una documentacion mas completa, utilice las funciones ? 6 help(),
una vez cargado el paquete. Por ejemplo, help (mammals) . Esta practica se resuelve
con el script_correlacion.R

Ejercicio 1.1 Mamiferos, Parte I. Usando el conjunto de datos de mammals, crear
un diagrama de dispersion que muestre como el peso del cerebro de un mamifero
(Brainit) varia en funcion de su peso corporal (BodyWt).
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Ejercicio 1.2 Medidas del cuerpo, Parte 1. Utilizando el conjunto de datos bdims,
realizar un diagrama de dispersion que muestre cdmo el peso de una persona (wgt)
varia en funcion de su altura (hgt). Identifique el género de las observaciones en
el scatterplot, para ello pinte de rojo a las mujeres y de azul a los hombres, use
la instruccion col de R. Observar que en esta base de datos, sex = 1 para los
hombres y sex = 0 para las mujeres.

Ejercicio 1.3 Utilizando el conjunto de datos smoking, realizar un diagrama de
dispersion que tlustre como varia la cantidad de cigarrillos que fuma por dia una
persona durante el fin de semana (amtWeekends), en funcion de su edad (age).

Ejercicio 1.4 Utilizando el conjunto de datos cars, realizar un scatter plot del
rendimiento del auto en la ciudad (mpgCity) en funcion del peso del auto (weight).

Ejercicio 1.5 Para cada uno de los cuatro scatterplots anteriores describa la for-
ma, la direccion y la fuerza de la relacion entre las dos variables involucradas.
Respuestas posibles:

» forma: lineal, no lineal (cuadrdtica, exponencial, etc.)
= direccion: positiva, negativa

s fuerza de la relacion: fuerte, moderada, débil, no asociacion. Tiene que ver
con cudn dispersos estdn las observaciones respecto del patron descripto en
la forma.

Ejercicio 1.6 ;Para cudles de los 4 conjuntos de datos tiene sentido resumir la
relacion entre ambas variables con el coeficiente de correlacion muestral de Pear-
son? Para los casos en los cuales contestd que era apropiado,

(a) calcilelo usando R.
(b) Testee las siguientes hipdtesis

Hy:p=0
H1 P 7£ 0
para cada uno de esos conjuntos. Antes de hacerlo defina a p en palabras.

Observe que en el item (a) calculd un estimador de esta cantidad, para
cada conjunto. ;En qué casos rechaza la hipdtesis nula, a nivel 0.059
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Ejercicio 1.7 Mamiferos, Parte 1I. El conjunto de datos de mammals presenta un
scatterplot que no es razonable resumir con el coeficiente de correlacion muestral.
El grdfico no es lindo por varios motivos, bdsicamente las observaciones parecen
estar en escalas distintas, hay muchas observaciones superpuestas, necesitariamos
hacer un zoom del grdfico en la zona cercana al origen, a expensas de perder las
dos observaciones con valores mucho mds grandes que el resto. Podemos comparar
lo que pasaria si no hubiéramos observado el diagrama de dispersion y quisiéramos
resumir los datos con el coeficiente de correlacion.

(a)

(b)

(¢)

(d)

Calcule el coeficiente de correlacion muestral de Pearson para los 62 mami-
feros.

Identifique las dos observaciones que tienen valores de peso corporal y cerebral
mds grandes que el resto. Realice un scatter plot de las restantes 60 variables.
¢ Como podria describir este grafico? Calcule el coeficiente de correlacion
muestral de Pearson para estas 60 observaciones.

El grdfico hecho en el item anterior no corrige el problema original del to-
do. La forma general podria describirse como un abanico: claramente las
variables estdn asociadas, la asociacion es positiva (ambas crecen simultd-
neamente) pero la dispersion de los datos parece aumentar a medida que
ambas variables aumentan. Esta forma es frecuente en los conjuntos de da-
tos, suelen corresponder a observaciones que estin medidas en escalas que
no son comparables entre si y suele corregirse al tomar logaritmo en ambas
variables. Para ver el efecto de transformar las variables, realice un scatter-
plot con todas las observaciones, del logaritmo (en base 10, o en base e) del
peso del cerebro en funcion del logaritmo del peso corporal. Observe el grd-
fico. ;Como lo describiria? Calcule la correlacion de Pearson para los datos
transformados.

Para ambos conjuntos de datos (transformados por el logaritmo y sin trans-
formar) calcule la correlacion de Spearman.

Ejercicio 1.8 ;Con qué coeficiente de correlacion, Pearson o Spearman, resumi-
ria los datos de cars? (weight,mpgCity)
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2. Regresion lineal simple

2.1. Introduccién

Antes de presentar el modelo lineal, comencemos con un ejemplo.

Ejemplo 2.1 Datos publicados en |Leviton, Fenton, Kuban, y Pagano, [1991], tra-
tados en el libro de |Pagano et al.| [2000].

Los datos corresponden a mediciones de 100 ninos nacidos con bajo peso (es
decir, con menos de 1500q.) en Boston, Massachusetts. Para dichos bebés se miden
varias variables. La wvariable que nos interesa es el perimetro cefdlico al nacer
(medido en ¢cm.). Los datos estdn en el archivo low birth weight infants.tzt,
la variable headcirc es la que contiene los datos del perimetro cefilico. No tiene
sentido tipear los 100 datos, pero al menos podemos listar algunos, digamos los
primeros 14 datos: 27, 29, 30, 28, 29, 23, 22, 26, 27, 25, 23, 26, 27, 27. La
lista completa estd en el archivo. Asumamos que entra ahora una madre con su
bebé recién nacido en mi consultorio de ninos de bajo peso, y quiero predecir su
perimetro cefdlico, con la informacion que me proporciona la muestra de los 100
bebés. ;Cudl debiera ser el valor de perimetro cefdlico que le predigo? O sea, me
estoy prequntando por el mejor estimador del perimetro cefdlico medio de un bebé
de bajo peso, sin otra informacion a mano mds que la muestra de 100 bebés antes
descripta. St llamamos Y a la variable aleatoria:

Y = perimetro cefdlico (medido en c¢m.) de un bebé recién nacido

con bajo peso,

estamos interesados en estimar a la media poblacional E(Y). Sabemos que la
media muestral Y100 serd el mejor estimador que podemos dar para la media po-
blacional E (Y). Los estadisticos de resumen para la muestra dada figuran en la

Tabla [0,

Tabla 6: Medidas de resumen de los datos de perimetro cefalico.

Variable ‘ n  Media muestral Desvio estandar muestral
Perimetro cefélico | 100 26,45 2,53

Luego, nuestro valor predicho serd 26,45 cm. de perimetro cefdalico. El desvio
estandar muestral es 2,53. Mds ain, podriamos dar un intervalo de confianza para
la media poblacional, basado en la muestra (ver la Tabla [71)
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Tabla 7: Intervalo de confianza para el perimetro cefalico medio, basado en los 100
datos disponibles (calculado con R).

> t.test(headcirc)
One Sample t-test
data: headcirc

t = 104.46, df = 99, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true mean is not equal to 0O
95 percent confidence interval:
25.94757 26.95243
sample estimates:
mean of x
26.45

Ejemplo 2.2 Por lo tanto, el intervalo de confianza para E (Y') resulta ser [25,95,
26,95|, ver la Tabla[]

Pero ;qué pasaria si contaramos con informacion adicional a la ya descripta en
la muestra de 100 bebés de bajo peso? Ademaés del perimetro cefélico al nacer, se
miden otras variables en los 100 bebés en cuestion. La siguiente tabla las exhibe,
para los primeros 14 bebés. Las iremos describiendo en la medida en la que las
analicemos.

Comenzaremos por estudiar dos de estas variables conjuntamente. Es decir,
miraremos headcirc: “perimetro cefalico al nacer (medido en c¢m.)” y gestage:
“edad gestacional, es decir, duracion del embarazo (medida en semanas)”. La idea
es ver si podemos predecir de una mejor manera el perimetro cefalico de un bebé
al nacer si conocemos su edad gestacional. Podemos pensar en estas observaciones
como en n = 100 observaciones apareadas (X;,Y;) con 1 <7 < n, donde Y; es la
variable respuesta medida en el i-ésimo individuo (o i-ésima repeticion o i-ésima
unidad experimental, segin el caso), y X; es el valor de la variable predictora en
el i-ésimo individuo. En el ejemplo,

Y; = perimetro cefalico del i-ésimo bebé de bajo peso (headcirc)
X, = edad gestacional o duracion de la gestacion del i-ésimo bebé
de bajo peso (gestage)

En la Figura vemos un scatter plot (grafico de dispersion) del perimetro
cefalico versus la edad gestacional, para los 100 ninos.
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Tabla 8: Primeros 14 datos de los bebés de bajo peso

Caso | headcirc length gestage birthwt momage toxemia
1 27 41 29 1360 37 0
2 29 40 31 1490 34 0
3 30 38 33 1490 32 0
4 28 38 31 1180 37 0
5 29 38 30 1200 29 1
6 23 32 25 680 19 0
7 22 33 27 620 20 1
8 26 38 29 1060 25 0
9 27 30 28 1320 27 0
10 25 34 29 830 32 1
11 23 32 26 880 26 0
12 26 39 30 1130 29 0
13 27 38 29 1140 24 0
14 27 39 29 1350 26 0

El scatter plot del perimetro cefdlico versus la edad gestacional sugiere que el
perimetro cefilico aumenta al aumentar la edad gestacional. Y que dicho aumento
pareciera seguir un patron lineal.

Observemos que, como ya dijimos, a veces el grafico de dispersion no permite
ver la totalidad de las observaciones: el scatter plot recién presentado contiene
informacion correspondiente a 100 bebés, pero parece que hubiera menos de 100
puntos graficados. Esto se debe a que los resultados de las dos variables grafica-
das estan redondeados al entero més cercano, muchos bebés aparecen con valores
idénticos de perimetro cefilico y edad gestacional; en consecuencia algunos pares
de datos son graficados sobre otros.

Si calculamos el coeficiente de correlacion lineal para estos datos nos da 0,781,
indicando fuerte asociacion lineal entre X e Y, ya que el valor obtenido esta bas-
tante cerca de 1. Antes de realizar inferencias que involucren al coeficiente de co-
rrelacion hay que verificar que se cumplen los supuestos de normalidad conjunta.
Estos son dificiles de testear. Sin embargo, el grafico de dispersion puede descri-
birse globalmente mediante una elipse. Ademas podemos chequear la normalidad
de ambas muestras (haciendo, por ejemplo un test de Shapiro-Wilks y un qqplot
de los datos). Una vez verificado el supuesto de normalidad, podemos analizar el
test. (Si los datos no sustentaran la suposicion de normalidad, deberiamos usar el
coeficiente de correlacion de Spearman para evaluar la correlacion existente entre
ellos). Los resultados aparecen en la Figura@ Recordemos que el p—valor obtenido
en el test (menor a 0,0001 da casi cero trabajando con 4 decimales de precision)
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Figura 12: Grafico de dispersion de perimetro cefalico versus edad gestacional, para
100 bebés de bajo peso.
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significa que en el test de Hy : p = 0 versus la alternativa H; : p # 0 donde p es
el coeficiente de correlacion poblacional, rechazamos la hipotesis nula a favor de
la alternativa y resulta que p es significativamente distinto de cero, indicando que
efectivamente hay una relacion lineal entre ambas variables.

Observemos que si bien ahora sabemos que ambas variables estan linealmente
asociadas, todavia no podemos usar esta informacion para mejorar nuestra predic-
cion del perimetro cefalico de un bebé recién nacido, de bajo peso. Para hacerlo,
proponemos el modelo lineal.

2.2. Modelo lineal simple

El modelo de regresion lineal es un modelo para el vinculo de dos variables
aleatorias que denominaremos X = wvariable predictora o covariable e Y = variable
dependiente o de respuesta. El modelo lineal (simple pues solo vincula una variable
predictora con Y') propone que

Y:50+ﬂlX+€7 (2)

donde ¢ es el término del error. Esto es que para cada valor de X, la correspon-
diente observacion Y consiste en el valor £y + £1 X mas una cantidad e, que puede
ser positiva o negativa, y que da cuenta de que la relaciéon entre X e Y no es exac-
tamente lineal, sino que esta expuesta a variaciones individuales que hacen que el
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Tabla 9: Correlacion entre perimetro cefilico y edad gestacional, en R.

> cor.test(gestage,headcirc)
Pearson’s product-moment correlation
data: gestage and headcirc

t = 12.367, df = 98, p-value < 2.2e-16

alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:

0.6900943 0.8471989

sample estimates:
cor
0.7806919

par observado (X,Y") no caiga exactamente sobre la recta, sino cerca de ella, como
puede anticiparse viendo el scatter plot de los datos que usualmente se modelan
con este modelo (ver, por ejemplo, la Figura . En el modelo los ntimeros
Bo y P1 son constantes desconocidas que se denominan pardmetros del modelo, o
coeficientes de la ecuacion. El modelo se denomina “lineal” pues propone que la Y
depende linealmente de X. Ademas, el modelo es lineal en los parametros: los 3’s
no aparecen como exponentes ni multiplicados o divididos por otros parametros.
Los pardmetros se denominan

Bo = ordenada al origen

[£1 = pendiente.

Otra forma de escribir el mismo modelo es pensando en las observaciones (X;,Y;) .
En tal caso, el modelo adopta la forma

Y = Bo + 51 Xi + &, (3)

donde ¢; es el término del error para el individuo i-ésimo, que no es observable.

Antes de escribir los supuestos del modelo, hagamos un breve repaso de ecua-
cion de la recta, en un ejemplo sencillo.
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2.3. Ecuacion de la recta

Estudiemos el grafico y el vinculo entre x e y que impone la ecuaciéon de la
recta. Miremos en particular la recta

y=2xr+3

En este caso la pendiente es §; = 2, y la ordenada al origen es 5y = 3. Antes de
graficarla armamos una tabla de valores de la misma.

OJ[\D}—‘O‘H
@\]Cﬂ&o‘@

Grafiquemos. Nos basta ubicar dos puntos sobre la misma, por ejemplo el (0,3) y
el (1,5).

Figura 13: Grafico de la recta y = 2z + 3.

Observemos que al pasar de x = 0 a x = 1, el valor de y pasa de 3 a 5, es decir,
se incrementa en 2 unidades. Por otra parte, al pasar de x = 1 a x = 2, el valor
de y pasa de 5 a 7, o sea, nuevamente se incrementa en 2 unidades. En general, al
pasar de cualquier valor x a (x 4+ 1), el valor de y pasa de 2xr +3 a 2(x + 1) + 3,
es decir, se incrementa en

R2(zx+1)+3]—2x+3]=2x+2+3—-2x—3
=2
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que es la pendiente. Por lo tanto, la pendiente representa el cambio en y cuando
x aumenta una unidad.

Luego de este breve repaso, retomemos el modelo lineal, escribiendo los supues-
tos bajo los cuales es valido.

2.4. Supuestos del modelo lineal

Tomando en cuenta el repaso realizado de la ecuacion de la recta, podemos decir
que en el scatter plot de la Figura[I2] hemos visto que una relacion Tineal indica la
tendencia general por la cual el perimetro cefilico varia con la edad gestacional. Se
puede observar que la mayoria de los puntos no caen exactamente sobre una linea.
La dispersion de los puntos alrededor de cualquier linea que se dibuje representa
la variacion del perimetro cefalico que no estd asociada con la edad gestacional,
y que usualmente se considera que es de naturaleza aleatoria. Muchas veces esta
aleatoriedad se debe a la falta de informacion adicional (datos genéticos del nifo y
sus padres, abultada informacion acerca del embarazo que incluyan tratamientos
seguidos por la madre, datos de alimentacion, raza, edad de la madre, etc.) y de un
modelo complejo que pueda dar un adecuado vinculo funcional entre estos datos
y la variable respuesta (en este caso el perimetro cefalico del recién nacido de
bajo peso). Por otro lado, como se espera que todos estos componentes diversos
se sumen entre si y tengan un aporte muy menor a la explicaciéon de la variable
respuesta comparada con el de la explicativa considerada, se los puede modelar
adecuadamente asumiendo que todas estas caracteristicas independientes de la
edad gestacional y asociadas al individuo las incluyamos en el término del error,
que al ser suma de muchas pequenas variables independientes (y no relevadas)
podemos asumir que tiene distribucion normal. Lo cual no se alejard mucho de la
realidad en muchos de los ejemplos practicos de aplicacion del modelo de regresion.

Los supuestos bajo los cuales seran validas las inferencias que haremos maés
adelante sobre el modelo

Y = fo + b1Xi + i, (4)
son los siguientes:
1. los ¢; tiene media cero, E (g;) = 0.

2. los ; tienen todos la misma varianza desconocida que llamaremos o2 y que
es el otro parametro del modelo, Var (g;) = 0. A este requisito se lo suele
llamar homoscedasticidad.

3. los ¢; tienen distribucién normal

4. los ¢; son independientes entre si, y son no correlacionados con las Xj.
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El hecho de que los errores no estén correlacionados con las variables expli-
cativas apunta a que el modelo esté identificado. Observemos que estos cuatro
supuestos pueden resumirse en la siguiente expresion

g~ N (O, 02) , 1<i<n, independientes entre si. (5)

Remarquemos que en la ecuaciéon lo dnico que se observa es (X;,Y;) : des-
conocemos tanto a 5y como a f; (que son numeros fijos), a ; no lo observamos.
Notemos que si bien en la ecuaciéon so6lo aparecen dos parametros desconocidos,
Bo v Bi, en realidad hay tres pardmetros desconocidos, el tercero es o2,

Otra manera de escribir los supuestos es observar que a partir de la ecuaciéon
0 uno puede observar que para cada valor fijo de la variable X, el
valor esperado de la respuesta Y depende de X de manera lineal, es decir escribir
el modelo en términos de la esperanza de Y condicional a las X’s que notare-
mos E (Y | X). Esto constituye un modo muy utilizado de escribir el modelo de

regresion lineal simple. En este caso los supuestos son:

1. La esperanza condicional de Y depende de X de manera lineal, es decir
E(Y | X) =5+ /X (6)
0, escrito de otro modo
E(Y | X =)= b+ Pz (7)

donde Sy, 51 son los parametros del modelo, o coeficientes de la ecuacion. A
la ecuacién @ se la suele llamar funcién de respuesta, es una recta.

2. La varianza de la variable respuesta Y dado que la predictora esta fijada en
X = z la denotaremos por Var (Y | X = x). Asumimos que satisface

Var (Y | X = ;) = 02,

o sea, es constante (una constante desconocida y positiva) y no depende del
valor de X.

3. Las Y}, es decir, el valor de la variable Y cuando X toma el valor i-ésimo
observado, (o sea, el valor de Y | X = z;) tienen distribuciéon normal, es

decir, Y | X = T; ~ N(ﬁo —|—611’i,0'2).

4. Las Y; son independientes entre sil[l]
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Figura 14: Suponemos que cada observacion de la variable respuesta proviene de
una distribucién normal centrada verticalmente en el nivel implicado por el modelo
lineal asumido. Asumimos que la varianza de cada distribucién normal es la misma,
o2. Fuente: Draper y Smith| [1998], p. 34.
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Ejemplificamos graficamente los supuestos en la Figura [14]

Si para algin conjunto de datos estos supuestos no se verifican (por ejemplo, las
observaciones no son independientes porque hay varias mediciones de los mismos
pacientes, o la varianza de Y crece a medida que crece X) no se puede aplicar el
modelo de regresion lineal a dichos datos. Es necesario trabajar con modelos més
refinados, que permitan incluir estas estructuras en los datos, por ejemplo, modelos
de ANOVA con alguna predictora categérica que agrupe observaciones realizadas
a los mismos individuos, o modelo lineal estimado con minimos cuadrados pesados,
que permiten incluir ciertos tipos de heteroscedasticidades.

'En realidad, se pueden hacer supuestos méas débiles atin: asumir que E (g; | X;) = 0, y
Var (g; | X;) = 0. Para los test se asume que ¢; | X; ~ N (O, (72) , 1 <14 <n, ver [Wasserman

[2010].
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El modelo de regresion lineal tiene tres parametros a ser estimados, (g, 31 v o2
. Qué nos interesa resolver?

1. Estimar los parametros a partir de las observaciones.

2. Hacer inferencias sobre los pametros (tests e intervalos de confianza para

BOa 61 y 02)'

3. Dar alguna medida de la adecuacion del modelo a los datos.
4. Evaluar si se cumplen los supuestos (resimenes, graficos, tests).

5. Estimar la esperanza condicional de Y para algtn valor de X observado o
para algtin valor de X que no haya sido observado en la muestra, y construir
un intervalo de confianza para dicha esperanza, como para tener idea del error
a que se estd expuesto.

6. Dar un intervalo de predicciéon para el valor de Y de una nueva observacion
para la cual tenemos el valor de X.

7. Describir los alcances y los problemas del modelo de regresion lineal.

2.5. Estimaciéon de los parametros 5y y 51

Los coeficientes del modelo se estiman a partir de la muestra aleatoria de n
observaciones (XZ,Y-) con 1 < i < n. Llamaremos 60 y 61 a los estimadores de
Bo y Bi. Los valores ﬁg y 61 corresponderan a la recta de ordenada al origen ﬁo y
pendiente 61 que “mejor ajuste” a los datos (X1,Y7), ..., (X,,Y,) observados. Para
encontrarlos, debemos dar una nocién de bondad de ajuste de una recta cualquiera
con ordenada al origen a y pendiente b a nuestros datos. Tomemos las distancias
verticales entre los puntos observados (X, Y;) y los puntos que estén sobre la recta
y = a+ bx, que estan dados por los pares (X;,a + bX;) . La distancia entre ambos
es Y; — (a + bX;) . Tomamos como funcién que mide el desajuste de la recta a los
datos a

g(a,b) = (Y= (a+bX))*, (8)

i=1
es decir, la suma de los cuadrados de las distancias entre cada observacion y el valor
que la recta candidata y = a + bx propone para ajustar dicha observacion. Esta
expresion puede pensarse como una funcion g que depende de a y b, y que toma
a los valores (X1,Y)),...,(X,,Y,) como nimeros fijos. Cuanto mas cerca esté la
recta de ordenada al origen a y pendiente b, menor sera el valor de g evaluado en
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el par (a,b). Los estimadores de minimos cuadrados de Sy y [ seran los valores
de a y b que minimicen la funcion g. Para encontrarlos, derivamos esta funcion con
respecto a a y b y luego buscamos los valores By y 51 que anulan sus derivadas.
Sus derivadas son

= Zz(Yi — (a+0X;)) (—1)

9g(a,b) _ i 2(Y; — (a+bX;)) (—X5)

Las igualamos a cero para encontrar 3y y (1, sus puntos criticos. Obtenemos

i (vi= (Bo+Bixi)) =0 (9)

an (vi— (Bo+Bixi)) Xi =0, (10)

Las dos ecuaciones anteriores se denominan las ecuaciones normales para regresion
lineal. Despejamos de ellas las estimaciones de los pardmetros que resultan ser

@:ZXM?—YHE;W7 (11)
Zz‘:l (Xi - X)

Bo=Y - BiX. (12)

La pendiente estimada también se puede escribir de la siguiente forma

G SL (- X) (V) @ ()
AL -X)T Ve

es decir, el cociente entre la covarianza muestral y la varianza muestral de las X's.
Por supuesto, un estudio de las segundas derivadas mostrara (no lo haremos aci)
que este procedimiento hace que el par B\o y B\l no sea s6lo un punto critico, sino
también un minimo. Afortunadamente, en la practica, los calculos para hallar a
y 1 son realizados por un paquete estadistico.

Observaciéon 2.1 La funcion g propuesta no es la unica funcion de desajuste
posible, aunque si la mds difundida. La eleccion de otra funcion g para medir el
desajuste que proporciona la recta y = a + bx a nuestros datos, como

g (a,b) = mediana {[Y1 — (a + bX)]%, .. Y — (a+ bXn)]2}
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da lugar al ajuste, conocido por su nombre en inglés, de least median of squares.
Obtendremos distintos estimadores de By y P1 que los que se obtienen por minimos
cuadrados. También se utiliza como funcion g a la siguiente

g(a,b):ZP(Yi—(aMXi)),

donde p es una funcion muy parecida al cuadrado para valores muy cercanos al
cero, pero que crece mds lentamente que la cuadrdtica para valores muy grandes.
Estos iltimos se denominan M-estimadores de regresion, y, en general, estdn
programados en los paqueles estadisticos usuales.

2.6. Recta ajustada, valores predichos y residuos

Una vez que tenemos estimadores para 3y y 51 podemos armar la recta ajustada
(o modelo ajustado), que es

Y, = 30+B1Xz‘

Definiciéon 2.1 El valor 57; = Bo + BlXi calculado para el valor X; observado se
denomina (valor) predicho o ajustado i-ésimo.

Definicién 2.2 Liamamos residuo de la observacion i-ésima a la variable
aleatoria

A~

e =Y, =Y
Y — Bo— A X,

El residuo i-ésimo representa la distancia vertical entre el punto observado
(X;,Y:) y el punto predicho por el modelo ajustado, (Xi,f/z) , como puede ob-
servarse en la Figura [I5] Los residuos reflejan la inherente asimetria en los roles
de las variables predictora y respuesta en los problemas de regresion. Hay herra-
mientas estadisticas distintas para tratar problemas donde no se da esta asimetria,
hemos visto el coeficiente de correlacion como una de ellas. Las herramientas del
analisis multivariado (no se veran en este curso), en general, se abocan a modelar
problemas en los que no esti presente esta asimetria.
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Figura 15: Un grafico esquemaético de ajuste por minimos cuadrados a un conjunto
de datos. Cada par observado estd indicado por un circulo pequeno, la linea sélida
es la recta ajustada por el método de minimos cuadrados, la linea punteada es la
recta verdadera (desconocida) que dio lugar a los datos. Las lineas verticales entre
los puntos y la recta ajustada son los residuos. Los puntos que quedan ubicados
bajo la linea ajustada dan residuos negativos, los que quedan por encima dan
residuos positivos. Fuente: [Weisberg [2005], p.23.

=Y

Respuesta

Los residuos son las longitudes (con
signo) de las lineas verticales

I [ [ [ [
0 1 2 3 4

Predictor = X

2.6.1. Aplicacién al ejemplo

Ajuste con el R Volvamos al ejemplo correspondiente a las mediciones de 100
ninos nacidos con bajo peso. El modelo propone que para cada edad gestacional,
el perimetro cefilico se distribuye normalmente, con una esperanza que cambia
linealmente con la edad gestacional y una varianza fija. Asumimos que las 100
observaciones son independientes. El modelo propuesto es

Y = 0o+ b Xi + e

Ajustemos el modelo de regresion lineal simple a los datos. Presentamos la
tabla de coeficientes estimados en la Tabla
La recta ajustada a esos datos es
Y =3,9143 + 0,7801 - X,
a veces se anota de la siguiente forma, para enfatizar el nombre de las variables

headcirc = 3,9143 40,7801 - gestage.
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Tabla 10: Coeficientes estimados para el modelo de regresion lineal aplicado a los
datos de bebés recién nacidos.

> ajuste<-1lm(headcirc ~ gestage)
> ajuste

Call:

Im(formula = headcirc ~ gestage)

Coefficients:
(Intercept) gestage
3.9143 0.7801

Es decir, la ordenada al origen estimada resulta ser 3,9143 y la pendiente de la
recta estimada es 0,7801.

Significado de los coeficientes estimados Tedricamente, el valor de la orde-
nada al origen, es decir, 3,91 es el valor de perimetro cefalico esperado para una
edad gestacional de 0 semanas. En este ejemplo, sin embargo, la edad 0 semanas
no tiene sentido. La pendiente de la recta es 0,7801, lo cual implica que para cada
incremento de una semana en la edad gestacional, el perimetro cefalico del bebé
aumenta 0,7801 centimetros en promedio. A veces (no en este caso), tiene mas
sentido emplear un aumento de la variable explicativa mayor a una unidad, para
expresar el significado de la pendiente, esto sucede cuando las unidades de medida
de la covariable son muy pequenas, por ejemplo.

Ahora podemos calcular los valores predichos basados en el modelo de regresion.
También podriamos calcular los residuos. Por ejemplo, calculemos el valor predicho
de perimetro cefélico medio para un bebé con 25 semanas de gestacion (caso i = 6,
ver los valores observados en la Tabla , nuestro valor predicho seria de

Vs = 3,9143 + 0,7801 - 25 = 23417

y el residuo serfa R
e =Yg — Y5 = 23 — 23,417 = —0,417

Si quisiéramos predecir el valor del perimetro cefalico medio para un bebé con 29
semanas de gestacion (i = 1), nuestro valor predicho seria

Y, = 3,9143 + 0,7801 - 29 = 26,537

y el residuo serfa R
e1 =Y — Y] =27—-26,537 = 0,463
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Figura 16: Grafico de dispersion del perimetro cefalico versus la edad gestacional,
con la recta ajustada por minimos cuadrados.

Parimetro cefalico

24 26 8 30 3z 34

Edad gestacional

Si quisiéramos predecir el valor del perimetro cefilico medio para un bebé con 33
semanas de gestacion (i = 3), nuestro valor predicho seria

373 = 3,9143 40,7801 - 33 = 29,658

y el residuo seria
ez = Y3 — Y3 =30 — 29,658 = 0,342

Resumimos esta informacion en la Tabla [11] Ademas, en la Figura [L6] superpone-
mos al scatter plot la recta estimada por minimos cuadrados.

Volviendo a la pregunta que motivo la introduccion del modelo lineal, si entra
una madre con su bebé recién nacido, de bajo peso, al consultorio y quiero pre-
decir su perimetro cefalico, ahora contamos con una herramienta que (confiamos)
mejorard nuestra prediccion. Le podemos preguntar a la madre la duracion de la
gestacion del nino. Si contesta 25 semanas, predeciré, 23,417 cm. de perimetro
cefélico; si contesta 29 semanas, predeciré 26,537, si contesta 33 semanas, prede-
ciré 29,658. Si dice xy semanas, diremos 3,9143 4+ 0,7801 - xg cm. ;Qué error tiene
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Tabla 11: Tres datos de los bebés de bajo peso analizados en el texto, con el valor
predicho y el residuo respectivo

~

Caso (i) | Y; = (headcirc) X; = (gestage) Y; (predicho) e; (residuo)

1 27 29 26,537 0,463
3 30 33 29,658 0,342
6 23 25 23,417 —0,417

esta prediccion? Para contestar a esta pregunta, tenemos que estimar la varianza

condicional de Y, es decir, 2.

2.7. Ejercicios (primera parte)

Estos ejercicios se resuelven con el script_reglinealsimplel.R

Ejercicio 2.1 Medidas del cuerpo, Parte 11. Datos publicados en|Heinz, Peterson,
Johnson, y Kerk [2005], base de datos bdims del paquete openintro.

(a) Realizar un diagrama de dispersion que muestre la relacion entre el peso
medido en kilogramos (wgt) y la circunferencia de la cadera medida en cen-
timetros (hip.g1i), ponga el peso en el eje vertical. Describa la relacion entre
la circunferencia de la cadera y el peso.

(b) ¢Como cambiaria la relacion si el peso se midiera en libras mientras que las
unidades para la circunferencia de la cadera permanecieran en centimetros?

(¢) Ajuste un modelo lineal para explicar el peso por la circunferencia de cadera,
con las variables en las unidades originales. Escriba el modelo (con papel y ld-
piz, con betas y epsilones). Luego, escriba el modelo ajustado (sin epsilones).
Interprete la pendiente estimada en términos del problema. Su respuesta de-
beria contener una frase que comience asi: "Si una persona aumenta un cm.
de contorno de cadera, en promedio su peso aumentard ... kilogramos”.

(d) Superponga la recta ajustada al scatterplot. Observe el grifico. ;Diria que la
recta describe bien la relacion entre ambas variables?

(e) FElegimos una persona adulta fisicamente activa entre los estudiantes de pri-
mer ano de la facultad. Su contorno de cadera mide 100 ¢m. Prediga su peso
en kilogramos.

(f) Esa persona elegida al azar pesa 81kg. Calcule el residuo.
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(9) Estime el peso esperado para la poblacion de adultos cuyo contorno de cadera
made 100 cm.

Ejercicio 2.2 Medidas del cuerpo, Parte III. Base de datos bdims del paquete
openintro.

(a) Realizar un diagrama de dispersion que muestre la relacion entre el peso
medido en kilogramos (wgt) y la altura (hgt).

(b) Ajuste un modelo lineal para explicar el peso por la altura. Escriba el modelo
(con papel y ldpiz, con betas y epsilones). Luego, escriba el modelo ajustado
(sin epsilones). Interprete la pendiente estimada en términos del problema.
Interprete la pendiente. ;Fs razonable el signo obtenido para la pendiente
estimada? Superponer al scatterplot anterior la recta estimada.

(¢) La persona elegida en el ejercicio anterior, media 187 cm. de alto, y pesaba
81 kg. Prediga su peso con el modelo que tiene a la altura como covariable.
Calcule el residuo de dicha observacion.

Ejercicio 2.3 Mamiferos, Parte III. Base de datos mammals del paquete openintro.

(a) Queremos ajustar un modelo lineal para predecir el peso del cerebro de un
mamifero (BrainWt) a partir del peso corporal (BodyWt) del animal. Habia-
mos visto en el Ejercicio[1.7] que si graficamos el peso del cerebro en funcion
del peso corporal, el grdfico era bastante feo. Y que todo mejoraba tomando
logaritmo (en cualquier base, digamos base 10) de ambas variables. Ajuste un
modelo lineal para explicar a logio (Brainkt) en funcion del logio (BodyWt) .
Como antes, escriba el modelo tedrico y el ajustado. Una observacion: en el
help del openitro se indica que la variable Brainkt estd medida en kg., sin
embargo, esta variable estd medida en gramos.

(b) Repita el scatterplot de las variables transformadas y superpdngale la recta
ajustada.

(¢) La observacion 45 corresponde a un chancho. Prediga el peso del cerebro
del chancho con el modelo ajustado, sabiendo que pesa 192 kilos. Recuerde
transformar al peso corporal del chancho antes de hacer cdlculos. Marque esa
observacion en el grdfico, con color violeta.

(d) La observacion 84 corresponde a un ser humano. Prediga el peso del cere-
bro de un ser humano con el modelo ajustado, sabiendo que pesa 62 kilos.
Recuerde transformar al peso corporal del chancho antes de hacer cdlculos.
Marque esa observacion en el grdifico, con color rojo.

Ejercicio 2.4 Resuelva (en clase) el Taller 1 que figura en el Apéndice A.
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2.8. Estimacion de o2

Escribamos nuevamente el modelo poblacional y el modelo ajustado

= Bo+ /X + e, Modelo poblacional (13)
= B+ BiX,, Modelo ajustado

a0 Jae

Si queremos hacer aparecer el valor observado Y; a la izquierda en ambos, podemos
escribir el modelo ajustado de la siguiente forma

Y, = Eo + B\lXZ- + e, Modelo ajustado. (14)

va que los residuos se definen por ¢; = Y; — 57; El error iésimo (g;) es la variable
aleatoria que representa la desviacion (vertical) que tiene el i-ésimo par observado
(X;,Y;) respecto de la recta poblacional o teodrica que asumimos es el modelo
correcto para nuestros datos (ecuacion ([13))). El residuo i-ésimo (e;) , en cambio, es
la variable aleatoria que representa la desviacion (vertical) que tiene el i-ésimo par
observado (X;,Y;) respecto de la recta ajustada que calculamos en base a nuestros
datos (ecuacion (14))). Recordemos que uno de los supuestos del modelo es que la
varianza de los errores es 02, Var (g;) = o2. Si pudiéramos observar los errores,
entonces podriamos construir un estimador de la varianza a partir de ellos, que
seria

1 2
n_lz(si—s) :

=1

Pero los errores (g;) no son observables, lo que podemos observar son su correla-
to empirico, los residuos (e;). Desafortunadamente, el residuo i-ésimo no es una
estimacion del error i-ésimo: en estadistica sabemos estimar nimeros fijos que lla-
mamos parametros. El error, sin embargo, es una variable aleatoria, asi que no lo
podemos estimar. Tanto los €; como los e; son variables aleatorias, pero muchas
de las cualidades de los errores no las heredan los residuos. Los errores ¢; son in-
dependientes, pero los residuos e; no lo son. De hecho, suman 0. Esto puede verse
si uno escribe la primera ecuacion normal que vimos en la Seccion [2.5] la ecuacion
(@) en términos de los e;

n n

0= (n - (BO + lei)) ~Y . (15)

i=1 =1



2.8 Estimacién de o2 47

Luego, €=, e; = 0. Si escribimos la segunda ecuacion normal en términos de
los residuos vemos también que

n

0 = Z(Yi—<go+ngi))Xi

= ZeiXi:Z(ei—é)Xi:Z(ei—é) (X; — X) (16)

La segunda igualdad de se debe a que por (15)) el promedio de los residuos €, es
igual a cero, y la tercera puede verificarse haciendo la distributiva correspondiente.
Observemos que si calculamos el coeficiente de correlacion muestral entre las X; y
los e;, el numerador de dicho coeficiente es el que acabamos de probar que vale 0,
es decir,

B > (e =) (Xi = X) _
) = — =0,
VEL (- 9*/Tw (X - X)

Luego, los residuos satisfacen dos ecuaciones lineales (las dadas por y (16)
y por lo tanto, tienen mas estructura que los errores. Ademaés, los errores tienen
todos la misma varianza, pero los residuos no. Méas adelante las calcularemos.

El estimador de 02 que usaremos seré

ek e s () o

i=1 1= =1

r=r((Xe),. .., (X en

Al numerador de la expresion anterior ya lo encontramos cuando hallamos la solu-
cion al problema de minimos cuadrados: es la suma de los cuadrados de los residuos
que notamos también por SSRes donde las siglas vienen de la expresion en inglés
(residual sum of squares). De él deviene otra manera de nombrar al estimador de
0% : MSRes, es decir, mean squared residuals, o cuadrado medio de los residuos:

1
62 = ——SSRes = MSRes.
n—2

Hallémoslo en el caso del ejemplo. Para ello, vemos una tabla méas completa de
la salida del R en la Tabla Més adelante analizaremos en detalle esta salida,
por ahora so6lo nos interesa la estimacioén de o que resulta ser 1,59, indicada por
Residual standard error. Luego la estimacion de o2 que proporciona el modelo
lineal es su cuadrado. Si comparamos la estimaciéon de o con la obtenida sin el
modelo de regresion, cuando solo disponiamos de la variable Y, vemos que el
desvio estandar se redujo considerablemente (el desvio estandar muestral de las
Y’s es 2,53, ver la Tabla @ Esta informacion ademas nos permite proponer tests
e intervalos de confianza para By y [;.
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Tabla 12: Salida del ajuste de regresion lineal, con p-valores, para los 100 bebés
de bajo peso.

> ajuste<-lm(headcirc~gestage)
> summary(ajuste)

Call:
Im(formula = headcirc ~ gestage)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-3.5368 -0.8760 -0.1458 0.9041 6.9041

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 3.91426 1.82915 2.14 0.0348 *
gestage 0.78005 0.06307 12.37 <2e-16 **x

Signif. codes: 0 ‘“*x*x’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’%” 0.05 *.”> 0.1 > > 1

Residual standard error: 1.59 on 98 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.609b, Adjusted R-squared: 0.605b5
F-statistic: 152.9 on 1 and 98 DF, p-value: < 2.2e-16

2.9. Inferencia sobre (;

Intentaremos construir un intervalo de confianza y tests para (i, la pendiente
de la recta del modelo lineal poblacional o tedrico que describe a la poblacién de
la que fueron muestreados nuestros datos. Recordemos que el modelo lineal es un
modelo para la esperanza condicional de Y conocidos los valores de la variable X.
La estimacion y la inferencia se realizan bajo este contexto condicional. Para hacer
inferencias, tomaremos las X; como constantes, para no escribir oraciones del estilo

E (31 | Xq,... ,Xn>. Para el estimador Bl puede probarse que, si los datos siguen
el modelo lineal (2)), es decir, si

Yi =00+ 5 Xi+e.



2.9 Inferencia sobre (3 49

con los supuestos que hemos descrito (homoscedasticidad, independencia y norma-
lidad de los errores), entonces

E(B) = &
Var (31) = ' =

yf| también

2
—~ N o '
5 (ﬁ SN —7>2>

Un estimador de la varianza es

e <§1) _ o2 _ SSRes/ (n—2)

n R —— m—
Zi:l (Xi - X) Zi:l (Xi B X)

Finalmente, bajo los supuestos del modelo, puede probarse que

Bi-B  _ BB

— ses

Var <51) A
tiene distribucion ¢ de Student con n — 2 grados de libertad si los datos siguen el
modelo lineal, donde

o — \/ o? _ SSRes/ (n — 2)
” Z?:l (Xi o 7)2 Z?:l (Xi B 7)2

Esto es lo que se conoce como la distribuciéon de muestreo de Bl. Los grados de
libertad son n — 2 puesto que los residuos satisfacen dos ecuaciones lineales, es
decir, conociendo n — 2 de ellos se pueden reconstruir los dos restantes. A la raiz
cuadrada de una varianza estimada se la llama error estandar (standard error),

por lo que usamos el simbolo se, para el error estandar de f3;, o sea sep, s un

estimador de la desviacion estandar de la distribucién de muestreo de f3;.
Con esta distribucién podemos construir un intervalo de confianza de nivel 1—«
para (3 que resultara

=2
~ o .
BrEtno1-a- \/ - ——, 0 bien (18)
Zi:l ( i X)
b1t o1-g - seg
2En realidad, £ (Bl> =p1y Var (fj’\l) = Wzy)z’ pero omitiremos este nivel de detalle
i=1\*iT

en adelante.
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donde #,,_9,1-2 es el percentil 1 — & de la distribucion ¢, o (el valor que deja a su
izquierda un area 1 — %)ﬂ Esto también permite realizar tests para la pendiente.
La forma general de las hipotesis para estos tests es

HO : 6126
H1 . 617&1)

donde b es un valor fijado de antemano. Sin embargo, el test de mayor interés para
el modelo lineal es el que permite decidir entre estas dos hipotesis

H() . 61 =0 (19)
Hl : 61 7& 07
(es decir, tomar b = 0 como caso particular). Si 51 = 0, las Y; no dependen

de las Xj, es decir, no hay asociacién lineal entre X e Y, en cambio, la hipdtesis
alternativa indica que si hay un vinculo lineal entre ambas variables. Para proponer
un test, debemos dar la distribucion de un estadistico basado en el estimador bajo
la hipotesis nula. En este caso resulta que, bajo Hy, Y; | X; ~ N (8o, 0?), es decir,
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Como ademés
el estimador de 8, (y también el de fy) puede escribirse como una combinacion
lineal de los Y; :
RN SIRYC oY1 ¢ B NS YOy
Z?:l (XJ' - X)2 Z?:l (Xj - X)2 i=1
i (Xi = X) -

SYL(x-x) T IS

donde
Lo X=X (X=X)
L Z}Ll(Xj—Y)Q_ Sxx 2
Sxx = zn:(Xj—Y)2.

=1

Entonces, la distribucion de S, serd normal. Si el supuesto de normalidad de los
errores no valiera, pero la muestra fuera suficientemente grande, y se cumpliera
una condicién sobre los ¢; la distribucién de [y seguiria siendo aproximadamente
normal. Luego, si 81 = 0 el estadistico T" descripto a continuacion

B —0 b P

— /~ Ses SSRes
Var (51> ” \/ (n-2) Y7, (X -X)”

En R al percentil £,,_5,1_g lo encontramos con el comando qt (1 — §,df =n —2).
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tiene distribuciéon ¢,_». Finalmente, un test de nivel a para las hipotesis
rechazard Hy cuando el valor de T observado en la muestra sea mayor que el
percentil 1 — < de la distribucion ¢, 5, es decir, lp—2,1—g , O Menor que tno,§ =
~tp2,1-2 , segtn la Figura

Figura 17: Region de rechazo y aceptacion para el test ¢ para la pendiente del
modelo lineal simple, se grafica la densidad de una ¢ de Student con n — 2 grados
de libertad. Fuente Rosner| [2006], pag. 442.

Acceptance region
o2, a2z StE o 122
t,_» distribution

By
L)
=
a8
)
P E<ty_a a2

Rejection E> by o2, 1-a2

1egion Rejection region
fy.2, oi2 0 o2, 1-af2
Value

Es decir, el test rechaza Hy con nivel « si
Tobs < tn727% 0 tn72717% < Tobsu
donde T, es el valor del estadistico 1" definido en calculado en base a las

observaciones (Xi,Y7),...,(X,,Y,). O bien, se puede calcular el p — valor del
test de la siguiente forma

p —valor = 2P (T > |Tws|)
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va que se trata de un test a dos colas. Reportar el p-valor cuando uno realiza un
test sobre un conjunto de datos siempre permite al lector elegir su punto de corte
respecto de aceptar o rechazar una hipotesis.

Un comentario final. Hay una importante distincion entre significatividad esta-
distica, es decir, la observaciéon de un p-valor suficientemente pequeno, y la signifi-
catividad cientifica (médica, biolégica, econémica, dependiendo del contexto) en el
hecho de considerar significativo un efecto de una cierta magnitud. La significati-
vidad cientifica requerird examinar, en la mayoria de las aplicaciones, el contexto,
la evidencia cientifica existente, las magnitudes de las variables relacionadas, el
estado del arte en el tema en cuestién, mas que s6lo un p-valor.

2.9.1. Abplicacién al ejemplo

Para el ejemplo de los 100 bebés de bajo peso, si volvemos a mirar la tabla de
coeficientes estimados (Tabla[12)) obtenemos el estimador del error estandar de Bl,
0 sea

sez, = 0,063.

Otra forma de obtener este valor es a partir de la Tabla[12]y la Figura [I8] De la
primera obtenemos que

SSRes/ (n — 2) = 247,883/98 = 2,529

Figura 18: Estadisticos descriptivos para la edad gestacional

M Minimo Mlaximo Media Desy. tip.
Edad gestaciaonal
(semanas) 100 23 35 2889 2534
M valido (seqn lista) 100

P (X-X)

En la segunda vemos que
n—1

= 2,534 que es el desvio estandar

muestral de las X’s. De aqui obtenemos

Sxx = (X — X)* =2,534% (n — 1) = 2,534? (99) = 635,69

i=1
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wor - SSRes/(n—2)  [247,883/98
B (X - 7)2 635,69
2 529418
_— —’ = 4].
\/ 635,69 0,063079

El percentil resulta ser ln—21-2 = tos 0975 = 1,984467. Luego, un intervalo de
confianza de nivel 0,95 = 1 — « para (; sera

Finalmente,

51 + tn—2;1—% : 3631

0,7801 4 1,984467 - 0,06307941
[0,654921, 0,905279]

Es decir, como el intervalo esta integramente contenido en los reales positivos, el
verdadero valor de la pendiente, (31, sera positivo, confirmando que la asociacién
positiva que encontramos en la muestra se verifica a nivel poblacional. Observemos
también que el intervalo es bastante preciso, esto se debe a que la muestra sobre la
que sacamos las conclusiones es bastante grande. Notemos que la variabilidad de 3,
disminuye (la estimacion es mas precisa o el intervalo de confianza més pequenio),
ver la expresion ((18) cuando:

» La varianza de los errores o? disminuye.

= [La varianza muestral de la variable regresora aumenta, o sea, mientras mas
amplio el rango de valores de la covariable, mayor la precision en la estimacion
de la pendiente.

» El tamano de muestra aumenta. Para ver el efecto de aumentar el n, podemos
escribir
9 o2 o2 1
sez = =

ISL-X [EL-X) -] 0D

: 4 o2 : ¢
El primer factor convergerd a —Z—= si las X‘s son una muestra al azar.
Var(X)

Como el segundo factor tiende a cero, el producto tiende a cero al aumentar
el n.

Si en vez del intervalo de confianza queremos hacer un test de nivel 0,05 para
las hipotesis siguientes

H() : 61:0
Hl : 51#07
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entonces en la Tabla vemos calculado el estadistico del test T' = 12,367 que
se obtuvo al dividir el estimador de (3; por el estimador del desvio estandar del
estimador de [ :

B 0,7801
sez,  0,06307941

Tops = = 12,36695

Para decidir la conclusion del test debemos comparar el valor T,,, con el percentil
tn_g;l_% = t98707975 = 1,984467. Como claramente T, = 12,367 > t98707975 =
1,984, entonces rechazamos H,, concluyendo que el parametro poblacional que
mide la pendiente del modelo lineal es distinto de cero. Como sabemos, una forma

alternativa de llevar a cabo este test es calcular el p — valor, que en este caso sera
p —wvalor = 2P (T > Tys) = 2P (T > 12,367) ~ 0

como figura en la tltima columna de la Tabla[12] Como p—wvalor < 0,05, se rechaza
la hip6tesis nula.

Observemos que el intervalo de confianza para (; construido en base a los
datos es més informativo que el test, ya que nos permite decir que para los tests
de hipotesis

HO : 51:[)
H1 . Bl#b

la hipotesis nula serd rechazada para todo b fijo que no quede contenido en el
intervalo [0,655,0,905] en base a la muestra observada (esto es lo que se conoce
como dualidad entre intervalos de confianza y tests).

En la Tabla (13| pueden verse los intervalos de confianza para ambos parametros
calculados en R.

Tabla 13: Intervalos de confianza de nivel 0,95 para los coeficientes lineales del
ajuste en R, para los 100 bebés de bajo peso.

> ajuste<-lm(headcirc~gestage)
> confint(ajuste, level = 0.95)
2.5 % 97.5 %
(Intercept) 0.2843817 7.5441466
gestage 0.6548841 0.9052223
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2.10. Inferencia sobre [

Esta inferencia despierta menos interés que la de ;. Aunque los paquetes esta-
disticos la calculan es infrecuente encontrarla en aplicaciones. Bajo los supuestos
del modelo lineal, puede calcularse la esperanza y varianza del estimador de [,
que resultan ser

E(R) = &

2
~ 1 X
Var</60> = o? <—+ ~ _2>.
n Zj:l (Xj - X )
Nuevamente, las conclusiones son condicionales a los valores de los X ‘s observados.
La varianza puede estimarse por

o (3) -7 (24 =)
n Z?:l (Xj - X )
Nuevamente, el estadistico Bo tiene distribucion normal, su distribucién es
N (50,02 <% + ﬁ)) , luego
Bo — fo
Var (B\())

~ty_2

y el intervalo de confianza para la ordenada al origen resulta ser

2
~ - 1 X
Bk tuag 5\ 2+ (23)

Z:'L:l (Xi B 7>2

Esto quiere decir que el (1 — «) - 100 por ciento de los intervalos construidos de
esta forma contendran al verdadero valor 3, con el que fueron generados los datos.

Ejemplo 2.3 Para el ejemplo de los 100 bebés vemos en la Tabla[13 que el esta-
distico T" observado en este caso vale 2,14 y el p-valor para testear

Hy : Bo=0
Hl : BO 7é 07
es 0,035, indicando que se rechaza la Hy y la ordenada al origen poblacional es no

nula. También en la Tabla |15 puede observarse el intervalo de confianza de nivel
0,95 para By que resulta ser [0,284,7,544] .
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2.11. Intervalo de confianza para la respuesta media de Y
cuando X = zy,

Nos interesa construir un intervalo de confianza para F (Y, | X = x}) que es-
cribiremos E (Y}) , es decir, un intervalo de confianza para la respuesta media para
algun valor prefijado de la covariable en z;,. Observemos que xy, el nivel de X para
el que queremos estimar la respuesta media puede o no ser un valor observado en
la muestra (pero siempre tiene que estar dentro del rango de valores observados

para X, es decir, entre el minimo y méaximo valor observado para X). El parametro
poblacional a estimar es, entonces

E (Y, | X =) = Bo+ frxp.
El estimador puntual esta dado por
Y, = Bo + By
La esperanza y la varianza de dicho estimador son
E (?h) — E(V)
1 (xh — 7)2
n Z?:l (Xi o 7)2 |

Observemos que la variabilidad de nuestra estimacion de Y}, se ve afectada esen-
cialmente por dos componentes:

Var (lA/h> = o2.

» por o2, la variabilidad de las Y’s cuando conocemos el valor de X,

= y por cuan lejos esta ese valor particular de z;, (de X) del promedio observado
en la muestra X.

Notar que la variabilidad de la estimacion de E (Y}, | X = z;) serd menor cuanto
mas cercano a la media muestral X esté el valor de x), que nos interesa. Esto puede
tomarse en cuenta en los (raros) casos en los cuales los valores de X, ..., X, son
fijados por el experimentador. Esto ultimo se debe a que, por construccion, la recta
de minimos cuadrados siempre pasa por el punto (7, 7), ya que

Bo+317=7—317+317=7
H/\,—/
Bo

Luego, si tomamos muchas muestras de observaciones (Xi,Y)),...,(X,,Y,) con

los mismos valores Xi,...,X,, resultard que el valor X no variard, y el valor
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Figura 19: Dos rectas ajustadas por minimos cuadrados para dos muestras con los
mismos X;, ambas pasan por el mismo (7, 7) , se observa la variabilidad mayor
en el valor predicho (o ajustado) para E (Y | X = x3) que para E (Y | X = z4) si
la distancia al X es mayor para z, que para ;.

Y sera parecido en las diversas muestras. Todas las rectas ajustadas por minimos
cuadrados pasaran por sus respectivos centros (7, 7) , que al no diferir demasiado
en su valor en Y, dardn una estimaciéon mas precisa de E (Y}, | X = 2,) cuando
esté cerca de X que cuando esté lejos, ver la Figura

A partir de la definicién de 30, y las ecuaciones y , podemos escribir
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Y, = EO"‘leh
= Y -5 X+ Bz
= Y<|>51 (ZL‘h—X)

n 1 n .

1=1 =1

n 1 L

S {—m (mh_x)] Y,
— | n
i=1
(Xz'*y) . . S

con ¢ = ~g—=. De la normalidad de los errores se deduce la normalidad de Yj,.
Luego, un intervalo de confianza (que abreviaremos IC) de nivel 1 — a para E (Y},)
resulta ser

LX)

Y, £t, 94 a-C- S—
te Y (X - X)°

(24)

2.12. Intervalo de Prediccion de una nueva observacion Y
medida cuando X = z,

Consideramos ahora el problema de predecir una nueva observaciéon Y corres-
pondiente a un nivel de X dado.

En el ejemplo de los bebés nacidos con bajo peso, queremos predecir el peri-
metro cefalico de un bebé que tiene 29 semanas de gestacion (y sabemos que naci6
con bajo peso).

Esta nueva observacion debe ser obtenida en forma independiente de las obser-
vaciones (X;,Y;),..., en las cuales se baso la estimacion de la recta de regresion.
En el caso del ejemplo se trata de predecir el perimetro cefalico de un bebé que
no esté entre los 100 bebés sobre los cuales se baso el ajuste de la regresion.

Denotamos por x, el valor de X y por Y}, (huevo) @l valor de Y. A diferencia del
intervalo de confianza (IC) para F (Y}) que hallamos antes, ahora predecimos un
resultado individual proveniente de la distribucién de Y, o sea, tenemos ahora
dos fuentes de variabilidad:

- la incerteza en la estimacion de F (Y},) alrededor de la cual yacera la nueva
observacion

- la variabilidad de Y alrededor de su media (que deviene de su distribucion).
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Lo que queremos es un intervalo de extremos aleatorios [a,,, b,| tal que
P (an < Yh(nuevo) < bn) =1-a
Enfaticemos la diferencia entre ambos procedimientos.

Estimacion (es decir, el calculo del intervalo de confianza para la esperanza
de Y condicional al valor de X, E (Y;, | X = x3)): Es una regla para calcular a
partir de los datos un valor que nos permita “adivinar” el valor que puede tomar
un parametro poblacional, en este caso, la esperanza de Y cuando la variable
X toma el valor x,. En el ejemplo, el parametro es el perimetro cefalico medio de
todos los bebés de bajo peso con x;, (por ejemplo, 29) semanas de gestacion.

Prediccion (es decir, el calculo del intervalo de prediccion de una nueva ob-
servacion Yy, (nueva) medida cuando X = x3): Es una regla para calcular a partir
de los datos un valor que nos permita “adivinar” el valor que puede tomar una
variable aleatoria.

Nuestra mejor predicciéon es nuevamente
Yy = 8o + Bz,

pero ahora el error asociado sera mayor. Estimamos el error estandar de la
prediccién con

=\ 2

1 Ip — X
Ll X
n Zizl (Xi - X )
A partir de este error estandar podemos construir un intervalo de prediccion

(que abreviaremos IP) de nivel (1 — «) para el valor predicho de Y cuando X = x},
por

(o0~ %)’
Z?:l (Xi - 7)2

N R 1
Yh + tn72;17% 0 - 1 + -+
n

2.12.1. Aplicacién al ejemplo

Calculemos los intervalos de confianza de nivel 0,95 para E(Y}, | X = z;) y de
prediccién para una nueva observacion Y realizada cuando X = x5, para algunos
valores considerados previamente (y otros méas) en el ejemplo de los 100 ninos de
bajo peso al nacer: (recordemos que X = edad gestacional, Y = perimetro cefdlico)

En R: Creamos un vector con todos los valores de xj; para los cuales queremos
hallar los intervalos de confianza, lo llamamos xx en la lista de comandos que sigue.
En R, el nivel de los intervalos, por default, es 0.95.
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X =z, Y, Intervalo de confianza Longitud del IC

23 21.86 |21.05 22.66| 1.60
25 23.42 [22.84 24.00] 1.16
28 25.76  |25.42 26.09] 0.67
29 26.54 [26.22 26.85] 0.63
33 29.66 [29.05 30.26] 1.21
35 31.22  [30.39 32.04] 1.65

X =uxa, Yy, Intervalo de prediccion Longitud del IP

23 21.86 [18.60 25.11] 6.51
25 23.42 ]20.21 26.62| 6.42
28 25.76  |22.58 28.93] 6.35
29 26.54 [23.36 29.71] 6.34
33 29.66 [26.44 32.87] 6.43
35 31.22 [27.95 34.48] 6.53

> ajuste<-lm(headcirc~gestage)
> xx<-c(23,25,28,29,33,35)
> IC<-predict(ajuste,newdata=data.frame(gestage=xx),
interval="confidence",level=0.95)
> IP<-predict(ajuste,newdata=data.frame(gestage=xx),
interval="prediction",level=0.95)
> IC
fit lwr upr
21.85549 21.05352 22.65745
23.41559 22.83534 23.99584
2b.75575 25.42106 26.09045
26.53581 26.21989 26.85172
29.65602 29.05247 30.25956
31.21612 30.38878 32.04347
IP

vV O O d W N -

fit lwr upr
21.855649 18.59907 25.11190
23.41559 20.20657 26.62461
25.75575 22.58193 28.92957
26.53581 23.36391 29.70770
29.65602 26.44271 32.86933

a > W N -

Hagamos las cuentas en detalle para z;, = 29. Sabemos que S/}h = 26,537. La
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teoria nos dice que el IC de nivel 0,95 para E (Y}, | X = z;,) se obtiene por

=\ 2
?h:l:tnlefg‘a' l‘i_ (Ih_X)

" —
Zi:l (Xi o X)
Sabemos que (ver los estadisticos descriptivos de la edad gestacional) calculados
en la Seccion 2.9

X = 28,89
Sxx = 635,69
n = 100
La varianza estimada por la regresion es
52 = OORE ) po
n—2

de donde surge

0 =s=+/2,529 = 1,5903

tn—o;1—2 = tog0,975 = 1,984467.
Luego, el intervalo de confianza de nivel 0,95 para E (Y, | X = 29) se obtiene por

Tty ns \/ (z), — T)*
Z xl—x)

2 =+ 1,984467 - 1,5903 -
6,537 £ 1,98 \/100 +

y

(29 — 28,89)
635,69

26,537 £ 0,3159
[26,22; 26,85]
que coincide con lo hallado por el R: [26,21989; 26,85172].
En cuanto al intervalo de prediccion para una nueva observacion de perime-

tro cefilico a realizarse en un bebé de 29 semanas de gestacion, el intervalo de
prediccion de nivel 1 — a = 0,95 resulta ser

~ - 1 T, — T
Yh:I:thga\/l—i-——i- Tgh )_2
no i (i —T)

1 (29 —28,89)°
2 +1,984467 - 1 14— 2
6,537 £ 1,984467 - 1,5903 \/ T 100 T 635,60

26,537 & 3,1717
23,365;  29,709]
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que coincide con lo hallado por el R: [23,36391;  29,70770] . Veamoslo graficamen-
te. Si construimos un IC y un IP para cada z; tenemos el grafico de la Figura
201

Figura 20: Recta ajustada e intervalos de confianza y de prediccion para el ejemplo
de los 100 bebés.

Perimetro cefalico

24 26 28 30 32 34

Edad gestacional

Observemos que el IC para F (Y, | X =) es el mas corto. Y que los IP son
mucho mas anchos que los IC. De hecho, si aumentaramos el tamano de muestra
muchisimo (lo que mateméaticamente se dice “hiciéramos tender n a infinito”) y

(w0 -X)"
Z?:1(Xi_y)
longitud de los IC tenderia a cero, pero la longitud de los IP no. Una observaciéon
sobre el grafico anterior es que las conclusiones tienen nivel de confianza 1 —«a para
cada valor (o nivel de prediccion para cada IP) calculado, pero no hay nivel de
confianza simultaneo. (O sea, la probabilidad de que un IC contenga al verdadero
parametro es 1 — «, sin embargo la probabilidad de que simultaneamente el IC

eligiétramos los X; de manera tal que tendiera a cero, entonces la
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calculado para x;, = 29 y el IC calculado para x,,; = 30 ambos contengan a los
dos verdaderos parametros, no puede asegurarse que sea 1 — «).

2.13. Banda de confianza para la recta estimada

A veces uno quiere obtener una banda de confianza para toda la recta de
regresion, F (Y | X = z) = [y + f1x. Es decir, una region que, con una confianza
prefijada, que denominamos 1 — «a, contenga a la recta completa. A su vez, esta
region de confianza también tendra nivel al menos 1 — o para cada valor de x en
particular.

La banda de confianza de Working-Hotelling de nivel 1 — a para el modelo
de regresion lineal tiene los siguientes dos limites, para cada valor z; que pueda
tomar la covariable X (z;, puede ser un valor de X observado en la muestra o no
observado, mientras esté entre el minimo y el méximo valor observado)

-\ 2
Tt WG, |24 n(”rh_X)_z. (25)
" Zi:l (Xi_X)

donde
W = \/2Fi_a2n-2,

donde Fy_,2,,—2 es el cuantil 1 —a de una distribucion F' de Fisher con 2 grados de
libertad en el numerador y (n — 2) en el denominador, que en R se calcula usando
el comando qf (1 —«,df1= 2,df2= n—2). Observemos que la formula tiene la
misma forma que para el intervalo de confianza para la esperanza condicional
de Y cuando X = x5, excepto que el cuantil ¢ se modifica por el de la distribucién
W, que es méas grande y cubre el nivel simultdneo. Si los comparamos para el
ejemplo de 100 ninos de bajo peso (n = 100), tomando nivel 1 —« = 0,95 tenemos

thge = toso975 = 1,984
W = \2F _qon—2=/2Fy929s = 2,1714.

Para comparar ambas regiones, las presentamos en la Figura para el ejemplo
de los bebés de bajo peso.

Observacion 2.2 Los limites de la banda de confianza para la recta de regresion
representan una curva que, matemdticamente, se denomina hipérbola. La region
obtenida es mds angosta para los valores de X cercanos a X y mds ancha cuando
nos alejamos de él.
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Figura 21: Banda de confianza de Working-Hotelling de nivel 0.95 para la recta
esperada, comparada con los intervalos de confianza basados en la distribucion ¢
presentados en , para el ejemplo de bebés de bajo peso.

—— Recta ajustada °
- --+- Banda W-H
IC basado en t

34

Perimetro cefalico

I T T T T I
24 26 28 30 32 34

Edad gestacional

Observacion 2.3 La banda de confianza es vdlida para todos los valores de X
para los cudles vale el modelo lineal (entre el minimo y mdzimo observados en la
muestra), simultdineamente. Volveremos sobre los niveles de significatividad con-
junta en la Seccion [{.9.3 Es decir, si queremos hallar intervalos de confianza
de nivel conjunto 0,95 para los niveles de edad gestacional 29, 31 y 33 semanas,
debemos usar la banda de confianza de Working—Hotelling, para obtenerlos.

Observacion 2.4 Para calcularlos en R, se puede hacer la cuenta “a mano”, es
decir, usando los percentiles de la F y los desvios estdndares que calcula el Im,
o bien de manera automdtica con el paquete investr, y el comando predFit (),
CcOMmo vemos a continuacion:

> library(investr)
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ajuste <- lm(headcirc ~ gestage)

equis<- c(29,31,33)

predFit(ajuste, newdata = data.frame(gestage = equis),

interval = ’confidence’, adjust = ’Scheffe’)

ft lur upTr

26.53581 26.14011 26.93150

28.09591 27.58044 28.61138

29.65602 28.90005 30.41199

+ VvV Vv Vv

W N~

2.14. Descomposicion de la suma de cuadrados (ANOVA
para regresion)

El analisis de la varianza provee un método apropiado para comparar el ajuste
que dos 0o mas modelos proporcionan a los mismos datos. La metodologia presen-
tada aqui serd muy util en regresion multiple, y con modificaciones no demasiado
importantes, en la mayoria de los problemas de regresion més generales. Queremos
comparar el ajuste proporcionado por el modelo de regresion con el modelo més
simple disponible.

., Cuél es el modelo més simple a nuestra disposiciéon? Es el modelo en el que no
contamos con la variable explicativa X y s6lo tenemos las observaciones Y7, ...,Y,,.
A falta de algo mejor proponemos el modelo

Modelo A: E(Y | X) = pu, o escrito de otro modo
Modelo A: Y, = p+ uy conuin(O,ai), 1<i<n,

independientes entre si.

Es lo que se conoce como el modelo de posicion para las Y”’s. Un estimador puntual
de i es Y y un estimador de la varianza o variabilidad de las Y’s bajo el modelo

A es la varianza muestral
1 -~ —.2
n—1 Z (YZ - Y) :
i=1

En este contexto, la varianza muestral es una medida de la variabilidad de Y que

no queda explicada por el Modelo A. A la cantidad > | (Y,- — 7)2 se la denomina
suma de los cuadrados total (SSTo). Estos sumandos tienen n—1 grados de libertad
ya que si uno conoce los valores de (Y1 — Y) R, (Yn—l — Y) puede deducir el valor

de (Yn — 7) pues todos ellos suman 0.
Si ahora usamos los pares (X1,Y7),...,(X,,Y,) para estimar la recta de re-
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gresion tenemos el modelo

Modelo B: E(Y | X)=0y+ X, oescrito de otro modo (26)
Modelo B: Y, = 6o+ 51X + &4, con g; ~ N (0,02) , 1<i<n,
independientes entre si.
Ahora la variabilidad de las Y; que no queda explicada por el modelo de regresion
(modelo B) puede estimarse por

1 ) 1 < <\ 2 1
n—QZei_n—QZ<n_Yi> _n—ZSSReS

i=1 i=1

es decir, la variacion de las observaciones alrededor de la recta ajustada. Como ya
N 2
comentamos, a la cantidad ) ;" , (Yi — Y;) se la denomina suma de los cuadrados

de los residuos (SSRes). Estos sumandos (los residuos) tienen n — 2 grados de

A~

libertad pues si uno conoce los valores de <Y1 — ﬁ) . <Yn,2 — Yn,2> puede

A~

deducir el valor de e,,_1 = <Yn_1 — Yn_1> y €, = (Yn — f/n> ya que los residuos

satisfacen las dos ecuaciones normales (suman 0 y su correlacién muestral con las
X's es cero, las ecuaciones y )

Si comparamos los dos modelos disponibles para las Y’s vemos que el Modelo
A esté incluido en el Modelo B, ya que tomando 5y = py 51 = 0 en el Modelo B
obtenemos el Modelo A como un caso particular del modelo B. Estadisticamente
se dice que ambos modelos estan anidados. Es decir, que ajustar bajo el Modelo A
corresponde a encontrar la mejor recta horizontal que ajuste a los datos, mientras
que ajustar bajo el Modelo B es encontrar la mejor recta (no vertical) que ajuste
a los datos. La Figura [22| muestra los ajustes de ambos modelos para un mismo
conjunto de datos.

Si todas las Y; cayeran sobre la recta, SSResiduos seria igual a cero. Cuanto
mayor sea la variacion de las Y; alrededor de la recta ajustada, mayor sera la
SSResiduos.

. Cuél de las dos sera mayor: SSTotal o SSRes? Vale que

SSRes < SSTotal

pues [y v (1 son los estimadores de minimos cuadrados, es decir, son aquellos valo-
res de ordenada al origen a y pendiente b que minimizan la suma de los cuadrados

siguiente
n

gla,b) =3 (Vi — (a+bX.)?.

=1
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Figura 22: Las dos esperanzas o medias condicionales ajustadas bajo ambos mo-
delos, para un conjunto de veinte datos

Ajuste d&l
P Modelo

)—
I =t
3
S o
03’_ Ajuste del
2 ™ Modelo A

| | | | | |
1.0 15 20 25 3.0 35

Predictor = X

Por lo tanto,

SSRes = ¢ <Bo,g1> = Zn: (5/; —}Afi>2 _ zn: (Yz‘ - (§O+B\1Xi>>2

=1 =1

<g(a,b) =) (Yi—(a+bX,;))>  paratodoay b (27)

=1

En particular, tomando ¢ = Y y b = 0 tenemos ¢ (7, 0) =3, (Yi — ?)2 y de

tenemos
SSRes < > (¥; —Y)” = SSTo. (28)

i=1

Podemos interpretar a SSTo como una medida de la variabilidad de las Y que
no queda explicada por el modelo A. Es una medida del desajuste del modelo A
a los datos. Lo mismo puede decirse de SSRes: es una medida de la variabilidad
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de la Y que no queda explicada por el modelo de regresion lineal (modelo B). La
desigualdad nos dice que la mejor recta ajusta mejor a los datos que la mejor
recta horizontal, como ya discutimos, y graficamos en la Figura[22] Podemos hacer
la siguiente descomposicion de cada uno de los sumandos de SSTo

Y,-Y = Y, - Y, + Y-V (29)
desviacion total desvio alrededor desvio de los predichos
de la recta de regresion respecto de la media

ajustada

En la Figura [23] vemos estas diferencias graficadas para una observaciéon. La des-
viacion total Y; — Y mide la distancia vertical (con signo) de la observacién a la
recta horizontal que corta al eje vertical en Y, Y; — }A/Z mide la distancia vertical
(con signo, es decir puede ser positivo o negativo, segin donde esté ubicada la
observacion) de la observacion a la recta ajustada por minimos cuadrados y ?Z -Y
mide la distancia vertical (con signo) entre los puntos que estan ubicados sobre
ambas rectas y tienen la misma coordenada X;. Cada una de estas cantidades
puede ser positiva, negativa o nula para distintas observaciones.

Figura 23: Los tres términos que aparecen en la igualdad para una observacion.

Obviamente es falso que el cuadrado del término de la izquierda en la igualdad
anterior sea igual a la suma de los cuadrados de los términos de la derecha es
decir,

— ~\ 2 ~ _\2
(i-7V)#(Yi-%) +(%-7) para cada i.
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Sin embargo, puede probarse que vale la siguiente igualdad, cuando sumamos sobre
todas las observaciones

n n

S 0-F =3 (R Y (V) (30

i=1 i=1

Figura 24: El primer grafico contiene las distancias (con signo) que intervienen
en la SSTo, es decir, las diferencias entre los valores observados de Y y la media
muestral Y, el segundo tiene las diferencias entre las observaciones y los valores
predichos por la recta ajustada, que conforman la SSRes y el tercer grafico muestra
la diferencia entre los valores predichos por el modelo lineal y el promedio Y, que
forman la SSReg o SSM. Fuente: Field [2005], pag. 149.
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SSp, uses the differences
between the observed data
and the regression line

S8 uses the differences
between the observed data
and the mean value of Y

§8,, uses the differences
between the mean value
of Yand the regression
line

El tercer término involucrado en esta suma recibe el nombre de suma de cua-
drados de la regresion (SSReg, algunos autores lo llaman suma de cuadrados del
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modelo, SSM), y por la igualdad anterior, puede escribirse la siguiente igualdad

n

SSReg:i(2—?)2:Z(K_?)2_i(n_ﬁ)

i=1 = 1=

2

= SSTo — SSRes.

En la Figura [24] pueden verse los tres sumandos de esta descomposicién en forma
grafica para un conjunto de datos.

Como la SSReg queda completamente determinada al quedar determinada la
inclinacion de la recta (recordemos que los valores de X; estan fijos), es decir, la
pendiente de la recta, decimos que la SSReg tiene un sélo grado de libertad.

Con estas cantidades se construye la tabla de analisis de la varianza que aparece
en la salida de cualquier paquete estadistico en lo que se conoce como tabla de
ANOVA (Analysis of Variance table). Resumimos esta informacion en la Tabla

Tabla 14: Tabla de ANOVA para el modelo de Regresion Lineal Simple

Fuente de | Suma de  Grados de Cuadrado F p-valor
variacion | cuadrados libertad medio
Regresion SSReg 1 MSReg % P (Fip—2 > Fus)
Residuos SSRes n—2 MSRes
Total SSTo n—1
donde
. _\2
SSReg = 37, (YZ- _ Y) MSReg = S5fe
{2
SSRes = Y1, (Vi — ¥, MSRes = SSRes
n Eva SRe SSReg(n—2
SSTo = Zi:l (Y; - Y) F= llt/[/[S?{eg = Sngges :

La primer columna tiene las sumas de cuadrados, la segunda los respectivos
grados de libertad, la tercera tiene el cociente entre la primera y la segunda, es
decir, esta columna tiene lo que denominamos los cuadrados medios (o media
cuadratica, mean square, en inglés). Explicaremos las dos ultimas columnas de la
tabla de ANOVA en la Seccién

Observemos también, que la ultima fila de la tabla es la suma de las primeras
dos, lo cual es consecuencia de la ecuacién es decir

SSTo = SSRes 4+ SSRegresion.

El valor de las sumas de cuadrados depende de la escala en la que estd medida la
variable Y. Cambia si cambiamos las unidades de medida de las Y: por ejemplo
de cm. a metros, de pesos a pesos (en miles) o de kg. a g.
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Ejemplo 2.4 En la Tabla exhibimos la tabla de ANOVA que proporciona la
salida del R para los datos de bebés con bajo peso. Observemos que las dos primeras
columnas estdan intercambiadas respecto de la descripcion hecha antes (primero los
grados de libertad y luego las sumas de cuadrados). En la tercer columna puede
verse el mean square residual, que en este caso vale 2.53. Este es el estimador de
o? dado por el modelo, es decir, MSRes = SSRes/ (n — 2). En la salida del modelo
lineal en la Tabla vetamos la raiz cuadrada del mismo. Por otro lado, vemos
que los valores numéricos exhibidos en la tabla no nos dan informacion que nos
permita evaluar la bondad de la regresion.

Tabla 15: Tabla de ANOVA, salida de R con el comando anova, para los 100 bebés
con bajo peso.

> ajuste<-lm(headcirc~gestage)
> anova(ajuste)
Analysis of Variance Table

Response: headcirc

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
gestage 1 386.87 386.87 152.95 < 2.2e-16 ***
Residuals 98 247.88 2.53

Signif. codes: 0 “*x*x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘%’ 0.05 “.” 0.1 ¢ 7 1

En la siguiente seccion nos ocuparemos de construir una medida para evaluar
la bondad del modelo de regresion, en cuanto al ajuste a nuestros datos, que no
sea dependiente de la escala en la que esté medida la variable Y, a partir de la
tabla de ANOVA.

2.15. El coeficiente de determinacion R?

Trataremos de construir una medida de la fuerza de la relaciéon entre la variable
dependiente e independiente, que nos indique cuan buen predictor de Y es X. Se
trata de decidir si el hecho de conocer el valor de X mejora nuestro conocimiento
de Y. O sea, si uno puede predecir Y mucho mejor usando la recta de regresion

i}i = 30 +31Xi

que sin conocer el valor de X, entonces las variables estdn asociadas. Para ello
usaremos la descomposicion de la suma de cuadrados vista en la seccién anterior.
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Por lo descripto alli, la mejora en el ajuste a los datos conseguida por la inclusiéon
del modelo B resulta ser SSTo — SSRes. ;Cuanto de la variabilidad total de las
Y queda explicada por la regresion? Podemos plantear la siguiente regla de tres
simple:

100 % de variabilidad e SSTo

% de variabilidad explicada —— SSTo — SSRes

Luego el porcentaje de variabilidad explicada es

SSTo — SSRes

SSTo x 100 %.

A la cantidad
SSTo — SSRes  SSReg

SSTo ~ SSTo

se la denomina R?, o coeficiente de determinacion.

R? nos dice qué proporcion de la variabilidad total en la variable Y puede ser
explicada por la variable regresora, en consecuencia es una medida de la capacidad
de prediccion del modelo.

R? también puede verse como una medida de la fuerza de la asociacion lineal
entre X e Y. (Hacemos énfasis en la palabra lineal porque fue obtenido bajo un
modelo lineal).

2.15.1. Propiedades de R?
s 0<R2<1

= No depende de las unidades de medicién.

» Es el cuadrado del coeficiente de correlacion de Pearson para la muestra
{(Xi,Yi)}1<ic,, - También es el cuadrado del coeficiente de correlacion de
Pearson para los pares {()A/Z,Yz)} , es decir, entre los valores de la

1<i<n
covariable observados y los predichos por el modelo lineal.

» Mientras mayor es R? mayor es la fuerza de la variable regresora (X) para
predecir a la variable respuesta (V).

» Mientras mayor sea B2 menor es la SSRes y por lo tanto, méis cercanos estan
los puntos a la recta.

= Toma el mismo valor cuando usamos a X para predecir a Y o cuando usamos
a Y para predecir a X.
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Ejemplo 2.5 Para los datos de la regresion de perimetro cefdlico versus edad ges-
tacional, en la salida del modelo lineal en la Tabla[13, vemos que

R? = 10,6095

Este valor implica una relacion lineal moderadamente fuerte entre la edad gestacio-
nal y el perimetro cefdlico. En particular, el 60,95% de la variabilidad observada
en los valores de perimetro cefdlico queda explicada por la relacion lineal entre el
perimetro cefdlico y la edad gestacional. El restante

100 % — 60,95 % = 39,05 %

de la variabilidad no queda explicada por esta relacion.

El R? no se usa para testear hipotesis del modelo sino como una medida de la
capacidad predictiva de la relacién lineal ajustada.

2.16. Test F (otro test para Hy: f; =0)

A partir de la Tabla de ANOVA es posible derivar un test para Hy : 5; = 0.

En el contexto de regresion lineal simple ya hemos obtenido el test ¢ que resuelve
este punto. El test F' serd mas importante en Regresion Multiple.

El razonamiento es el siguiente. Bajo los supuestos del modelo de regresion,
puede probarse que

1. La distribucion de muestreo de MSRes = SSRes/(n — 2) tiene esperanza o2.

2. La distribucion de muestreo de MSReg = SSReg/1 tiene esperanza o? +
n -\ 2
512 Zi:l (Xi - X) :

Entonces, cuando Hj es verdadera ambos cuadrados medios (el residual y el
de regresion) deberian parecerse mucho, o su cociente deberia parecerse a uno, y
cuando Hy no es cierta, el numerador tendera a tomar valores mucho més grandes
que el denominador. Por lo tanto, es razonable considerar el estadistico

[ MSReg % B SSReg
~ MSRes  83Ees — SSRes/(n —2)

como candidato para testear la hipotesis Hy : 51 = 0. Esperamos que F esté cerca
de 1 (o sea menor a 1) si Hy es verdadera y que F' sea mucho mas grande cuando
Hj es falsa.
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Puede probarse que, bajo los supuestos del modelo lineal y cuando Hy es ver-
dadera, F' tiene distribucion de Fisher con 1 grado de libertad en el numerador y
n — 2 grados de libertad en el denominador. Por lo tanto, un test de nivel o para

H()ZBl:O
Hy: 81 #0

rechazara la hipoétesis nula si el valor del estadistico observado F,,s cumple que
Fops > Fipn—21-o. O cuando su p-valor es menor a «, siendo

p-valor = P (F (1,n —2) > F,,).

Las dos ultimas columnas de la tabla de ANOVA descripta en la Tabla[14] presentan
estos valores.

Observacion 2.5 FEltest F que obtendremos aqui es el mismo que el test t presen-
tado en la Seccion[2.9 para testear la hipdtesis Hy : 1 = 0, ya que F se define como
el cuadrado del estadistico empleado en el test t. Para comprobarlo, observemos que
a partir de la ecuacion que define a [y tenemos

By = Y -BX.
MSReg = SSReg= Z (1//\; — 7)2 = Z ((Bo + 31X1-> —?)2

1= 1=

= S ((F-AX ) -T) =Y (<X + A
=1 =

= B Z (Xi — Y)2
=1

SSRes
n—2

MSRes

Luego, si recordamos el estadistico T" definido en las ecuaciones para testear
la hipotesis de pendiente igual a cero, tenemos

p_ B0 K _ b
— [~ Sex SSRes/(n—2)
B _SSkes/(n—2)
Var (51> 1 Z?:l(Xi—Y)Q

y el estadistico F' que resulta ser

o) n <\ 2 -~
F— MSReg g7 Di1 (Xi - X) B 3%
~ MSRes S5hes =~ “SSRes/(n-2)

Z?:l(Xi*y)Q
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vemos que
F=T?

y el p-valor del test t se calculaba

p—wvalor = 2P (T > |Tyus|) = P(T > |Tops| 6T < |Tops|)
= P(|T[ = [Tons|) = P (’T|2 2 |TobS|2) =P (T2 2 To2bs)
P(F 2 Fobs)

dando el mismo p-valor que el test de Fisher.

Ejemplo 2.6 Si miramos la tabla de ANOVA para el ejemplo de los 100 bebés
(Figura , vemos que el estadistico del test F' toma el valor

F = 152,947.

Su raiz cuadrada es /152,947 = 12,367, que es el valor del estadistico T para

testear si la pendiente es o no nula, como puede verse en la Tabla[12

2.17. Ejercicios (segunda parte)

Estos ejercicios se resuelven con el script_reglinealsimple2.R

Ejercicio 2.5 Medidas del cuerpo, Parte IV. Base de datos bdims del paquete
openintro.

(a) Compare los ajustes realizados en los ejercicz'os y. En ambos se ajusta
un modelo lineal para explicar el peso medido en kilogramos (wgt): en el ejer-
cicio por la circunferencia de la cadera medida en centimetros (hip.g1),
en el ejercicio 2.9 por la altura media en centimetros (hgt). sCudl de los dos
covariables explica mejor al peso? ;Qué herramienta utiliza para comparar-
los?

(b) Para el ajuste del peso usando la circunferencia de cadera como unica co-
variable, halle un intervalo de confianza de nivel 0.95 cuando el contorno
de cadera mide 100 cm. Compdrelo con el intervalo de prediccion para ese
mismo contorno de cadera.

(¢) Para el ajuste del peso usando la altura como tinica covariable, halle un
intervalo de confianza de nivel 0.95 cuando la altura es de 176 ¢cm. Compdrelo
con el intervalo de prediccion para esa misma altura. ;Cudl de los dos modelos
da un intervalo de prediccion mds til?
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(d) Construya un intervalo de confianza para el peso esperado cuando el contorno
de cintura es de 80cm., 95cm., 125cm. de nivel 0.95. Estos tres intervalos,
stienen niwel simultdneo 0.95¢9 Es decir, la siguiente afirmacion jes verda-
dera o falsa? Justifique. En aproximadamente 95 de cada 100 veces que yo
construya los IC basados en una (misma) muestra, cada uno de los 3 IC
contendrdn al verdadero valor esperado del peso.

(e) Construya los intervalos de prediccion para el peso esperado cuando de nivel
(individual) 0.95 cuando el contorno de cintura es de 80cm., 95¢cm. y 125¢m.
Compare las longitudes de estos tres intevalos entre si. Compdrelos con los
1C de nivel individual.

(f) Construya los intervalos de confianza para el peso esperado cuando de nivel
stmultdneo 0.95 cuando el contorno de cintura es de 80cm., 95cm. y 125cm.

(g9) Estime la varianza del error (02) en ambos modelos.

(h) Realice un scatterplot del peso en funcidn del contorno de cintura. Superponga
los IC y los IP al grdfico, de nivel 0.95 (no simultdneo).

Ejercicio 2.6 (Del Libro de |Weisberg [2005]) Uno de los primeros usos de la
regresion fue estudiar el traspaso de ciertos rasqgos de generacion en generacion.
Durante el periodo 18931898, E. S. Pearson organizo la recoleccion de las alturas
de n = 1375 madres en el Reino Unido menores de 65 anos y una de sus hijas
adultas mayores de 18 anos. Pearson y Lee (1903) publicaron los datos, y usaremos
estos datos para examinar la herencia. Los datos (medidos en pulgadas) pueden
verse en el archivo de datos hetghts.txt del paquete alr3 de R. Nos interesa
estudiar el traspaso de madre a hija, asi que miramos la altura de la madre, llamada
Mheight, como la variable predictora y la altura de la hija, Dheight, como variable
de respuesta. sSerd que las madres mds altas tienden a tener hijas mds altas? ;Las
madres mds bajas tienden a tener hijas mds bajas?

(a) Realice un scatterplot de los datos, con la altura de las madres en el eje
horizontal.

1. Como lo que queremos es comparar las alturas de las madres con la de
las hijas, necesitamos que en el scatterplot las escalas de ambos ejes
sean las mismas (y que por lo tanto el grifico sea cuadrado).

1. St cada madre e hija tuvieran exactamente la misma altura que su hija,
scomo luciria este scatterplot? Resuma lo que observa en este grifico.
Superpongale la figura que describic como respuesta a la pregunta ante-
rior. sDescribe esta figura un buen resumen de la relacion entre ambas
variables?
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i1. Los datos originales fueron redondeados a la pulgada mds cercana. St
trabajamos directamente con ellos, veremos menos puntos en el scat-
terplot, ya que varios quedardn superpuestos. Una forma de lidiar con
este problema es usar el jittering, es decir, sumar un pequeno numero
uniforme aleatorio se a cada valor. Los datos de la libreria alr3 tienen
un numero aleatorio uniforme en el rango de -0.5 a +0.5 anadidos.
Observemos que si se redondearan los valores del archivo heights se
recuperarian los datos originalmente publicados. En base al scatterplot,
spareceria ser cierto que las madres mds altas suelen tener hijas mds
altas y viceversa con las mds bajas?

(b) Ajuste el modelo lineal a los datos. Indique el valor de la recta ajustada.
Superpongala al scatter plot. ;Presenta visualmente un mejor ajuste que la
recta identidad postulada en el item anterior? Dé los estimadores de los co-
eficientes de la recta, sus errores estdndares, el coeficiente de determinacion,
estime la varianza de los errores. Halle un intervalo de confianza de nivel
0.95 para la pediente. Testee la hipdtesis E(Dheight | Mheight) = [y ver-
sus la alternativa que E (Dheight | Mheight) = [y + fiMheight. Escriba su
conclusion al respecto en un par de renglones.

(¢) Prediga y obtenga un intervalo de prediccion para la altura de una hija cuya
madre mide 64 pulgadas. Observe que para que esta prediccion sea razonable,
hay que pensar que la madre vivia en Inglaterra a fines del siglo XIX.

(d) Una pulgada equivale a 2.54cm. Convierta ambas variables a centimetros
(Dhetightcemy Mheightem) y ajuste un modelo lineal a estas nuevas variables.
sDeberian cambiar los estimadores de By y (1?7 ;De qué manera? ;Y los
errores estandares? ;Y los p-valores? ;Y el coeficiente de determinacion? ;Y
la estimacion del desvio estandar de los errores? Compare ambos resultados, y
verifique si sus conjeturas resultaron ciertas. En estadistica, que un estimador
se adapte al cambio de escala en las variables (covariable y respuesta) se dice:
“el estimador es equivariante (afin y por escala)”.

Ejercicio 2.7 Simulacion 1. El objetivo de este ejercicio es generar datos para
los cuales conocemos (y controlamos) el modelo del que provienen y la distribucion
que siguen.

(a) Generar n =22 datos que sigan el modelo lineal simple
Y =10+ 5X +¢, (31)

donde ¢ ~ N (0,0%), con 0* = 49. Las n observaciones las generamos inde-
pendientes entre si.
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(b)
(¢)

(d)

(¢)
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1. Para hacer esto en R, conviene primero definir un vector de longitud 22
de errores, que tenga distribucion normal. La instruccion que lo hace es
rnorm. Visualice los errores con un histograma de los mismos.

1. Inventamos los valores de X. Para eso, generamos 22 valores con distri-
bucion uniforme entre 0y 10, con la instruccion runtf. Para no trabajar
con tantos decimales, redondeamos estos valores a dos decimales, con
la instruccion round ().

1i. Ahora si, definimos las 'Y usando todo lo anterior:
Y;' = 1O+5X1+€1,

para cada 1 <1 < n = 22. Observar que nos hemos consequido obser-
vaciones {(X;,Y;)} <;<,, independientes que siguen el modelo

Y:Bo—l-ﬁlX‘f—é.

¢ Cudnto valen los verdaderos By y (17

Haga un scatterplot de los datos generados.

Ajuste el modelo lineal, guarde el resultado obtenido en el objeto ajuste.
Observe si los pardmetros estimados son significativos. Calcule intervalos de
confianza para la ordenada al origen y la pendiente, de nivel 0.95. Para esto
recuerde los comandos: lm y confint. sLos verdaderos By y 1 pertenecen
a dichos intervalos? ;Cudnto dio la pendiente estimada, $17 ;En qué parte
de la salida del ajuste lineal podemos encontrar el estimador de o? ;Cudnto
deberia valer?

Pidamosle al R que chequee si el 5 pertenece al IC de nivel 0.95 calculado
en base a la muestra. El R nos devolverd “TRUE” o “FALSE” como respuesta a
esta pregunta. La computadora codifica los “TRUE” como 1 y los “FALSE” como
0 para poder operar numéricamente con respuestas de este tipo. También
guardemos la pendiente estimada en un objeto que se llame betalest.

Superpdngale al scatterplot de los datos la recta verdadera (en azul) y la
estimada en base a ellos (en rojo).

Ejercicio 2.8 Simulacion 2. Ahora hacemos un upgrade del desafio. Vamos a re-
petir lo hecho en el ejercicio muchas veces, digamos lo replicaremos B = 1000
veces. Llamaremos replicacion a cada repeticion del ejercicio anterior. ;Qué repli-
camos? Repetimos generar n = 22 observaciones del modelo Con errores nor-
males (lo que llamamos elegir una muestra), ajustamos el modelo lineal, guardamos
la pendiente estimada y nos fijamos si el 5 pertenece al intervalo de confianza para
la pendiente.
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(a) ;Puede usted anticipar, desde la teoria las respuestas de las preguntas que
siquen?

1. Las pendientes estimadas en las B = 1000 replicaciones, sserdn siempre
iguales o cambiardn de replicacion en replicacion?

it. gAlrededor de qué niimero variardn las pendientes estimadas en las 1000
replicaciones?

1. St hacemos un histograma de estas B = 1000 replicaciones, s;a qué
distribucion deberia parecerse?

w. Aprorimadamente, ;qué porcentaje de los 1000 intervalos de confianza
para la pendiente estimados a partir de las 1000 muestras cubrird al
verdadero valor de la pendiente?

v. Observe que st usted tuviera 22.000 observaciones de un modelo, nunca
las dividiria en 1000 tandas de 22 observaciones para analizarlas: las
consideraria todas juntas. Es por eso que este ejercicio es irreal, es
simplemente una herramienta de aprendizaje.

(b) Antes de empezar, definamos vectores donde guardaremos la informacion.
De longitud B = 1000 cada uno, necesitamos un vector para los Bl y otro
para quardar las respuestas respecto de si el 5 pertenece o no al intervalo
de confianza. Llamémoslos: betalest e icbeta. Inicialmente ponemos un
N4 en cada coordenada de estos vectores (NA es, usualmente, la notacion
reservada para una observacion faltante, son las siglas de not available). La
instruccion rep del R (que repite un nimero o una accidn un nimero fijo de
veces resultard muy itil).

(¢) Los valores de X1,..., X los dejaremos siempre fijos, en los valores que
tomamos en el ejercicio[2.7] En cada replicacion elegimos nuevos valores pa-
ra los errores, y consecuentemente, nuevos valores para la variable respuesta
Y1, ..., Y. No nos interesard guardar ni a los errores ni a las Y. Para cada
muestra, corra el ajuste lineal y guarde la pendiente estimada y la respuesta
en forma de true o false respecto de si el intervalo de confianza para la pen-
diente contiene al verdadero valor de la pendiente. Todo esto puede realizarse
con la instruccion for del R, que no es la manera dptima de programar, pero
st es la mds comprensible.

(d) Haga un histograma de las pendientes estimadas. ;Qué distribucion parecen
tener los datos?

(e) ¢Qué proporcion de los intervalos de confianza construidos contiene al ver-
dadero valor de la pendiente?
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Ejercicio 2.9 Mamiferos, Parte IV. conjunto de datos mammals del paquete openintro.
Vimos, en los ejercicios[1.7] y[2.3, que el scatter plot de los datos originales no tie-

ne la forma elipsoidal (o de pelota de rugby, mds o menos achatada) que podemos
describir con un modelo de regresion lineal. Por ello, ajustamos un modelo lineal
para explicar a log,, (Braint) en funcion del log,, (BodyWt),

log, (Brainkit) = [y + [11ogo (Bodyt) + €. (32)

Una observacion: en el help del openitro se indica que la variable Brainkt estd
medida en kg., sin embargo, esta variable estd medida en gramos.

(a) A partir de log,, (10) =1 y de recordar que

logyo (ab) = logy, (a) + logy, (b)

podemos observar que en el modelo lineal aumentar una unidad de
logio (BodyWt) es lo mismo que multiplicar a BodyWt por 10. Si dos ani-
males difieren en el BodyWt por un factor de diez, dé un intervalo del 95 %
de confianza para la diferencia en ellog,, (Brainit) para estos dos animales.

(b) Para un mamifero que no estd en la base de datos, cuyo peso corporal es
de 100 kg., obtenga la prediccion y un intervalo de nivel 95 % de predic-
cion dellog,, (Brainkt). Prediga el peso del cerebro de dicho animal. Ahora
queremos convertir el intervalo de prediccion del log,, (Braink't) en un inter-
valo de prediccion para el Brainkt. Para eso, observemos que si el intervalo
(a,b) es un intevalo de prediccion de nivel 95 % para log,, (Brainkt) , enton-
ces, un intervalo para el Brainkt estd dado por (10“, 10b). sPor qué? Use
este resultado para obtener un intervalo de prediccion del peso del cerebro
del mamifero cuyo peso corporal es 100kg. Mirando los valores numéricos
obtenidos, jparece muy itil el resultado obtenido?

(c) Observe que si quisiéramos construir el intervalo de confianza de nivel 95 %
para el peso del cerebro esperado de un mamifero cuyo peso corporal es es
100kg, no es posible hacer la conversion del item anterior de manera auto-
mdatica, ya que para cualquier funcion g en general

Elg(Y)#g(E[Y]).

Si se quiere construir dicho intervalo, habrd que apelar a otras herramientas,
por ejemplo el desarrollo de Taylor de la funcion g.

Ejercicio 2.10 (Del Libro de|Weisberg [2005]) La perca americana o lubina (small-
mouth bass) es un pez que vive en lagos y cuya pesca constituye una actividad bas-
tante difundida. En Estados Unidos, para garantizar un equilibrio saludable entre
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la conservacion del medio ambiente y la explotacion humana se implementan dis-
tintas politicas de requlacion de su pesca. Entender los patrones de crecimiento de
los peces es de gran ayuda para decidir politicas de conservacion de stock de peces y
de permisos de pesca. Para ello, la base de datos wblake del paquete alr3 registra
la longitud en milimetros al momento de la captura (Length) y la edad (Age) para
n = 439 percas medidas en el Lago West Bearskin en Minnesota, EEUU, en 1991.
Ver help(wblake) para mds informacion de los datos. Las escamas de los peces
tienen anillos circulares como los drboles, y contdndolos se puede determinar la
edad (en anos) de un pez. La base de datos también tiene la variable Scale que
mide el radio de las escamas en mm., que no utilizaremos por ahora.

(a) Hacer un scatter plot de la longitud (Length) en funcion de la edad (Age).
s Qué observa? La apariencia de este grifico es diferente de los demds grdficos
de dispersion que hemos hecho hasta ahora. La variable predictora Age solo
puede tomar valores enteros, ya que se calculan contando los anillos de las
esacamas, de modo que realmente estamos graficando ocho poblaciones dis-
tintas de peces. Como es esperable, la longitud crece en general con la edad,
pero la longitud del pez mds largo de un ano de edad excede la longitud del
pez mds corto de cuatro anos de edad, por lo que conocer la edad de un pez
no nos permitird predecir su longitud de forma exacta.

(b) Calcule las medias y los desvios estdndares muestrales para cada uno de
las ocho subpoblaciones de los datos de las percas. Dibuje un bozxplot de la
longitud para cada edad de las percas, todos en la misma escala. Describa
lo que ve. La longitud, ;parece aumentar con la edad? La dispersion de la
longitud, ;parece mantenerse mds o menos constante con la edad? ?;0 crece?
¢ 0 decrece?

(¢) Ajuste un modelo lineal para explicar la longitud (Length) en funcion de la
edad (Age). sResulta significativa la pendiente? Resuma la bondad del ajuste
con el R?. Superponga la recta estimada al grdfico de dispersion, y también
las medias muestrales por grupos. Halle el estimador de o que proporciona
el modelo lineal. ;A qué valor debiera parecerse? ;Se parece? Observar que
no debiera parecerse a sd(Length). ;Le parece que el ajuste obtenido por el
modelo lineal es satisfactorio?

(d) Obtenga intervalos de confianza de nivel 95 % para la longitud media a edades
2, 4 y 6 anos (no simultineos). ;Seria correcto obtener IC para la longitud
media a los 9 anos con este conjunto de datos?
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3. Diagnoéstico en Regresion

Las técnicas del diagnostico en regresion se abocan a validar que los supuestos
realizados por el modelo sean apropiados para los datos con los que se cuenta.
Son realizadas a posteriori del ajuste (aunque filoséficamente se deberfan realizar
antes) y estan basadas en general en los residuos (o versiones apropiadamente es-
caladas) de ellos. Constan principalmente de técnicas gréficas, aunque también en
la exhibicién de algunas medidas de bondad de ajuste. Si el modelo propuesto, una
vez ajustado a los datos, no proporciona residuos que parezcan razonables, enton-
ces comenzamos a dudar de que algun aspecto del modelo (o todos) sea apropiado
para nuestros datos. Un tema relacionado es asegurarse que la estimacion realizada
no sea tremendamente dependiente de un solo dato (o un pequenio subconjunto de
datos) en el sentido en que si no se contara con dicho dato las conclusiones del estu-
dio serian completamente diferentes. La identificaciéon de estos puntos influyentes
forma parte relevante del diagnostico (y de esta seccion).

3.1. Medidas de diagnéstico
3.1.1. Leverage de una observaci6én

El valor predicho de un dato puede escribirse como combinacion lineal de las
observaciones

}A/i = BO + BlXi = Z hin Y (33)

k=1

donde

L, (X; — X) (Xi — X)

n SXX

(34)

Recordemos que hemos llamado Sxx a la cantidad

n

Sxx =Y (Xp —X)".

k=1
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Vale que

z": hg. = 1, z": hi, =1 (35)
k=1 =1
=1

l < hi; <

n <1. (36)

w | =

donde s es la cantidad de observaciones con predictor igual a X; en la muestra.
La cantidad h;; se denomina leverage del dato i-ésimo. Es una medida que resume
cuan lejos cae el valor de X; de la media muestral de las X. Mide, de alguna
manera, cuanto es el aporte de la observacion i-ésima a la varianza muestral de las
X (que es iXT)f) La traduccion de leverage al castellano es usualmente palanca, o
influencia. Observemos que es un concepto que no depende del valor Y; observado.

3.1.2. Residuos

Dijimos en la Seccion que los residuos son cantidades observables, que
representan de alguna manera el correlato empirico de los errores. Para verificar
los supuestos del modelo lineal, suelen usarse métodos graficos que involucran a
los residuos. El modelo lineal

Y=0+54X+e¢

supone que los errores € tienen media poblacional cero y varianza constante (que
denominamos 0?), y que son indendientes para distintas observaciones. Sin embar-
go, va hemos visto que no ocurre lo mismo con los residuos. Vimos que los residuos
no son independientes. Ademés, puede probarse que

E(e;) = 0
Var (e;) = o°(1— hy) (37)

—\2

donde h; = % + %, es el leverage de la observacion i-ésima. En consecuencia
la varianza del residuo de un dato depende del valor de la covariable, y los residuos
de distintos casos tienen diferentes varianzas. De la ecuacion (37)) vemos que cuanto
mayor sea h;;, menor serd la varianza del e; : mientras mas cercano a uno sea h;;
més cercana a cero sera la varianza del residuo de la observacion i-ésima. Esto
quiere decir que para observaciones con gran h;;, Y; tendera a estar cerca del valor
observado Y;, sin importar cuanto sea el valor Y; observado. En el caso extremo
e hipotético en que h;; = 1, la recta ajustada seria forzada a pasar por el valor
observado (X;,Y;).
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3.1.3. Residuos estandarizados

Para hacer mas comparables a los residuos entre si, podemos dividir a cada uno
de ellos por un estimador de su desvio estandar, obteniendo lo que se denominan
residuos estandarizados:

rest; = AL. (38)
0'2 (1 — h“)
Recordemos que el estimador de o2 bajo el modelo de regresion esta dado por
o SSRes
g =
n—2

Puede probarse que los residuos estandarizados tienen media poblacional cero
(igual que los residuos), y varianza poblacional igual a uno, es decir

E (rest;)) = 0
Var(rest;) = 1, para todo i.

3.1.4. Los residuos cuando el modelo es correcto

Para chequear que los supuestos del modelo lineal son apropiados para un
conjunto de datos, suelen hacerse una serie de graficos. El mas importante es el
scatter plot de residuos versus la covariable. Esto se conoce como gréfico de residuos
(o residual plot). En el caso de regresion lineal simple, los valores ajustados o
prediAchosA}A/i representan un cambio de escala lineal respecto de los valores X; ya
que Y; = By + (1 X;. Luego, es equivalente al grafico recién descripto el scatter plot
de residuos versus los valores ajustados. ; Cémo debe lucir este grafico si el modelo
es correcto?

1. Puede probarse que E (e | Xi,...,X,) = 0. Esto quiere decir que el scatter
plot de los residuos versus las X debe estar centrado alrededor del cero (de
la recta horizontal de altura cero).

2. Mencionamos que cuando el modelo es correcto, Var(e; | Xi,...,X,) =
0% (1 — hy) . Luego el grafico de residuos versus la covariable deberia mostrar
menor variabilidad para los valores de X més alejados de la media muestral
(seran los que tengan mayor leverage h;;). Por este motivo, suele ser mas
frecuente graficar los residuos estandarizados versus la covariable. En ese
caso, deberiamos ver la misma variabilidad para los distintos valores de la
covariable.

3. Los residuos de distintas observaciones estan correlacionados entre si, pero
esta correlacién no es muy importante, no serd visible en los graficos de
residuos.
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En resumen, si el modelo es correcto, el grafico de los residuos versus predichos o
versus la covariable deberia lucir como una nube de puntos sin estructura, ubicada
alrededor del eje horizontal.

3.1.5. Los residuos cuando el modelo es incorrecto

En el caso en el que el modelo es incorrecto, el gréfico de residuos (o de residuos
estandarizados) versus la variable predictora (o versus los valores predichos) suele
tener algtn tipo de estructura. En la Figura se ven varios de estos posibles
scatter plots (algo idealizados, claro).

El primero de ellos es una nube de puntos sin estructura que indica que no hay
problemas con el modelo ajustado. De las Figuras [25(b) a [25(d) infeririamos que
el supuesto de homogeneidad de varianzas no se satisface: la varianza depende de
la variable graficada en el eje horizontal. Las Figuras [25(e) a[25(h) son indicadoras
de que se viola el supuesto de linealidad de la esperanza condicional, lo cual nos
lleva a pensar que el vinculo entre el valor esperado de la variable respuesta Y y la
covariable se ve mejor modelado por una funciéon mas complicada que la lineal (lo
que genéricamente suele denominarse una curva). Las dos altimas figuras, las[25|(g)
y (h) sugieren la presencia simultanea de curvatura y varianza no constante.

En la practica, los graficos de residuos no son tan claros como estos... Es ttil
recordar que aun cuando todos los datos satisficieran todos los supuestos, la va-
riabilidad muestral podria hacer que el grafico tuviera pequefios apartamientos de
la imagen ideal.
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Figura 25: Graficos de residuos: (a) nube de datos sin estructura, (b) varianza que
crece con X (forma de megéfono abierto a la derecha), (c) varianza que decrece
con X (forma de megafono abierto a la izquierda), (d) varianza que depende de la
covariable, (e)-(f) no linealidad, (g)-(h) combinacién de no linealidad y funcion de
varianza no constante. Fuente: Weisberg| [2005], pag. 172.
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3.1.6. Los residuos en el ejemplo

La Figura [26| muestra el grafico de residuos en el ejemplo de los 100 bebés de
bajo peso. Por ejemplo, el primer dato observado (i = 1) corresponde a un bebé de
29 semanas de gestacién cuyo perimetro cefilico fue de 27 cm. El valor predicho

para este caso es N
YY) =3,9143 40,7801 - 29 = 26,537

y el residuo asociado a esa observacion es
e1 =Y, —Y) = 27 — 26,537 = 0,463,

como ya habfamos calculado. Luego, el punto (26,537,0,463) sera incluido en el
grafico, que es un scatter plot de los puntos (}A/Z, ei) para las 100 observaciones de

la muestra.

En él vemos que hay un residuo en particular que es un poco mas grande que el
resto: este punto corresponde a la observacion 31, que corresponde a un bebé cuya
edad gestacional es de 31 semanas y cuyo perimetro cefalico es de 35 centimetros.
De acuerdo al modelo, el valor predicho para su perimetro cefalico seria

3731 = 3,9143 + 0,7801 - 31 = 28,097
un valor mucho menor que el observado, por lo tanto el residuo resulta grande
€31 = Ya1 — Ya1 = 35 — 28,097 = 6,903.

Podemos probar sacar este punto de la muestra, volver a realizar el ajuste y luego
comparar los dos modelos para medir el efecto del punto en la estimacion de los
coeficientes de la recta. No lo haremos aqui puesto que en las secciones subsiguien-
tes propondremos otros modelos que ajustaran mejor a nuestros datos. En cuanto
al grafico de residuos, este no muestra evidencia de que el supuesto de homosce-
dasticidad sea violado, o que haya algun tipo de curvatura en el vinculo entre los
residuos y los predichos, indicando que el modelo ajusta bien a los datos.

3.1.7. ;Coémo detectar (y resolver) la curvatura?

Para ayudarnos a decidir si un grafico de residuos corresponde (o no) a una
nube de puntos es posible hacer un test de curvatura. El méas difundido es el test de
no aditividad de Tuckey, que no describiremos aqui. Sin embargo, si diremos que
un remedio posible al problema de la curvatura consiste en transformar alguna
de las variables X o Y (o ambas), y luego proponer un modelo lineal para las
variables transformadas. Hay técnicas que ayudan a decidir qué transformaciones
de los datos puede ser interesante investigar. Las transformaciones de Box-Cox son
las mas difundidas de estas técnicas, ver Kutner, Nachtsheim, Neter, y Li| [2005].
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Figura 26: Gréfico de residuos versus valores ajustados para el ajuste lineal de
perimetro cefalico en funcion de la edad gestacional, en el caso de los 100 bebés
de bajo peso.
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Otra posibilidad consiste en proponer modelos més complejos que contemplen
un vinculo mas general entre X e Y, por ejemplo

E(Y | X) =6+ bX + 5 X7

Es posible estudiar estos modelos como un caso particular de los modelos de regre-
si6n lineal, pero con dos covariables (X y X?), lo cual nos lleva a tratarlos dentro
de los modelos de regresion miltiple, que presentaremos mas adelante.

3.1.8. ;Qué hacer si la varianza no es constante?

En un grafico de residuos, una funciéon de la varianza no constante puede indicar
que el supuesto de varianza constante es falso. Hay por lo menos cuatro remedios
basicos en este caso, que describiremos siguiendo a [Weisberg) [2005], Seccion 8.3.
El primero es el uso de una transformacion estabilizadora de la varianza para
transformar a las Y, ya que el reemplazo de Y por Ytransformada puede inducir
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varianza constante en la escala transformada. Una segunda opcién es encontrar los
pesos que podrian ser utilizados en los minimos cuadrados ponderados. El método
de minimos cuadrados ponderados o pesados es una técnica estadistica que ataca
una version mas general del problema de regresion que hemos descrito hasta ahora.
Lo presentamos a continuacion, en su caso méas simple. Seguimos trabajando bajo
el supuesto de linealidad de la esperanza

EY | X =)= po+ bz,

pero ahora relajamos el supuesto de que la funcion de varianza Var(Y | X) sea la
misma para todos los valores de X. Supongamos que podemos asumir que

2
Var (Y | X = x;) = Var(g;) = 7
Wi
donde wy, ..., w, son nimeros positivos conocidos. La funcion de varianza todavia
queda caracterizada por un tnico parametro desconocido o2, pero las varianzas
pueden ser distintas para distintos valores de X. Esto nos lleva al método de
minimos cuadrados pesados o ponderados (en inglés weighted least squares, o wls)
en vez del método usual de minimos cuadrados (ordinary least squares, ols) para
obtener estimadores. En este caso, se buscan los valores de los parametros que
minimizan la funcion

Guts (a,b) = Zw (Y; — (a+bX;))*.

Existen expresiones explicitas para los parametros estimados con este método, y
los softwares mas difundidos realizan el ajuste. En las aplicaciones, por supuesto, se
agrega la complejidad extra de elegir los pesos w; que en general no vienen con los
datos. Muchas veces se usan pesos empiricos, que se deducen de algunos supuestos
teoricos que se tengan sobre las variables, por ejemplo. Si hubiera replicaciones,
es decir varias mediciones de la variable respuesta realizadas para el mismo valor
de la covariable, podria estimarse la varianza dentro de cada grupo y conseguirse
de este modo pesos aproximados. También es posible usar modelos de minimos
cuadrados generalizados, en los que se estiman simultaneamente los pardmetros
del modelo y los pesos, que exceden por mucho estas notas (consultar por ejemplo
Pinheiro y Bates| [2000], Seccion 5.1.2).

La tercera posibilidad es no hacer nada. Los estimadores de los parametros,
ajustados considerando una funcién de varianza incorrecta o mal especificada, son
de todos modos insesgados, aunque ineficientes. Los tests e intervalos de confianza
calculados con la funciéon de varianza errada seran inexactos, pero se puede recurrir
a métodos de bootstrapping para obtener resultados més precisos.
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La tltima opcion es usar modelos de regresion que contemplan la posibilidad de
una funcion de varianza no constante que dependa de la media. Estos modelos se
denominan modelos lineales generalizados, de los cuales por ejemplo, los modelos
de regresion logistica forman parte. Puede consultarse el texto clasico [McCullagh
y Nelder| [1989] y también el libro de Weisberg [2005], Seccion 8.3 y Seccion 12.

3.1.9. ;Coémo validamos la independencia?

Si las observaciones con las que contamos fueron producto de haber tomado una
muestra aleatoria de sujetos de alguna poblacién, entonces en principio, tendremos
observaciones independientes. Algunas situaciones en las que este supuesto puede
fallar se describen a continuacion.

Los estudios en los cuales los datos se recolectan secuencialmente pueden dar
lugar a observaciones que no resulten independientes. Lo mismo puede suceder en
las determinaciones de laboratorio hechas secuencialmente en el tiempo, ya que
pueden mostrar un cierto patrén, dependiendo de cémo funcionan los equipos, los
observadores, etc. El modo de deteccion de estas situaciones suele ser graficar los
residuos versus la secuencia temporal en la que fueron relevados.

Si los datos fueron obtenidos por dos observadores distintos A y B, podriamos
esperar que las observaciones de un observador tiendan a parecerse méas entre ellas.
La manera de detectar que esto sucede es graficar las Y versus las X identificando
los puntos de cada grupo. En ocasiones, la variabilidad debida a la regresion puede
ser explicada por la pertenencia al grupo. Tampoco seran independientes las obser-
vaciones si varias de ellas fueron realizadas sobre los mismos sujetos (o animales).
Si este fuera el caso, puede considerarse un modelo de regresion multiple donde
el operador (o el sujeto) entre como covariable. Nos ocuparemos de discutir esto
més adelante, ya que los modelos correctos para este tipo de situaciones son los
modelos de ANOVA con efectos aleatorios, o los modelos de efectos mixtos, que

exceden el contenido de estas notas. Ver para ello, el libro de |Pinheiro y Bates
[2000].

3.1.10. ;Coémo validamos la normalidad?

El supuesto de normalidad de los errores juega un rol menor en el analisis de
regresion. Es necesario para realizar inferencias en el caso de muestras pequenas,
aunque los métodos de bootstrap (o resampleo) pueden usarse si este supuesto no
esta presente. El problema con las muestras pequenas es que chequear el supuesto
de normalidad a través de los residuos cuando no hay muchas observaciones es
muy dificil. Los gréaficos cuantil cuantil de los residuos (qqg-plots) y los tests de
normalidad realizados sobre ellos pueden ayudar en esta tarea. Hay varios tests
posibles que ayudan a descartar la normalidad, entre ellos el test de Shapiro-
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Wilks (que esta esencialmente basado en el cuadrado de la correlacion entre las
observaciones ordenadas y sus valores esperados bajo normalidad), o el test de
Kolmogorov-Smirnov, que estdn implementados en los paquetes.

En la practica los supuestos de normalidad y homoscedasticidad nunca se cum-
plen exactamente. Sin embargo, mientras mas cerca estén nuestros datos de los su-
puestos del modelo lineal, méas apropiados seran los tests e intervalos de confianza
que construyamos.

Para muestras grandes el supuesto de distribucién normal no es crucial. Una
version extendida del Teorema Central del Limite garantiza que el estimador de mi-
nimos cuadrados de la pendiente tiene distribucion de muestreo aproximadamente
normal cuando n es grande.

3.2. Outliers y observaciones influyentes

3.2.1. Outliers

En algunos problemas, la respuesta observada para algunos pocos casos puede
parecer no seguir el modelo que si ajusta bien a la gran mayoria de los datos. Un
ejemplo (de datos ficticios) puede verse en el scatter plot de la Figura Los
datos de este ejemplo sugieren que el modelo lineal puede ser correcto para la
mayoria de los datos, pero uno de los casos estd muy alejado de lo que el modelo
ajustado le prescribe. Diremos que este dato alejado es un outlier. Observemos
que el concepto de outlier (o sea, dato atipico) es un concepto relativo al modelo
especifico en consideraciéon. Si se modifica la forma del modelo propuesto a los
datos, la condicion de ser outlier de un caso individual puede modificarse. O sea,
un outlier es un caso que no sigue el mismo modelo que el resto de los datos.
La identificacion de estos casos puede ser 1til. ;Por qué? Porque el método de
cuadrados minimos es muy sensible a observaciones alejadas del resto de los datos.
De hecho, las observaciones que caigan lejos de la tendencia del resto de los datos
pueden modificar sustancialmente la estimacion.

3.2.2. Un test para encontrar outliers

Si sospechamos que la observacion i-ésima es un outlier podemos proceder del
siguiente modo. Este procedimiento es clasico dentro de la regresion y corresponde
a muchos otros procedimientos en estadistica que son genéricamente conocidos
como “leave one out procedures”.

1. Eliminamos esa observacién de la muestra, de modo que ahora tenemos una
muestra con n — 1 casos.
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Figura 27: Datos hipotéticos que muestran el desajuste de una observacion al
modelo ajustado.

5 10 15 20

2. Usando el conjunto de datos reducidos volvemos a estimar los pardmetros,

obteniendo By, Bi) ¥ 3(%.) donde el subindice (7) esta escrito para recordar-
nos que los parametros fueron estimados sin usar la i-ésima observacion.

. Para el caso omitido, calculamos el valor ajustado }Afi(i) = 30(1-) + Bl(i)Xl-.

Como el caso i-ésimo no fue usado en la estimacion de los parametros, Y; y
Yi(;) son independientes. La varianza de Y; —Yj(;) puede calcularse y se estima
~9
usando o7,.
(4)

. Escribamos

Y, - }//\;(i)

\/@" <Y% - 2‘(1))

la version estandarizada del estadistico en consideracion. Si la observacion
i-ésima sigue el modelo, entonces la esperanza de Y; — Yj(;) deberia ser cero.
Si no lo sigue, serd un valor no nulo. Luego, si llamamos 0 a la esperanza

ti:

i

poblacional de esa resta, 6 = F (Yi — )A/Z-(,-)) , v asumimos normalidad de los

errores, puede probarse que la distribucion de t; bajo la hipotesis Hy : § = 0
es una t de Student con n — 3 grados de libertad, t; ~ t,_3 (recordar que
hemos excluido una observacion para el calculo del error estandar que figura
en el denominador, por eso tenemos un grado de libertad menos que con
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los anteriores tests), y rechazar cuando este valor sea demasiado grande o
demasiado pequeno.

Hay una féormula computacionalmente sencilla para expresar a t; sin necesidad
de reajustar el modelo lineal con un dato menos, ya que es facil escribir al desvio
estandar estimado sin la observacion i-ésima (3(1')) en términos del leverage de la
observacion i-ésima (h;;) y el desvio estandar estimado con toda la muestra (o).
Es la siguiente

€; n—3

t; = VI =Te = rest; R S— (39)
donde el residuo estadarizado rest; lo definimos en la ecuacién . Esta cantidad
se denomina el residuo estudentizado i-ésimo. La ecuacion (39)) nos dice que los
residuos estudentizados y los residuos estandarizados llevan la misma informacion,
ya que pueden ser calculados uno en funcién de otro. Vemos entonces que para
calcular los residuos estudentizados no es necesario descartar el caso i-ésimo y
volver a ajustar la regresion (cosa que tampoco nos preocuparia mucho ya que es
la computadora la que realiza este trabajo).

Para completar el test, nos queda tinicamente decidir contra qué valor comparar
el t; para decidir si la i-ésima observacion es o no un outlier. Si el investigador
sospecha de antemano a realizar el ajuste que la observacion i-ésima es un outlier
lo justo serfa comparar el valor absoluto de t; con el percentil 1 — 5 de la ¢ de
student con n — 3 grados de libertad. Pero es rara la ocasion en la que se sospecha
de un dato antes de hacer el anélisis. Si en cambio el analista hace el ajuste, luego
computa los residuos estudentizados, y, a raiz de lo obtenido sospecha de aquella
observacion con mayor valor absoluto de t;, entonces en el fondo esta realizando
n tests de significatividad, uno para cada observaciéon. Para tener controlada la
probabilidad de cometer un error de tipo I en alguno de los n tests (es decir,
decidir falsamente que una observacion que en realidad no es outlier sea declarada
como tal), puede usarse un procedimiento conservativo conocido como método de
Bonferroni para comparaciones multiples. Este procedimiento propone rechazar
Hy : ninguna de las n observaciones es un outlier, versus Hy : hay al menos un
outlier, cuando alguno de los [t;| es mayor que el percentil 1 — = de la ¢, 3.
Por ejemplo, si n = 20 (pensamos en una muestra con 20 observaciones) y nivel
simultaneo 0,05, entonces en vez de comparar con el percentil 0,975 de una t17 que
es 2,11, la comparacion correcta es con el percentil 1 — = =1 — % = 0,99875 de
una ty7 que es 3,543.

Apliquemos este test al ejemplo de los bebés de bajo peso.

Ejemplo 3.1 En el caso de los 100 bebés, para detectar outliers a nivel 0,05 debe-
mos computar el residuo estudentizado para cada caso, y compararlo con el percentil

o 005

™ ~ 3100 — 0,99975
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de una tyr, que resulta ser 3,602. El inico residuo estudentizado cuyo valor abso-
luto sobrepasa este punto de corte es el correspondiente a la observacion 31, que
es 4,857. En la Figura pueden verse los boxplots de los residuos, los residuos
estandarizados y los residuos estudentizados para el ajuste de perimetro cefdlico en
funcion de la edad gestacional.

Figura 28: Los boxplots de los residuos, los residuos estandarizados y los residuos
estudentizados para el ajuste de perimetro cefilico en funciéon de la edad gestacio-
nal en el ejemplo.
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Este test ubica un outlier, pero no nos dice qué hacer con él. Cuando detectamos
un outlier, sobre todo si es severo, es importante investigarlo. Puede tratarse de
un dato mal registrado, o que fue mal transcripto a la base de datos. En tal caso
podremos eliminar el outlier (o corregirlo) y analizar los casos restantes. Pero si
el dato es correcto, quizas sea diferente de las otras observaciones y encontrar las
causas de este fendomeno puede llegar a ser la parte mas interesante del analisis.
Todo esto depende del contexto del problema que uno esté estudiando. Si el dato es
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correcto vy no hay razones para excluirlo del analisis entonces la estimacion de los
parametros deberia hacerse con un método robusto, que a diferencia de minimos
cuadrados, no es tan sensible a observaciones alejadas de los demés datos.

Antes de terminar, corresponderia hacer un alerta. Los residuos estudentizados
son una herramienta mas robusta que los residuos estandarizados para evaluar si
una observacion tiene un residuo inusualmente grande. Este método para detectar
outliers parece una estrategia muy apropiada. Y lo es... siempre que en la mues-
tra haya a lo sumo un outlier. Pero, como todos los procedimientos de leave one
out, puede conducirnos a conclusiones erradas si en la muestra hubiera mas de un
dato atipico, pues en tal caso, al calcular el residuo estudentizado de la observa-
cion i-ésima, la otra (u otras) observaciones atipicas atin presentes en la muestra
podrian tergiversar el ajuste del modelo lA/i(i) o la estimacion del desvio estandar
0(:), alterando la distribuciéon de los residuos estudentizados resultantes. Por eso,
una estrategia todavia mejor para detectar la presencia de outliers que el estudio
de los residuos estudentizados, es comparar el ajuste obtenido por cuadrados mi-
nimos con el ajuste al modelo lineal que proporciona un método robusto, como
describiremos en la Seccion 3.2.41

3.2.3. Observaciones influyentes

Estudiar la influencia de las observaciones es, de alguna manera, estudiar los
cambios en el analisis cuando se omiten uno o méas datos (siempre una pequena
porcion de los datos disponibles). La idea es descubrir los efectos o la influencia que
tiene cada caso en particular comparando el ajuste obtenido con toda la muestra
con el ajuste obtenido sin ese caso particular (o sin esos pocos casos particulares).
Una observacion se denomina influyente si al excluirla de nuestro conjunto de
datos la recta de regresion estimada cambia notablemente. Ejemplificaremos los
conceptos en forma gréfica.

En la Figura [29|se observan scatter plots de cuatro conjuntos de 18 datos cada
uno. En el grafico (1), el conjunto de datos no presenta ni puntos influyentes ni
outliers, ya que todas las observaciones siguen el mismo patrén. En los restantes
tres graficos se conservaron 17 de las observaciones del grafico (1) y se intercambi6
una de ellas por los puntos que aparecen indicados como A, B y C en los respectivos
scatter plots, y que son puntos atipicos en algun sentido, es decir, puntos que no
siguen el patron general de los datos. No todos los casos atipicos tendrédn una fuerte
influencia en el ajuste de la recta de regresion.

En la Figura [29] (2), entre las observaciones figura una que rotulamos con la
letra A. El caso A puede no ser muy influyente, ya que hay muchos otros datos
en la muestra con valores similares de X que evitardn que la funciéon de regresion
se desplace demasiado lejos siguiendo al caso A. Por otro lado, los casos B y C
ejerceran una influencia muy grande en el ajuste, ya que como vimos en las Sec-
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ciones y el leverage de ambas serd bastante alto. Mientras mayor sea el
leverage de la observacion, menor serd la variabilidad del residuo, esto quiere decir
que para observaciones con gran leverage, el valor predicho tendré que estar cerca
del valor observado. Por eso se dice que tienen un alto grado de apalancamiento, o
que cada uno de ellos es un punto de alta palanca. Luego la recta ajustada se ve-
rd matematicamente obligada a acercarse a dichas observaciones, alejandose para
ello, de los deméas datos.

En la Figura 29| (3) aparece una observacion indicada con B. Esta observacion
serd influyente en el ajuste, pero como sigue el patron lineal de los datos (o sea,
sigue la estructura de esperanza condicional de Y cuando X es conocida que tienen
el resto de los datos) no hara que la recta estimada cuando el punto esta en la
muestra varie mucho respecto de la recta estimada en la situaciéon en la que no
estd, pero reforzara (quiza artificialmente) la fuerza del ajuste observado: reforzara
la significatividad de los tests que se hagan sobre los parametros.

La Figura 29| (4) presenta la observacion C. Esta observacion serd muy influ-
yente en el ajuste, arrastrando a la recta estimada a acercarse a ella. Como no sigue
la misma estructura de esperanza condicional que el resto de las observaciones, la
recta ajustada en este caso diferird mucho de la que se ajusta a los datos de la
Figura [29| (1). Sin embargo, si una vez realizado el ajuste intentamos identificar
este punto mirando las observaciones de mayores residuos (o residuos estandariza-
dos) es posible que no la detectemos (dependera de cuén extrema sea) ya que al
arrastrar la recta hacia ella, tendra un residuo mucho menor que el que tendria si
usaramos la recta que ajusta a los datos del grafico (1).

Constatemos que lo afirmado antes es cierto, buscando la recta que mejor ajusta
a cada conjunto de datos, por minimos cuadrados. A continuacién figuran las
salidas del R a los cuatro ajustes, y en la Figura |30, nuevamente los scatter plots
de los cuatro conjuntos de datos, con las rectas ajustadas superpuestas.

Ajuste de minimos cuadrados a los datos de la Figura [29] (1)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 6.4063 2.0364 3.146 0.00625
XX 2.3987 0.3038 7.895 6.58e-07

Residual standard error: 2.899 on 16 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7957, Adjusted R-squared: 0.783
F-statistic: 62.33 on 1 and 16 DF, p-value: 6.579e-07

> confint (Im(yy~xx))
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Figura 29: Scatter plot de 4 conjuntos de datos (hay 18 observaciones en cada
uno): El grafico (1) no presenta ni puntos influyentes ni outliers, (2) entre las
observaciones figura la indicada con A, que es un outlier, no muy influyente, (3)
en este grafico figura la observacion B, influyente pero no outlier, (4) este grafico
muestra la observacion C, simultdneamente influyente y atipica.
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2.5 % 97.5 %
(Intercept) 2.089294 10.723305
XX 1.754633 3.042795

Ajuste de minimos cuadrados a los datos de la Figura 29 (2)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 7.8387 3.6856 2.127 0.049338
XX 2.3281 0.5469 4.257 0.000602
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Residual standard error: 5.184 on 16 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5311, Adjusted R-squared: 0.5018
F-statistic: 18.12 on 1 and 16 DF, p-value: 0.000602

> confint (lm(yy~xx))

2.5% 97.57%
(Intercept) 0.02561661 15.651834
XX 1.16881319 3.487375

Ajuste de minimos cuadrados a los datos de la Figura [29] (3)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 6.2614 1.7778 3.522 0.00283
XX 2.4242 0.2412 10.049 2.57e-08

Residual standard error: 2.9 on 16 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8632, Adjusted R-squared: 0.8547
F-statistic: 101 on 1 and 16 DF, p-value: 2.566e-08

> confint (lm(yy~xx))

2.5 % 97.57%
(Intercept) 2.492573 10.03017
XX 1.912797 2.93559

Ajuste de minimos cuadrados a los datos de la Figura [29 (4)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 17.8872 3.8042 4.702 0.00024
XX 0.4471 0.4933 0.906 0.37823

Residual standard error: 6.91 on 16 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.04883, Adjusted R-squared: -0.01062
F-statistic: 0.8214 on 1 and 16 DF, p-value: 0.3782

> confint (lm(yy~xx))

2.5 % 97.5 %
(Intercept) 9.8226420 25.951836
XX -0.5986414 1.492747
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Figura 30: Nuevamente los scatter plots de los 4 conjunto de datos, esta vez con
las rectas ajustadas.

(1) Recta ajustada Y = 2.40X + 6.41 (2) Recta ajustada Y =2.33X+7.84
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Una vez realizado el ajuste vemos que se verifica lo anticipado. Las pendientes
de las rectas estimadas en los 3 primeros graficos no difieren demasiado entre si, en
el grafico (2) la ordenada al origen es mayor ya que la observacion A esta ubicada
muy por encima de los datos. La recta estimada en (3) pasa casi exactamente
por el dato B y la significatividad del test para la pendiente aumenta en este caso,
comparada con la del grafico (1). Ademés también se incrementa el R cuadrado, que
pasa de 0,79 en (1) a 0,86 en (3). En el grafico (4) vemos que la recta ajustada difiere
completamente de la recta estimada para el conjunto (1), de hecho la pendiente
que era significativa para los datos del grafico (1) deja de serlo en este caso. Vemos
que la observacion C arrastro la recta hacia ella. La observacion C es la que més
tergiverso las conclusiones del ajuste lineal.

Un comentario més que habria que hacer con respecto a la influencia es que
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en este caso hemos presentado un ejemplo muy sencillo donde para cada conjunto
de datos hay un s6lo dato sospechoso. En las situaciones practicas, cuando hay
mas de un dato anémalo en un conjunto de datos, esta presencia simultanea puede
enmascararse: la técnica de sacar las observaciones de a una muchas veces no logra
detectar los problemas. En regresion simple nos salva un poco el hecho de que po-
demos graficar muy bien los datos. No sera esta la situacion en regresion miltiple,
por lo que se vuelve importante tener medidas cuantitativas que permitan medir
el grado de influencia (al menos potencial) que tiene cada dato en un conjunto de
datos.

3.2.4. Alternativa: comparacién con un ajuste robusto

Como hemos dicho antes, el método de cuadrados minimos como estrategia
para encontrar estimadores de los parametros del modelo lineal, resulta ser muy
sensible a observaciones alejadas del resto de los datos. También vimos a través
de un ejemplo sencillo, como una sola observacion apartada del resto puede modi-
ficar sustancialmente la estimacion realizada. Los métodos de estimacién que son
mas resistentes a la influencia de observaciones apartadas del resto se denominan
métodos robustos de estimacion. De hecho, puede probarse matematicamente, que
la influencia que una sola observacion atipica puede tener sobre los estimadores de
minimos cuadrados es (potencialmente) ilimitada. Este déficit no esta en el modelo
lineal, sino en el método de estimacion elegido para ajustarlo: el método de mini-
mos cuadrados que propone como funcién para medir el desajuste (se denomina
funcion de pérdida) a la suma del cuadrado de los residuos. Si en vez de tomar esa
funcion de pérdida, eligiéramos otra, podriamos subsanar este déficit que tienen
los estimadores de minimos cuadrados, de volverse ilimitadamente sensibles a una
observacion atipica. ;Qué forma deberia tener la funciéon de pérdida propuesta
para que el estimador resultara robusto? Hay varias alternativas. Por un lado, la
funcion debiera ser insensible a observaciones extremadamente grandes (o residuos
enormes), y por lo tanto crecer mucho menos que el cuadrado cuando la miramos
suficientemente lejos del cero. Por otro lado, si los datos de la muestra siguieran
el modelo de regresion con errores normales, querriamos que el estimador que el
método robusto calcula se parezca al de minimos cuadrados, (esta propiedad en
estadistica se denomina alta eficiencia) por lo que la funcion de pérdida debiera
parecerse al cuadrado para valores muy cercanos a cero. Es por esto que en vez
de usarse el cuadrado se suele utilizar una funciéon de pérdida del estilo (comparar
con la funcion exhibida en (g))

ooty = 3 p (B ) (10)

S
i=1 n
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donde p : R —R es una funcion acotada, creciente y simétrica alrededor del cero,
y s, es un estimador de escala que juega el papel de o en el modelo clésico de
regresion.

Una posibilidad es ajustar una recta usando un procedimiento de ajuste robus-
to, por ejemplo un MM-estimador de regresion, propuesto por [Yohai| [1987]. En R,
esto esta programado dentro de la rutina lmrob en el paquete robustbase de R.
La estimacion se hace en tres etapas, se propone un estimador inicial de los paré-
metros, a partir de él se estima a s, y finalmente se obtienen los estimadores de
los parametros a partir de ellos, minimizando la funcién objetivo . La Figura
muestra una posible seleccion de la funcion p.

Figura 31: Ejemplo de una funciéon p en la familia bicuadrada (en negro) compa-
rada con la cuadratica (en rojo).

X
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1.0
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Existen muchas otras propuestas de estimadores robustos para regresion, por
ejemplo LMS (least median of squares), LTS (least trimmed squares), T—estimadores
de regresion, y casi todas estdn implementadas en R. Entre ellas, otra buena op-
cion para tener un ajuste robusto altamente robusto y eficiente implementado en
R, que no comentaremos aqui, es la rutina 1lmRob del paquete robust. Una funte
completa para consultarlas es el libro de Maronna, Martin, y Yohai [2006]. La
dificultad con los métodos robustos de ajuste radica en dos cuestiones. En primer
lugar ya no es tan facil (y en algunos casos no es posible) exhibir una formula ce-
rrada que los compute, ni encontrar los minimos absolutos de la funcién objetivo,



102 Maria Eugenia Szretter

es decir los estimadores. Y por otro, no es sencillo dar la distribuciéon de dichos
estimadores, que nos permitird calcular los p-valores para medir la significativi-
dad de los tests. Sin embargo, utilizando algoritmos disenados para hallar 6ptimos
de funciones (el IRWLS, por ejemplo) y métodos de remuestreo apropiados, que
explotan la capacidad de computo de las computadoras actuales, si pueden obte-
nerse tests e intervalos de confianza, como veremos en las salidas que presentamos
a continuacion.

La salida del ajuste con lmrob a los datos de la Figura [29| (4) aparece en la
Tabla [16] En ella vemos que los valores de la pendiente y ordenada al origen esti-
mados resultan ser muy parecidos a los que se obtienen al ajustar por el método
de minimos cuadrados a los datos (1), que no estan contaminados con outliers.
Vemos que en lo que a la estimacion de los parametros del modelo lineal se refiere,
el método robusto practicamente ignora a la observacion C que estaba distorsio-
nando el ajuste clasico. Y que esto lo hace automéaticamente, sin que tengamos que
informarle que se trata de una observacion potencialmente problemética. Vemos
también que el ajuste robusto da p-valores e intervalos de confianza muy parecidos
a los que proporciona el ajuste clasico; lo mismo sucede con el calculo de R2.

A posteriori del ajuste robusto, analizando los residuos identificamos rapida-
mente a la observacion C como outlier, ya que el ajuste robusto no arrastra a la
recta estimada y la magnitud del residuo refleja la distancia entre el valor observa-
do y el predicho por el modelo, como puede verse en la Figura |32| donde aparecen
los boxplots de los residuos y residuos estudentizados del ajuste por minimos cua-
drados, y los residuos del ajuste robusto. En los residuos del ajuste por minimos
cuadrados, no identificamos ninguna observacion como outlier. El boxplot de resi-
duos estudentizados muestra la presencia de una observacion atipica. Sin embargo,
vemos en el boxplot de los residuos del ajuste robusto que el outlier aparece mucho
mas extremo.

Tabla 16: Ajuste robusto dado por la funcién lmrob del paquete robustbase, a
los datos de la Figura [29] (4)

> library(robustbase)
>  summary (lmrob(yy~xx))
\--> method = "MM"

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 6.5147 1.8381 3.544 0.0027 *x*
XX 2.3721 0.2676 8.866 1.43e-07 *x*xx

Robust residual standard error: 3.149
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Multiple R-squared: 0.7874, Adjusted R-squared: 0.7741
Convergence in 8 IRWLS iterations

Robustness weights:

observation 18 is an outlier with |weight| = 0 ( < 0.0056);

3 weights are "= 1. The remaining 14 ones are summarized as
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

0.6463 0.9142 0.9431 0.9167 0.9897 0.9959

> confint (Imrob(yy~xx))

2.5%  97.5%
(Intercept) 2.618108 10.411366
XX 1.804946 2.939334

> boxplot(residuals (lm(yy~xx)),studres(lm(yy~xx)),
residuals (lmrob(yy~xx)) ,names=c("residuos 1m","res 1m
estudentizados" ,'"residuos lmrob'"))

Figura 32: Boxplot de los residuos para los datos de la Figura [29|(4), a la izquierda
los residuos del ajuste por regresion lineal (1m), en el centro los residuos estudenti-
zados del ajuste lineal (1m) y a la derecha los residuos del ajuste robusto propuesto
(lmrob). El ajuste de 1m arrastra la recta hacia el dato C enmascarando la presen-
cia del outlier. El ajuste del 1lmrob, al no dejarse influenciar por una observaciéon
atipica permite identificar un outlier severo al estudiar los residuos.
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Una propiedad interesante que tienen los MM estimadores de regresion, es que
como parte del ajuste, se computan pesos para las observaciones. Si uno corre el
ajuste de minimos cuadrados ponderados, como describimos en la Secciébn con
esos pesos en las observaciones, obtenemos los mismos estimadores robustos, como
puede verse comparando las Tablas [16] y Tabla En esta ultima tabla puede
observarse que el peso que el ajuste robusto otorga a cada observacion es practi-
camente el mismo y casi uno, excepto para la tltima observacion (la C) que recibe
peso cero, es decir no interviene en el ajuste. Esta posibilidad de detectar que la
observacion es atipica de manera automaética es muy 1til, y lo sera atin méas cuando
en vez de trabajar con una sola variable explicativa, lo hagamos con muchas, y el
scatterplot se vuelva una herramienta incompleta.

Atn cuando uno esté interesado solamente en la recta de minimos cuadrados, de
todas formas conviene hacer un ajuste robusto a los datos. Si se observara una
fuerte diferencia entre las conclusiones del método clasico (el ajuste de minimos
cuadrados) y el robusto, ésto sélo es senial de que existen observaciones influyentes
y outliers entre los datos considerados. El estudio de los residuos del ajuste robusto
permitira la identificacién de observaciones atipicas.

Tabla 17: Ajuste de minimos cuadrados pesados a los datos de la Figura [29] (4),
con los pesos calculados por el 1mrob.

> ajusro<-(lmrob(yy~xx))
> robpesos<-ajusro$rweights
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> robpesos
1 2 3 4 5 6
0.9921401 0.9231724 0.9959484 0.9133037 0.9738549 0.9381117
7 8 9 10 11 12
0.9935094 0.9992255 0.9170598 0.6463435 0.9825457 0.7538439
13 14 15 16 17 18
0.9921665 0.9994115 0.9481115 0.9996075 0.8634395 0.0000000

> summary(lm(yy~xx,weights=robpesos))
Weighted Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-4.6502 -2.1647 0.2717 0.9219 ©5.2523

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>lt])
(Intercept) 6.5147 1.9697 3.307 0.00479 *xx
XX 2.3721 0.2896 8.191 6.44e-07 *x*xx
Signif. codes: 0 “**x*x’> 0.001 ‘**’ 0.01 ‘%’ 0.05 ¢.” 0.1 ¢ 7 1

Residual standard error: 2.673 on 15 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8173, Adjusted R-squared: 0.8051
F-statistic: 67.09 on 1 and 15 DF, p-value: 6.435e-07

3.2.5. ;Cob6mo medir la influencia de una observaciéon?

Tenemos dos medidas de influencia: el leverage y las distancias de Cook. El leverage
lo definimos en la Seccion B.1.1} Pero cabe preguntarse cuan grande debe ser el
leverage de una observacion para declararla influyente. Se han sugerido diferentes
criterios:

. n o . 7 o 2
= Teniendo en cuenta que ) ., hy = 2 y por lo tanto el promedio h = =,
un criterio es considerar potencialmente influyentes las observaciones con

4

hi; > —.

= Otro criterio es declarar potencialmente influyentes a aquellas observaciones
cuyos leverages h; cumplen h;; > 0,5 y evaluar o inspeccionar ademés los
casos en que 0,2 < hy; < 0,5.

= Otro criterio es mirar la distribucion de los h;; en la muestra, en especial si
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existen saltos en los valores de leverage de las observaciones. EI modo mas
simple de hacerlo es a través de un box-plot o un histograma.

En la Figura (33| se exhiben el boxplot y el histograma de los leverage calculados
para los datos de la Figura 29| (4). Hay un tnico dato con un leverage alto. Ob-
servemos que si hiciéramos lo mismo para los datos (3) obtendriamos algo muy
parecido, ya que el leverage s6lo depende de los valores de la covariable (y no de
la variable respuesta). En ese sentido es una medida de influencia potencial de
los datos. Los leverages para los restantes conjuntos de datos pueden verse en la
Figura [34]

Figura 33: Boxplot e histograma para los leverage de los datos (4) graficados en la

Figura 29}
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La influencia de una observacion depende de dos factores:

1. Cuén lejos cae el valor de Y de la tendencia general en la muestra para ese
valor de X.
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Figura 34: Histogramas de los leverage para los cuatro conjuntos de datos grafica-
dos en la Figura
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2. Cuén lejos se encuentra el valor de la variable explicativa de su media.

El leverage solo recaba informacion de la situacion descripta en 2). Una medida
que toma en cuenta ambas facetas de una observacion es la Distancia de Cook,

. N2
(Vi = ¥2)
Di = T =5
202

definida por

donde lA/(Z-) corresponde al valor predicho para la i-ésima observacién si se usaron
las n—1 restantes observaciones para hacer el ajuste, como lo habiamos definido en
la Seccion m y Y; es el valor predicho para la i-ésima observaciéon en el modelo
ajustado con las n observaciones. Como en el caso de los residuos estudentizados,
no es necesario recalcular el ajuste por minimos cuadrados para calcular los D;,
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yva que otra expresion para ellos es la siguiente

hii

1 2
D;, = - t; .
(rest;) —

2

La distancia de Cook se compara con los percentiles de la distribuciéon F' de Fisher
con 2 y n— 2 grados de libertad en el numerador y denominador, respectivamente
(2 porque estamos estimando dos parametros beta). El criterio para decidir si una
observacion es influyente es el siguiente:

» 5i D; < percentil 0,20 de la distribucion F;,,_, entonces la observacién no es
influyente.

» 5i D; > percentil 0,50 de la distribuciéon F5,_o entonces la observacion es
muy influyente y requerird tomar alguna medida.

= Si D; se encuentra entre el percentil 0,20 y el percentil 0,50 de la distribucién
F ,,—o se sugiere mirar ademéas otros estadisticos.

Volviendo a los datos de la Figura , el percentil 0,20 de la distribucion F; 16
es 0,226 y el percentil 0,50 de la distribucion F5 16 es 0,724. Los histogramas de
las distancias de Cook calculadas en este caso estan en la Figura Vemos que
solo en el caso de los datos (4) aparece una observacion (la C) cuya distancia de
Cook supera al percentil 0,50 de la distribucion de Fisher, indicando que hay una
observacion muy influyente.

Existen otras medidas de influencia. Los DFfits y los DFbetas son medidas bastante
estudiadas. Una referencia para leer sobre ellos es el libro de [Kutner et al.|[2005].
Los graficos de variables agregadas (en el caso de regresion miltiple) pueden servir
también para identificar observaciones influyentes, pueden verse en Weisberg [2005]
secciones 3.1y 9.2.4 o |[Kutner et al|[2005] seccion 10.

3.2.6. Instrucciones de R para diagnéstico

ajuste <-lm(yy ~ xx)

#residuos
rri<-residuals(ajuste)

#iresiduos estandarizados
rr2<-rstandard(ajuste)

#iresiduos estudentizados
rr3<-rstudent(ajuste)
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Figura 35: Histogramas de las distancias de Cook para los datos de la Figura
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ffi<-fitted(ajuste)
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# grafico de residuos estudentizados vs predichos
plot(ffl,rr3,xlab="predichos",ylab="residuos")
abline(0,0)

title("Residuos estudentizados vs predichos")

B s B I e i R i

# test para encontrar outliers
ene<-length(rr3)

corte<-qt(1-0.05/(2xene) ,df=ene-3)

(rr3 > corte)
sum(rr3 > corte)
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#fcuales son?
(1:ene) [rr3 > cortel

#p-valor, sin corregir
2% (1-pt(abs(rr3[3]) ,df=ene-3))
A

#leverage
hatvalues(ajuste)
hist(hatvalues(ajuste))

#para ver cuales son mayores que 0.2
lev <- hatvalues(ajuste)

#un criterio
(1:ene) [lev > 0.2]

#un criterio mas exigente
(1:ene) [lev > 4/enel

#distancias de cook
dcook <- cooks.distance(ajuste)
hist (dcook)

#punto de corte
corted <- qf(0.5,2,ene-2)
(1:nn) [dcook > corted]

# qq plot de los residuos estandarizados, con la normal
qqnorm(rr2)
qqline(rr2) #le agrega una recta que pasa por cuartil 1 y 3

plot(ajuste) #hace varios graficos, entre ellos el QQplot de los
#residuos estandarizados

library(car)

outlierTest(ajuste) # da pval de Bonferoni para obs mas extremas

qqPlot(ajuste, main="QQ Plot") #qq plot de los resid studentizados,
#con la t de student apropiada



3.3 Ejercicios 111

HHH# R R R R R
# ajuste robusto

library(robustbase)
ajusterob <- lmrob(yy ~ xx)
summary (ajusterob)

#residuos
resrob <- residuals(ajusterob)

boxplot(resrob,residuals(ajuste))

#pesos
hist(ajusterob$rweights)
boxplot (ajusterob$rweights)

plot(ajusterob) # hace varios graficos

3.3. Ejercicios

Estos ejercicios se resuelven con el archivo script_diagnostico.R

Ejercicio 3.1 Madres e hijas II. Archivo de datos heights. tzt del paquete alr3.
Continuando con el ejercicio en el que proponemos ajustar el modelo lineal
simple para explicar la altura de la hija, Dheight, a partir de la altura de la madre,
llamada Mhetght, como la variable predictora.

(a) Hacer grdficos para evaluar la adecuacion del modelo linel para explicar los
datos.

(b) Compare el ajuste clasico con el ajuste robusto propuesto.

(c) Concluya respecto de la adecuacion del modelo lineal en este caso.
Ejercicio 3.2 Medidas del cuerpo V. Base de datos bdims del paquete openintro.

(a) Realice grificos de que le permitan evaluar los ajustes realizados en los ejer-
ciciLo8 Y con esta base de datos, tanto para explicar el peso por el
contorno de cintura como el ajuste para explicar el peso por la altura. ;Lo
conforman estos modelos ajustados?
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(b)
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Compare el ajuste cldisico del modelo lineal con el ajuste robusto. ;Cambian
mucho los modelos ajustados? ;Qué indica esto? No se desanime, este ejer-
cicio sigue en el capitulo proximo.

Ejercicio 3.3 Mamiferos, Parte V. Base de datos mammals del paquete
openintro.

(a)

(b)

(¢)

(d)
(¢)

En el ejercicio observamos que el scatter plot del peso del cerebro de un
mamifero (Brainkt) en funcidn de su peso corporal (BodyWt) no se podia
describir como una pelota de rugby mds o menos achatada. Supongamos que
no hubiéramos hecho el grdfico de dispersion, e intentemos ajustar un modelo
lineal a los datos. Ajuste el modelo lineal simple que explica Brainkt en fun-
cion de BodyWt. Luego realice el grdfico de residuos versus valores predichos.
El grifico de residuos estandarizados versus valores predichos. El de residuos
estudentizados versus valores predichos. ;Difieren mucho entre si?

Use el test de outliers basado en los residuos estudentizados. Indique cudles
son las observaciones candidatas a outliers.

Calcule los leverages. Identifique las observaciones candidatas a mds influ-
yentes segun este criterio. Calcule las distancias de Cook, vea cudles son las
observaciones influyentes.

Compare con el ajuste robusto.

Finalmente, para el modelo de regresion propuesto en el ejercicio para
vincular los logaritmos en base 10 de ambas variables, haga un grdfico de
restduos versus valores predichos, y algunos otros grdaficos de diagndstico.
s Le parece que este modelo ajusta mejor a los datos?

Ejercicio 3.4 Hacer un ajuste robusto a los datos de perimetro cefdlico y edad
gestacional. Comparar con el ajuste cldsico. Identificar la presencia de outliers.
sSon muy influyentes en el ajuste? Recordar que de todos modos este no es el
ultimo modelo que probaremos sobre estos datos.

Ejercicio 3.5 Resuelva el ejercicio domiciliario que figura en el Apéndice A.

Ejercicio 3.6 Resuelva el Taller 2 que figura en el Apéndice A.



4. Regresion Lineal Multiple 113

4. Regresion Lineal Miiltiple

El modelo de regresion lineal multiple es uno de los modelos més utilizados entre
todos los modelos estadisticos.

En la mayoria de las situaciones practicas en las que se quiere explicar una variable
continua Y se dispone de muchas potenciales variables predictoras. Usualmente,
el modelo de regresion lineal simple (es decir, con una sola variable predictora)
provee una descripcion inadecuada de la respuesta ya que suele suceder que son
muchas las variables que ayudan a explicar la respuesta y la afectan de formas dis-
tintas e importantes. Mas aiin, en general estos modelos suelen ser muy imprecisos
como para ser utiles (tienen mucha variabilidad). Entonces es necesario trabajar
con modelos mas complejos, que contengan variables predictoras adicionales, para
proporcionar predicciones méas precisas y colaborar en la cuantificacion del vinculo
entre ellas. En este sentido, el modelo de regresion multiple es una extension natu-
ral del modelo de regresion lineal simple, aunque presenta caracteristicas propias
que es de interés estudiar en detalle.

El modelo de regresion miiltiple se puede utilizar tanto para datos observacionales
como para estudios controlados a partir de ensayos aleatorizados o experimentales.

4.1. El modelo

La regresion multiple es un modelo para la esperanza de una variable conti-
nua Y cuando se conocen variables explicativas o predictoras que denotaremos
X1, Xo,...,Xp—1. Antes de formularlo en general, describiremos a modo ilustrati-
vo la situacion en la que se tienen dos variables predictoras (i.e. p = 3). En este
caso, proponemos el siguiente modelo para la esperanza condicional de Y dado X;
y Xo

E(Y | X1,X2) = B0+ 51.X1 + £ X5 (41)

donde [y, 51, B2 son constantes desconocidas que se denominan pardmetros del
modelo, o coeficientes de la ecuacion. Muchas veces, por simplicidad, escribiremos
E(Y) en vez de E(Y | X1, X5). El modelo se denomina “lineal” puesto que la
esperanza de Y condicional a las X’s depende linealmente de las covariables X
y Xs. Los coeficientes del modelo se estiman a partir de una muestra aleatoria
de n observaciones (X1, Xio,Y;) con 1 < i < n, donde Y; es la variable respuesta
medida en el i-ésimo individuo (o i-ésima repeticion o i-ésima unidad experimental,
segin el caso), X;1 y X;2 son los valores de las variables predictoras en el i-ésimo
individuo (o i-ésima repeticion o i-ésima unidad experimental, segiin el caso). Una
manera alternativa de escribir el modelo en términos de las variables (en vez
de sus valores esperados) es la siguiente

Y: = Bo + 51X + B2 Xi2 + €4, (42)
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donde ¢; es el término del error para el individuo i-ésimo, que no es observable. A la
ecuacion se la suele llamar funcién de respuesta. En analogia con la regresion
lineal simple donde la funcion E (Y | X) = fy + $1X; es una recta, la funcion de
regresion es un plano. FEn la Figura|36|se representa una porcién de la funcion
de respuesta

E(Y | X1,X5) =10+ 2X; + 5X5. (43)

Por supuesto, la tnica situacion en la que podemos graficar es cuando p < 3 (dos
o menos variables explicativas), es por eso que hemos comenzado con este caso.

Figura 36: En regresion lineal con dos variables explicativas la funcion de respuesta
es un plano. Fuente Kutner et al|[2005], pag. 215.

. EY} =10 + 2X; + 5X;

Observemos que cualquier punto de la Figura[36|corresponde a una respuesta media
E (Y') para una combinacion dada de X; y Xs. La Figura [36] también muestra
una observacién Y; correspondiente a los niveles (X1, X;2) de las dos variables
predictoras. El segmento vertical entre Y; y el grafico de la funcién (el plano) de
respuesta representa la diferencia entre Y; y la media E (Y;) = E (Y; | X, Xio)
de la distribucion de probabilidad de Y para la combinacion de (X1, X;2). Por lo
tanto, la distancia vertical entre Y; y el plano de respuesta representa el término
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de error ¢; = Y; — E (Y;). En regresion lineal multiple, a la funciéon de respuesta
también suele llamarsela superficie de regresion o superficie de respuesta.

4.2. Significado de los coeficientes de regresiéon

Consideremos ahora el significado de los coeficientes en la funcién de regresion
multiple . El parametro By es el intercept u ordenada al origen del plano.
Si dentro de los valores que estamos ajustando el modelo, se encuentra incluido
el punto X; = 0, X, = 0, el origen de coordenadas, entonces (3, representa la
respuesta media F (Y) en X; = 0, X, = 0. De lo contrario, 5y no tiene ningin
significado en particular como un término separado del modelo de regresion.

El parametro (3; indica el cambio en la respuesta media £ (Y) cuando aumentamos
a X; en una unidad, manteniendo a X, constante (en cualquier valor). Del mismo
modo, (55 indica el cambio en la respuesta media £ (Y) cuando aumentamos a
X5 en una unidad, manteniendo a X; constante. En el ejemplo graficado,
supongamos que fijamos X, en el nivel X5 = 3. La funcién de regresion ahora
es la siguiente:

E(Y)=10+2X,+5(3) =25+2X,, X,=3

Notemos que esta funcioén de respuesta es una linea recta con pendiente 5; = 2. Lo
mismo es cierto para cualquier otro valor de X5; s6lo el intercept de la funcién
de respuesta sera diferente. Por lo tanto, §; = 2 indica que la respuesta media
E (Y') aumenta en 2 unidades, cuando se produce un incremento unitario en Xy,
cuando X, se mantiene constante, sin importar el nivel de Xos.

Del mismo modo, f; = 5, en la funcion de regresién indica que la respues-
ta media F (Y) se incrementa en 5 unidades, cuando se produce un incremento
unitario en Xy, siempre que X; se mantenga constante.

Cuando el efecto de X en la respuesta media no depende del nivel de X5, y ademés
el efecto de X5 no depende del nivel de X7, se dice que las dos variables predictoras
tienen efectos aditivos o no interactuan. Por lo tanto, el modelo de regresion tal
como estd propuesto en estd disenado para las variables predictoras cuyos
efectos sobre la respuesta media son aditivos.

Los pardmetros 51 y (B2 a veces se llaman coeficientes de regresion parcial porque
reflejan el efecto parcial de una variable de prediccién cuando la otra variable
predictora es incluida en el modelo y se mantiene constante.

Observacion 4.1 El modelo de regresion para el que la superficie de respuesta es
un plano puede ser utilizado tanto porque se crea que modela la verdadera relacion
entre las variables, o como una aproximacion a una superficie de respuesta mds
compleja. Muchas superficies de respuesta complejas se pueden aproximar razona-
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blemente bien por planos para valores limitados (o acotados) de las covariables X,
Yy XQ.

4.3. Modelo de Regresidon Lineal Miltiple

El modelo de regresion lineal multiple es un modelo para la variable aleatoria Y

cuando se conocen Xy, Xy, ..., X, las variables regresoras. El modelo es
Y = Bo+ 51X + BoXio + - + Bp1 Xip—1 + €4, (44)
donde By, 51, ..., Bp—1 son parametros (es decir, nimeros) desconocidos, X;1, Xio,

.., Xip—1 son los valores de las variables predictoras medidas en el i-ésimo indivi-
duo (o i-ésima repeticion del experimento o i-ésima unidad experimental, segin el
caso) con 1 <7 < n, n es el tamano de muestra, Y; es la variable respuesta medida
en el i-ésimo individuo (observado) y ¢; es el error para el individuo i-ésimo, que
no es observable. Haremos supuestos sobre ellos:

g ~N (0, 02) ,1 <i<mn, independientes entre si. (45)
Es decir,
- los ¢; tienen media cero, F (¢;) = 0.

- los ¢; tienen todos la misma varianza desconocida que llamaremos o2 y que

es el otro parametro del modelo, Var (g;) = o2.

- los ¢g; tienen distribuciéon normal.

los €; son independientes entre si, e independientes de las covariables X;1, X9,
D, G

Si definimos X,y = 1 para todo i, podemos escribir a de la siguiente forma
equivalente

Yi = BoXio + 51 Xi1 + foXiog + -+ Bpo1 Xip—1 + &
p—1
= Z B Xij + &
=0

Observemos que del hecho de que los ¢; son independientes y tienen distri-
bucion N (0,0%) y de se deduce que, condicional a Xi,..., X, 1, ¥i ~



4.3 Modelo de Regresion Lineal Multiple 117

N (Z?;é B Xij 02> independientes entre si. Tomando esperanza (condicional) en

obtenemos
EY | Xy, .Xp1) =00+ 51 X1+ o Xo+ -+ Bpo1 Xp-1,

que es una manera alternativa de escribir el modelo (44)). Las variables predictoras
pueden ser acomodadas para contemplar una serie de situaciones cuyo tratamiento
iremos desarrollando a lo largo del curso. Esencialmente pueden ser

- variables continuas, y todas distintas. En la Seccion [4.7] veremos un ejemplo
de dos continuas.

- variables categoricas o cualitativas, en la Seccion veremos varios ejem-
plos donde apareceran categoricas de dos categorias, que se suelen denominar
binarias o dicotomicas o dummies, o de més de dos categorias.

- variables continuas, algunas representando potencias de otras. A esta situa-
cion se le suele llamar regresion polinomial.

- variables continuas, pero aparecen en el modelo transformaciones de las ori-
ginales.

- variables modelando efectos de interaccion entre dos o méas variables, conti-

nuas o categoricas (ver Secciones y [4.18)).

- combinaciones de algunos o de todos los casos anteriores.

Observaciéon 4.2 Como ya dijimos en el caso p = 3, el término lineal en modelo
lineal se refiere al hecho de que el modelo es lineal tanto en los pardmetros
Bo, -, Bp—1 como en las covariables Xy, ..., X,_1 que no tienen porqué ser las
variables originalmente observadas para cada individuo o para cada repeticion del
experimento, pudiendo ser una transformacion o recodificacion o combinacion de
ellas. En este sentido, el modelo

Y= B+ B Xi + 52Xi2 + &

se estudia y ajusta como un modelo de regresion lineal en dos variables: X; y X2,
(aunque matemdticamente se trate de una funcidn cuadrdtica en una sola variable).
Un ejemplo de modelo no lineal es el siquiente

Y, = Boexp (1.X:) + &

puesto que no puede expresarse de la forma . Varios libros tratan el tema de
regresion no lineal, por ejemplo |Kutner et al.| [2005], parte III.
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4.4. Modelo de Regresion Lineal en notacién matricial

Ahora presentaremos el modelo en notacion matricial. Es una notable pro-
piedad del algebra de matrices el hecho de que tanto la presentaciéon del modelo
como los resultados del ajuste del modelo de regresion lineal multiple (44]) escrito
en forma matricial tienen el mismo aspecto (la misma forma) que los que ya vimos
para regresion lineal simple. S6lo cambian algunos grados de libertad y algunas
constantes.

Enfatizamos en la notacién matricial puesto que éste es el tratamiento estandar
del tema, y ademas porque refleja los conceptos esenciales en el ajuste del modelo.
Nosotros no calcularemos nada, las cuentas las hace la computadora.

Para expresar el modelo de forma matricial definimos las siguientes matrices

Y, 1 X1 Xig oo Xl,pfl
y - |7 x = [b A Aw o e (46)
nx1 : nxp S : :
_Yn 1 an Xn2 Xn,p—l
-50 €1
3 = 5.1 e — €2
px1 : nx1
_5;071 En

Observemos que los vectores Y y € son los mismos que para la regresion lineal
simple. El vector 3 contiene los parametros de regresion adicionales. Cada fila de
la matriz X corresponde a las observaciones correspondientes a cada individuo
(la fila i-ésima contiene las observaciones del individuo i-ésimo) y las columnas
identifican a las variables.
El modelo se escribe matricialmente en la siguiente forma
Y=X B8+ ¢
nx1 nXppx1 nx1
donde
Y es un vector de respuestas
B3 es un vector de parametros
X es una matriz de covariables
€ es un vector de variables aleatorias normales independientes con esperanza
E (e) = 0 y matriz de varianzas y covarianzas
a2 0 --- 0
0 o2 --- 0
Var(e)= | . . ]
O 0 ... o2
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Entonces tomando a las variables equis como fijas, o, lo que es lo mismo, condicional
a las variables equis, la esperanza de Y resulta ser

E(Y | X)=Xp3
y la matriz de covarianza de las Y resulta ser la misma que la de &
Var (Y | X) = o’L

Al igual que hicimos con el modelo de regresion simple, muchas veces omitiremos
la condicionalidad a las equis en la notacioén, es decir, como es bastante habitual
en la literatura, escribiremos F (Y) en vez de F (Y | X).

4.5. Estimacion de los Parametros (Ajuste del modelo)

Usamos el método de minimos cuadrados para ajustar el modelo. O sea, definimos
la siguiente funciéon

n

g (bo,b1,... . bp1) = Z (Y — boXio — 01 Xin — boXjo — -+ — p—lXip—1)2 (47)

=1

y los estimadores [y, 31, ..., Bp—1 serdn aquellos valores de by, 01, ...,b,—1 que mi-
nimicen a ¢. Los denominamos estimadores de minimos cuadrados. Denotaremos
al vector de coeficientes estimados por 3.

Bo
B | B
px1 N
ﬁp—l
Las ecuaciones de minimos cuadrados normales para el modelo de regresion lineal
general son

X'X3 = XY

donde X' quiere decir la matriz traspuesta. Algunos autores lo notan X’ (recor-
demos que la matriz traspuesta es aquella matriz p X n que tiene por filas a las
columnas de X). Los estimadores de minimos cuadrados son

3= (X'X)"'X'Y

Observacion 4.3 Para encontrar los estimadores de 3 no se necesita que los
errores sean normales.
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Observacion 4.4 En el caso de la regresion lineal, los estimadores de minimos
cuadrados de los betas coinciden también con los estimadores de mdzima verosi-
militud para el modelo antes descripto, es decir, cuando se asume normalidad de
los errores.

4.6. Valores Ajustados y Residuos

Denotemos al vector de valores ajustados (fitted values, en inglés) Y, por Y y al
vector de residuos e; = Y; — Y; lo denotamos por e

Y, €1
~ Y, €2
Y = | . e =
nx1 : nx1 :

Y., €n

Los valores ajustados se calculan del siguiente modo
Y = X3 =X (X'X)"' X'Y

que son los valores que estan en la superficie de respuesta ajustada (o sea, en el
plano ajustado en el caso p = 3). Los residuos se escriben matricialmente como

e=Y-Y=Y-X3
- Y - X (X'X) ' X'Y
= (T-x (x%)"'x") ¥
Llamando
H =X (X'X)' X' ¢ R™" (48)

a la “hat matriz” (la matriz que “sombrerea”) tenemos que

Y = HY

e=(I-H)Y.

La matriz de varianzas de los residuos es

Var (e) =o* (I-H). (49)
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Observacion 4.5 (residuos) FEl modelo de regresion lineal impone que los erro-
res €; sean independientes, normales y tengan todos la misma varianza. Como ya
hemos dicho, los errores no son observables. Los residuos e;, que son el correlato
empirico de los errores, son observables. Sin embargo, los residuos no son inde-
pendientes entre st y sus varianzas no son iguales. Vedmoslo.

Por (@, la varianza de e; es el elemento que ocupa el lugar 11 de la matriz
o2 (I—H). Si la matriz H fuera igual a cero (que no tendria sentido para el mode-
lo de regresion lineal), todos los residuos tendrian la misma varianza o (igual que
la varianza de los errores). Sin embargo esto no sucede. Calculemos el elemento
que ocupa el lugar ii de la matriz o® (I — H) .

Var (e;) = o (1 — hy)

donde h;; representa el elemento que ocupa el lugar i1 de la matriz H. Pero sabemos
que

hig = (X (X'X) ' X!) = [fla i de X] (X'X) " [fila j de X]'
=x! (XtX)f1 X;

donde x! representa la i—ésima fila de X. Luego,
Var (e;) = 0* (1 — hy) = o (1 —x; (XIX) xg)

Como en el caso de regresion lineal stmple, al elemento it de la matriz H, es decir,
a hi;, se lo denominard el leverage o palanca de la observacion i-ésima. Esta
cantidad servird para detectar observaciones atipicas o potencialmente influyentes.
Nos ocuparemos de esto en la Seccion[5.5.
En cuanto a la independencia, los residuos no son independientes entre si ya que
la cov(e;,e;) ocupa el lugar ij—ésimo de la matriz o* (I — H) . Nuevamente, si la
matriz H fuera igual a cero (que no tendria sentido), entonces dichas covarianzas
valdrian cero. Pero

cov (ej, e) = 0* (—hy) = o° <—Xi (XtX)f1 xt.>

J

donde h;; representa el elemento que ocupa el lugar ij de la matriz H.

Observacion 4.6 (teérica) H, y por lo tanto I — H, son matrices de proyeccion
(es decir que H* = H y lo mismo ocurre con I — H). H proyecta al subespacio de
R™ generado por las columnas de X. Algunos textos la notan con la letra P.
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4.7. Dos predictoras continuas

Antes de seguir con las sumas de cuadrados, las estimaciones de los intervalos de
confianza para los coeficientes y el test I, veamos un ejemplo numérico con p = 3.
Consideremos los datos correspondientes a mediciones de 100 ninos nacidos con
bajo peso en Boston, Massachusetts presentados en el articulo de Leviton et al.
[1991], tratados en el libro de [Pagano et al. [2000]. Al estudiar el modelo de regre-
si6n lineal simple encontramos una relacion lineal significativa entre el perimetro
cefalico y la edad gestacional para la poblaciéon de ninos nacidos con bajo peso. La
recta ajustada a esos datos era

A~

Y = 3,9143 + 0,7801.X,

Nos preguntamos ahora si el perimetro cefilico también dependerd del peso del
nino al nacer. Veamos un scatter plot (gréafico de dispersion) del perimetro cefalico
versus el peso al nacer, para los 100 ninos. El scatter plot de la Figura (37| sugiere
que el perimetro cefdlico aumenta al aumentar el peso. Pero una vez que hayamos
ajustado por la edad gestacional, ;serd que el conocimiento del peso al nacer
mejorard nuestra habilidad para predecir el perimetro cefdlico de un bebé?

Para responder a esta pregunta ajustamos un modelo de regresion lineal multiple
con dos variables predictoras. Sean

Y; = perimetro cefalico del i-ésimo nino, en centimetros (headcirc)
X;1 = edad gestacional del i-ésimo nino, en semanas (gestage)

X2 = peso al nacer del i-ésimo nifio, en gramos (birthwt)

Proponemos el modelo (42), o lo que es lo mismo, el modelo con p = 3, o sea
dos covariables. Lo reescribimos

Y = 6o + 51.Xi1 + B2 X + €4

Para darnos una idea de las herramientas con las que trabaja la computadora que
ajustara el modelo, listamos los primeros siete datos en la Tabla [1§]

El modelo ajustado y las instrucciones para hacerlo en R, figuran en la Tabla
La superficie ajustada resulta ser

~

Y = 8,3080 + 0,4487.X; + 0,0047X5.

La ordenada al origen, que es 8,3080 es, en teoria, el valor medio del perimetro
cefalico para bebés de bajo peso con edad gestacional de 0 semanas y peso al
nacer de 0 gramos, y por lo tanto carece de sentido. El coeficiente estimado de
edad gestacional (0,4487) no es el mismo que cuando la edad gestacional era la
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Figura 37: Perimetro cefalico versus peso al nacer para la muestra de 100 bebés
de bajo peso.
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lnica variable explicativa en el modelo; su valor descendi6 de 0,7801 a 0,4487.
Esto implica que, si mantenemos el peso al nacer de un nino constante, cada
incremento de una semana en la edad gestacional corresponde a un aumento de
0,4487 centimetros en su perimetro cefalico, en promedio. Una manera equivalente
de decirlo es que dados dos bebés con el mismo peso al nacer pero tales que la edad
gestacional del segundo de ellos es una semana mas grande que la del primero, el
perimetro cefilico esperado para el segundo bebé sera 0,4487 centimetros mayor
que el primero.

De forma similar, el coeficiente del peso al nacer indica que si la edad gestacional
de un bebé no cambia, cada incremento de un gramo en el peso al nacer redunda en
un aumento de 0,0047 centimetros en el perimetro cefalico, en promedio. En este
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Tabla 18: Primeros siete datos de bebés de bajo peso

Nino ¢ Y; = headcirc X, = gestage X;» = birthwt
1 27 29 1360
2 29 31 1490
3 30 33 1490
4 28 31 1180
) 29 30 1200
6 23 25 680
7 22 27 620

caso en el que el valor del coeficiente estimado es tan pequeno, puede tener mas
sentido expresar el resultado aumentando las unidades involucradas, por ejemplo
decir: si la edad gestacional no cambia, cada incremento de 10 g. en el peso al
nacer redunda en un aumento de 0,047 cm. en el perimetro cefdlico, en promedio.

4.8. Resultados de Analisis de la Varianza (y estimacion de
2
o)

4.8.1. Sumas de cuadrados y cuadrados medios (SS y MS)

Las sumas de cuadrados para el analisis de la varianza son,

SSTo = suma de cuadrados total
=2 (=)
i=1

= i Yf — n?2
i=1

que en términos matriciales puede escribirse como

1 1
SSTo=Y'Y — ~Y'JY = Y* {I — —J] Y,
n n
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Tabla 19: Ajuste del modelo lineal para los datos de bebés de bajo peso, headcirc
con dos explicativas continuas: gestage y birthwt

> ajuste2<-1lm(headcirc~gestaget+birthwt)
>

> summary(ajuste2)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 8.3080154 1.5789429 5.262 8.54e-07
gestage 0.4487328 0.0672460 6.673 1.56e-09
birthwt 0.0047123 0.0006312 7.466 3.60e-11

Residual standard error: 1.274 on 97 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.752, Adjusted R-squared: 0.7469
F-statistic: 147.1 on 2 and 97 DF, p-value: < 2.2e-16

donde J es una matriz n x n toda de unos. De igual modo,

SSRes = suma de cuadrados de los residuos (SSE)

=§n:(3@—2-)2=§n:e?
=1 i=1

—ele— (Y- Xﬁ)t (Y - x3)

—Y'Y-BX'Y=Y'[I-HY

que en términos matriciales se escribe

SSRes = Y'Y-B'X'Y = Y'[I - H]Y

y
SSReg = suma de cuadrados de la regresion o del modelo (SSM)
n N _2
SR
i=1
y vale

~toy 1. ' 1
SSRBgzz[?)(F(—;;Y’Jﬁ{::3( H--J|Y.

n
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Mas alla de las expresiones matemaéticas que permiten calcularlas, en la regresion
multiple se cumple la misma propiedad que en la regresion simple en cuanto a las
sumas de cuadrados. Volvamos sobre ellas. Recordemos que como los estimadores
Bo, B, - -, Bp—1 se eligen como aquellos valores de by, by, ...,b,_1 que minimicen a
g dada en , luego los pardmetros elegidos hacen que la suma de los cuadrados
de los residuos (SSRes) sea lo més chica posible. Pero, aunque esta superficie sea
la mejor superficie disponible, todavia cabe preguntarse cuan bueno es el ajuste
encontrado, es decir, cuan bien ajusta el modelo a los datos observados. Para ello,
una manera es comparar el ajuste que proporciona el modelo de regresion lineal con
algo, y el algo que siempre podemos elegir es el modelo mas basico que podemos
encontrar. Entonces usamos las sumas de cuadrados para calcular el ajuste del
modelo mas basico (un solo parametro que ajuste a todas las observaciones). Es
decir, elegimos el valor de p tal que minimice

n

> (i—w?,

i=1

sin tener en cuenta para nada los valores de las covariables (Xi,..., X, ). Es un
resultado de un curso inicial de estadistica que el valor de y que minimiza dicha
suma es el promedio de las Ys es decir, ;1 = Y. Esencialmente, estamos tomando
como medida de cuan bien ajusta un modelo, a la suma de los cuadrados; en
general

Amodelo = Z (observados — modelo)? (50)

donde el modelo es la superficie de respuesta en regresion lineal multiple y un
solo parametro en el modelo mas basico. Para cada modelo usamos la ecuacion ((50)
para ajustar ambos modelos, es decir, encontramos los valores de los parametros
que minimizan entre todos los valores posibles y, luego, basicamente si el
modelo lineal es razonablemente bueno ajustard a los datos significativamente
mejor que el modelo basico. Es decir, la resta

Amodelo basico — Aregresic’)n lineal — SSTo — SSRes

serd pequena comparada con lo que era la SSTo. Esto es un poco abstracto asi que
mejor lo miramos en un ejemplo.

Imaginemos que nos interesa predecir el perimetro cefalico de un nifio al nacer (V)
a partir de la edad gestacional del bebé (X;) y de su peso al nacer (X5). ;Cuanto
serd el perimetro cefdlico de un bebé con 33 semanas de edad gestacional y que
pesa 1490 gramos al nacer? Si no tuviéramos un modelo preciso de la relacion entre
las tres variables en ninos nacidos con bajo peso, jcudl podria ser nuestro mejor
pronostico? Bueno, posiblemente la mejor respuesta sea dar el nimero promedio de
perimetros cefalicos en nuestra base de datos, que resulta ser 26,45 cm. Observemos
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que la respuesta seria la misma si ahora la pregunta fuera: ;cuénto sera el perimetro
cefalico de un nino con 25 semanas de gestacion y que pesé 680 g. al nacer?
Nuevamente, en ausencia de un vinculo preciso, nuestro mejor pronéstico seria dar
el promedio observado de perimetros cefalicos, o sea 26,45 c¢cm. Claramente hay
un problema: no importa cual es la edad gestacional o el peso al nacer del nifo,
siempre predecimos el mismo valor de perimetro cefalico. Deberia ser claro que
la media es poco util como modelo de la relacién entre dos variables, pero es el
modelo mas bésico del que se dispone.

Repasemos entonces los pasos a seguir. Para ajustar el modelo mas basico, pre-
decimos el outcome Y por Y, luego calculamos las diferencias entre los valores
observados y los valores que da el modelo (Y siempre para el modelo bésico) y la
ecuacion se convierte en la SSTo (es decir, SSTo es la cantidad total de diferen-
cias presentes cuando aplicamos el modelo bésico a los datos). La SSTo representa
una medida del desajuste que surge de usar el promedio como @nico resumen de
los datos observados. En un segundo paso ajustamos el modelo més sofisticado a
los datos (el modelo de regresion lineal multiple con dos predictores). Este modelo
permite pronosticar un valor distinto para cada combinacién de covariables. A este
valor lo hemos llamado valor predicho y resulta ser

Y, = B\O + leil + E2Xi2-
En el ejemplo, para la primer pregunta nuestra respuesta seria
Bo + 3133 + 321490 = 8,3080 + 0,4487 - 33 4+ 0,0047 - 1490 = 30,118
y para la segunda pregunta tendriamos
Bo + B125 + B2680 = 8,3080 - 0,4487 - 25 + 0,0047 - 680 = 22,722.

Hemos visto que el modelo de regresion lineal multiple encuentra los valores de
Bo, 1y B2 por el método de minimos cuadrados, es decir minimizando las dife-
rencias entre el modelo ajustado a los datos y los propios datos. Sin embargo, aun
en este modelo optimizado hay todavia imprecisiones que se representan por las
diferencias entre cada valor observado (Y;) y cada valor predicho por la regresion

(Y;) . Como antes, calculamos esas diferencias, elevamos al cuadrado cada una de

ellas y las sumamos (si las sumaramos sin elevarlas al cuadrado la suma terminaria
dando cero). El resultado se conoce como la suma de los cuadrados de los residuos
(SSRes). Este valor representa el grado de imprecision del modelo lineal con estas
dos covariables ajustado a los datos. Podemos usar estos dos valores para calcu-
lar cuanto mejor es usar la superficie de respuesta estimada en vez de la media
como modelo (es decir, jcuanto mejor es el mejor modelo posible comparado con
el peor?) La mejora en prediccion resultante al usar el mejor modelo en vez de la
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media se calcula al hacer la resta entre SSTo y SSRes. Esta diferencia nos mues-
tra la reduccion en la imprecision que se obtiene por usar un modelo de regresiéon
lineal. Como en el caso de regresion lineal simple, puede verse que esta resta da
SSReg, es decir

SSTo — SSRes = SSReg.

La Figura |38 muestra ambas distancias para una misma observacion, en el caso de
regresion lineal simple.

Figura 38: Distancias que intervienen en las sumas de cuadrados para una obser-
vacion. Fuente: Rosner| [2006], pag. 473.
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Si el valor de SSReg es grande, entonces usar el modelo de regresion lineal es muy
distinto a usar la media para predecir el outcome. Esto implica que el modelo de
regresion ha hecho una gran mejora en la calidad de la prediccion de la variable
respuesta. Por otro lado, si SSReg es chico, entonces el hecho de usar el modelo
de regresion es so6lo un poco mejor que usar la media. (Observemos de paso que
SSTo siempre serd mayor que SSRes ya que tomando by = by =---=b,_1 =0y
bo = Y que son valores posibles para los pardmetros de la regresion lineal multiple
recuperamos al modelo basico, es decir, el modelo basico esta contenido entre todos
los modelos posibles bajo la regresion lineal miltiple). Pero ahora, por supuesto,
aparece la natural pregunta de cuando decimos que un valor de SSReg es “grande”
o “pequeno”.
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4.8.2. Coeficiente de Determinacion Miltiple (R* y R? ajustado)

Una primera manera de zanjar esto es calcular la proporcién de mejora debida al
modelo. Esto es facil de hacer dividiendo la suma de cuadrados de la regresion por
la suma de cuadrados total. Es lo que haciamos también en regresion lineal simple.
El resultado se denomina R?, el coeficiente de determinacién miltiple. Para
expresar este valor como un porcentaje hay que multiplicarlo por 100. Luego, como
en el caso de regresion lineal simple, R? representa la proporcion de variabilidad
de la variable respuesta que queda explicada por el modelo de regresion relativa
a cuanta variabilidad habfa para ser explicada antes de aplicar el modelo. Luego,
como porcentaje, representa el porcentaje de variaciéon de la variable respuesta que
puede ser explicada por el modelo

2 SSReg 1 SSRes
~ SSTo SSTo

De igual modo que para el modelo de regresion lineal simple, R (la raiz cuadrada
de R?) resulta ser la correlacion de Pearson entre los valores observados de (V)

y los valores predichos (2) sin tener en cuenta el signo. Por lo tanto los valores

grandes de R multiple (al que se lo suele llamar coeficiente de correlacion mailti-
ple) representan una alta correlacion entre los valores observados y predichos del
outcome. Un R miltiple igual a uno representa una situaciéon en la que el modelo
predice perfectamente a los valores observados.

Observaciéon 4.7 El hecho de agregar variables explicativas X al modelo de regre-
sion sélo puede aumentar el R? y nunca reducirlo, puesto que la suma de cuadrados
de los residuos SSReg nunca puede aumentar con mds covariables X y la suma de
cuadrados total SSTo siempre vale lo mismo para un conjunto fijo de respuestas
Y;. Por este hecho, de que la inclusion de mds covariables siempre aumenta el R,
sean estas importantes o no, se sugiere que cuando se quieran comparar modelos
de regresion con distinto nimero de covariables en vez de usarse el R? se utilice
una medida modificada que ajusta por el nimero de covariables explicativas inclui-
das en el modelo. El coeficiente de determinacion mailtiple ajustado, que
se suele denominar R |, ajusta a R* dividiendo cada suma de cuadrados por sus

a ’

correspondientes grados de libertad, de la siguiente forma

SSTo
n—1

SSRes
R o _ n—1Y\ SSRes
“ n—p) SSTo

Este coeficiente de determinacion mailtiple puede, de hecho, disminuir cuando se
agrega una covariable al modelo, ya que cualquier disminucion de la SSRes puede
ser mas que compensada por la pérdida de un grado de libertad en el denominador
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n — p. Si al comparar un modelo con las covariables X, ..., Xy para explicar a
Y con un modelo que tiene las mismas X1, ..., Xy y ademds a Xp11 como cova-
riables vemos un aumento de los R%, esto es una indicacion de que la covariable
Xki1 es importante para predecir a Y, aun cuando las covariables Xy, ..., X; ya
estdn incluidas en el modelo. Si en cambio, el R2 no aumenta o incluso disminuye
al incorporar a X1 al modelo, esto es senal de que una vez que las variables
Xi,..., Xy se utilizan para predecir a Y, la variable X1 no contribuye a expli-
carla y de debe incluirse en el modelo.

Observacion 4.8 Hemos dicho que en el modelo lineal mailtiple, el R? representa
el cuadrado del coeficiente de correlacion muestral de Pearson entre los valores
Y, observados y los valores Y; predichos. Esto también sucede en regresion lineal
sitmple. Fs decir,

S (5 7)
VS 0T (7T

es tal que el valor absoluto de r es la raiz de R%, |r| = VR2. En este caso, el signo
de r es positivo ya que los valores observados y los predichos estdn positivamente
correlacionados. Entonces, ;como juega la raiz cuadrada? Como R? es un mimero
comprendido entre 0 y 1, la raiz cuadrada es en dicho intervalo una funcion cre-
ciente que es la inversa de la funcion elevar al cuadrado. Por lo tanto, como puede
verse en la Figura r =V R? serd mayor que R2.

r =

Para ver como funciona este vinculo entre r y R? inspeccionamos un par de
ejemplos numéricos, que exhibimos en la Tabla

Tabla 20: Algunos valores del coeficiente de determinacion miltiple R? con el
respectivo valor del coeficiente de correlaciéon muestral de Pearson, r entre valores
predichos y valores observados.

R? r

0,1 | 0,316
04 | 0,632
0.6 | 0,775
0,7 | 0,837
0,9 | 0,949
0,99 | 0,995

Desde esta 6ptica, otra interpretacion del R? es pensar que un buen modelo deberia
producir valores predichos altamente correlacionados con los valores observados.
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Figura 39: Funcién raiz cuadrada comparada con la funcion elevar al cuadrado y la
identidad en el intervalo (0,1) . Estan graficadas las imagenes del x = 0,4, con tres
puntos cuyas alturas son (en orden ascendente) 0,4 = 0,16;0,4 y /0,4 = 0,632.
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Esta es otra manera de visualizar por qué un R? alto es, en general, una buena
senal de ajuste.

4.8.3. Test F

Como en el modelo de regresion lineal simple, una segunda forma de usar las su-
mas de cuadrados para evaluar la bondad de ajuste del modelo de regresion lineal
miltiple a los datos es a través de un test F'. Este test se basa en el cociente de la
mejora debida al modelo (SSReg) y la diferencia entre el modelo y los datos obser-
vados (SSRes). La Tabla 21| resume la informacion que involucra a la construccion
del test F. De hecho, en vez de utilizar las sumas de cuadrados por si mismas,
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tomamos lo que se denominan los cuadrados medios (MS mean squares o sumas
medias de cuadrados o cuadrados medios). Para trabajar con ellos, es necesario
primero dividir a las sumas de cuadrados por sus respectivos grados de libertad.
Para la SSReg, los grados de libertad son simplemente el nimero de covariables
en el modelo, es decir, p — 1. Del mismo modo que sucedia con la regresion lineal

simple, las diferencias (?L — ?) quedan determinadas al fijar los p — 1 coeficientes

que acompanan a las p — 1 covariables, luego las diferencias (3//\; — 7) tienen p — 1
grados de libertad.

Tabla 21: Tabla de ANOVA para el modelo de Regresion Lineal General

Fuente de variacion SS g.l. MS
PO

Regresion SSReg = >, <YZ- — Y>2 p—1| MSReg = %

Residuos SSRes = > 1", (YZ- - EA/Z) n—p | MSRes = Sns—i‘;s

Total SSTo =", (Y;-Y) n—1

Para la SSRes los grados de libertad son el ntimero de observaciones menos el
numero de parametros que se estiman (es decir, el namero de coeficientes beta
incluyendo el (), en este caso n — p. Esto proviene, al igual que en el caso de
regresion lineal simple, del hecho de que los residuos satisfacen p ecuaciones nor-
males. Las p ecuaciones que se obtienen al igualar a cero las p derivadas. Luego,
si conocemos n — p de ellos, podemos hallar los restantes p a partir de despejarlos
de las p ecuaciones lineales.

Los resultados son, respectivamente, el cuadrado medio de regresion (que nota-
remos MSReg o MSM, es decir regression mean square o model mean square) y
el cuadrado medio de residuos (MSRes o MSE, es decir, residual mean square o
mean square error). El estadistico F es una medida de cuanto mejora el modelo
la prediccion de la variable respuesta comparada con el nivel de imprecision de los
datos originales. Si el modelo es bueno, esperamos que la mejora en la predicciéon
debida al modelo sea grande (de manera que MSReg sea grande) y que la diferen-
cia entre el modelo y los datos observados sea pequena (o sea, MSRes pequena).
Por eso, un buen modelo debe tener un estadistico F grande (al menos mayor a 1
porque en tal caso el numerador, de decir, la mitad superior de sera mayor
que el denominador -la mitad inferior de (51))). El estadistico F es

SSReg

~ MSReg -1 SSReg(n —p)

F = = = .
MSRes ~ 35Bes  GSRes (p — 1)

(51)
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Se construye para testear las hipotesis

Hy:B1=0=-=83,1=0
H; : no todos los B (k=1,2,...,p—1) son iguales a 0

Observemos que H, dice que no hay vinculo entre la variable respuesta y las
regresoras. En cambio, H; dice que al menos una de las variables regresoras sirve
para predecir a Y. La distribucion de F' cuando Hy es cierta es la distribucion F (de
Snedecor o de Fisher) con p — 1 grados de libertad en el numerador y n — p grados
de libertad en el denominadoxﬂ Esto es porque bajo el supuesto de normalidad de

los errores, se tiene que
2
SSRes ~ x;,_,

y si ademés Hj es verdadera, entonces
SSReg ~ Xf),l

y ademas SSRes y SSReg son independientes. El test rechaza H, cuando F' >
Fyin—pi-a, el 1 —a percentil de la distribucién valida cuando Hj es verdadera.
Para valores grandes de F' (es decir, p-valores pequenos) el test rechaza Hj y
concluye que no todos los coeficientes que acompanan a las covariables del modelo

de regresion lineal son nulos.

Observacion 4.9 Cuando p — 1 = 1, este test se reduce al test F visto en el
modelo de regresion lineal simple para testear si 51 es 0 o no.

Observaciéon 4.10 La existencia de una relacion de regresion lineal, por supuesto,
no asequra que puedan hacerse predicciones utiles a partir de ella.

Usualmente, como ya hemos visto en el modelo lineal simple, estos valores aparecen
en la salida de cualquier paquete estadistico en lo que se conoce como tabla de
ANOVA (Analysis of Variance table, que presentamos en la Tabla .
Usualmente la tabla se completa con dos tltimas columnas que se denominan F y
p-valor. La columna F tiene un tnico casillero completo (el correspondiente a la
primer fila) con el valor del estadistico, es decir

MSReg

MSRes

La columna p-valor tiene también un tnico casillero con el p-valor del test, que es
la probabilidad, calculada asumiendo que Hj es verdadera, de observar un valor
del estadistico F' tan alejado de lo esperado como el observado en la muestra, o
més alejado aiin, o sea

Fobs =

p —valor = P (Fy,_1n—p > Fops) .

*Por definicién, si U es una variable aleatoria con distribuciéon x2 y V es otra variable aleatoria
independiente de U con distribucién x?,, entonces la variable W = \[/]/7/:; se denomina F' de Fisher

con k grados de libertad en el numerador y m grados de libertad en el denominador.
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4.8.4. Estimaciéon de o2

El modelo de regresion lineal dado en (44]) y (45) impone que los errores &1, .. ., &,
sean variables aleatorias independientes con esperanza cero y Var (g;) = o2. Si
tuviéramos los errores, sabemos que un estimador insesgado de o2 es

El problema es que en el modelo de regresion lineal miltiple, al igual que en el
caso de regresion lineal simple, los errores no son observables. Para estimar a o
los podemos reemplazar por sus correlatos empiricos, los residuos eq, ..., e,. Pero,
como ya vimos en la Observacion los residuos no son independientes. En el
caso del modelo lineal simple habiamos visto que los residuos estén ligados entre
si ya que satisfacen dos ecuaciones lineales (las dos ecuaciones normales):

- la suma de los residuos eq,...,e, es cero.

- la correlacion muestral entre ey,...,e, y Xi,..., X, es cero, o equi-
valentemente, el coeficiente de correlacion de Pearson calculado para
(X1,€1) ..., (Xn,en) es cero.

En el caso de regresion lineal miltiple con p — 1 variables predictoras, los residuos
estén ligados entre si de una manera mas estrecha, ya que satisfacen p ecuaciones
lineales (linealmente independientes): como e = (I — H)Y y H es una matriz de
proyeccion de rango p resulta que He = 0. Una de ellas es, también, que la suma de
los residuos vale cero. Informalmente se dice que los residuos tienen n — p grados de
libertad. Esto quiere decir que conociendo n — p de ellos, podemos deducir cuanto
valen los p restantes despejandolos de las ecuaciones normales. Luego, el estimador
de o2 se basara en los residuos de la siguiente forma

=P n=ri4
_ 1 Z": <Yi—?’>2 _ SSRes
n—p< n—op
= MSRes. (52)

Es decir, el cuadrado medio de los residuos es el estimador de o? dado por el
modelo de regresion. En la salida de un paquete estadistico se puede encontrar en
el casillero correspondiente en la tabla de ANOVA.
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4.9. Inferencias sobre los parametros de la regresiéon

Los estimadores de minimos cuadrados S son insesgados, es decir,
E(B) = &

La matriz de covarianza de dichos estimadores Var (Z\i) estd dada por una matriz
p X p que en la coordenada jk tiene la covarianza entre BJ y Bk y que resulta ser

1

Var (B) =0’ (X'X) .

Como vimos en la Seccion 4.8.4, MSRes es el estimador de o2, por lo que la
estimacion de dicha matriz esta dada por

Var (B) =° (X'X) ™" = MSRes (X'X) "

4.9.1. Intervalos de confianza para [,

Para el modelo de errores normales dado por y tenemos que
By — By
Var (B)

Recordemos que n—p es el niimero de observaciones menos el niimero de covariables

~tnpparak=0,1,...,p—1

del modelo menos uno. Muchas veces al denominador /Var (Bk) se lo llama

S <B\k> . Luego, el intervalo de confianza de nivel 1 — « para cada [ es

B £ tn—pi-g Var (Bk) (53)

4.9.2. Tests para [,

Los tests para (3 se llevan a cabo de la forma usual. Para testear
HO . 519 =0
Hy:Br#0

usamos el estadistico R

B

T—___F
7or (5)
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y rechazamos Hy cuando |T| > tn—p1-2. El p-valor, a su vez, se calcula como
p —valor = P (|t,—p| > [Tops]) -

Observemos que cuando realizamos este test asumimos que en el modelo aparecen
todas las restantes covariables. Se puede calcular la potencia de este test.

4.9.3. Inferencias conjuntas

El objetivo de los intervalos de confianza y tests presentados en las secciones [4.9.1
y es proveer conclusiones con un nivel prefijado de confianza sobre cada
uno de los parametros 3y, 51, ..., B,—1 por separado. La dificultad es que éstos no
proporcionan el 95 por ciento de confianza de que las conclusiones de los p intervalos
son correctas. Si las inferencias fueran independientes, la probabilidad de que los
p intervalos construidos cada uno a nivel 0,95, contengan al verdadero pardmetro
seria (0,95)P, o sea, solamente 0,857 si p fuese 3. Sin embargo, las inferencias no
son independientes, ya que son calculadas a partir de un mismo conjunto de datos
de la muestra, lo que hace que la determinacion de la probabilidad de que todas
las inferencias sean correctas sea mucho maés dificil.

En esta seccion propondremos intervalos de confianza de nivel conjunto 0,95.
Esto quiere decir que nos gustaria construir una serie de intervalos (o tests) para los
cuales tengamos una garantia sobre la exactitud de todo el conjunto de intervalos
de confianza (o tests). Al conjunto de intervalos de confianza (o tests) de interés
lo llamaremos familias de intervalos de confianza de nivel conjunto o simultdneo
(o regiones de confianza de nivel simultdneo o tests o inferencias conjuntas). En
nuestro ejemplo, la familia se compone de p estimaciones, para By, 51, ..., Bp-1-
Podriamos estar interesados en construir regiones de confianza para una cantidad
g entre 1 y p de estos pardmetros, con g prefijado. Distingamos entre un intervalo
de confianza de nivel 0,95 para un parametro, y una familia de intervalos de nivel
simultaneo 0,95 para g parametros. En el primer caso, 0,95 es la proporcion de
intervalos construido con el método en cuestién que cubren al verdadero pardmetro
de interés cuando se seleccionan repetidamente muestras de la poblacion de interés
y se construyen los intervalos de confianza para cada una de ellas. Por otro lado,
cuando construimos una familia de regiones o intervalos de confianza de nivel
simultaneo 0,95 para g pardmetros: 0y, ..., 0, el valor 0,95 indica la proporcion de
familias de g intervalos que estan enteramente correctas (cubren a los g parametros
de interés, simultaneamente) cuando se seleccionan repetidamente muestras de la
poblacién de interés y se construyen los intervalos de confianza especificos para los
g parametros en cuestion, o sea

P({01 € Il} N {92 € IQ} NN {eg S [g}> - 0,95,
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si I1,...,1I, son los g intervalos construidos usando los mismos datos. Luego, el
nivel simultaneo de una familia de regiones o intervalos de confianza correspon-
de a la probabilidad, calculada previa al muestreo, de que la familia entera de
afirmaciones sea correcta.

[lustremos esto en el caso del ejemplo de los 100 bebés de bajo peso. Si nos inte-
resara construir intervalos de confianza de nivel simultdneo 0,95 para 3; y 2, una
familia de intervalos de confianza simultaneos para estos datos consistiria en dos
intervalos de confianza de modo tal que si tomaramos muestras de 100 bebés de
bajo peso, les midiéramos la edad gestacional, el perimetro cefalico y el peso al na-
cer, y luego construyéramos para cada muestra los dos intervalos de confianza para
B1y B2, para el 95 % de las muestras ambos intervalos construidos con este método
cubririan tanto al verdadero 3; como al verdadero 5. Para el 5% restante de las
muestras, resultaria que uno o ambos intervalos de confianza seria incorrecto.

En general es sumamente deseable contar con un procedimiento que provea una
familia de intervalos de confianza de nivel simultdneo cuando se estiman varios pa-
rametros con una misma muestra de datos, ya que le permite al analista entrelazar
varios resultados juntos en un conjunto integrado de conclusiones con la seguridad
de que todo el conjunto de inferencias es correcto. Para obtenerlos hay basicamente
dos herramientas estadisticas disponibles. Una de ellas es el estudio matematico
en detalle del fenémeno en cuestion, en este caso, estudiar matematicamente las
propiedades de los estimadores y, ..., 3,-1 de manera de poder obtener la distri-

bucion exacta de alguna medida numérica que los resuma, como el maxo<p<p—1 ‘ /Bk‘

o las descripciones matemaéticas del elipsoide p dimensional més pequeno que los
contenga, con probabilidad 0,95, para contar un par de ejemplos que son utilizados
en distintas areas de la estadistica para construir regiones de confianza de nivel
simultdneo. Veremos otro en la Seccion La otra herramienta consiste en
construir intervalos de confianza con nivel simultaneo a partir de ajustar el nivel
de confianza de cada intervalo individual a un valor mas alto, de modo de poder
asegurar el nivel simultaneo de la construccion. Esto es lo que se conoce como el
método de Bonferroni para la construccion de intervalos de nivel simultaneo. Una
descripcion detallada de este método puede consultarse en Kutner et al.| [2005],
pag. 155 a 157. Este procedimiento es de aplicaciéon bastante general en la esta-
distica. En vez de usar el percentil de la ¢ propuesto en la Secciéon para cada
intervalo de confianza para (3, se usa el percentil correspondiente a un nivel mayor.
Cuando se quieren construir intervalos de confianza de nivel simultaneo 1 — « para
g coeficientes de la regresion, el percentil que se utiliza es el correspondiente a un
nivel 1 — % en cada intervalo en particular. Resultan ser intervalos més anchos que
los presentados en la Seccion [4.9.1] Una observacion importante es que el procedi-
miento de Bonferroni es conservativo, es decir, el nivel conjunto de los intervalos
asi construidos resulta ser mayor o igual a 1 — a.
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Asi, se pueden construir los intervalos de confianza simultaneos de Bonferroni para
estimar varios coeficientes de regresion de manera simultanea. Si se desean estimar
simultdneamente g parametros (donde g < p), los intervalos de confianza con nivel
simultaneo 1 — « son los siguientes

//B\k + tn—p,l—% Var <B\k’> .

Mas adelante discutiremos tests que conciernan varios parametros de regresion en
forma simultanea.

4.9.4. Aplicacién al ejemplo

Antes de seguir presentando teoria, veamos cémo se calculan e interpretan estas
cuestiones en el ejemplo de los 100 bebés de bajo peso. Para dicho ejemplo, cuyo
modelo contenia a la edad gestacional y el peso al nacer como variables explicativas,
p — 1 resulta ser igual a 2 (luego p = 3). La distribucion ¢ involucrada en la
construccion de intervalos de confianza o tests para los S tiene en este cason—p =
100 — 3 = 97 grados de libertad. En la Tabla que figura en la pagina [125
exhibimos los coeficientes estimados. Los recordamos a continuacion

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 8.3080154 1.5789429 5.262 8.54e-07

gestage 0.4487328 0.0672460 6.673 1.56e-09
birthwt 0.0047123 0.0006312 7.466 3.60e-11
Luego,

Bo=8,3080 [, =0,4487 By = 0,0047
y sus errores estandares respectivos resultan ser
Var (30) —s (EO) — 15789 s (@) — 0,0672 s (Eg> — 0,00063
Luego, los respectivos estadisticos ¢ observados en cada caso son
Bi—0 04487

T pr— pr— p—
— 0,0672
Var (61>

6,67

cuando k =1y R
B2 —0 0,0047

I= (3) ~ 0,00063

7,46

Var | B
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cuando k£ = 2. En ambos casos, los p-valores resultan ser menores que 0,001.
Observemos que en la salida de cualquier paquete estadistico figuran tanto las
estimaciones de los betas, como sus desvios estandares estimados, los valores de
t observados y los p-valores respectivos. Fkn ambos casos rechazamos las hipétesis
nulas a nivel 0,05 y concluimos que [; es distinta de cero cuando en el modelo
aparece Xy como explicativa (en el primer test) y que (5 es distinta de cero cuando
en el modelo aparece X; como explicativa (en el segundo test). Como ademés
ambos estimadores son positivos, concluimos que el perimetro cefalico aumenta
cuando aumenta tanto la edad gestacional como cuando aumenta el peso al nacer.
Debemos tener presente, sin embargo, que varios tests de hipotesis basados en los
mismos datos no son independientes; si cada test se realiza a nivel de significacion
«, la probabilidad global de cometer un error de tipo I —o rechazar la hipotesis
nula cuando es verdadera— es, de hecho, mayor que «. Para eso se pueden realizar
los tests simultaneos presentados, como los de Bonferroni.

Los intervalos de confianza para ambos parametros de la regresion resultan ser

B1 £ tor 9754/ Var (51)

= [0,4487 — 1,9847 - 0,06724;  0,4487 + 1,9847 - 0,06724]
=1[0,31525; 0,58215]

B2 £ to7.09754/ Var (52)

= [0,004712 — 1,9847 - 0,00063;  0,004712 + 1,9847 - 0,00063]
= [0,00346;  0,00596]

0, calculados con el R, como figuran en la Tabla 22]
Si usaramos el procedimiento de Bonferroni para construir los intervalos, tendria-
mos que usar el percentil

-2 22 9167

29 2-3

de una tgy, es decir, tg709917 = 2,43636 en vez de tg70975 = 1,9847, que nos da-
ra intervalos mas anchos, como puede observarse comparando los intervalos de
confianza de las Tablas [22] y la primera contiene a los intervalos de confianza
de nivel 0,95 cada uno, y la segunda contiene los intervalos de confianza de nivel
simultdneo 0,95.
Si calculamos el R? para este modelo (que figura en la Tabla vemos que es
R? = 0,752, luego el modelo que contiene a la edad gestacional y el peso al nacer
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Tabla 22: Intervalos de confianza de nivel 0,95 para (g, 31 v P2 para los datos de
ninos de bajo peso al nacer

> confint(ajuste2)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) 5.174250734 11.441780042
gestage 0.315268189 0.582197507
birthwt 0.003459568 0.005964999

Tabla 23: Intervalos de confianza de nivel simultdneo 0,95 para [y, 81 v P2 para los
datos de ninos de bajo peso al nacer, construidos con el método de Bonferroni

> confint(ajuste2,level=(1-(0.05/3)))

0.833 % 99.167 Y,
(Intercept) 4.461384677 12.154646098
gestage 0.284907765 0.612557932
birthwt 0.003174601 0.006249966

> 0.05/(2%3)
[1] 0.008333333

como variables explicativas explica el 75,20 % de la variabilidad en los datos obser-
vados de perimetro cefalico; el modelo que tenia solamente a la edad gestacional
explicaba el 60,95 %. Este aumento en el R? sugiere que agregar la variable peso
al modelo mejora nuestra habilidad para predecir el perimetro cefilico para la po-
blaciéon de bebés nacidos con bajo peso. Pero, como ya vimos, debemos ser muy
cuidadosos al comparar coeficientes de determinacién de dos modelos diferentes.
Ya dijimos que la inclusién de una nueva covariable al modelo nunca puede hacer
que el R? decrezca; el conocimiento de la edad gestacional y el peso al nacer, por
ejemplo, nunca puede explicar menos de la variabilidad observada en los perime-
tros cefalicos que el conocimiento de la edad gestacional sola (aun si la variable
peso no contribuyera en la explicacion). Para sortear este problema podemos usar
una segunda medida (cuando el interés sea comparar el ajuste que producen dos
o mas modelos entre si), el R? ajustado (que notaremos R?), que compensa por
la complejidad extra que se le agrega al modelo. El R? ajustado aumenta cuando
la inclusién de una variable mejora nuestra habilidad para predecir la variable y
disminuye cuando no lo hace. Consecuentemente, el R? ajustado nos permite hacer
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una comparacion mas justa entre modelos que contienen diferente niimero de co-
variables. Como el coeficiente de determinacion, el B? ajustado es una estimacion
del coeficiente de correlacién poblacional p; a diferencia del R2, sin embargo, no
puede ser directamente interpretado como la proporcion de la variabilidad de los
valores Y que queda explicada por el modelo de regresion. En este ejemplo, el R?
ajustado resulta ser 0,7469 (ver nuevamente la Tabla que al ser mayor que el
R? ajustado del modelo con s6lo una variable explicativa, la edad gestacional (era
R? = 0,6055) indica que la inclusion del peso al nacer en el modelo, mejora nuestra
capacidad para predecir el perimetro cefélico del nino.

Finalmente, la tabla ANOVA para estos datos aparece en la Figura [40]con el SPSS
y en la Tabla 24] con el R.

Figura 40: Tabla de ANOVA para los datos de ninos de bajo peso al nacer

ANOVAS
Suma de Media _
mModelo cuadrados gl cuadratica F Si.
1 Regresidn 477,327 P 238663 | 147058 aoo®
Residual 167,423 y7 1,623
Tatal fi34, 750 59

a. Yariables predictoras: (Constante), birthwt, Edad gestacional isemanas)
b. Yariable dependiente: Perimetra cefalico {centimetros)

Tabla 24: Tabla de Anova para los datos de bebés de bajo peso, en R.

> ajuste2<-1lm(headcirc~gestage+birthwt)
> ajustel<-1lm(headcirc™1)

> anova(ajustel,ajuste?2)

Analysis of Variance Table

Model 1: headcirc " 1
Model 2: headcirc ~ gestage + birthwt
Res .Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 99 634.75
2 97 157.42 2 477.33 147.06 < 2.2e-16 *x¥x
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Observemos que el estimador de o2 que surge del modelo de regresion es

R ~\ 2
MSRes — 2000 _ 3 (Yi - Yi> — 1,62, (54)
n—=p n=PiI

por la Seccién Si comparamos el valor observado del estimador 52 = 1,62
para este modelo con el estimador de la varianza no explicada por el modelo de
regresion lineal simple que s6lo tiene a la edad gestacional como explicativa, que era
2,529 (ver Tabla observamos que con la inclusiéon del peso hemos reducido la
variabilidad no explicada por el modelo, mejorando la calidad del ajuste obtenido
(y de las predicciones que pueden hacerse con él).

4.10. Estimacion de la Respuesta Media
4.10.1. Intervalo de confianza para E (Y},)

Nos interesa estimar la respuesta media o esperada cuando (Xi,...,X,_1) to-
ma el valor dado (Xp1,...,X},—1). Notamos a esta respuesta media por £ (Y},)
o bien E (Y, | (Xp1,...,Xnp-1)). Como en regresion lineal simple estos valores
(Xn1s- .., Xnp-1) pueden ser valores que hayan ocurrido en la muestra considera-
da o pueden ser algunos otros valores de las variables predictoras dentro del alcance
(scope) del modelo. Definimos el vector

1
X, — X.m
Xnp—1
de modo que la respuesta a ser estimada es

E (Yh) =E (Yh ’ Xh) = X;ﬁ-

La respuesta media estimada correspondiente a X;, que denotamos por }Afh es la
variable aleatoria que se calcula del siguiente modo

Y, = XZB = Bo+ BiXn + PoXpa + -+ + Bp—th,p—l-

Para el modelo de errores normales 1} la distribuciéon de Y}, serd normal, con
media

E (V) =Xi8=E (V) (55)
y varianza

Var (Vi) = oX}, (X'X) ™' X5, = X} Var (B) Xy,
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Como la esperanza del predicho es igual a lo que queremos estimar, es decir,

E <}Afh> = F (Y},), el estimador resulta ser insesgado. La varianza estimada resulta
ser

Var (ﬁ) — MSRes - X!, (X'X) ' X, = X!, Var (B) X (56)

A partir de y puede obtenerse un intervalo de confianza de nivel 1 — «
para E (Y}), la respuesta media esperada cuando las covariables son Xy, que viene
dado por

Vi £ by proaje - 1| Var (?h). (57)

En general, estos intervalos seran calculados usando un paquete estadistico.

4.10.2. Region de Confianza para la Superficie de Regresién

La region de confianza para toda la superficie de regresién es una extension de la
banda de confianza de Hotelling o Working-Hotelling para una recta de regresion
(cuando hay una sola variable predictora). Los puntos de la frontera de la region
de confianza en X, se obtienen a partir de

hew v (7).

donde
wW? = PFpn—pi—a- (58)

Puede probarse que eligiendo este percentil, la regiéon resultante cubrird a la su-
perficie de regresion para todas las combinaciones posibles de las variables
X (dentro de los limites observados), con nivel 1 — . Es por eso que esta region
de confianza tiene nivel simultaneo o global 1 — «, como discutimos en la Seccion
4.9.3

4.10.3. Intervalos de Confianza Simultidneos para Varias Respuestas
Medias

Para estimar un nimero de respuestas medias F (Y}) correspondientes a distintos
vectores X, con coeficiente de confianza global 1—a podemos emplear dos enfoques
diferentes:

1. Usar las regiones de confianza para la superficie de regresion basadas en la
distribucion de Hotelling para varios vectores X, de interés

Y, + W - @(?h).
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donde ?h,W y Var (?h> estan definidos respectivamente en , y

. Como la region de confianza para la superficie de regresion basada en
la distribuciéon de Hotelling cubre la respuesta media para todos los vectores
X}, posibles con nivel conjunto 1 — «, los valores de frontera seleccionados
cubriran las respuestas medias para los vectores X, de interés con nivel de
confianza global mayor a 1 — «.

2. Usar intervalos de confianza simultaneos de Bonferroni. Cuando se quieren
hallar g intervalos de confianza simultdneos, los limites seran

Pt [Tar (7).

donde

B = tn—p,l—% .

Para una aplicacion en particular, podemos comparar los valores de W y B para
ver cual procedimiento conduce a tener los intervalos de confianza mas angostos.
Si los niveles X no son conocidos antes de aplicar el modelo, sino que surgen del
analisis, es mejor usar los intervalos basados en la distribuciéon de Hotelling, puesto
que la familia de estos intervalos incluye a todos los posibles valores de Xj,.

4.11. Intervalos de Prediccién para una Nueva Observacion
Yh(nueva)

Como en el caso de regresion lineal simple, estamos interesados ahora en predecir
una nueva observacién Y correspondiente a un nivel dado de las covariables X,.
La nueva observacion Y a ser predicha se puede ver como el resultado de una
nueva repeticion del experimento u observacion, independiente de los resultados
anteriores en los que se basa el anélisis de regresion. Denotamos el nivel de X para
la nueva observacion por X3 y a la nueva observacion de Y como Yj,myeva). Por
supuesto, asumimos que el modelo de regresion subyacente aplicable a los datos
con los que contamos sigue siendo apropiado para la nueva observacion.

La diferencia entre la estimacion de la respuesta media E (Y},), tratado en la seccion
anterior, y la prediccion de una nueva respuesta Yj(nueva), que discutimos en esta, es
bésica. En el primer caso, se estima la media de la distribucion de Y. En el segundo
caso, queremos predecir un resultado individual surgido a partir de la distribuciéon
de Y. Por supuesto, la gran mayoria de los resultados individuales se desvian de
la respuesta media, y esto debe ser tenido en cuenta por el procedimiento para la
prediccion de la Yy, myeva)-
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4.11.1. Intervalo de prediccién para Y, (mueva) cuando los parametros son
conocidos

Para ilustrar la naturaleza de un intervalo de prediccion para una nueva observa-
cion de la Y} (nyeva) de la manera mas simple posible, en primer lugar supondremos
que todos los parametros de regresion son conocidos. Més adelante abandona-
remos este supuesto para tener el enfoque realista y haremos las modificaciones
pertinentes.

Consideremos el ejemplo de los ninos con bajo peso al nacer. Supongamos que
supiéramos que los parametros del modelo son

Bo=8 B =05 fB=0004 o=125
E(Y)=8+05X; +0,004X,

El analista considera ahora un bebé de 30 semanas de edad gestacional y que peso
1360g. al nacer. El perimetro cefdlico medio para X1 = 30 y Xpo = 1360 es

E(Y)=840,5-30+ 0,004 - 1360 = 28,44

En la Figura [41| se muestra la distribucion para Y}, para X! = (1,30,1360). Su
media es E (Y;,) = 28,44 y su desvio estandar es o = 1,25. La distribucion es
normal debido al modelo de regresion y .
Supongamos que fuéramos a predecir el perimetro cefilico de un bebé con estos
valores de las covariables, diriamos que esta entre

E (Yh) + 30
28,44 +3-1,25

de modo que el intervalo de prediccion seria
24769 < Yh(nueva) < 32719

Como el 99,7 por ciento del area en una distribucién de probabilidad normal cae
dentro de los tres desvios estandares de la media, hay una probabilidad de 0,997
de que este intervalo de prediccion dé una prediccion correcta para el perimetro
cefalico del bebé en cuestion, con 30 semanas de gestacion y que pes6d 1360g. al
nacer. Los limites de prediccién en este caso son bastante amplios, por lo que la
prediccién no es muy precisa, sin embargo, el intervalo de prediccién indica que el
bebé tendra un perimetro cefilico mayor a 24 cm., por ejemplo.

La idea bésica de un intervalo de prediccion es, pues, elegir un rango en la distri-
buciéon de Y en donde la mayoria de las observaciones caerd, y luego, declarar que
la observacion siguiente caera en este rango. La utilidad del intervalo de predicciéon
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Figura 41: Distribucion de Y}, cuando X} = (1,30,1360). Fuente: Kutner et al.
[2005], pag. 57.

B Limites de N
h prediccién -
997
- i [~
28.44 — 30 E{Y,} = 28.44 28.44+30 Y

depende, como siempre, del ancho del intervalo y de la necesidad de precisién por
parte del usuario.

En general, cuando los parametros del modelo de regresion con errores normales
son conocidos, los limites de la prediccion de la Y, (nyeva) SOD

E(Yy) £z21-9-0 (59)

4.11.2. Intervalo de prediccién para Y, mueva) cuando los parametros son
desconocidos

Cuando los pardmetros de regresion son desconocidos, deben ser estimados. La
media de la distribuciéon de Y se estima por Y}, como de costumbre, y la varianza
de la distribuciéon de Y se estima por la MSRes. No podemos, sin embargo s6lo
utilizar los limites de la predicciéon de con los paradmetros reemplazados por los
estimadores puntuales correspondientes. La razén de ello es ilustrada de manera
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intuitiva en la Figura En ella se muestran dos distribuciones de probabilidad
de Y, que corresponde a los limites superior e inferior de un intervalo de confianza
para F (Y}). En otras palabras, la distribucion de Y puede ser ubicada tan a la
izquierda como la distribucion que se exhibe a la extrema izquierda, o tan a la
derecha como la distribucion que se exhibe a la extrema derecha, o en cualquier
lugar en el medio. Dado que no sabemos la media E (Y},) y s6lo la podemos estimar
por un intervalo de confianza, no podemos estar seguros de la localizacion de la
distribuciéon de Y.

La Figura 42| también muestra los limites de prediccién para cada una de las dos
distribuciones de probabilidad de Y alli presentadas. Ya que no podemos estar
seguros de la localizacién del centro de la distribucion de Y, los limites de la
prediccién de Yy, (yueva) claramente deben tener en cuenta dos elementos, como se
muestra en la Figura 42

1. La variacion en la posible ubicacion de la (esperanza o centro de la) distri-
bucién de Y.

2. La variacion dentro de la distribuciéon de probabilidad de Y.

Figura 42: Prediccion de Y, mueva) cuando los pardmetros son desconocidos. Fuente:
Kutner et al.| [2005], pag 58.

Prediction Prediction
<— Limits —> <«—— Limits —
if £{Y;} Here if E{Y;} Here

l ‘,

=

l«——— Confidence Limits for E{¥;} ——
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Los limites de prediccion para una nueva observacion Y} (uevay €n un determinado
nivel X se obtienen por medio del siguiente resultado

Yh(nueva) - Yh

s (pred) ~ o (60)

Observemos que en el estadistico de Student utilizamos el estimador puntual Y/;
en el numerador y no la verdadera media E (Y},) porque la media real se desconoce
y no puede ser utilizada al hacer la prediccion. El desvio estandar estimado de la
prediccion, s (pred), en el denominador se define por

s? (pred) = MSRes + Var (ﬁ)
= MSRes - <1 + X (X'X)™ Xh) ;

de manera analoga a lo que habiamos calculado para el modelo de regresion li-
neal simple. A partir de dicho resultado, el intervalo de prediccion de la Yy, queva)
correspondiente a X de nivel 1 — « es

Y, + th—pi—a/2 - 5 (pred)

Vi £ b piajz - \/MSRes - (14X}, (X'X) ' X,

Observemos que el numerador del estadistico de Student representa cuan
lejos se desviaré la nueva observacion Yj,mueva) de la media estimada ?h basada en
los n casos originales en el estudio. Esta diferencia puede ser vista como el error
de predicciéon, con Y, jugando el papel de la mejor estimacion puntual del valor
de la nueva observacion Y, mueva). La varianza de este error de prediccion puede
ser facilmente obtenida mediante la utilizacion de la independencia de la nueva
observacion, Yj,mueva) Y 108 1 casos originales de la muestra en la que se basa Y7,.

Var (pred) = Var <Yh(nueva) — ﬁ)
= Var (Yamuew)) + Var (ﬁ)
=o’+ Var (ﬁ)
Luego, la varianza del error de prediccion Var (pred) tiene dos componentes:

1. La varianza de la distribuciéon de Y en X = X, es decir, o2.

2. La varianza de la distribuciéon muestral de if;, es decir, Var (E)
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Un estimador insesgado de Var (pred) es

s* (pred) = MSRes + Var (?h> :

Por supuesto, como este estimador es siempre mayor que Var (Yh> , que aparece

en el intervalo de confianza , el intervalo de prediccion de la Yjyeva) coOrres-
pondiente a X, de nivel 1 — a siempre serd més largo que el intervalo de confianza
de nivel 1 —« para E (Y},), la respuesta media esperada cuando las covariables son
Xp.

4.11.3. Ejemplo de calculo de Intervalo de Confianza para E (Y},) y de
un Intervalo de Prediccién para Y, mueva)

Apliquemos estos dos resultados (célculo de intervalo de confianza e intervalo de
prediccion) a un caso particular, usando los datos de bebés de bajo peso. Buscamos
un intervalo de confianza para la media del perimetro cefalico de un bebé con 30
semanas de gestacion y que pesé 1360g. al nacer, de nivel 0,95. El intervalo de
confianza resulta ser

Tabla 25: Intervalos de confianza y predicciéon de nivel 0,95 para los datos de ninos
de bajo peso al nacer, para edad gestacional de 30 semanas y peso al nacer de
1360g.

\

new<-data.frame(gestage=30, birthwt= 1360)

predict.1lm(ajuste2,new,interval="confidence")
fit lwr upr

28.17871 27.81963 28.53778

predict.lm(ajuste2,new,interval="prediction")
fit lwr upr

1 28.17871 25.62492 30.73249

\4

A\

O, bien, operando a mano, la matriz de varianzas de los coeficientes beta da

> veov(sal2)

(Intercept) gestage birthwt
(Intercept) 2.4930607944 -9.986181e-02 3.714576e-04
gestage -0.0998618122 4.522022e-03 -2.801056e-05

birthwt 0.0003714576 -2.801066e-05 3.983870e-07
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Recordemos que Var (?h) esta definida en , luego
Var (V)
— X! Var (B) X,
2,4930607944 —9,986181 x 1072  3,714576 x 10~* 1

=[1 30 1360] [—0,0998618122 4,522022 x 10~*  —2,801056 x 10°| | 30
0,0003714576  —2,801056 x 107> 3,983870 x 107" | |1360

= 0,032731
Como
tn—pi—as2 = tor,0,975 = 1,984723
Y, = 8,3080 + 0,4487 - 30 4+ 0,0047122 - 1360 = 28,178
resulta que el intervalo de confianza de nivel 1 —a = 0,95 para E (Y},), la respuesta

media esperada cuando las covariables son X, es

?h :l: tnfp,lfa/Q . ‘70;’ (?h)

28,178 £1,984723 - 1/0,032731
28,178 £ 0,359 07

es decir
[27,819; 28,537

Por otro lado, el intervalo de prediccion de la Y, (meva) correspondiente a X, de
nivel 1 — a = 0,95 es

?h + 1t pi—ay2 - s (pred)

}/}h + tn,p’lfa/g . \/MSRGS + ‘76;“ (?h)

Como
MSRes = 1,62,

el intervalo de prediccion de la Yj(ueva) resulta ser

28,178 & 1,984723 - 1/1,62 + 0,032731
28,178 4+ 2,551 5

es decir,
[25,62; 30,730].
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4.11.4. Precaucién Respecto de Extrapolaciones Ocultas

Al estimar una respuesta media o al predecir una nueva observaciéon en la regre-
sion multiple, hay que tener especial cuidado de que la estimacién o predicciéon
esté comprendida dentro del alcance del modelo. El peligro, por supuesto, es que
el modelo puede no ser apropiado cuando se lo extiende fuera de la region de las
observaciones. En regresion miltiple, es particularmente facil perder la nocioén de
esta region ya que los niveles de X, ..., X,,_; definen a la region en forma conjunta.
Por lo tanto, uno no puede simplemente mirar los rangos de cada variable predic-
tora de forma individual. Para visualizar el problema, consideremos la Figura
donde la regién sombreada es la region de las observaciones para una regresion
miltiple con dos variables de prediccion y el punto con un circulo alrededor re-
presenta los valores (X1, Xp2) para los que se desea predecir la Y (nueva)- Dicho
punto estd dentro de los rangos de las variables predictoras X; y X5 en forma
individual, sin embargo, est& bien fuera de la region conjunta de las observaciones.
Cuando so6lo hay dos variables de prediccion es facil descubrir que se esté frente a
esta extrapolacion, a través de un scatterplot (o gréafico de dispersion) pero esta
deteccion se hace mucho mas dificil cuando el niimero de variables predictivas es
muy grande. Se discute en la Seccion un procedimiento para identificar las
extrapolaciones ocultas cuando hay mas de dos variables predictoras.

4.12. Ejercicios (primera parte)

Ejercicio 4.1 Medidas del cuerpo V. Base de datos bdims del paquete openintro.

(a) En el ejercicio explicamos el peso de las personas registradas en esta base
de datos, por el contorno de la cadera y en el ejercicio la explicamos
con un modelo con la altura como covariable. Proponga un modelo de regre-
sion maltiple que explique el peso medido en kilogramos (wgt) utilizando el
contorno de la cadera medida en centimetros (hip.g1) y la altura media en
centimetros (hgt) como covariables. Escriba el modelo que estd ajustando.
Realice el ajuste con el R.

(b) Interprete los coeficientes estimados. ;Resultan significativos? Cambian sus
valores respecto de los que tenian los coeficientes que acompanaban a estas
variables en los modelos de regresion lineal simple?

(¢) Ewalie la bondad del ajuste realizado, a través del R%. Indique cudnto vale y
qué significa. Se quiere comparar este ajuste con el que dan los dos modelos
lineales simples propuestos en los ejercicios[2.1y[2.2 sFs correcto comparar
los R? de los tres ajustes? ;Qué valores puedo comparar? ;Es mejor este
ajuste mailtiple?
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Figura 43: Region de observaciones en X; y X, conjuntamente, comparada con los
rangos de X; y X5 por separado.

X2

Region Cubierta
por X,y X,
conjuntamente

ir‘—Flango de X1——>|
i i

(d) Estime la varianza de los errores. Compare este estimador con los obtenidos
en los dos ajustes simples.

(e) FEstime el peso esperado para la poblacion de adultos cuyo contorno de cadera
mide 100 em y su altura es de 17/cm. Dé un intervalo de confianza de nivel
0.95 para este valor esperado.

(f) Prediga el peso de un adulto cuyo contorno de cadera mide 100 em y su altura
es de 174cm. Dé un intervalo de prediccion de nivel 0.95 para este valor.
Compare las longitudes de los tres intervalos de prediccion que se obtienen
usando el modelo que solamente tiene al contorno de cadera como explicaliva,
al que solamente usa la altura y al modelo miltiple que contiene a ambas.
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4.13. Predictores Categoéricos

Hasta ahora hemos visto el modelo de regresion lineal simple o multiple con uno
o varios predictores continuos. Sin embargo, tanto en regresion lineal simple co-
mo miultiple los predictores pueden ser variables binarias, categoéricas, numéricas
discretas o bien numéricas continuas.

4.13.1. Predictores Binarios

Comencemos con un ejemplo.

Los niveles de glucosa por encima de 125 mg/dL son diagnostico de diabetes,
mientras que los niveles en el rango de 100 a 125 mg/dL sefialan un aumento en el
riesgo de progresar a esta condicion grave. Por lo tanto, es de interés determinar si
la actividad fisica, una caracteristica del estilo de vida que es modificable, podria
ayudar a las personas a reducir sus niveles de glucosa y, por ende, evitar la diabetes.
Responder a esta pregunta de manera concluyente requeriria un ensayo clinico
aleatorizado, lo cual es a la vez dificil y costoso. Por ello, preguntas como estas son
con frecuencia, inicialmente respondidas utilizando datos observacionales. Pero
esto es complicado por el hecho de que las personas que hacen ejercicio fisico
difieren en muchos aspectos de las que no lo hacen, y algunas de las otras diferencias
podrian explicar cualquier asociacion (no ajustada) entre el ejercicio fisico y el nivel
de glucosa.

Usaremos un modelo lineal simple para predecir el nivel de glucosa usando una
medida de la cantidad y frecuencia de ejercicio fisico que realizan. La base de datos
estd en el archivo azucar.txt, se compone de los datos de n = 220 personas.
Corresponde a datos artificialmente creados. La pregunta que queremos responder
es si el hecho de hacer actividad fisica puede contribuir a bajar el nivel de glucosa y
ayudar a prevenir la progresion a la diabetes entre las personas personas en riesgo.

Hay muchas maneras de codificar numéricamente las clases de una variable cuali-
tativa. Usaremos variables indicadoras que valen 0 6 1. Estas variables indicadoras
son faciles de usar y son ampliamente utilizadas, pero de ninguna manera son la
tnica forma de cuantificar una variable cualitativa. En la Observacion .12 co-
mentamos una propuesta alternativa de codificacion. Para el ejemplo, definimos la
variable indicadora (o binaria, o dummy) por

1 si el iésimo paciente hace actividad fisica
(al menos 3 veces por semana)

0 si no

El modelo de regresion lineal para este caso es

Yi =B+ f1Xa + &
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La funcién de respuesta para este modelo de regresion es
E(Y | X1) = Bo + S X (62)

Para entender el significado de los coeficientes de regresion en este modelo, consi-
deremos primero el caso de una persona que no hace ejercicio. Para tal persona,
X7 =0, y la funcion de respuesta (62)) se reduce a

E(Y) = o+ 0= 05 no ejercita

Para una persona que si hace ejercicio, X; = 1, y la funcion de respuesta (62)) se
convierte en

E(Y)= 5o+ il =B+ b ejercita

Luego, el modelo de regresion lineal en este caso consiste simplemente en expresar
la media del nivel de glucosa en cada poblacién mediante dos coeficientes distintos,
donde [ es la media de la glucosa para las personas que no ejercitan y Sy+ 3 es la
media de la glucosa para las personas que ejercitan; por lo tanto, 3; es la diferencia
(positiva o negativa, dependiendo del signo) en niveles medios de glucosa para las
personas que ejercitan respecto de las que no. Observemos que esto es consistente
con nuestra interpretacién més general de 3; como el cambio en E[Y|X;]| por un
aumento de una unidad de X;. En este caso, si el ejercicio estuviera asociado con
menores niveles de glucosa (como se presume) (3 deberia ser negativo.

En la Tabla[26] presentamos el resultado de ajustar el modelo propuesto a los datos.
Los datos estan en el archivo azucar.txt. Las variables se denominan glucosa
(la respuesta) y ejercicio la explicativa.

El coeficiente estimado para la actividad fisica (ejercicio) muestra que los ni-
veles basales de glucosa fueron alrededor de 7,4 mg/dL méas bajos para personas
que hacian ejercicios al menos tres veces por semana que para las personas que
ejercitaban menos. Esta diferencia es estadisticamente significativa (t = —6,3009,
p —valor = 1,54107° < 0,05).

Sin embargo, en la base de datos considerada, las personas que hacen ejercicio
resultaron ser en promedio, un poco mas jovenes, un poco mas propensas a consu-
mir alcohol, y, en particular, como puede verse en la Figura[44] tienen en promedio
un menor indice de masa corporal (BMI), todos factores asociados con el nivel de
glucosa. Esto implica que el promedio mas bajo de la glucosa que observamos entre
las personas que hacen ejercicio puede deberse al menos en parte, a diferencias en
estos otros predictores. En estas condiciones, es importante que nuestra estima-
cion de la diferencia en los niveles promedio de glucosa asociados con el ejercicio
se “ajuste” a los efectos de estos factores de confusion potenciales de la asociaciéon
sin ajustar. Idealmente, el ajuste de un modelo de regresion multiple (o sea, de
miltiples predictores) proporciona una estimacion del efecto de ejercitar en el nivel
medio de glucosa, manteniendo las demas variables constantes.
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Tabla 26: Ajuste de la regresion para la variable glucosa con ejercicio como expli-
cativa.

> ajustel<-1m(glucosa ~ ejercicio, data = azucar)
> summary(ajustel)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 98.9143 0.8512 116.212 < 2e-16 **x
ejercicio -7.4273 1.1773 -6.309 1.54e-09 *x*x*

Residual standard error: 8.722 on 218 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1544, Adjusted R-squared: 0.1505
F-statistic: 39.8 on 1 and 218 DF, p-value: 1.545e-09

Observacion 4.11 ;Qué pasa si ponemos dos variables binarias para modelar
ejercicio? O sea, si definimos X1 como antes,

1 st la i€sima persona ejercita
Xa =
0 stno

1 st la 1€sima persona no ejercita
Xig =
0 St No

Acd decimos que ejercita si hace actividad fisica mds de tres veces por semana.
Entonces el modelo seria

Yi = Bo + 51X + B2 Xio + &4 (63)

Esta manera intuitiva de tncorporar una variable indicadora para cada clase de la
predictora cualitativa, desafortunadamente, conduce a problemas tanto estadisti-
cos (de identificacion de pardmetros) como computacionales. Para verlo, supon-
gamos que luvieramos n = 4 observaciones, las primeras dos compuestas por
personas que ejercitan (X1 =1, Xo=0) y las dos sequndas que no lo hacen
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Figura 44: Boxplot del bmi, separados por niveles de la variable ejercicio, para
los datos del archivo azucar.
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(X1 =0, Xo=1). Entonces la malriz X seria

— = = =

Observemos que la suma de las columnas X1 y Xo da la primer columna, de modo
que las columnas de esta matriz son linealmente dependientes. Esto tiene un efecto



4.13 Predictores Categoricos 157

serio en la matriz X' X.

1111 }
X'X=|1100 0
0011

e
—_= O O
O NN
N O N

0

Vemos que la primer columna de la matriz X'X es igual a la suma de las iltimas
dos, de modo que las columnas son linealmente dependientes. Luego, la matriz
X'X no tiene inversa, y por lo tanto, no se pueden hallar tinicos estimadores de
los coeficientes de regresion. De hecho, no hay unicidad tampoco en los pardmetros
del modelo (lo que en estadistica se conoce como identificabilidad de los pardmetros)
puesto que la funcion de respuesta para el modelo (@) es

Bo+ B siejercita
E (Y | X17X2) - 60 + ﬁle + 62X2 =
Bo+ B2 sino ejercita

En particular, tomando

Bo=a
Bi=0b
fo=rc

o bien

resulta, en ambos casos

a+b  siejercita
E(Y | X1,Xy) =
a+c st no ejercita

para cualesquiera numeros reales a,b, c. Una salida simple a este problema es des-
prenderse de una de las variables indicadoras. En nuestro ejemplo nos deshacemos
de X5. Esta forma de resolver el problema de identificabilidad no es la 1inica pe-
ro, como hemos visto, permite una interpretacion sencilla de los pardmetros. Otra
posibilidad en este caso consiste en eliminar By y proponer el modelo

Ioht st ejercita
E(Y | X1, X2) = 51X1 + o Xo =
Ba st no ejercita
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Sin embargo, no la exploraremos ya que nuestra propuesta anterior es, no solo
satisfactoria sino también la mds utilizada en el drea.

Comparemos este modelo lineal con una sola regresora dicotémica con el test ¢ para
comparar las medias de dos poblaciones, a través de dos muestras independientes.
Sean Wy, ..., W, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
con E (W;) = po e independientes de 71, ..., Z,, que a su vez son variables aleato-
rias independientes entre si e idénticamente distribuidas con E (Z;) = py. El test
t permite decidir entre las hipoétesis

Ho : pio = 11
Hy :po #

donde pg = E (Y | X7 = 0) es decir, la esperanza de la glucosa para las personas
que no ejercitan y u; = E (Y | X7 = 1) la esperanza de la glucosa para las personas
que si lo hacen. Recordemos que este test presupone que las observaciones de cada
poblacién tienen distribuciéon normal con las medias po y g1 respectivamente, y
la misma varianza (aunque desconocida). Para el conjunto de datos azucar, la
salida de correr el test ¢ figura en la Tabla

Tabla 27: Test t para dos muestras normales independientes, datos azucar.

> t.test(glucosa ~ ejercicio, var.equal = TRUE, data = azucar)
Two Sample t-test

data: glucosa by ejercicio
t = 6.309, df = 218, p-value = 1.545e-09
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
5.107071 9.747588
sample estimates:
mean in group 0 mean in group 1
98.91429 91.48696

Recordemos que el estadistico del test es

Wn _Zn
\/7”L1+7?2M ~  tpiqng—2

Sp Bajo H,
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donde ny y ny son los tamanos de las muestras respectivas, y

ni

1 — \2 e —
o S+ S

=1

es la varianza pooleada o combinada de ambas muestras. Por otra parte, para el
modelo , el test de Hy : f1 = 0 es también un test ¢, observemos que tanto el
estadistico calculado como el p-valor son los mismos.

Finalmente podemos concluir que en el caso en el que el modelo lineal tiene una sola
variable explicativa categorica, realizar el test de si el coeficiente que la acompana
es estadisticamente significativo es equivalente a utilizar un test ¢ de comparacion
de medias entre dos poblaciones normales independientes, con igual varianza.
Dos observaciones con respecto a la codificaciéon de la variable binaria dada en

Y-

- Comparemos el valor de 3y estimado en la Tabla (que es Bo = 98,9143)
con el promedio de la glucosa de las personas que no ejercitan (el grupo
correspondiente a ejercicio = 0) calculado en la Tabla 27 que es 98,914,
como anticipdramos. De igual modo, recuperamos el promedio de glucosa de
las personas que ejercitan (91,487 en la Tabla a partir de sumar 50 + ﬁl
de la Tabla 26 L

Bo + 1 = 98,9143 — 7,4273 = 91,487.

- Codificando de esta forma, el promedio de la variable ejercicio da la pro-
porcion de personas que hacen ejercicio en la muestra, que son el 52,27 % de
la muestra, como puede comprobarse en la Tabla 28| que tiene los estadisticos
descriptivos de la variable ejercicio.

Tabla 28: Estadisticos descriptivos de la variable ejercicio.

> summary(ejercicio)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.0000 0.0000 1.0000 0.5227 1.0000 1.0000

Observacion 4.12 Una alternativa comiunmente utilizada para la codificacion de
las variables binarias es (1 = si, 2 = no). Si definimos la variable X3 con este
codigo, el modelo es

E(Y | X3) = Bo + B3Xs.
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Luego la funcion de respuesta para las personas que ejercitan (X3 = 1) es
E(Y) = Bo+ Bs,

y para las que no ejercitan (X3 = 2) es
E(Y) = Bo+ 285

Nuevamente, la diferencia entre ambas medias es el coeficiente 3 correspondiente,
en este caso P3. Luego el coeficiente B3 conserva su interpretacion como la dife-
rencia en el nivel medio de glucosa entre grupos, pero ahora entre las personas que
no hacen ejercicio, comparadas con aquellas que si lo hacen, una manera menos
intuitiva de pensarlo. De hecho, By sdlo no tiene una interpretacion directa, 1y el
valor promedio de la variable binaria no es igual a la proporcion de observaciones
de la muestra que caen en ninguno de los dos grupos. Observar que, sin embargo,
en general el ajuste del modelo, es decir, los valores ajustados, los errores estinda-
res, y los p-valorespara evaluar la diferencia de la glucosa en ambos grupos serdn
iquales con cualquier codificacion.

4.13.2. Un predictor binario y otro cuantitativo

Incorporemos al modelo una variable cuantitativa. Tomaremos el indice de masa
corporal que se denomina bmi (body mass indez, medido en kg/m?) en la base de
datos,

X2 = BMI de la persona iésima.

El indice de masa corporal (BMI) es una medida de asociaciéon entre el peso y
la talla de un individuo ideada por el estadistico belga L. A. J. Quetelet, por lo
que también se conoce como indice de Quetelet. Se calcula segun la expresion

matematica

BMI = P59
estatura?

donde la masa o peso se expresa en kilogramos y la estatura en metros, luego la
unidad de medida del BMI es kg/m?. En el caso de los adultos se ha utilizado
como uno de los recursos para evaluar su estado nutricional, de acuerdo con los
valores propuestos por la Organizacion Mundial de la Salud: a grandes rasgos se
divide en tres categorias: delgadez (si BMI < 18,5), peso normal (cuando 18,5 <
BM1I < 25) y sobrepeso (si BMI > 25), con subclasificaciones que contemplan
los casos de infrapeso u obesidad.

Luego el modelo de regresiéon lineal miltiple que proponemos es

Y, = 6o + 51Xi1 + B2 Xi2 + €4
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O, si escribimos la funcién de respuesta (o sea, el modelo para la esperanza de Y)
obtenemos

EY [ X1, X2) = Bo + 1.X1 + faXo. (64)

Interpretemos los parametros. Para las personas que no hacen ejercicio (X; = 0)
la funciéon de respuesta es

E(Y) = B+ 810+ 52 X5 = By + B2 X no ejercita (65)

O sea, la funcién de respuesta para la glucosa media de las personas que no ejercitan
es una linea recta con ordenada al origen (5, y pendiente (5.

Para las que si hacen ejercicio (X; = 1) la funcion de respuesta (64]) se convierte
en

E(Y) = b0+ b1l + BaXo = (Bo + B1) + B2 X ejercita (66)

Esta funcién también es una linea recta, con la misma pendiente [ pero con
ordenada al origen (5p + 1) . En la Figura 45| se grafican ambas funciones.

Figura 45: Significado de los coeficientes del modelo de regresion con una va-
riable indicadora X; de ejercicio y una variable continua X, = bmi (datos azucar).

Y = glucosa Funcidn de respuesta de las
personasque no ejercitan

E(Y)=Bo+B: Xz

Funcion de respuesta de las
personas que ejercitan

E(Y)=Po+Pr1+BzXz

!

Bo+ B4

BMI X,

Enfoquémosnos en el significado de los coeficientes en la expresion (64) en el caso
de las mediciones del nivel de glucosa. Vemos que el nivel medio de glucosa, E (Y),
es una funcion lineal del BMI (X3) de la persona, con la misma pendiente (3 para
ambos tipos de personas. 3 indica cuanto mas baja (o mas alta) es la funcion de
respuesta para las personas que hacen ejercicio respecto de las que no lo hacen,
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fijado el BMI. Luego 3; mide el efecto diferencial por ejercitar. Como el ejercicio
debiera reducir el nivel de glucosa, esperamos que (3; sea menor que cero y que
la recta de valores de glucosa esperados para personas que ejercitan esté por
debajo de las que no lo hacen . En general, §; muestra cuanto mas baja (o mas
alta) se ubica la recta de respuesta media para la clase codificada por 1 respecto
de la recta de la clase codificada por 0, para cualquier nivel fijo de Xs.

Tabla 29: Ajuste de la regresiéon para la variable glucosa con ejercicio y bmi
como explicativas

> ajuste2<-1lm(glucosa ~ ejercicio + bmi, data = azucar)
> summary(ajuste2)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) 84.4141 3.2336 26.105 < 2e-16 *xx*x*
ejercicio -6.4879 1.1437 -5.673 4.46e-08 *xx
bmi 0.5227 0.1128 4.633 6.20e-06 *x*x

Residual standard error: 8.339 on 217 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2305b, Adjusted R-squared: 0.2234
F-statistic: 32.5 on 2 and 217 DF, p-value: 4.491e-13

En la Tabla figura el ajuste del modelo propuesto. La funcion de respuesta
ajustada es

~

Y = 84,414 — 6,488X, + 0,523 X,.

Nos interesa medir el efecto de ejercitar (X;) en el nivel de glucosa en sangre.
Para ello buscamos un intervalo de confianza del 95% para (3. Necesitamos el
percentil 0,975 de la ¢t de Student con n — 3 = 217 grados de libertad. Como
t(0,975,217) = 1,970956 ~ 1,959964 = zpg75, los limites para el intervalo de
confianza resultan ser

—6,488 1,971 - 1,1437

0 sea,

—6,488 — 1,971 - 1,1437 < B, < —6,488 + 1,971 - 1,1437
—8,742 < 3, < —4.234

Podemos obtener este resultado directamente con R.
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> confint(ajuste?2)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) 78.0408659 90.7873793
ejercicio  -8.7421142 -4.2336953
bmi 0.3003302 0.7449921

Luego, con el 95 por ciento de confianza concluimos que las personas que ejercitan
tienen un nivel de glucosa entre 4,23 y 8,74 mg/dL, mas bajo que las que no lo
hacen, en promedio, para un cada nivel de bmi fijo. Un test formal de

Ho:ﬁlz()
leﬁl%O

con nivel de significatividad de 0,05 nos conducirfa a rechazar Hy y aceptar Hi,
es decir, que el ejercicio tiene efecto cuando en el modelo incluimos el bmi, pues el
intervalo de confianza del 95 % para (31 no contiene al cero. Eso lo vemos también
en la tabla de salida del paquete estadistico, en el p-valor de dicho coeficiente, que
es 4,46 - 1078 < 0,05.

Observacion 4.13 ;Por qué no ajustar dos regresiones lineales separadas (una
para las personas que ejercitan y otra para las que no) en vez de hacer un ajuste
con el total de datos? O sea, ajustar

E(Y | X, = éo) +89Xx, no ejercitan (67)
para las que no ejercitan y
E(Y | X,)=8"+ BV X, ejercitan (68)
para las que ejercitan. Hay dos razones para esto.

- El modelo asume pendientes iguales en @ Y @ y la misma varianza
del error de para cada tipo de persona. En consecuencia, la pendiente comin
Bo se puede estimar mejor usando la informacion en la muestra conjunta.
Ojo, este modelo no deberia usarse si no se cree que este supuesto sea co-
rrecto para los datos a analizar.

- Usando el modelo otras inferencias, como por ejemplo las realizadas so-
bre By y [ resultardn mds precisas pues se dispone de mds observaciones
para estimarlos y estimar a o* (lo que se traduce en mds grados de libertad
en el MSRes). De todos modos, en este ejemplo donde hay doscientas obser-
vaciones, tenemos grados de libertad suficientes para proponer dos modelos
st creyéramos que el modelo no describe bien a los datos.
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Observacion 4.14 Los modelos de regresion miltiple en los que todas las varia-
bles explicativas son cualitativas se suelen denominar modelos de andlisis de
la varianza (ANOVA). Los modelos que contienen algunas variables explicati-
vas cuantitativas y otras variables explicativas cualitativas, para los que la variable
explicativa de interés principal es cualitativa (por ejemplo, tipo de tratamiento que
recibe el paciente) y las variables cuantitativas se introducen primariamente para
reducir la varianza de los términos del error, se suelen denominar modelos de

andlisis de la covarianza (ANCOVA).

4.14. Predictores Cualitativos con mas de dos clases
4.14.1. Una sola predictora cualitativa con mas de dos clases

Otra de las acciones que suelen recomendarse para evitar que las personas con
niveles de glucosa alto entren en el diagnostico de diabetes es bajar el 7% de su
peso, o mas. Para los datos del archivo azucar se registré la variable peso.evo
que es una variable categoérica que mide la evolucion del peso del paciente en el
ultimo ano. Tiene tres categorias: “bajd de peso”, si su peso disminuy6 un 7% o mas
respecto del control médico anual anterior, “su peso se mantuvo igual”, cuando la
diferencia entre ambos pesos difiere en menos de un 7 % respecto del peso anterior,
o bien “aumentd de peso”, si su peso actual aumentd un 7% o maés respecto del
registrado en el control médico anual anterior. La evolucion del peso fue codificada
en orden de 1 a 3, segtn las categorias recién definidas. Este es un ejemplo de una
variable ordinal (con valores o categorias cuyo orden relativo es relevante, pero
separados por incrementos que pueden no estar reflejados en forma precisa en la
codificacion numérica asignada). Las categorias de la variable peso.evo figuran en
la, Tabla B0

Tabla 30: Niveles de la variable peso.evo, que codifica la evolucion del peso en el
altimo ano.

Categorias de peso.evo codificacion original
Disminuy6 de peso en el altimo ano (7% o més) 1
Pesa igual que hace un ano (menos de 7% de diferencia) 2
Aument6 de peso en el tltimo afo (7% o més) 3

Las variables categoricas de més de dos niveles también puede ser nominales, en
el sentido que no haya un orden intrinseco en las categorias. Etnia, estado civil,
ocupacion y region geografica son ejemplos de variables nominales. Con las varia-
bles nominales es atin mas claro que la codificacién numeérica usada habitualmente
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para representar a la variable en la base de datos no puede ser tratada como los
valores de una variable numérica como nivel de glucosa en sangre.

Las categorias se suelen crear para ser mutuamente excluyentes y exhaustivas,
por lo que que cada miembro de la poblacién se encuentra en una y s6lo una
categoria. En este sentido, tanto las categorias ordinales como las nominales definen
subgrupos de la poblacion.

Es secillo acomodar ambos tipos de variables tanto en la regresion lineal miltiple
como en otros modelos de regresion, usando variables indicadoras o dummies.
Como en las variables binarias, donde dos categorias se representan en el modelo
con una sola variable indicadora, las variables categoricas con K > 2 niveles se
representan por K — 1 indicadoras, una para cada nivel de la variable, excepto
el nivel de referencia o basal. Supongamos que elegimos el nivel 1 como nivel
de referencia. Entonces para k = 2,3, ..., K, la k-ésima variable indicadora toma
el valor 1 para las observaciones que pertenecen a la categoria k, y 0 para las
observaciones que pertenecen a cualquier otra categoria. Observemos que para
K = 2 esto también describe el caso binario, en el cual la respuesta “no” define
el nivel basal o de referencia y la variable indicadora toma el valor 1 sélo para el
grupo “si”.

Traduzcamos todo al ejemplo. Como la variable ordinal peso.evo tiene 3 catego-
rias, necesitamos definir 2 variables dummies. Las llamamos Ievo2 e Ievo3. En la
Tabla [3I] observamos los valores para las dos variables indicadoras correspondien-
tes a la variable categorica peso.evo. Cada nivel de peso.evo queda definidio por
una combinacién tinica de las dos variables indicadoras.

Tabla 31: Codificaciéon de las variables indicadoras para una variable categorica
multinivel

Variables indicadoras
peso.evo | levo2 levo3 Categoria
1 0 0 bajo de peso
2 1 0 mantuvo su peso
3 0 1 aumento de peso

Por el momento consideremos un modelo simple en el cual los tres niveles de
peso.evo sean los tnicos predictores. Entonces

E(Y | X) = o+ f2levo2 + 3Ievo3 (69)
donde X representa las dos variables dummies recién definidas, es decir,

X = (Ievo2,Ievo3d).
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Para tener mayor claridad, en hemos indexado a los /3's en concordancia con
los niveles de peso.evo, de modo que 5, no aparece en el modelo. Si dejamos que
las dos indicadoras tomen el valor 0 6 1 de manera de definir los tres (;por qué no
cuatro?) niveles de peso.evo, obtenemos

5o si peso.evo =1, 0 sea Ievo2 =0 e Ievo3 =0
E(Y|X)=<¢ Bo+ /2 sipeso.evo=2 0sealevo2=1eIevo3=0 (70)
Bo+ B3  sipeso.evo =3, 0sea Ievo2 =0e Ievo3 =1

De es claro que [y, la ordenada al origen, da el valor de E (Y | X) en el grupo
de referencia, el grupo “bajé de peso”, o peso.evo = 1. Entonces es solo cuestion
de restarle a la segunda linea la primera linea para ver que (5, da la diferencia en
el promedio de glucosa en el grupo “mantuvo su peso” (peso.evo = 2) comparado
con el grupo “bajé de peso”. De acuerdo con esto, el test de Hy : f = 0 es un test
para chequear si los niveles medios de glucosa son los mismos en los dos grupos
“bajo de peso” y “mantuvo su peso” (peso.evo =1y 2). Y de manera similar para
Bs.

Podemos hacer unas cuantas observaciones a partir de ([70)).

- Sin otros predictores, o covariables, el modelo es equivalente a un ANOVA de
un factor (one-way ANOVA). También se dice que el modelo esta saturado
(es decir, no impone estructura alguna a las medias poblacionales) y las
medias de cada grupo de la poblacion se estimaran bajo el modelo (70)) por
el promedio de las muestras correspondientes. Con covariables, las medias
estimadas para cada grupo se ajustaran a las diferencias entre grupos en las
covariables incluidas en el modelo.

- Los parametros del modelo (y por lo tanto las dummies que los acompanan)
pueden ser definidos para que sean iguales a la media poblacional de cada
grupo o, sino, para que sean las diferencias entre las medias poblacionales de
dos grupos distintos, como en . Por ejemplo, la diferencia en los niveles
medios de la variable Y entre los grupos “aumenté de peso” (peso.evo = 3)
y “mantuvo su peso” (peso.evo = 2) estd dada por 3 — B2 (chequearlo).
Todos los paquetes estadisticos permiten calcular de manera directa estima-
dores y tests de hipotesis acerca de estos contrastes lineales. Esto implica
que la eleccion del grupo de referencia es, en algun sentido, arbitraria. Mien-
tras que alguna eleccién en particular puede ser la mejor para facilitar la
presentacion, posiblemente porque los contrastes con el grupo de referencia
seleccionado sean los de mayor interés, cuando se toman grupos de referencia
alternativos, esencialmente se esta definiendo el mismo modelo.
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Tabla 32: Ajuste de regresion lineal multiple para explicar a la variable glucosa
con la evolucion del peso como categorica, Ievo (datos de la base azucar). El R
produce las dos binarias de forma automatica (Ievo2 e Ievo3).

> Ievo<-factor(peso.evo) #convierte a la variable en factor
> contrasts(Ievo) #da la codificacion

23
100
210
301
> ajuste3<-lm(glucosa ~ Ievo)
> summary(ajuste3)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>Iltl)

(Intercept)  88.273 1.564 56.449 < 2e-16 **x*
Ievo2 6.283 1.888 3.327 0.00103 *x
Ievo3 8.997 1.774 5.072 8.45e-07 *x*x

Residual standard error: 8.983 on 217 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1071, Adjusted R-squared: 0.09884
F-statistic: 13.01 on 2 and 217 DF, p-value: 4.607e-06

La Tabla[32] muestra los resultados para el modelo con peso.evo tratada como una
variable categorica, utilizando de nuevo los datos del archivo azucar. La estimacion
de By es 88,273 mg / dL, esta es la estimacion del nivel de glucosa medio para el
grupo que bajo de peso (grupo de referencia). Las diferencias entre los niveles de
glucosa del grupo de referencia y los otros dos grupos (de distinta evolucion del
peso) resultan ser estadisticamente significativas; como todas dan positivas indican
que la glucosa estaria relacionada con la evolucion del peso. Por ejemplo, el nivel
promedio de glucosa en el grupo “subi6 de peso” (Ievo3) es 8,997 mg / dL mayor
que la del grupo “bajo de peso” (peso.evo = 1) (t = 5,072, p-valor = 8,45-1077).
En la Figura vemos un boxplot de los datos de glucosa separados segiin sus
niveles de peso.evo, donde se aprecia esta diferencia.

Es de interés testear si la variable peso.evo sirve para explicar al nivel de glucosa.
Para evaluarla en su conjunto se utiliza el test F' que describiremos en la Sec-
cion Antes de hacerlo discutamos otra manera de introducir a la variable
peso.evo en el modelo.
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Figura 46: Boxplot de los datos de glucosa, segtin sus niveles de peso.evo.
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4.14.2. Variables indicadoras versus variables numeéricas

Una alternativa al uso de variables indicadoras de una variable de prediccion cuali-
tativa es pensarla como numérica. En el ejemplo de la glucosa, podriamos utilizar
una Unica variable predictora Z y asignar valores 1,2 y 3 a las clases, como se
describe en la Tabla 33l

Los valores numéricos son, por supuesto, arbitrarios y podrian ser cualquier otro
conjunto de nimeros. El modelo en este caso seria

Yi =B+ 512 + ¢ (71)

La principal dificultad en tomar a las variables categéricas como numéricas es que
la numeracion otorgada a las categorias distintas define una métrica (una distancia)
entre las clases de la variable cualitativa que puede no resultar razonable para
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Tabla 33: Variable categoérica mirada como numérica

peso.evo Z
Bajo de peso 1
Mantuvo su peso 2
Aument6 de peso 3

modelizar. Veamoslo en el ejemplo. Escribimos la funciéon de respuesta media con
el modelo para las tres clases de la variable cualitativa

Bo + B si peso.evo =1
E(Y |Z)=< Bo+2p8  sipeso.evo=2
Bo+ 331  sipeso.evo=3

Notemos la implicacion clave de este modelo:

E (Y | peso.evo =2) — E(Y | peso.evo = 1)
= FE (Y | peso.evo =3) — E (Y | peso.evo = 2)
= b

Luego, la codificacion 1 a 5 implica que pensamos que la respuesta media cambia
en la misma cantidad cuando pasamos de peso.evo=1 a peso.evo=2 o de
peso.evo=2 a peso.evo=3. Esto puede no estar en coincidencia con la realidad
y resulta de la codificacion 1 a 3 que asigna igual distancia entre los 3 tipos de
evolucion del peso. Por supuesto, con distintas codificaciones podemos imponer
espaciamientos diferentes entre las clases de la variable cualitativa pero esto seria
siempre arbitrario.

En contraposicion, el uso de variables indicadoras no hace supuestos sobre el espa-
ciamiento de las clases y descansa en los datos para mostrar los efectos diferentes
que ocurren. En el caso del modelo (70) no se impone ningun patréon o vinculo
entre si a las cinco medias de los grupos definidos por la variable categorica, tanto
en el modelo sin covariables como si las tuviera. Aqui 85 da la diferencia en el pro-
medio de glucosa en el grupo peso.evo=2 comparado con el grupo peso.evo=1, y
(3 da la diferencia en el promedio de glucosa en el grupo peso.evo=3 comparado
con el grupo peso.evo=1y (3 — 5 da la diferencia en el promedio de glucosa en
el grupo peso.evo=3 comparado con el grupo peso.evo=2. Observemos que no
hay restricciones arbitrarias que deban cumplir estos tres efectos. En cambio, si la
variable peso.evo fuera tratada como una variable numérica que toma valores de 1
a 3, las esperanzas poblacionales de cada grupo se verian obligadas a yacer en una
linea recta. Fn sintesis: para variables categoricas es preferible usar la codificacion
que proporcionan las variables dummies.
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4.14.3. Variables numéricas como categoéricas

Algunas veces, ain cuando las variables son originalmente cuantitativas se las
puede incluir en un modelo como categoéricas. Por ejemplo, la variable cuantitativa
edad se puede transformar agrupando las edades en las categorias: menor de 21, 21
a 34, 35 a 49, etc. En este caso, se usan variables indicadoras o dummies para las
clases de este nuevo predictor. A primera vista, este enfoque parece cuestionable,
va que la informacién sobre la edad real se pierde. Ademés, se ponen parametros
adicionales en el modelo, lo que conduce a una reducciéon de los grados de libertad
asociados con el MSRes.

Sin embargo, hay ocasiones en las que la sustitucion de una variable cuantitativa
por indicadoras puede ser apropiado. Por ejemplo, cuando se piensa que la relacion
entre la respuesta y la explicativa puede no ser lineal (en el caso en que la glucosa
aumentara tanto para personas muy jovenes o muy grandes) o en una encuesta
a gran escala, donde la pérdida de 10 6 20 grados de libertad es irrelevante. En
una primera etapa exploratoria, donde se estd muy en duda acerca de la forma
de la funcion de regresion, puede ajustarse un modelo como en una primera
etapa exploratoria, y luego, en virtud de lo observado, incluir a la variable (o una
transformacion de ella) como numeérica.

Esto es de hecho lo que se hizo con la variable evolucién del peso: a partir de dos
variables numéricas medidas sobre el mismo paciente (el peso en un afo y el peso
en el siguiente) se construyo una variable categorica.

4.14.4. El test F

A pesar de que todos los contrastes entre los niveles de una variable explicativa
categorica estan disponibles para ser estimados y comparados luego de ajustar un
modelo de regresion, los test ¢ para estas comparaciones maltiples en general no
proporcionan una evaluacion conjunta de la importancia de la variable categorica
para predecir a la variable respuesta, o mas precisamente no permiten realizar un
tnico test de la hipotesis nula de que el nivel medio de la variable respuesta es el
mismo para todos los niveles de este predictor. En el ejemplo, esto es equivalente
a un test de si alguno de los dos coeficientes correspondientes a Ievo2 o Ievo2
difieren de cero. El resultado que aparece en la Tabla (Fops = 13,01, con 2 grados
de libertad en el numerador y 217 en el denominador, p-valor = 4,6 - 107¢ < 0,05)
muestra que los niveles medios de glucosa son claramente diferentes entre los grupos
definidos por peso.evo. Las hip6tesis que chequea este test en este caso son

Hy: B =p3=0 (72)
H; : al menos uno de los 3; con i entre 2 y 3 es tal que 3; # 0
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En este caso se rechaza la hipotesis nula (p-valor = 4,6-107% < 0,05) y se concluye
que no todos los 5; con ¢ entre 2 y 3 son simultaneamente iguales a cero. Luego
la evolucion del peso es tutil para predecir el nivel de glucosa. En general este
resultado puede leerse en la tabla de ANOVA del ajuste.

Es por este motivo que conviene ingresar en la base de datos a la variable peso.evo
con sus tres niveles y pedirle al software que compute las dos variables dicotémicas,
en vez de ponerlas a mano en el archivo, pues en tal caso no hay céomo decirle al
paquete que las dos variables estan vinculadas de esta forma.

4.14.5. Comparaciones Miltiples

Una vez que, a través del test F, logramos concluir que la variable categorica
es significativa para explicar a la respuesta, aparece el interés de comparar la
media de la variable respuesta para los grupos definidos por los distintos niveles
de la variable categorica. Es decir, interesa comparar las medias de dos grupos,
digamos f1; y jix. Esto suele hacerse estudiando si la diferencia entre ellos p; — puy, es
distinta de cero. Tal diferencia entre los niveles medios de una variable categorica (o
factor) se denomina una comparacion de a pares. Cuando una variable categorica

toma K niveles, el nimero de comparaciones de a pares que pueden hacerse es
K\ _ K(K-1)
(5) = =5
La salida que da el summary del 1m en R que analizamos antes, por ejemplo en la

Tabla o la salida estandar que proporciona cualquier paquete estadistico a un
ajuste lineal, tiene, en este sentido dos limitaciones importantes.

1. Los p-valores que aparecen en la columna de la derecha son validos para cada
comparacion individual.

2. Cuando la variable categorica tiene méas de dos niveles, dicha tabla no nos
da informaciéon de todas las comparaciones de a pares de forma directa. En
el ejemplo de azucar, vemos en la Tabla que nos falta la comparacion
entre los niveles 2 y 3 de la variable evoluciéon de peso.

Con la primera limitacién veniamos trabajando desde el modelo lineal simple, pero
en el caso de regresion con covariables categoéricas se hace particularmente seria
por la gran cantidad de comparaciones que tienen interés para el experimentador.
Cuando se realizan varios tests con los mismos datos, tanto el nivel de significa-
tividad como la potencia de las conclusiones acerca de la familia de tests se ve
afectada. Consideremos por ejemplo, la realizacion de tres tests de t, cada uno a
nivel o = 0,05, para testear las hipotesis

Hél) © o — pp = 0 versus Hl(l) Do — g # 0

HéQ) © p3 — gy = 0 versus Hl(z) t g — g # 0

H[()?’) : g — e = 0 versus H1(3) Dz — o £ 0
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La probabilidad de que los tres tests concluyan que las tres hipotesis nulas Hy son
verdaderas cuando en realidad las tres Hy son verdaderas, asumiendo independen-
cia de los tests, sera

0,95° = 0,857.

Luego, la probabilidad de concluir H; para al menos una de las tres comparaciones
es 1 — 0,857 = 0,143 en vez de 0,05. Vemos que el nivel de significatividad de una
familia de tests no es el mismo que para un test individual. Lo mismo pasa para
los intervalo de confianza.

El objetivo de hacer estas comparaciones miltiples de manera justa es mantener
el error de tipo I acotado, sin inflarlo por sacar muchas conclusiones con el mismo
conjunto de datos. Es decir, queremos un test de nivel 0,05 para las hipotesis

po— p1 =0
Hy:< ps—p1 =0 versus H; : alguna de las 3 igualdades no vale.
ps — p2 =10

Con la notaciéon de regresion lineal miltiple, podemos reescribir a la hipotesis nula
del siguiente modo

E (Y | peso.evo=2) — E(Y | peso.evo=1) =0
Hy:<{ E(Y |peso.evo=3)— E(Y | peso.evo=1)=0
E (Y | peso.evo=3) — E (Y | peso.evo =2) =0

Para eso, primero hay que mirar el resultado del test conjunto F' que evalia la
significatividad conjunta de la variable categoérica para explicar a la respuesta. Si
este test no resulta significativo, suele descartarse la variable categorica de entre
las covariables de interés, y se la excluye del modelo. Si este test resulta esta-
disticamente significativo, entonces suelen mirarse con méas detalle cuéles de las
comparaciones entre grupos son estadisticamente significativas, para proporcionar
un mejor analisis de los datos en consideracion. Hay diversas propuestas para llevar
estas comparaciones a cabo, de acuerdo esencialmente a cudles son las compara-
ciones que resultan mas interesantes al experimentador.

. Qué pasa si alguna de las comparaciones llevadas a cabo resulta no significativa?
.Conviene redefinir las categorfas? La recomendacion general es que si esto pasa-
ra, de todos modos conviene mantener las categorias originales puesto que de esta
forma se estimard mejor a la varianza o2 de los errores (resultara menor), y por
lo tanto las conclusiones que se obtendran seran mas potentes. Ademaés, cuando el
interés esté puesto en la conclusion respecto de una comparaciéon entre dos catego-
rias en particular, el hecho de mantener las grupos originales permitira clasificar
bien a cada observacién permitiendo mantener clara la diferencia que se esta bus-
cando establecer. No conviene recodificar a posteriori del anéalisis, es mejor dejar
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todos los niveles de la variable categorica en el modelo, aunque algunos resulten
no significativos.

Hay distintos métodos disponibles para controlar la tasa de error de tipo I. La com-
paracion miltiple propuesta por Tukey, la diferencia honestamente significativa de
Tukey (HSD: honestly significant difference) es un procedimiento que permite ha-
cer todas las comparaciones con nivel conjunto prefijado. El método de Scheffé
también provee un procedimiento que asegura el nivel de todas las comparaciones
posibles, incluso asegura el nivel de cualquier combinacioén lineal de los pardmetros
(no necesariamente una resta) que pueda interesar. Si sélo interesan comparaciones
de a pares, Tukey proporciona intervalos més angostos, y su método es preferible.
Los intervalos solo difieren en el percentil utilizado. En las Tablas [34]y [35| aparecen
las salidas de las comparaciones de Tukey para los datos de azucar realizado en R
utilizando dos comandos diferentes para hacerlo: TukeyHSD y glht, este tltimo del
paquete multcomp. En ella vemos que el nivel medio de glucosa del grupo “bajé de
peso” difiere significativamente tanto del grupo “mantuvo su peso igual” como del
grupo “aument6 de peso”, asi como también vemos que el nivel medio de glucosa
de estos dos ultimos grupos no difiere (significativamente) entre si.

En la Seccion presentamos el procedimiento de comparaciones multiples de
Bonferroni. También es aplicable para el contexto de ANOVA, ya sea que interesen
las comparaciones de a pares, o combinaciones lineales de los coeficientes mientras
estos se hayan fijado con anterioridad a hacer el andlisis de datos. Otros métodos
que pueden aplicarse cuando las comparaciones que interesan tienen caracteristicas
especificas son la minima diferencia significativa de Fisher (LSD: least significa-
tive difference), el método de Sidak o el procedimiento de Dunnett. Puede verse
Seber y Lee| [1977] o Kutner et al. [2005] para mas detalle sobre las comparaciones
multiples.

4.15. Una predictora cualitativa y una numérica

Ajustemos ahora un modelo de regresion lineal miltiple con una covariable numé-
rica y una categorica. Siguiendo con los datos de la glucosa, proponemos ajustar
un modelo donde aparezcan peso.evo y bmi como variables explicativas, donde la
primera es categorica (como ya vimos, la incluimos en el modelo como las 2 dum-
mies definidas por Ievo) y la segunda es continua. Proponemos ajustar el siguiente
modelo

E(Y | X) = Bo + P2levo2 + [B3Ievo3 + Spprbmi (73)

En este caso, X = (Ievo2,Ievo3,bmi). Para entender este modelo, nuevamente
dejamos que las indicadoras tomen el valor 0 6 1 de manera de definir los tres
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Tabla 34: Intervalos de confianza de nivel simultdneo para la variable glucosa
para los distintos niveles de evolucion del peso, Ievo (datos de la base azucar),
usando el comando TukeyHSD del R.

> tu<-TukeyHSD(aov(glucosa ~ Ievo),"Ievo")
> tu
Tukey multiple comparisons of means
95% family-wise confidence level

$Ievo

diff lur upr p adj
.282828 1.8263489 10.739308 0.0029505
996838 4.8103925 13.183283 0.0000025
.714010 -0.4718461 5.899865 0.1121165

niveles de peso.evo, y obtenemos

Bo + Bearbmi si peso.evo = 1
E(Y |X)=<( Bo+ 2+ Bpusbmi  sipeso.evo = 2
Bo + B3 + Bpprbmi  si peso.evo = 3

es decir, que este modelo propone ajustar una recta distinta para la glucosa media
de cada grupo, todas con igual pendiente que en este caso hemos denominado
Bemir, v tres ordenadas al origen diferentes, una por cada grupo. Como vemos,
estamos ajustando tres rectas paralelas. Aca [ indica cuanto aumenta (o dismi-
nuye, dependiendo del signo) el valor medio de glucosa para las personas cuyo nivel
de evolucion del peso es 2 (las personas “que mantuvieron su peso”) respecto de
aquellas cuyo nivel de evolucion del peso es 1 (las personas que “bajaron de peso”).
En la Figura [47] puede verse el grafico que proponemos para el valor esperado de
la glucosa en funcion de la evolucion del peso y del BMI. Como esperamos que a
medida que la evolucion del peso aumente (o sea, a medida que el paciente aumente
de peso) el nivel de glucosa aumente, hemos acomodado las rectas de manera que
vayan aumentando al aumentar la variable que codifica esta evolucion. Asi mismo,
es de esperar que a mayor BMI aumente el nivel de glucosa, por eso en el dibujo
proponemos una pendiente (comin a todos los grupos) positiva, como ya vimos
que pasaba en el ajuste anterior.

La Tabla [36| exhibe el modelo ajustado.

En este caso vemos que cuando incorporamos la variable BMI al modelo, todos
los coeficientes asociados a la variable peso.evo siguen siendo significativos. El
test de, por ejemplo, Hy : B2 = 0 da significativo (¢t = 3,82, p-valor = 0,000177)
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Tabla 35: Tests e intervalos de confianza de nivel simultaneo para la variable
glucosa para los distintos niveles de evolucion del peso, Ievo (datos de la ba-
se azucar), usando el comando glht de la libreria multcomp de R.

ajuste3<-lm(glucosa ~ Ievo)
library(multcomp) #para testear combinaciones de los parametros
tu.otro <- glht(ajuste3, linfct = mcp(Ievo = "Tukey"))
summary (tu.otro)
Simultaneous Tests for General Linear Hypotheses
Multiple Comparisons of Means: Tukey Contrasts
Fit: Im(formula = glucosa ~ Ievo)

vV V V V

Linear Hypotheses:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

2-1==0 6.283 1.888 3.327 0.00286 *x
3-1=0 8.997 1.774 5.072 < 1le-04 *x*x
3 -2=0 2.714 1.350 2.010 0.10977

> confint (tu.otro)
Simultaneous Confidence Intervals

Multiple Comparisons of Means: Tukey Contrasts
Quantile = 2.35
95% family-wise confidence level
Linear Hypotheses:

Estimate lwr upr
0 6.2828 1.8450 10.7206
0 8.9968 4.8280 13.1657
0 2.7140 -0.4585 5.8865

-1
-1
2

w w N
Il
Il
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Figura 47: Modelo propuesto para explicar la glucosa con una covariable explica-
tiva categorica (peso.evo) con tres niveles y otra continua (bmi).

Modelo de regresion lineal multiple para glucosa con una explicativa
continua (bmi) y una categdrica (peso.evo) con 3 categorias
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indicando que hay diferencia significativa en los niveles medios de glucosa para
personas que no bajaron de peso con respecto a las que si bajaron (grupo basal).
Lo mismo sucede al testear la comparacion entre la glucosa esperada del grupo que
aumento de peso y el que bajo de peso, cuando en el modelo se ajusta por BMI
(t = 5,074, p-valor = 8,38 -1077). Es decir que los niveles medios de glucosa en
los distintos grupos definidos por la evolucion del peso difieren del basal. Ademas,
como sus coeficientes estimados crecen al aumentar el peso, vemos que los valores
estimados son consistentes con lo que bosquejamos a priori en la Figura {7} Antes
de comparar los niveles medios de los distintos grupos entre si observemos que si
queremos evaluar a la variable peso.evo en su conjunto, debemos recurrir a un
test F que evalue las hipotesis , cuando ademés en el modelo aparece BMI
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Tabla 36: Regresion de glucosa en las regresoras: peso.evo (categorica) y bmi
(numérica).

> ajuste4<-1lm(glucosa ~ Ievo + bmi)
> summary (ajuste4)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 72.0993 3.3764 21.364 < 2e-16 *x*x*
Ievo2 6.8023 1.7823 3.817 0.000177 **x
Ievo3 8.4963 1.6744 5.074 8.38e-07 **x
bmi 0.6068 0.1140 5.324 2.54e-07 x*x*x

Residual standard error: 8.466 on 216 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2107, Adjusted R-squared: 0.1997
F-statistic: 19.21 on 3 and 216 DF, p-value: 4.411le-11

como explicativa. A presentarlo nos abocamos en la siguiente seccion.

4.15.1. Test F para testear si varios pardmetros son cero, y tabla de
ANOVA para comparar modelos

En forma analoga a la descripta en la Seccion pueden usarse las sumas de cua-
drados para comparar el ajuste proporcionado por dos modelos lineales distintos.
Esto puede hacerse de manera general, para diversos modelos. Lo describiremos
con cierto detalle para la situacion que nos interesa ahora. En el caso de los datos
de azucar queremos testear si la variable categorica que describe la actividad fisica
es significativa para explicar el nivel de glucosa cuando en el modelo tenemos
a BMI como explicativa. Es decir, para el modelo ((64)

E (Y | X) = 60 + BQIGVOQ + 6316\[03 + BBM]bmi
queremos testear las hipdtesis

Hy:B,=p3=0 (74)
H; : al menos uno de los 5; con i entre 2 y 3 es tal que 5; # 0
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Para ello, ajustamos dos modelos lineales a los datos y usaremos la suma de cua-
drados propuesta en (50) como medida de cuan bueno es cada ajuste, es decir,
calcularemos y compararemos las

Anodelo = Z (observados — modelo)2

para cada uno de dos modelos. En este caso el modelo basico sera el que vale si
Hy es verdadera, el modelo lineal simple que tiene a BMI como tnica explicativa
del nivel medio de glucosa:

bésico bésico .
Y = By + By bmi; + e
Para este modelo se calculan las estimaciones de los pardmetros Spasic© y gbasico
con ellos los predichos

Urbéasico _ Dbésico Abésico .
Y = 00" + Bgar bmiy

y la suma de cuadrados que mide el desajuste

n

—~ 2
basico
Amodelo bésico — § (Y; - Y; )

i=1
El modelo méas complejo sera el que figura en , es decir

Y = 87" + 857" Ievo2; + 57 PIevo3; + Opyybmi; + ;.

Nuevamente se estiman los parametros bajo este modelo obteniéndose 5,""", 35T,

Py Beary, con ellos se calculan los predichos para este modelo

~

{rcomp __ pcomp Acomp Acomp comp,__ .
YO = B0 + By PIevo2; + By P Ievo3; + [y, bmi;

v la suma de cuadrados que mide el desajuste que tienen los datos a este modelo
complejo

n
N 2
o 2 : comp
Amodelo complejo — (Y; - Y; )
i=1
Por supuesto, como el modelo complejo tiene al modelo basico como caso par-
ticular, resulta que el ajuste del modelo complejo a los datos serd siempre tan
satisfactorio como el del modelo basico o mas satisfactorio atn, de modo que
Amodelo complejo < Amodelo basico- 1S de interés observar que la estimacion del coefi-
ciente que acompana al BMI depende de qué covariables hay en el modelo, excepto
cuando todas las covariables presentes en el modelo sean no correlacionadas con

BMI, lo cual ocurrira las menos de las veces: en general las variables explicativas
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Tabla 37: Tabla de ANOVA para comparar dos modelos de regresion

Modelo SS g.l. Diferencia gL F

Basico Amod bas N — 2

(Amod bas—Amod comp)/2
Amod comp/(n—4)

Complejo Amod comp N — 1 Amod bas — Amod comp 2

estan vinculadas entre si de manera mas o menos estrecha, eso significa que en
general estaran (linealmente) correlacionadas.

Nuevamente se puede construir una tabla de ANOVA para resumir la informacion
descripta hasta ahora. En la Tabla |37| describimos la forma en la que se presenta
la informacion.

La resta Amodelo basico — Amodelo complejo Mide la mejora en el ajuste debida al modelo
més complejo respecto del mas sencillo. Los grados de libertad de esta resta sera la
resta de los grados de libertad de los dos ajustes, en el ejemplo (n —4) — (n — 2) =
2. Esta cuenta da siempre la diferencia entre el ntimero de coeficientes del modelo
més complejo respecto del més basico. El test F' se basa en la comparacion de la
mejora en el ajuste debido al modelo méas complejo respecto del simple relativa al
ajuste proporcionado por el modelo complejo (el mejor ajuste disponible), ambos
divididos por sus grados de libertad. El test F' para las hipotesis rechaza Hy
cuando ' > Fy,,_4, (el percentil 1 —a de la distribucion F con 2 grados de libertad
en el numerador y n—4 grados de libertad en el denominador) o, equivalentemente,
cuando el p— valor calculado como P (Fy,,—4 > Fips) es menor que «. En general,
cuando se comparan

p—1
Modelo complejo: Y; = G5 + Z B Xk + € (75)
k=1
q—1
Modelo simple: Y; = 3 + Z BrXik + €
k=1

Es decir, cuando se testea

HO:/B(]:/B(]—FI:"':/BP—I:O
Hy : al menos uno de los By con k entre ¢ y p— 1 es tal que B # 0

en el modelo , los grados de libertad del estadistico F seran p — ¢ en el nume-
rador y n — p en el denominador. Para los datos del archivo azucar, la tabla de
ANOVA para chequear las hipotesis es la que figura en la Tabla Como el
p-valor es menor a 0,05 resulta que cuando controlamos a la glucosa por el BMI,
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el nivel de evolucion del peso de cada paciente resulta significativo. Luego la evo-

lucion del peso es 1util para predecir el nivel de glucosa, atin cuando controlamos
por el BMI.

Tabla 38: Comparacion de sumas de cuadrados para evaluar la significatividad de
physact (categorica) una vez que se tiene a BMI (numérica) como regresora de
glucosa

> uno<-1m(glucosa ~ bmi)

> dos<-1m(glucosa ~ Ievo + bmi)
> anova(uno,dos)

Analysis of Variance Table

Model 1: glucosa = bmi
Model 2: glucosa = Ievo + bmi
Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
1 218 17328
2 216 15480 2 1848.1 12.894 5.128e-06 ***

4.15.2. Comparaciones miltiples

Cuando usamos un modelo de regresion (73|), podemos querer estimar los efectos
diferenciales entre los dos niveles de peso.evo que no involucren al basal. Cuando
la variable categorica tenga mas de tres categorias, habra todavia méas compara-
ciones que considerar, en este caso so6lo resta considerar una. Esto puede hacerse
estimando diferencias entre coeficientes de regresion. En el ejemplo, 83 — (35 in-
dica cuanto méas alta (o baja) es la funcion de respuesta para “subié de peso”
(peso.evo=3) comparada con “mantuvo su peso’ (peso.evo=1) para cualquier
nivel de BMI pues

E (Y | bmi, peso.evo = 3) — E (Y | bmi, peso.evo = 2)
= Po + Ps + BemrBMI — Po — B2 — Bemr BM 1
= P3 — Do

El estimador puntual de esta cantidad es, por supuesto, 33 — Bg, y la varianza
estimada de este estimador es

Var (33 - EQ) = Var (E:s) + Var (32) +2Cov (B\?n BQ) -
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Las varianzas y covarianzas necesarias se pueden obtener a partir de la matriz de
covarianza de los coeficientes de regresion.

>mm <- summary(ajusted)$cov.unscaled * (summary(ajuste4d)$sigma) 2

(Intercept) Tevo2 Ievo3 bmi
(Intercept) 11.4002401 -2.46807671 -1.88607917 -0.34625635
Tevo2 -2.4680767 3.17653751 2.16249632 0.01112123
Ievo3 -1.8860792 2.16249632 2.80368157 -0.01071534
bmi -0.3462563 0.01112123 -0.01071534 0.012991565
> sqrt(diag(mm)) #coincide con la columna de Std. Error del 1lm
(Intercept) Tevo2 Tevo3 bmi

3.3764242 1.7822844  1.6744198 0.1139805

De todos modos, esta cuenta la realiza, en general, el software estadistico. A con-
tinuacién vemos las comparaciones de a pares realizadas con el método de la di-
ferencia honestamente significativa de Tukey (HSD: honestly significant differen-
ce), realizada con nivel conjunto del 95 %. Mostramos los intervalos de confianza
calculados con la instrucciéon TukeyHSD. Es muy importante en esta instruccion
incorporar primero la variable continua y luego la categorica para obtener los re-
sultados que queremos. También presentamos la salida (intervalos de confianza y
tests) del comando glht, del paquete multcomp. Ahi vemos que exceptuando la
diferencia entre los subgrupos dados por los niveles 2 y 3 de actividad fisica, las
restantes diferencias son estadisticamente significativas a nivel conjunto 95 %.

#cambiamos el orden, covariable cont primero
> TukeyHSD(aov(glucosa ~ bmi + Ievo),"Ievo")
Tukey multiple comparisons of means
95% family-wise confidence level
Fit: aov(formula = glucosa ~ bmi + Ievo)

$Ievo

diff lwr upr p adj
2-1 6.827351 2.627495 11.027207 0.0004795
3-1 8.472188 4.526816 12.417560 0.0000026
3-2 1.644837 -1.3575664 4.647237 0.4007100

> ajuste4<-1lm(glucosa ~ bmi + Ievo)

> library(multcomp) #para testear combinaciones de los parametros

> posthoc <- glht(ajuste4, linfct = mcp(Ievo = "Tukey"),test = Ftest())
> summary(posthoc)
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Simultaneous Tests for General Linear Hypotheses
Multiple Comparisons of Means: Tukey Contrasts
Fit: Im(formula = glucosa ~ bmi + Ievo)
Linear Hypotheses:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

2-1=0 6.802 1.782 3.817 0.000513 *x*x
3-1==0 8.496 1.674 5.074 < 1e-04 *xx
3-2==0 1.694 1.287 1.317 0.383040

> confint(posthoc)

Simultaneous Confidence Intervals
Multiple Comparisons of Means: Tukey Contrasts
Fit: Im(formula = glucosa ~ bmi + Ievo)
Quantile = 2.3509
95% family-wise confidence level

Linear Hypotheses:

Estimate lwr upr
2 -1==0 6.8023 2.6123 10.9923
3 -1==0 8.4963 4.5599 12.4327
3 -2==0 1.6940 -1.3305 4.7186

En la Figura [4§]se ve un grafico de estos intervalos de confianza de nivel simultaneo
95 %. Solo el intervalo para la diferencia de medias entre los grupos 2 y 3 contiene
al cero. Los restantes quedan ubicados a la izquierda del cero. En el grafico esto
se ve mas facilmente que leyendo la tabla. Para el modelo con las covariables Ievo
pero sin bmi también podriamos haber exhibido un grafico como éste (de hecho,
no lo hicimos puesto que ambos dan muy parecidos).

4.16. Modelos con interacciéon entre variables cuantitativas
y cualitativas

Como ya dijimos, cuando proponemos un modelo de regresion lineal miltiple del
estilo de

Y, = 6o + 51Xi1 + BoXi2 + €4, (76)

estamos asumiendo que los efectos de las variables X; y X, sobre la respuesta Y
no interactian entre si: es decir, que el efecto de X; en Y no depende del valor
que tome X, (y al revés, cambiando X; por Xo, el efecto de X5 en Y no depende
del valor que tome X7;). Cuando esto no sucede, es inadecuado proponer el modelo
(76)), v es necesario agregarle a dicho modelo un témino que intente dar cuenta
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Figura 48: Intervalos de confianza de nivel simultdneo para las diferencias de los
niveles medios de glucosa de cada grupo, controlados por el BMI.
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de la interaccion entre X; y Xy en su relaciéon con Y, es decir, del hecho de que
el efecto de un predictor sobre la respuesta difiere de acuerdo al nivel de otro
predictor. La manera estandar de hacerlo es agregarle al modelo un término
de interaccion, es decir

Y = Bo + 51 X1 + B2 Xio + B3 X - Xig + &5 (77)

El modelo es un caso particular del modelo de regresion lineal miiltiple. Sea
X3 = X1 - Xjo el producto entre las variables X; y Xy medidas en el iésimo
individuo, entonces el modelo puede escribirse de la forma

Y = Bo + 51X + B2 Xio + B3 Xis + €4,

que es un caso particular del modelo de regresion lineal miltiple presentado en
([44)). Algunas veces al coeficiente de la interaccion se lo nota con los subindices
1: 2, es decir 51.9 = (3 para explicitar que es el coeficiente asociado a la interaccion.
Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 4.1 Consideremos datos sobre la frecuencia cardiaca o pulso medido a
40 personas antes y después de ejercitar. FEstos datos aparecen publicados en el
manual del paquete BMDP, sin citar las fuentes. Figuran en la carpeta de datos
de este apunte en el archivo pulso. txt. Se les pidid que registraran su pulso, luego
que corrieran una milla, y luego volvieran a registrar su pulso. Ademds se registro
su sexo, edad y si eran o no fumadores. De este modo, para cada individuo, se
madieron las siguientes variables

Y = pulso luego de correr una milla (Pulso2)
X1 = pulso en reposo (Pulsol)
1 st la persona es mujer
Xy =
0  en caso contrario
1 sila persona fuma
X3 =
0 en caso contrario
X4 = edad

Interesa explicar el pulso post-ejercicio, en funcion de algunas de las demds co-
variables. Es de interés saber si la edad, o el hdbito de fumar inciden en €él. La
frecuencia cardiaca es el nimero de contracciones del corazdn o pulsaciones por
unidad de tiempo. Su medida se realiza en unas condiciones determinadas (reposo
o actiwidad) y se expresa en latidos por minuto.

Tanto el sexo como la condicion de fumador son variables dummies o binarias.
En la base de datos se las denomina Xo = mujer y X3 = fuma. Las restantes son
variables continuas. En la Figura /9 hacemos un scatter plot de Y wversus Xq. FEn
él se puede ver que a medida que Xy crece también lo hace Y, y que una relacion
lineal es una buena descripeidn (inicial) de la relacion entre ellas.

Si identificamos en ese grafico a las ohservaciones segin su sexo, obtenemos el
grafico de dispersion que aparece en la Figura En él observamos que el género
de la persona parece influir en la relaciéon entre ambas variables.

Querriamos cuantificar el efecto del género en el pulso medio post ejercicio. Para
ello vamos a ajustar un modelo de regresiéon lineal multiple con el pulso post
ejercicio como variable dependiente. Proponemos un modelo lineal miltiple para
estos datos. El modelo multiple seria en este caso

Y = Bo + 51 X1 + B2 Xio + €4, (78)

Como ya vimos en la Seccion [4.13.2] este modelo sin interaccion propone que el
pulso medio post-ejercicio es una funciéon lineal del pulso pre-ejercicio, con dos
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Figura 49: Grafico de dispersion del pulso post-ejercicio versus el pulso pre-
ejercicio, para 40 adultos. Archivo: pulso.txt
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rectas diferentes para las mujeres y los hombres, pero estas rectas tienen la misma
pendiente. O sea, la ecuacion propone que para las mujeres, (o sea, cuando
Xy =1)
EY | X1, Xo=1)=fo+ 5 X1 + B2
= (Bo + Ba2) + 51 Xa

mientras que para los hombres (cuando X, = 0) se tiene
EY | X1,X2=0) = By + 51 Xy

La salida del ajuste del modelo esta en la Tabla De acuerdo a ella, la recta
ajustada es

~

Y = 93,0970 4 0,5157 - X, + 12,7494 - X,
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Figura 50: Gréafico de dispersion del pulso post-ejercicio versus el pulso pre-
ejercicio, identificando el sexo de cada observacion.
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El coeficiente estimado de mujer es positivo, indicando que cuando la variable
X, aumenta de 0 a 1 (mujer = 0 quiere decir que se trata de un hombre), el
pulso medio post ejercicio crece, es decir, el pulso medio de las mujeres es mayor
que el de los hombres si uno controla por pulso en reposo. jSera estadisticamente
significativa esta observacion? Para evaluarlo, hacemos un test de

Hy: By =0 versus Hy: 32 # 0

asumiendo que el modelo contiene al pulso en reposo. El estadistico observado
resulta ser t,s = 3,927 y p—valor = 0,000361. Entonces, rechazamos la hipdtesis
nula y concluimos que 35 # 0. Si construyéramos un intervalo de confianza para (s,
éste resultaria contenido enteramente en (—oo,0). Por eso concluimos que el ver-
dadero valor poblacional de 5 es menor a cero. Es decir, para las dos poblaciones
de personas (hombres y mujeres) con el mismo pulso en reposo, en promedio los
pulsos medios luego de ejercitar seran mayores en las mujeres que en los hombres.
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Tabla 39: Ajuste del modelo lineal maltiple Y; = Sy + 51X;1 + B2 X2 + €, donde
X, = pulso pre ejercicio (Pulsol), X5 = indicador de mujer (mujer), Y = pulso
post ejercicio (Pulso?2).

> ajustel<-1m(Pulso2” Pulsol+mujer)
> summary(ajustel)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 93.0970 12.5157 7.438 7.44e-09
Pulsol 0.5157 0.1715 3.007 0.004725
mujer 12.7494 3.2468 3.927 0.000361

Residual standard error: 9.107 on 37 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5445, Adjusted R-squared: 0.5199
F-statistic: 22.12 on 2 and 37 DF, p-value: 4.803e-07

Para entender mejor este modelo escribimos las dos rectas ajustadas en cada caso.
El modelo ajustado para las mujeres, (Xo = 1) es

~

Y = (93,0970 + 12,7494) + 0,5157 - X
= 105,85 + 0,5157 - X,

mientras que para los hombres (Xs = 0)

~

Y = 93,0970 40,5157 - Xj.

Las dos rectas estédn graficadas en la Figura [51] junto con las observaciones iden-
tificadas por sexo. Observemos que ambas rectas son paralelas: en ambos grupos
una unidad (un latido por minuto) de aumento en el pulso en reposo esta asociado
con un incremento en 0,5157 latidos por minuto de la frecuencia cardiaca post
ejercicio, en promedio. Esto es consecuencia del modelo propuesto.

Ahora queremos proponer un modelo con interaccién para estos datos. Es decir
proponemos el modelo

Y = Bo + 51 Xa + BaXio + BroXin - Xio + & (79)

Como la variable X5 asume solamente valores 0 y 1, el término de la interaccion
X1 - Xio valdra 0 siempre que X5 = 0 (o sea para los hombres), y serd igual a
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Figura 51: Rectas ajustadas para los dos g éneros (modelo sin interaccion).
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X, siempre que X = 1 (o sea para las mujeres). En la poblacion de personas
ejercitando, esta nueva variable tendra coeficiente f;.5. Llamemos X = (X7, X5).
Si escribimos el modelo propuesto para los dos grupos de observaciones, tendremos
que cuando mujer = 1,

E(Y | X) =00+ 51 X1+ Bol + Br2X; - 1
= (Bo+ B2) + (B1 + Pr12) X1 mujeres

Mientras que cuando mujer = 0, proponemos

E(Y | X) = Bo+ B1X1 + B0 + B1.2X1 - 0
= By + 1 X1 hombres
Es decir que para cada grupo estamos proponiendo ajustar dos rectas distintas.

Observemos que estas rectas no estan atadas (como si lo estaban en el modelo
aditivo con una explicativa binaria y una continua, en el que ajustidbamos dos
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rectas paralelas). Por otro lado, la interpretacion de los coeficientes del modelo
cambia. Analicemos cada uno. El coeficiente de X (/1) es la pendiente del pulsol
en el grupo de hombres. Indica que por cada aumento en una unidad en el pulso
en reposo entre los hombres, el pulso medio post ejercicio aumenta (o disminuye,
segin el signo) 4 unidades. El coeficiente de la interaccion (f;.2) representa el
aumento (o la disminucion) de la pendiente en el grupo de las mujeres con respecto
al de los hombres. Si 1.5 = 0 esto significaria que ambas rectas son paralelas. Los
distintos valores que pueden tomar (5 y (1.2 dan lugar a distintos posibles tipos
de interaccién entre las variables, segtin se ve en la Figura

Figura 52: Grafico de posibles combinaciones de valores de 31 v (1.2 para el modelo

7).
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asumiendo que el modelo contiene al pulso en reposo y a la indicadora de mujer,
tiene por estadistico t,,s = 0,211 y p—valor = 0,834. Esto nos dice que esta muestra
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Tabla 40: Ajuste del modelo lineal con interaccion entre X; = pulso pre ejercicio
(Pulsol), X, = indicador de mujer (mujer), Y = pulso post ejercicio (Pulso?2).

> ajuste2<-1m(Pulso2” Pulsol * mujer)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 95.42838 16.80929 5.677 1.88e-06

Pulsol 0.48334 0.23157  2.087 0.044
mujer 7.056575  27.14749  0.260 0.796
Pulsol:mujer 0.07402 0.35033 0.211 0.834

Residual standard error: 9.227 on 36 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5451, Adjusted R-squared: 0.5072
F-statistic: 14.38 on 3 and 36 DF, p-value: 2.565e-06

no provee evidencia suficiente de que el pulso en reposo tenga un efecto diferente
en el pulso post ejercicio dependiendo del sexo de la persona.

Como la interaccion no es estadisticamente significativa, no la retendremos en el
modelo de regresion. Sin embargo, veamos cuanto dan las dos rectas ajustadas en
este caso. Cuando mujer = 1,

~

Y = 95,429 + 0,483 - X; + 7,056 - 1 + 0,074 - 1
= 102,485 + 0,557 - X,

Mientras que cuando mujer = 0, resulta

~

Y =95,429 + 0,483 - X; + 7,056 - 0+ 0,074.X, - 0
= 95,429 4+ 0,483 - X,

El grafico de ambas rectas puede verse en la Figura [53] Estas dos rectas no tienen
la misma pendiente, ni la misma ordenada al origen. En el rango de interés, sin
embargo, la recta que describe el pulso medio post-ejercicio para las mujeres esta
completamente sobre la de los hombres. Esto implica que a lo largo de todos
los valores relevantes del pulso en reposo, predeciremos valores de pulso post-
ejercicio mayores para las mujeres que para los hombres. Si comparamos los ajustes
obtenidos para los modelos que explican a Y con las variables Pulsol y mujer
sin interaccion y con interaccion , que aparecen en las Tablas y

respectivamente, vemos que son muy diferentes.
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Figura 53: Rectas ajustadas por minimos cuadrados para distintos niveles de sexo,
con el término de interaccién incluido.
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En la Tabla resumimos lo observado. Cuando el término de la interaccion se
incluye en el modelo, el coeficiente de mujer se reduce en magnitud, casi a la mi-
tad. Ademas, su error estandar aumenta multiplicAindose por un factor de 8. En
el modelo sin término de interaccion, el coeficiente de mujer es significativamente
distinto de cero, a nivel 0,05; esto no ocurre cuando incluimos el término de in-
teraccion en el modelo, en ese caso la variable mujer deja de ser significativa. El
coeficiente de determinacion (R?) no cambia al incluir la interaccion, sigue valiendo
0,545. Mé4s atin, el coeficiente de determinacion ajustado decrece ligeramente con
la incorporacion de una covariable mas al modelo. Al tomar en cuenta simultanea-
mente todos estos hechos, concluimos que la inclusiéon del término de interacciéon
de Pulsol - mujer en el modelo no explica ninguna variabilidad adicional en los
valores observados del pulso post-ejercicio, mas all4 de lo que es explicado por las
variables mujer y Pulsol en forma aditiva. La informacion proporcionada por este
término es redundante.
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JPor qué sucede esto? Muchas vece sucede que al incorporar una nueva variable
al modelo ajustado, se pierde la significatividad de alguna o varias variables ya
incluidas previamente. Si ademéas de suceder esto aparece una inestabilidad de los
coeficientes estimados, difiriendo sustancialmente los valores estimados de algunos
coeficientes en los dos modelos, y en particular, se observa un aumento grosero de
los errores estandares: esto suele ser un sintoma de colinealidad o multicolinealidad
entre los predictores. La colinealidad ocurre cuando dos o mas variables explica-
tivas estan altamente correlacionadas, a tal punto que, esencialmente, guardan la
misma informacién acerca de la variabilidad observada de Y. En la Seccion
presentaremos algunas maneras de detectar y resolver la multicolinealidad.

En este caso, la variable artificial Pulsol - mujer esta fuertemente correlacionada
conmujer ya que el coeficiente de correlacion de Pearson es rugjer,puisot mujer = 0,99,
como aparece en la Tabla Como la correlacion entre las variables es tan grande,
la capacidad explicativa de Pulsol - mujer cuando mujer estd en el modelo es
pequena.

Tabla 41: Tabla comparativa de los ajustes con y sin interacciéon para las covariables
Pulsol y mujer.

Sin interaccién | Con interaccion
Coeficiente [ 12,749 7,056
Error estandar de 32 3,247 27,147
Valor del estadistico ¢ 3,927 0,26
p—valor 0,000361 0,796
R? 0,5445 0,5451
R? ajustado 0,5199 0,5072

Tabla 42: Correlaciones de Pearson entre X; = pulso pre ejercicio (Pulsol), X, =
indicador de mujer (mujer) e Y = pulso post ejercicio (Pulso2).

‘Pulsol mujer Pulsol-mujer

Pulsol 1 0,453 0,53
mujer 0,453 1 0,99
Pulsol-mujer | 0,53 0,99 1

Un modo de resolver el problema de la multicolinealidad es trabajar con los datos
centrados para la o las variables predictoras que aparecen en méas de un término
del modelo. Esto es, usar no la variable X tal como fue medida, sino la diferencia
entre el valor observado y el valor medio en la muestra.
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4.17. Interacciéon entre dos variables cuantitativas

En la seccion anterior presentamos la interaccion entre dos variables cuando una es
cualitativa y la otra cuantitativa. Ahora nos ocuparemos de estudiar la situaciéon
en la que las dos variables que interesan son cuantitativas. Vimos que el modelo
aditivo propone que cuando la covariable X, aumenta una unidad, la media de
Y aumenta en §; unidades independientemente de cudles sean los valores de las
otras variables. Esto implica paralelismo de las rectas que relacionan a Y y Xj,
cualesquiera sean los valores que toman las demas variables.

En nuestro ejemplo de los bebés de bajo peso, analizado en la Seccion [£.7] propu-
simos un modelo de regresion lineal multiple con dos variables predictoras. Recor-
demos que habiamos definido

Y; = perimetro cefalico del iésimo nino, en centimetros (headcirc)
X;1 = edad gestacional del iésimo niflo, en semanas (gestage)

X2 = peso al nacer del iésimo nino, en gramos (birthwt)
Propusimos el siguiente modelo,
Y:BO—FBle—FﬁgXQ—F& (80)

El modelo ajustado figura en la Tabla[I9] pagina La superficie ajustada resulto
ser

~

Y = 8,3080 + 0,4487.X; + 0,0047X5.

Cuando controlamos por X5 (peso al nacer), la ecuacion (parcial) ajustada que
relaciona el perimetro cefilico y la edad gestacional es

~

Xy = 600, Y =8,3080+ 0,4487.X; + 0,0047 - 600 = 11,128 4 0,4487.X,

~

Xo = 900, Y =8,3080 + 0,4487.X; + 0,0047 - 900 = 12,538 + 0,4487.X;

X, = 1200, Y =8,3080 + 0,4487X, + 0,0047 - 1200 = 13,948 + 0,4487X,

Para cada nivel posible de peso al nacer, por cada unidad de aumento en la edad
gestacional se espera un aumento de 0,448 unidades (cm.) en el perimetro cefalico
al nacer. Graficamente, esto se ve representado en la Figura[54} Lo mismo sucederia
si controlaramos por X; en vez de X, : tendriamos rectas paralelas, de pendiente
0,0047.

Este modelo asume que no existe interaccion entre las variables. El modelo (80))
fuerza a que los efectos de las covariables en la variable dependiente sean aditivos,
es decir, el efecto de la edad gestacional serd el mismo para todos los valores del
peso al nacer, y viceversa, porque el modelo no le permitira ser de ninguna otra
forma. A menudo este modelo es demasiado simple para ser adecuado, aunque en
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Figura 54: Perimetro cefdlico esperado en funcion de la edad gestacional, contro-
lando por peso al nacer, para tres posibles valores de peso al nacer (600, 900 y
1200g.) en el modelo sin interaccion.
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muchos conjuntos de datos proporciona una descripcion satisfactoria del vinculo
entre las variables.

Cuando esto no suceda, es decir, cuando pensemos que tal vez la forma en que el
perimetro cefalico varie con la edad gestacional dependa del peso al nacer del bebé,
serd necesario descartar (o validar) esta conjetura. Una manera de investigar esta
posibilidad es incluir un término de interaccién en el modelo. Para ello, creamos la
variable artificial que resulta de hacer el producto de las otras dos: X5 = X;- X, =
gestage - birthwt, y proponemos el modelo

Y = [Bo+5iXi+ B Xo+ B3 X3+ ¢
Y = Bo+ 58X+ BoXo+ 12X - Xo+ ¢ (81)

Este es un caso especial de un modelo de regresion con tres variables regresoras.
. Como se interpreta este modelo para dos variables cuantitativas? En este caso
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decimos que existe interacciéon estadistica cuando la pendiente de la relaciéon
entre la variable respuesta y una variable explicativa cambia para distintos niveles
de las otras variables. Para entenderlo, escribamos el modelo propuesto cuando
controlamos el valor de Xs.

E (Y ‘ X17X2 = 600) - BO + 51X1 + 52600 -+ 51;2X1 - 600
= Jo+ 5600 + (81 + B1:2600) X,

J

ordenada al origen pendiente

E(Y | X1, Xy =900) = o+ X1+ 52900 + B12X1900
So+ 52900 + (81 + $12900) X,

ordenada al origen pendiente

E (Y | Xl, X2 - 1200) - B() + ﬁle + 521200 + B1:2X11200
= Bo+ 31200 + (Bi + f1.21200) X,

J

ordenada al origen pendiente

En general

E(Y | X1,Xs) = Bo+ i Xqs+ BeXo + fr12X1 X
Bo + B2 Xe + £51 + 51:2X22X1 (82)

ordenada al origen pendiente

Luego, en el modelo , la pendiente de la relacion entre X; e Y depende de X,
decimos entonces que existe interaccion entre las variables.

Entonces, cuando X5 aumenta en una unidad, la pendiente de la recta que relaciona
Y con X; aumenta en [31.5. En este modelo, al fijar X5, F (Y | X1, X3) es una
funcion lineal de X7, pero la pendiente de la recta depende del valor de X5. Del
mismo modo, E (Y | X1, X5) es una funcion lineal de X5, pero la pendiente de la
relacion varia de acuerdo al valor de X;.

Si (1.0 no fuera estadisticamente significativa, entonces los datos no avalarian la
hipotesis de que el cambio en la respuesta con un predictor dependa del valor del
otro predictor, y podriamos ajustar directamente un modelo aditivo, que es mucho
maés facil de interpretar.

Ejemplo 4.2 Consideremos un ejemplo de datos generados. Para n = 40 pacien-
tes se miden tres variables:

X1 = cantidad de droga A consumida

Xy = cantidad de droga B consumida
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Y = wariable respuesta

Proponemos un modelo con interaccion para los datos, que figuran en el archivo
ejemploint. txt. Antes de ajustar un modelo, veamos los estadisticos descriptivos
de las dos variables, en la Tabla . Ajustamos el modelo . En la Tabla

aparece la salida. Vemos que el coeficiente asociado al término de interaccion

Tabla 43: Estadisticos descriptivos de las variables X; = drogaA y X, = drogaB.

> summary (drogad)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
3.207 4.449 7.744 8.107 11.100 13.590

> summary (drogaB)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
10.18 38.44 63.02 59.68 82.61 93.76

es 2,771 y el test t rechaza la hipdtesis Hy : 1o = 0 (p—walor < 2 -10719).
Concluimos que la interaccion resulta estadisticamente significativa, asi como lo
son los restantes coeficientes asociados a las dos drogas. Luego, hay variacion en
la pendiente de la relacion entre la respuesta y la cantidad de droga A ingerida,
al variar la cantidad de droga B consumida. FEsto puede verse mds fdcilmente en
el grifico de la Figura [55. En este caso vemos que las dos drogas potencian su
efecto en la variable respuesta, ya que a medida que la cantidad de droga A crece
(en el grifico pasa de 4 a 7y luego a 11) la variable respuesta crece al crecer la
droga B, con pendientes cada vez mayores. Tienen interaccion positiva. Las rectas
graficadas en dicha figura son

drogah = 4 Y =—53,92416,59 -4+ 6,22X, + 2,77 -4 X,
Y = 1244+ 173X,

drogaA = 7 Y = 53,92+ 16,597+ 6,22X, + 2,77 -7 X,
Y = 6221+ 2561X,

drogaA = 11 Y =-53,92+16,59 11+ 6,22.X> + 2,77 - 11 - X>
Y = 128,57+ 36,69X,

Deberia resultar claro en este caso, que necesitamos conocer el valor de la droga A
para poder decir cudnto aumenta la respuesta media al aumentar en una unidad la
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Tabla 44: Ajuste del modelo lineal multiple E(Y | X1,Xs) = Bo+ /1 X1 +
P2 Xs + P1.2X1Xs, donde X; = drogaA, X, = drogaB, Y = respuesta.

> summary( ajusteb)

Call:
Im(formula = YY ~ drogaA * drogaB)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -53.92176 42.27242 -1.276 0.21027
drogal 16.59288 4.92500 3.369 0.00181
drogaB 6.22153 0.63436 9.808 1.04e-11
drogal:drogaB 2.77152 0.07774 35.6b51 < 2e-16

Residual standard error: 44.04 on 36 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9979, Adjusted R-squared: 0.9977
F-statistic: 5650 on 3 and 36 DF, p-value: < 2.2e-16

cantidad de droga B consumida. Para los tres valores graficados, tendriamos tres
respuestas distintas: 17,3, 25,61 y 36,69 (para drogah =4, 7y 11, respectivamen-

te).

Hay que tener mucho cuidado en la interpretacion de los coeficientes de cada co-
variable cuando el modelo contiene interacciones. Este modelo es mucho méas com-
plicado que el aditivo. Por esta razon, cuando se ajusta un modelo con interacciéon
y no se rechaza la hipotesis de que la interacciéon sea cero, es mejor eliminar el
término de interacciéon del modelo antes de interpretar los efectos parciales de ca-
da variable. Sin embargo, cuando existe clara evidencia de interaccion (se rechaza
Hy : B1.2 = 0), hay que conservar los términos asociados a las variables originales
en el modelo lineal, atin cuando no resulten ser significativos, ya que el efecto de
cada variable cambia segtn el nivel de las otras variables, ver . Es decir, si en
el ajuste presentado en la Tabla [44] la interaccién hubiera resultado significativa y
el efecto de la droga A no hubiera resultado significativo, de todos modos, deberia
conservarse la droga A como covariable en el modelo, puesto que se conservaré la
interaccion.

Veamos un ejemplo donde el efecto de la interaccion es méas fuerte atn.



198 Maria Eugenia Szretter

Figura 55: Variable respuesta Y ajustada en funcion de la drogaB, controlando
por drogaA, para tres posibles valores de drogaA (4, 7 y 11) en el modelo con
interaccion.
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Ejemplo 4.3 El conjunto de datos estd en el archivo ejemploint3.tzt. Nue-
vamente se trata de datos generados para los que se maidieron las tres variables
descriptas en el principio de esta seccion, es decir, niveles de droga A (X1), droga
B (X,) y la respuesta (Y) . El modelo ajustado figura en la Tabla 43

Ahi vemos que tanto el coeficiente de la interaccion, como los otros dos coeficientes
que acompanan a las covariables son significativamente distintos de cero. En la
Figura vemos las rectas ajustadas para tres valores fijos de drogaB. En ella
vemos que el efecto de la interaccion cambia de sentido al vinculo entre la respuesta
Yy la drogad al aumentar la cantidad de drogaB, ya que pasa de ser un potenciador
de la variable respuesta, auméntadola considerablemente al aumentar la cantidad
de drogad, cuando la cantidad de drogaB es 10, a tener un vinculo inverso con
Y cuando la cantidad de drogaB es 90, en el sentido que a mayor cantidad de
drogad la variable respuesta disminuye en este caso. En el caso de drogaB = 50,
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Tabla 45: Modelo ajustado para los datos del archivo ejemploint3.txt, con las
variables explicativas X; = drogaA y X, = drogaB y la interaccion entre ellas,
para explicar a Y.

> summary(ajuste7)
Call:
Im(formula = Y7 ~ drogaA * drogaB)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept)  2488.19403 31.27861 79.55 < 2e-16
drogal 1561.87124 3.64415 41.67 < 2e-16
drogaB 4.92268 0.46938 10.49 1.71le-12
drogalA:drogaB  -3.00872 0.05752 -52.30 < 2e-16
Residual standard error: 32.59 on 36 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9965, Adjusted R-squared: 0.9962
F-statistic: 3427 on 3 and 36 DF, p-value: < 2.2e-16

vemos que el vinculo entre drogad y la respuesta desaparece, ya que la recta parece
horizontal (la pendiente estimada es exactamente cero cuando drogaB = 50,47703 ).
Las tres rectas graficadas son

-~

drogaB = 10 Y =2488,194 + 151,871.X; + 4,923 - 10 — 3,0087 - X; - 10
Y = 25374+ 121,78X,
drogaB = 50 Y = 2488,194 + 151,871.X7 + 4,923 - 50 — 3,0087 - X7 - 50
Y = 27342+ 1,436X;
drogaB = 90 Y = 2488,194 + 151,871.X7 + 4,923 - 90 — 3,0087 - X7 - 90
Y = 2931,3—118,91X;
En este caso observamos que para hablar del efecto que tiene en la media de Y
el aumento de una unidad de la drogad debemos saber cudl es el valor de
la drogaB (ya que Y podria crecer, quedar constante o incluso disminuir) con

un aumento de una unidad de la drogad. En el modelo aditivo (sin interaccion)
uno podia siempre cuantificar la variacion de la respuesta ante un aumento de
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una unidad de una covariable sin necesidad de conocer siquiera el valor de la otra
covariable, mientras se mantuviera constante. Deciamos, en el ejemplo de los bebés
de bajo peso, que manteniendo el peso constante, el aumento de una semana en la
edad gestacional de un bebé repercutia en un aumento de 0,45 cm. del perimetro
cefdlico esperado del bebé al nacer. Esto vale tanto para bebés que pesan 600 g.,
900 g. 0 1200 g. al nacer. Cuando hay interaccion, esta interpretacion se dificulta.

Figura 56: Variable respuesta Y ajustada en funcion de la drogaA, controlando
por drogaB, para tres posibles valores de drogaB (10, 50 y 90) en el modelo con
interaccion, para los datos de ejemplointer3.txt.
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Ejercicio 4.2 Hacer el ejercicio 3 del Taller 3.

Ejercicio 4.3 Hacer el ejercicio 4 del Taller 3.
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4.18. Interaccion entre dos variables cualitativas

Finalmente restaria presentar un modelo de regresion lineal con interaccion entre
dos variables cualitativas. Retomemos el ejemplo del pulso post ejercicio.

Ejemplo 4.4 A cuarenta personas se les miden el pulso antes y después de ejer-
citar, junto con otras covariables. Estos datos fueron presentados en el Fjemplo
l4.1l Para cada individuo, se midieron las siguientes variables

Y = pulso luego de correr una milla (Pulso2)
1 st la persona es mujer

Xy =
0 en caso contrario
1 sila persona fuma

X3 -

0 en caso contrario

Antes de presentar el modelo con interaccion, proponemos un modelo aditivo para
explicar el pulso post-ejercicio, en funcion de las covariables Xo y X3. Tanto el
sexo como la condicion de fumador son variables dummies o binarias. En la base
de datos se las denomina Xo = mujer y X3 = fuma.

El modelo (aditivo) es
E(Y | X9, X3) = By + fumujer + Srfuma. (83)

Hemos puesto el subindice de los beta de acuerdo a la variable explicativa que
acompanan. En la Tabla [46| escribimos el significado del modelo para las cuatro
combinaciones posibles de los valores de X, y X3.

Tabla 46: Modelo de regresion lineal multiple aditivo para el pulso post-ejercicio
con covariables Xy = mujer y X3 = fuma.

Grupo X, =mujer Xj3=fuma FE (Y | Xy, X3)

1 0 0 5o

2 0 1 Bo + Br

3 1 0 Bo + Bu
4 1 1 Bo + Br + Bu

En la Tablavemos que [ representa el aumento (o disminucion, segun el signo)
en el pulso medio post ejercicio al comparar el grupo de hombres fumadores con
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el grupo de hombres no fumadores (grupo 2 menos grupo 1), pues
E(Y |mujer =0,fuma = 1) — E (Y | mujer = 0, fuma = 0)
= (Bo+ Br) — bo
= fr

y también representa el cambio en el pulso medio post ejercicio al comparar el
grupo de mujeres fumadoras con el de las mujeres no fumadoras (grupo 4 menos
grupo 3), pues

E(Y |mujer = 1,fuma = 1) — £ (Y | mujer = 1, fuma = 0)
(Bo + Br + Bar) — (Bo + Bur)
OF.

Como ambas diferencias dan el mismo ntimero, decimos que Sr representa el cam-
bio en el valor esperado del pulso post-ejercicio por efecto de fumar, cuando se
controla (o estratifica) por la variable sexo, o sea, cuando mantenemos la otra va-
riable fija sin importar su valor. Observemos que esta es la misma interpretacion
que hemos hecho de los coeficientes en los modelos de regresion lineal aditivos. Del
mismo modo, (5 representa la diferencia en el pulso medio post-ejercicio entre
mujeres y varones, al controlar por la variable fuma.

Observemos que este modelo dispone de tres coeficientes Sy, 8y v Or para reflejar
las medias de cuatro grupos distintos.

.Como es el modelo que explica a Y con X,, X3 y la interaccion entre ambas? El
modelo es el siguiente

E(Y | X3, X3) = 5o + fuymujer + frpfuma + [y pmujer - fuma. (84)

Como tanto X = mujer y X3 = fuma son variables dicotomicas, el término
producto X5 - X3 = mujer - fuma también resulta ser una variable indicadora o
dicotémica, en este caso

1 sila persona es mujer y fuma
X2 . X3 -
0 en caso contrario.
Nuevamente, en la Tabla |47, escribimos el significado del modelo para las cuatro
combinaciones posibles de los valores de Xy = mujer y X3 = fuma.

Hagamos las mismas comparaciones que hicimos en el modelo aditivo. Compara-
mos el valor medio de la variable respuesta del grupo 2 con el del grupo 1:

E (Y | mujer = 0,fuma = 1) — £ (Y | mujer = 0, fuma = 0)
(Bo + Br) — Bo
= fBr
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Tabla 47: Modelo de regresion lineal multiple con interaccion, para el pulso post-
ejercicio con covariables Xo = mujer y X3 = fuma.

Grupo Xy =mujer X3 =fuma X, -X; FE (Y| X, X3)
1 0 0 0 Bo
2 0 1 0 Bo+Br
3 1 0 0 Bo + Bu
4 1 1 1 Bo + Br + Bu + Bur

Ahora comparemos los valores medios de la respuesta en los grupos 4 y 3:

E(Y |mujer =1,fuma=1) — £ (Y | mujer = 1, fuma = 0)
(Bo + Bu + Br + Bur) — (Bo + Bur)
= Br+ Bumr.

Por lo tanto, S mide el efecto de fumar en los hombres, y Br + Byn.p mide el
efecto de fumar en las mujeres. De modo que el término de la interaccion Sy.p
da la diferencia del pulso medio post-ejercicio por efecto de fumar de las mujeres
respecto de los hombres. Si Gy.r > 0, el hecho de fumar en las mujeres redunda
en un aumento de la respuesta media respecto de la de los hombres. Un test de
Hy : By.p = 0 versus Hy : OBy.p # 0 para el modelo es una prueba para la
igualdad del efecto de fumar en el pulso medio post-ejercicio de hombres y mujeres.
Observemos que si no se rechaza Hj, tenemos un modelo aditivo: el efecto de fumar
en el pulso post-ejercicio resulta ser el mismo para hombres y mujeres.

También se podrian tomar diferencias analogas entre los grupos 1 y 3 (no fuma-
dores) y entre los grupos 4 y 2 (fumadores) y llegar a la misma interpretacion de
la interaccion. En este ejemplo, esta aproximacion parece menos intuitiva, ya que
interesa evaluar el efecto de fumar (controlando por el sexo) en la respuesta.
Antes de pasar a los ajustes de los modelos, propongamos un modelo de compa-
racion de las medias de cuatro muestras aleatorias normales, todas con la misma
varianza (o sea, una generalizacion del test de t para de dos muestras). Tal modelo,
propondria que se tienen 4 muestras de pulso post-ejercicio tomadas en 4 grupos
diferentes (en este caso, los definidos en la primer columna de la Tabla[47)) y para
cada uno de ellos proponemos

Yii~ N (,0%) (1<i<mn) grupo 1 (hombres no fumadores) (85)
Yio ~ N (p2,0%) (1 <i<no) grupo 2 (hombres fumadores)

Yis ~ N (ps,0%) (1 <i<ng) grupo 3 (mujeres fumadoras)

Yiu ~ N (,u4, 02) (1 <i<ny) grupo 4 (mujeres no fumadoras).



204 Maria Eugenia Szretter

Todas las observaciones son independientes entre si. Este modelo propone ajustar
4 parametros que dan cuenta de la media (uno para cada grupo, que hemos deno-
minado py, que se estimaran con las observaciones del respectivo grupo k— ésimo)
y un parametro que da cuenta de la varianza de cada observacién en el modelo ho-
moscedastico (02 que se estimara de forma conjunta con todas las ny +mnq+mns+ny
observaciones). Si comparamos este modelo con el propuesto en (84), vemos que
ambos tienen 4 parametros para las medias. Mas aun, resultara que se vinculan
de la siguiente forma, por lo desarrollado en la Tabla [47]

p1 = o (86)
p2 = Bo + Br
= Bo+ Bu

pa = Bo+ Br + Bm + Br.u-
Otra forma de escribir el modelo es la siguiente

Yo=m+er (1<i1<mn) grupo 1 (hombres no fumadores)

(87)
Yio =0+ €2 (1 <1< ny) grupo 2 (hombres fumadores)
Yis=ps+es (1 <i<ng) grupo 3 (mujeres fumadoras)
Yis=ps+es (1<i<ny) grupo 4 (mujeres no fumadoras),

donde los €;, ~ N (0, 02) y son todos independientes

Vemos pues que ambos modelos (84) y (85)) son equivalentes, ya que conociendo
los parametros de uno de ellos (los py, por ejemplo) podemos despejar los valores
del otro (los 8, por ejemplo) por medio de las ecuaciones . O al revés, obtener
los px a partir de los ;. La varianza del error se estimara en forma conjunta en
ambos modelos. La diferencia esté en el significado de los parametros. En el modelo
, 1 representa el valor esperado de la variable respuesta en el grupo k—ésimo,
mientras que en el modelo los (), representan (algunas de) las diferencias entre
los valores de las respuestas medias entre los distintos grupos.

En las Tablas 48|y 49| se muestran los valores ajustados de los modelos aditivos
y con interaccion (84)).

Analicemos primero el modelo con interaccion. En la salida vemos que el coeficiente
de la interaccion no resulta significativo (el p—valor es 0,245 que no es menor
a 0,05), por lo tanto concluimos que el efecto de fumar en el pulso medio post-
ejercicio de mujeres y varones es el mismo. Luego, para los datos del pulso el modelo
apropiado es el aditivo . En dicho ajuste vemos que todos los coeficientes son
significativos, y que el hecho de fumar aumenta el pulso post-ejercicio en 7,36
pulsaciones por minuto, cuando uno controla por sexo. Es interesante graficar
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Tabla 48: Ajuste del modelo lineal multiple aditivo Y; = By + By Xio + BrXis + €5,
donde X, = indicador de mujer (mujer), X3 = indicador de fumar (fuma), e Y =
pulso post ejercicio (Pulso2).

> ajusteA<-1lm(Pulso2 ~ mujer + fuma)
> summary(ajusteAd)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 126.926 2.452 51.754 < 2e-16
mujer 18.064 3.027 5.967 6.96e-07
fuma 7.362 3.074 2.395 0.0218

Residual standard error: 9.453 on 37 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5093, Adjusted R-squared: 0.4828
F-statistic: 19.2 on 2 and 37 DF, p-value: 1.906e-06

las cuatro medias muestrales y los cuatro valores esperados bajo el modelo. Esos
valores figuran en la Tabla

Mirando la Tabla [50] podemos corroborar que los estimadores obtenidos con el
modelo con interaccion son los mismos que obtendriamos si estimaramos las medias
de cada grupo por separado. En este caso ademas, vemos que el ajuste obtenido por
el modelo sin interaccion no difiere demasiado del con interaccién, en sus valores
ajustados, es por eso que la interaccion no resulta significativa en este modelo. El
Gréafico[p7] permite visualizar més claramente la situacion. En él vemos que al pasar
del grupo de no fumadores al grupo de fumadores, aumenta el pulso medio post-
ejercicio, tanto en hombres como en mujeres, siempre en una cantidad parecida
(tan parecida, que la diferencia entre ambos no es estadisticamente significativa).
Este grafico suele llamarse grafico de interaccion. Sirve para evaluar si tiene sentido
ajustar un modelo con interaccion a nuestros datos. Si dicho grafico resultara como
se muestra en alguno de los dos de la Figura 58], entonces se justificaria agregar el
término de interaccion al modelo con dos covariables categoricas. En el grafico A
vemos un ejemplo donde al pasar del grupo no fumador al grupo fumador, para
las mujeres se produce un aumento de la respuesta media, y para los hombres
una disminuciéon de la respuesta media. Para este ejemplo, tiene sentido incluir
el término de la interaccion, ya que la respuesta cambia de sentido para distintas
combinaciones de las dos explicativas. En el grafico B sucede algo parecido: cuando
controlamos por el sexo de la persona, el efecto de fumar es diferente en los dos
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Tabla 49: Ajuste del modelo lineal miltiple con interaccion Y; = 5y + By X +
BFXi?)—'_@]V[:FXiQ 'Xig—f—éi, donde X2 = indicador de mujer (muj er), X3 = indicador
de fumar (fuma), Y = pulso post ejercicio (Pulso2).

> ajusteB <-1m(Pulso2 ~ mujer * fuma)
> summary(ajusteB)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) 128.333 2.714 47.280 < 2e-16
mujer 15.250 3.839 3.973 0.000326
fuma 4.267 4.026 1.060 0.296306
mujer:fuma 7.317 6.190 1.182 0.244922

Residual standard error: 9.403 on 36 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5276, Adjusted R-squared: 0.4883
F-statistic: 13.4 on 3 and 36 DF, p-value: 4.978e-06

grupos, para las mujeres aumenta la media de la respuesta, para los hombres la
deja igual.

4.19. Generalizaciéon a mas de dos variables.

Cuando el nimero de variables regresoras es mayor que dos, se pueden incluir
términos de interaccion para cada par de covariables. Por ejemplo, en un modelo
con tres variables regresoras X, Xy y X3, podemos tener:

E(Y | X1, X5, X3) = fo+ 51 X1+ foXo+ 53X
+51:0X71 - Xo + P13 Xy - X3 + BosXo - X3

En este modelo hemos considerado las interacciones de las variables tomadas de
a pares, a las que se denomina interacciones de segundo orden. Pero podriamos
haber considerado ademas la interaccion de tercer orden incorporando un término
Pra3X1 - Xo - X.

A partir de los tests de significacion podremos evaluar si alguna(s) de estas inter-
acciones son necesarias en el modelo.



4.19 Generalizaciéon a méas de dos variables. 207

Tabla 50: Medias muestrales calculadas por grupos, comparadas con el ajuste de
los modelos sin y con interaccién, para el pulso post-ejercicio con covariables Xy =
mujer y X3 = fuma.

Grupo X, X3 Media muestral FE (Y | X5, X3) sin interaccion

1 0 0 128,3333 B, = 126,926

y 0 1 132,6 Bo + Br = 126,926 + 7,362 = 134,29
3 1 0 1435833 By + Bar = 126,926 + 18,064 = 144,99
4 1 1 155,1667  fBo + Br + Bur = 126,926 + 7,362

118,064 = 152,35

Grupo Xy X3 Media muestral E (Y | Xy, X3) con interaccion

1 0 0 128,3333 G, = 128,333

9 0 1 132,6 Bo+ Br = 128,333 + 4,267 = 132,6

3 1 0 1435833 By + Bar = 128,333 + 15,25 = 143,58

4 11 155,1667 o+ Br + Bus + Broy = 128,333 + 4,267

+15,25 + 7,317 = 155,1667

Cuando alguna interaccion es significativa y el modelo debe incluir estos térmi-
nos, es mas compleja la presentacion de los resultados. Una aproximacion posible
es graficar una coleccion de rectas como en las figuras anteriores, para describir
graficamente como cambia la relacion con los valores de las demas variables.
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Figura 57: Grafico de las medias muestrales de los cuatro grupos, de los datos de
pulso-post ejercicio.
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5. Diagnostico del modelo

5.1. Diagnéstico del modelo: definiciones y graficos

Los métodos de inferencia anteriormentes descriptos (célculo de p-valores, inter-
valos de confianza y de prediccion, por citar algunos) requieren que se satisfagan
los cuatro supuestos que subyacen a nuestro modelo. El diagnéstico del mo-
delo consiste en la validacion de estos supuestos para los datos en cuestiéon. Esta
validacién puede hacerse a través de una serie de graficos, muchos de los cuales ya
describimos en la regresion lineal simple, o bien a través de diversos calculos. El
diagnostico desempena un papel importante en el desarrollo y la evaluacion de los
modelos regresion multiple. La mayoria de los procedimientos de diagndstico para
la regresion lineal simple que hemos descrito anteriormente se trasladan directa-
mente a la regresion multiple. A continuacién revisaremos dichos procedimientos
de diagnostico.

Por otro lado, también se han desarrollado herramientas de diagnostico y procedi-
mientos especializados para la regresion multiple. Algunas de las més importantes
se discuten en la Seccion
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Figura 58: Graficos de las medias de una variable respuesta Y para dos ejemplos
ficticios, en las figuras A y B.
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5.1.1. Matriz de scatter plots o graficos de dispersién

Los boxplots, histogramas, diagramas de tallo y hojas, y graficos de puntos pa-
ra cada una de las variables predictoras y para la variable de respuesta pueden
proporcionar informaciéon univariada preliminar y ttil sobre estas variables. Los
diagramas de dispersion (scatter plots) de la variable de respuesta versus cada
variable predictora pueden ayudar a determinar la naturaleza y la fuerza de las
relaciones bivariadas entre cada una de las variables de prediccion y la variable
de respuesta asi como pueden permitir la identificacién de lagunas en las regiones
de datos. También pueden permitir identificar outliers u observaciones atipicas o
alejadas del patron del resto de los datos. Los diagramas de dispersion de cada
variable predictora versus cada una de las otras variables de prediccién son ttiles
para el estudio de las relaciones bivariadas entre las distintas variables predictoras
y también para buscar espacios con ausencia de datos y detectar valores atipicos.
El analisis resulta mas facil si los graficos de dispersion se ensamblan en una matriz
diagrama de dispersion (scatter plot matriz), como vemos en la Figura En esta
figura, la variable graficada en el eje vertical para cualquier grafico de dispersion
es aquella cuyo nombre se encuentra en su fila, y la variable graficada en el eje
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horizontal es aquella cuyo nombre se encuentra en su columna. Por lo tanto, la
matriz de grafico de dispersion en la Figura[p9 muestra en la primera fila los gréaficos
de Y (perimetro cefélico: headcirc) versus X, (edad gestacional: gestage) y de
Y versus X, (peso: birthwt). En la segunda fila tenemos los graficos de X versus
Y y de X; versus X,. Finalmente, en la tercer fila tenemos los graficos de X, versus
Y y de X, versus X;. Una matriz de diagramas de dispersion facilita el estudio
de las relaciones entre las variables mediante la comparacion de los diagramas de
dispersion dentro de una fila o una columna. Esta matriz muestra, por supuesto,
informacion repetida de los datos. Bastaria con dar los scatter plots que quedan
por encima (o bien, por debajo) de la diagonal.

Si el dataframe que contiene a los datos se denomina low, la matriz de scatterplots
se realiza con pairs(low), en R.

Figura 59: Matriz de scatter plots para los datos de bebés con bajo peso, con las
covariables edad gestacional y peso
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Un complemento a la matriz de diagramas de dispersion que puede ser util a veces
es la matriz de correlaciones. Esta matriz contiene los coeficientes de correlaciéon
simple ryx,,yx,, -, Tyx, , entre Y y cada una de las variables predictoras, asi
como todos los coeficientes de correlacion simple entre las distintas variables pre-
dictoras entre si. El formato de la matriz de correlacion sigue el de la matriz de
scatter plots

1 Ty X, Tyx, o TYX,.
TY X, 1 TXiXy 7 TX1Xpoa
TYXpo1 TX1Xpo1 TXoXpo1 7 1

y en el caso de los datos de bebés de bajo peso es

> cor(low)

headcirc  gestage  birthwt
headcirc 1.0000000 0.7806919 0.7988372
gestage 0.7806919 1.0000000 0.6599376
birthwt 0.7988372 0.6599376 1.0000000

Observemos que la matriz de correlacién es simétrica y en la diagonal contiene
unos pues el coeficiente de correlacion de una variable consigo misma es 1.

5.1.2. Gréaficos de dispersiéon en tres dimensiones

Algunos paquetes estadisticos proporcionan graficos de dispersiéon en tres dimen-
siones y permiten girar estos graficos para permitir al usuario ver la nube de puntos
desde diferentes perspectivas. Esto puede ser muy util para identificar los patro-
nes que solo se desprenden de la observacion desde ciertas perspectivas. En R la
instruccion plot3d de la libreria rgl permite hacerlo. Incluso se puede rotar el
grafico y guardar la pelicula de la rotacion con la instruccién movie3d.

5.1.3. Graficos de residuos

Es importante recalcar que aunque las observaciones (X1, Xja, ..., Xj(p-1), ¥) no
puedan graficarse en el caso de tener mas de dos covariables, siempre tanto el valor
predicho o ajustado Y; como el residuo e; estan en R y pueden ser graficados. De
modo que un grafico de los residuos contra los valores ajustados es util para eva-
luar la idoneidad de la regresiéon miultiple para modelar los datos observados, y la
homoscedasticidad (constancia de la varianza) de los términos de error. También
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permite proporcionar informacién acerca de los valores extremos como lo vimos
en la regresion lineal simple. Del mismo modo, un grafico de los residuos contra el
tiempo (u orden en el que fueron recopilados los datos, si este fuera relevante) o en
contra de otra secuencia puede proporcionar informaciéon acerca de las posibles co-
rrelaciones entre los términos de error en la regresion miltiple. Boxplots y graficos
de probabilidad normal de los residuos son tutiles para examinar si el supuesto de
distribuciéon normal sobre los términos de error se satisface razonablemente para
los valores observados.

Ademas, los residuos deben ser graficados versus cada una de las variables pre-
dictivas. Cada uno de estos graficos pueden proporcionar més informaciéon sobre
la idoneidad de la funcion de regresion con respecto a la variable de predicciéon
(por ejemplo, si un efecto que dé cuenta de la curvatura es necesario para dicha
variable) y también puede proporcionar informacion sobre la posible variacion de
la varianza del error en relacion con dicha variable predictora.

Los residuos también deben ser graficados versus cada una de las variables de pre-
diccién importantes que se omitieron del modelo, para ver si las variables omitidas
tienen importantes efectos adicionales sobre la variable de respuesta que atin no han
sido reconocidos en el modelo de regresion. Ademas, los residuos deben graficarse
versus términos de interaccion para los posibles efectos no incluidos en el modelo
de regresion (trabajamos con interaccion en la Seccion m y subsiguientes), para
ver si es necesario incluir algin término de interaccion en el modelo.

Un grafico de los residuos o los residuos al cuadrado contra los valores ajustados
es util para examinar si la varianza de los términos de error es constante. Si se
detecta que la varianza no es constante, suele ser apropiado realizar graficos del
valor absoluto de los residuos, o de sus cuadrados, versus cada una de las variables
predictoras. Estos graficos pueden permitir la identificacion de una o més variables
predictoras con las que se relaciona la magnitud de la variabilidad del error. Se
puede incluir una transformacién de esta variable en el modelo para tratar de
eliminar la estructura observada en los residuos.

Por supuesto, cualquier paquete estadistico realizaré estos graficos de manera mas
o menos automatica. R produce automéaticamente cuatro gréaficos de diagnosti-
co cuando uno aplica la funcion plot () directamente a una salida del 1m(). En
general, este comando produce un grafico por vez, apretando enter en el teclado
producird un grafico por vez. Para ver los cuatro juntos, una opcion es dividir la
ventana grafica en cuatro con la instruccion mfrow:

par (mfrow=c(2,2))
plot(ajusted)

Alternativamente, uno puede calcular los residuos a partir de un ajuste lineal
con las instrucciones residuals (), rstudent () para los residuos estudentizados,
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rstandard() para los estandarizados, fitted.values() para los valores predi-
chos. Y luego graficarlos usando la funcion plot. En la Figura [60| vemos el plot

de los residuos para el ajuste4 propuesto en el modelo , pagina m

Figura 60: Graficos de diagnostico producidos por la instruccién plot aplicada a la
salida Im. Se grafican, los residuos versus los valores ajustados, el Q-Q plot normal
de los residuos estandarizados, la raiz cuadrada de los residuos versus los valores

ajustados, y finalmente los residuos estandarizados versus los leverage.

5.2.

Como en el caso de regresion lineal simple, aqui también tiene sentido identificar las
observaciones que no siguen el patron de los deméas datos. Medidas para identificar
estas observaciones son, nuevamente, el leverage, los residuos estudentizados, y
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algunas que no estudiaremos aqui como los DFFITS y los DFBETAS.
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5.2.1. Ajuste robusto: permite ignorar a los outliers automaticamente

Como vimos para regresion lineal simple, el problema de las observaciones atipicas
en un conjunto de datos es que su presencia puede influir de manera dramatica
sobre el ajuste del modelo propuesto, incluso llegando a tergiversar por comple-
to las conclusiones que se pueden extraer de él cuando el ajuste se lleva a cabo
usando estimadores de minimos cuadrados. Esta distorsion de los valores ajustados
ademas tiene la potencia de enmascarar las observaciones atipicas y muchas veces
disimularlas entre los datos, dificultando el buen funcionamiento de las herramien-
tas de deteccion de atipicidad més difundidas en el area: leverage, distancias de
Cook, dfits, etc. Como ya dijimos en la Seccion [3.2.4] una forma automética de
evitar estos problemas consiste en cambiar el método de estimacion de minimos
cuadrados por un ajuste robusto de los coeficientes. Los MM-estimadores de re-
gresion son una buena alternativa. El ajuste que presentamos en la Seccion [3.2.4] a
traves de la rutina lmrob de la libreria robustbase se extiende trivialmente para
el caso de regresion lineal multiple. A modo de ejemplo, en la Tabla [51| vemos el
ajuste de dicha rutina a los datos del archivo azucar considerados previamente, el
mismo ajuste de minimos cuadrados figura en la Tabla

Si el ajuste robusto y el clasico (o sea el de minimos cuadrados) no difieren, esta
es una senal de que no hay observaciones atipicas en el conjunto de datos con
el que se trabaja. Como el ajuste por minimos cuadrados es el mas difundido en
estadistica, cuando el interés del andlisis incluya la comunicacion de los resultados
a otros especialistas, es recomendable reportar la salida obtenida con el ajuste
clasico. Esto es lo que sucede para el ajuste de los datos de azucar.

En cambio, cuando el ajuste robusto y el clasico difieren entre si, esto se debera
a la presencia de datos atipicos. Con el ajuste robusto estos se podran detectar
claramente: corresponderan a aquellas observaciones cuyos pesos (robustos) asig-
nados por el ajuste del lmrob sean muy chicos (pesos cero o muy cercanos a él).
Estos se calculan como ajusterob$rweights para el ajuste presentado en la Tabla
Como los pesos, que van entre 0 y 1, se calculan en funciéon de los residuos,
un criterio equivalente serd investigar aquellas observaciones con residuos grandes
del ajuste robusto. En el caso de los datos de azucar, vemos que el menor peso
corresponde a 0,24. La instruccién plot aplicada al ajuste robusto dado por 1mrob
proporciona 5 graficos que permite visualizar las observaciones extremas, basadas
en el computo del leverage robusto (robust distances) y que pueden verse en la
Figura [61| para el ajuste robusto de los datos de azucar. Una descripcién mas de-
tallada de los estimadores robustos disponibles puede consultarse en los Capitulos
4 y 5 de Maronna et al.| [2006].
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Tabla 51: Ajuste de un MM-estimador de regresion para el modelo con glucosa
como variables respuesta y peso.evo (categorica) y bmi (numérica), archivo de
datos azucar. El ajuste clasico puede verse en la Tabla pagina [L77]

> library(robustbase)

> Ievo<-factor(peso.evo)

> ajusterob <- lmrob(glucosa ~ bmi + Ievo, data = azucar)
> summary(ajusterob)

\--> method = "MM"

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>Itl)

(Intercept) 70.6589 3.7731 18.727 < 2e-16 **x
bmi 0.6552 0.1356 4.832 2.56e-06 **x
Tevo2 7.2255 1.3691 5.278 3.18e-07 *x*x
TIevo3 7.9919 1.4531 5.500 1.07e-07 **x*

Robust residual standard error: 7.721
Multiple R-squared: 0.2222, Adjusted R-squared: 0.2114
Convergence in 12 IRWLS iterations

Robustness weights:

18 weights are "= 1. The remaining 202 ones are summarized as
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

0.2452 0.8557 0.9502 0.8921 0.9815 0.9990

5.2.2. Leverage

Vimos en la Observacion en la Secciéon que los residuos no son homoscedas-
ticos. Y ademés vimos que la varianza dependia del leverage de una observacion,
que también definimos en esa seccidon a partir de la matriz de proyeccion o “hat
matriz” H. El leverage de la i-ésima observacion seré el elemento h;; de la matriz
de proyeccién, y en general sera calculado por el software. En el caso de regresion
miltiple, sin embargo, es mucho mas importante asegurarse que no haya obser-
vaciones potencialmente influyentes, o si uno sospecha de algunas, estudiar como
cambia el ajuste cuando esa observacion es eliminada de la base de datos. Para la
deteccion de observaciones potencialmente influyentes en regresion lineal simple,
muchas veces basta mirar con cuidado el scatter plot de los datos. El problema que
aparece aqui es que no podemos, en general, dibujar el scatter plot de los datos,
por lo que tendremos que calcular el leverage de cada observacion. El criterio para
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Figura 61: Salida de plot (ajusterob) para los datos de azucar, cuyo ajuste figura

en la Tabla
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encontrar observaciones potencialmente influyentes sera la extension del visto an-
teriormente. El leverage alto indica que una observacion no sigue el patron de las
demas covariables X. Nuevamente se tiene

0<h; <1 i D
i—1

donde p es el numero de parametros de regresion (betas) que hay en la funcion
de regresion, incluyendo el término de intercept. Puede mostrarse que h;; es una
medida de la distancia entre los valores de las covariables X de la i-ésima obser-
vacion respecto del valor del promedio de todas las X observadas en los n casos.
Es lo que se conoce como distancia de Mahalanobis de la i-ésima observacion
(Xﬂ, Xio, ... ,Xi(p_l)) cuando se tiene una muestra de ellas. Este concepto se es-
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tudia en detalle en los cursos de analisis multivariado. La idea subyacente es que
las distancia usual no expresa bien las distancias entre observaciones cuando hay
dependencia entre las covariables, entonces esta correlacion o dependencia se toma
en cuenta para definir una nueva nocion de distancia entre puntos. En la Figura
se ve un grafico de dispersion para un conjunto de observaciones, con curvas
superpuestas. Estas curvas representan los puntos que tienen el mismo leverage.
Vemos que son elipses. En el grafico hay una observacion alejada, indicada con A.

Figura 62: Contornos de leverage constante en dos dimensiones. Las elipses mas
pequenas representan un menor leverage. Vemos una observaciéon identificada con
el nombre A que tiene alto leverage y no sigue el patron de las restantes. Fuente:
Weisberg| [2005], pag. 170

=50 0 X 50 100 150 200

Los dos criterios para evaluar si una observacion tiene alta palanca presentados en
el caso de regresion lineal simple se extienden sin grandes modificaciones al caso
miltiple. Ellos son

1. (Ajustado por la cantidad de covariables) Declarar a la observacion i-ésima

con alto leverage si hy; > 2h = %Z?Zl hj; = %.
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2. (Sin ajustar por la cantidad de covariables) Declarar a la observacion i-ésima
con muy alto leverage si h;; > 0,5y con leverage moderado si 0,2 < hy; < 0,5.

Una evidencia adicional para declarar que una cierta observacion tiene un leverage
notoriamente alto, consiste en graficar un histograma de los h;; y ver si existe
una brecha destacable que separa al mayor leverage o a un pequeno conjunto de
mayores leverages del resto de las observaciones.

5.2.3. Uso de la matriz de proyecciéon para identificar extrapolaciones

La matriz H de proyeccion también es ttil para determinar si una inferencia res-
pecto de la respuesta media o de la prediccién para una nueva observacion X,yeva
de valores de las predictoras involucra una extrapolacion sustancial respecto del
rango de los valores observados. Cuando s6lo tenemos dos predictoras X; y X,
esto puede resolverse con un scatter plot como muestra la Figura Este senci-
llo analisis gréafico no se encuentra disponible si p > 3, donde las extrapolaciones
pueden ocultarse.

Para detectarlas podemos utilizar los calculos de leverage presentados anterior-
mente. Para una nueva combinaciéon de variables

Xnue - (Xlnuea s 7Xp—1 nue)
para la que interesa hacer prediccion se puede calcular

hnue = Xt (XtX>71 Xnue

nue

donde la matriz X tiene dimensiéon n X p y se armoé en base a la muestra con la que
se calcul6 el modelo ajustado, ver (46), en la pagina[118] Si Ay esta bien incluida
dentro del rango de leverages observados en el conjunto de datos disponibles, es-
tamos seguros de que no hay extrapolacion involucrada. Si, por el contrario, Apye
es mucho mayor que los leverages observados, entonces no deberia llevarse a cabo
la estimacién o prediccion para esta combinacion X, de covariables.

5.2.4. Residuos estudentizados y distancias de Cook

Ambos estadisticos se definen y calculan del mismo modo que en regresion lineal
simple. Las distancia de Cook para la i-ésima observacion se define por

2 =1 (ffg - f@(z‘))Q
pM SRes

Di:

donde Yj; es el valor ajustado para la j-ésima observacion, cuando se usaron las

n observaciones en el ajuste del modelo, y Yj;) es el valor ajustado para la j-
ésima, observacion, cuando se usaron n — 1 observaciones en el ajuste del modelo,
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todas menos la i-ésima. Esto se repite para cada observacion, para poder calcular
todas las Distancias de Cook. Afortunadamente, las D; pueden ser calculadas sin
necesidad de ajustar una nueva funcion de regresion cada vez, en la que se deja una
observacion distinta afuera del conjunto de datos. Esto es porque puede probarse
la siguiente igualdad que permite calcular las distancias de Cook

2 .
Di= pMzRes {(1 _hl;m)2] '
Observemos que las Distancias de Cook dependen de dos factores:
1. el tamano del residuo i-ésimo, e;
2. el leverage i-ésimo, h;;.

Cuanto més grande sean e; o h;;, mayor serd D;. Luego el i-ésimo caso puede ser
influyente por

1. tener un alto residuo e; y s6lo un moderado valor de leverage h;;,

2. o bien por tener un alto valor de leverage h;; con sélo un moderado valor de
residuo e;,

3. o bien por tener tanto un alto valor de leverage h;; como un alto valor de
residuo e;.

Los puntos de corte sugeridos para detectar una observaciéon influyente con la
Distancia de Cook suelen ser percentiles de la distribucion F' de Fisher con p grados
de libertad en el numerador y n—p en el denominador. Sila D; > F' (p,n — p,0,50)
la observacion i-ésima es considerada influyente.

El residuo estudentizado (o estudentizado eliminado) se define por

Yi —Yi)
]V[SRBS(Z-) ’
1——]7,“-

restud; =

donde }Afi(i) es el valor ajustado para la i-ésima observacion, cuando se usaron n — 1
observaciones en el ajuste del modelo, todas menos la i-ésima y MSRes(;) es el
cuadrado medio de los residuos cuando el caso i-ésimo es omitido en el ajuste de la
regresion lineal. Nuevamente, no necesitamos ajustar las regresiones excluyendo los
casos de a uno por vez, pues una expresion alternativa para el residuo estudentizado
es

n—p—1 1/2
“ | SSRes (1 — hy;) — €2

restud; = e
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Los puntos de corte sugeridos para detectar una observaciéon influyente con el resi-
duo estudentizado estan dados por el criterio de Bonferroni y consiste en declarar
influyente a una observacion si

5.3.

\restud;| > t,_p_1, -2

Colinealidad de los predictores

5.3.1. Diagnéstico de multicolinealidad

Cuando las variables predictoras incluidas en el modelo estédn correlacionadas en-
tre ellas, decimos que existe intercorrelacion o multicolinealidad. Algunos de los
problemas tipicos que aparecen cuando las variables regresoras estan fuertemente
correlacionadas son:

1. Los coeficientes de regresion estimados se modifican sustancialmente cuando

se agregan o se quitan variables del modelo.

2. Los errores estandares de los estimadores de los coeficientes aumentan espi-

reamente cuando se incluyen covariables muy correlacionadas en el modelo.
Esto se denomina inflar la varianza estimada de los estimadores.

3. Los coeficientes pueden ser no significativos atin cuando exista una asociacion

verdadera entre la variable de respuesta y el conjunto de variables regresoras.

5.3.2. Diagnéstico informal

Las siguientes situaciones son indicativas de multicolinealidad severa:

1. Cambios importantes en los coeficientes estimados al agregar o quitar varia-

bles o al modificar levemente las observaciones.

Tests no significativos para los coeficientes asociados a variables que teérica-
mente son importantes predictores, atin cuando observamos que existe una
relacion estadistica entre las predictoras y la respuesta. El modelo puede te-
ner R? cercano a 1y el test I para el modelo ser fuertemente significativo y
los tests para los coeficientes pueden ser no significativos. Recordemos que el
efecto de la multicolinealidad es inflar la varianza estimada y en consecuencia
el estadistico ¢ asociado a cada coeficiente beta serd pequeno. Por lo tanto,
cuando existe multicolinealidad es dificil evaluar los efectos parciales.

Coeficientes estimados con signo contrario al que se espera segin considera-
ciones tedricas.
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4. Coeficientes de correlacion grandes para las predictoras tomadas de a pares.

Aunque este ultimo diagnostico parece ser el modo mas simple de detectar multi-
colinealidad, adolece de un problema: al calcular los coeficientes de correlacion de
Pearson de todas las variables regresoras tomadas de a pares solo estamos miran-
do los vinculos lineales entre dos covariables. El problema es que podria haber un
vinculo lineal muy estrecho entre una coleccion de variables y otra variable en parti-
cular. Un enfoque méas apropiado es hacer una regresion de cada variable regresora
sobre las demas variables regresoras. Cuando el R? de alguna de estas regresiones
sea cercano a 1, deberfamos preocuparnos por el efecto de la multicolinealidad.
Finalmente diremos que la interpretacion de los coeficientes se vuelve dudosa cuan-
do existe multicolinealidad. Recordemos que en regresion multiple (aditiva) cada
coeficiente representa el efecto de la variable regresora cuando todas las demaés
variables se mantienen constantes. Pero si dos variables regresoras, por ejemplo
X1 y Xy, estéan fuertemente correlacionadas tiene poco sentido pensar en el efecto
de X sobre Y cuando X5 se mantiene constante.

5.3.3. Diagnostico formal

Un método formal para detectar la presencia de multicolinealidad que esta amplia-
mente difundido es el uso de los factores de inflaciéon de la varianza, méas conocidos
como Variance Inflation Factor (VIF). Es un niimero que se calcula para cada
covariable. El VIF de la k—ésima covariable se calcula del siguiente modo

1

VIF, = ——
k 1_R]%7

1<k<p-—-1,

donde R? es el coeficiente de determinacion miltiple cuando X}, es regresado en
las p — 2 restantes covariables X en el modelo.

El VIF; es igual a uno si RZ = 0, es decir si la k—ésima covariable no esta
correlacionada con las restantes covariables. Cuando R? # 0, el VIF, es mayor
a uno. Cuando R} esta muy cerca de uno, el VIF) se vuelve un nimero enorme.
Para un conjunto de datos, el mayor VIF observado se usa como medida de diag-
nostico. Si el maximo VIF es mayor a 10, eso es senial de multicolinealidad. Otro
criterio es que cuando el promedio de los VIF es considerablemente mayor a uno
se esta frente a problemas de multicolinealidad.

5.3.4. ;Coémo tratar el problema de multicolinealidad?

El recurso més simple es elegir un subconjunto de las variables regresoras poco
correlacionadas. Si detectamos dos variables muy correlacionadas ;cémo decidir
cual omitir? En general, conviene omitir aquella que tenga:
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= mayor numero de datos faltantes,
= mayor error de medicion o

= que sea menos satisfactoria en algin sentido.

Otra posibilidad es eliminar variables a través de procedimientos de selecciéon au-
tomaticos (se presentaran mas adelante).

Cuando varios predictores estan altamente correlacionados y son indicadores de
una caracteristica comin, uno puede construir un indice combinando estas cova-
riables. Los indices de bienestar, como el IDH (indice de desarrollo humano), o
el indice de inflacién, construidos como promedios ponderados de variables que
miden el bienestar en una cierta regién o bien los precios asociados a una deter-
minada canasta, son ejemplos clasicos de esta construccién. En aplicaciones en las
que se miden varias covariables muy correlacionadas esta puede resultar una buena
solucion.

En modelos polinébmicos o que contienen interacciones, una soluciéon al problema
de multicolinealidad es trabajar con los datos centrados para la o las variables
predictoras que aparecen en mas de un término del modelo. Esto es, no usar la
variable X tal como fue medida, sino la diferencia entre el valor observado y el
valor medio de X en la muestra.

Existen otros procedimientos para tratar multicolinealidad, tanto clasicos como
modernos, que complementan el ajuste de regresion lineal multiple que hemos
descrito, potenciando su alcance. Podemos agruparlos en tres clases importantes
de métodos.

= Seleccion de modelos (o seleccion de variables). Este enfoque implica la iden-
tificacion de un subconjunto de predictores que creemos estan relacionados
con la respuesta. Una vez seleccionado el subconjunto de variables relevantes,
ajustamos con minimos cuadrados un modelo que explica la respuesta con el
conjunto reducido de variables. Describimos con detalle este procedimiento
en la Seccion

= Regularizacion o penalizacion. Este enfoque involucra ajustar un modelo que
contiene a todos los predictores. Sin embargo, el método de ajuste fuerza a
encojer a los estimadores, achicandolos en valor absoluto, en relacion con los
estimadores que se obtienen usando minimos cuadrados. Este encojimiento
(también conocido en la literatura matematica como regularizacion) tiene el
efecto de reducir la varianza estimada. Dependiendo de qué regularizacion se
realice, la estimacion de algunos coeficientes terminara siendo exactamente
cero. Por eso, los métodos de regularizaciéon o penalizacion también pueden
llevar a cabo la seleccion de variables. Los estimadores de regularizacion
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més utilizados son los estimadores ridge o los lasso, y una combinaciéon de
ambos que se denominan elastic net. El libro de |James, Witten, Hastie,
y Tibshirani| [2013]| constituye una fuente muy accesible y actualizada, que
ademaéas comenta los comandos de R para apropiados para implementarlos. Un
enfoque mas técnico por los mismos autores es Friedman, Hastie, y Tibshirani
[2008]. No nos ocuparemos de estos temas en el curso.

= Reduccién de la dimension. Este enfoque propone proyectar las p—1 variables
predictoras en un espacio de dimension M, con M < p. Esto se realiza calcu-
lando M combinaciones lineales, o proyecciones, diferentes de los predictores.
Luego, estas M proyecciones se utilizan como nuevas covariables para ajustar
un modelo de regresién lineal por minimos cuadrados. Puede verse el libro de
James et al.|[2013] para una introduccion al tema, que tampoco trataremos
en estas notas. Los métodos comprendidos en esta categoria son Principal
Components Regression, Partial Least Squares, Fitted Principal Components,
Projection Pursuit Regression, entre otros.

5.4. Seleccién de modelos

Ya hemos observado que cuando tenemos K covariables disponibles y una variable
a explicar Y, pueden, en principio, ajustarse 2% modelos distintos. Decimos en
principio, pues este total de modelos no incluye aquellos que tienen interacciones.
En esta seccidon estamos pensando que si uno quiere evaluar ciertas interacciones,
las debe incluir en esas K covariables iniciales. Lo mismo si uno quisiera evaluar
algunas potencias de las covariables originales, o algunas transformaciones maés
complicadas de ellas. De este modo, cuando K es un ntimero grande, la cantidad
de modelos posibles crece exponencialmente, y evaluarlos uno por uno puede ser
inmanejable. Por ejemplo, para K = 8, hay 2® = 256 modelos posibles: hay un
modelo sin covariables, 8 modelos de regresion lineal simple, cada uno con una sola
covariable, (2) = 28 modelos con dos covariables { X1, X5}, {X1, X3}, {X1, X4},
{Xs, X3}, ete. (g) = 56 modelos con tres covariables, etcétera.

Lo que se denomina selecciéon de modelos corresponde a la tarea de elegir el mejor
modelo para nuestros datos.

5.4.1. Criterios para comparar modelos

Una vez que se tienen todas las variables, es de interés contar con un criterio
numérico para resumir la bondad del ajuste que un modelo lineal con un cierto
conjunto de covariables da a la variable dependiente observada. A partir de este
criterio se podran ranquear los modelos y elegir un conjunto de unos pocos buenos
candidatos para estudiar luego en detalle.
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A continuacién presentamos algunos de los criterios mas frecuentemente utilizados
en regresion lineal para la seleccion de modelos. No son los tinicos, pero si los més
difundidos. Cuando ajustamos un modelo con p — 1 covariables, es decir, con p
coeficientes 8's podemos tomar como criterio para evaluar el ajuste a:

] Rf, o SSRes, : Un primer criterio para comparar modelos es mirar el R?
obtenido con cada uno de ellos y elegir aquél con mayor R2 Usamos el
subindice p para indicar la cantidad de parametros §'s hay en el modelo (es
decir, p — 1 covariables). Como tenemos que

SSRes
2 -1 — Hadiadnhiies 28
7, SSTotal’

resulta que comparar modelos usando el criterio de elegir aquél cuyo Rg sea
lo més grande posible equivale a elegir aquel que tenga la menor suma de
cuadrados de residuos SSRes, (ya que la suma de cuadrados total SSTotal =

Yoy (Yi — 7)2 no depende de las covariables del modelo ajustado y por eso
permanece constante). Pero como ya observamos, el R? aumenta al aumentar
p— 1, el nimero de covariables, sean estas apropiadas para ajustar los datos
o no. Es por eso que el criterio no es identificar el modelo con mayor R? (ese
serd siempre el modelo con todas las covariables disponibles) sino encontrar
el punto a partir del cual no tiene sentido agregar més variables ya que estas
no inciden en un aumento importante del R%. Muchas veces esto sucede
cuando se han incorporado unas pocas variables al modelo de regresiéon. Por
supuesto, encontrar el punto donde este aumento se empieza a estancar es
un asunto de criterio individual. Suele ser bastante informativo graficar el
mejor RZ en funcién de p y evaluar graficamente cuando el crecimiento en el
R? es tan poco que no justifica la inclusion de la covariable adicional.

= R? o MSE,: Como el R} no toma en cuenta el nimero de pardmetros en el
modelo de regresiéon, un criterio de decision mucho mas objetivo y automati-
zable es calcular y comparar modelos por medio del R2. Lo subindicaremos
como R?l’p para indicar la cantidad de coeficientes 3’s presentes en el modelo.
Recordemos que

o n—1Y) SSRes, M SRes,
“p n—p) SSTotal S5Total
Como % esta fijo en un conjunto de datos dado (sélo depende de las

Y observadas), el wa aumenta si y solo si el MSRes, disminuye. Luego, el
coeficiente de determinacion miltiple ajustado Rip y el cuadrado medio del
error M SRes,, proveen informacién equivalente acerca del ajuste obtenido.
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Al usar este criterio buscamos el subconjunto de p — 1 covariables que maxi-
micen el R? > 0 un subconjunto de muchas menos covariables para las cuales
R, esté muy cerca del méx R, en el sentido que el aumento en el R sea

tan pequeno que no justifique la inclusion de la o las covariables extra.

» (), de Mallows: Para utilizar esta medida hay que asumir que en el modelo
con el total de las K covariables (el mas grande posible) estan todas las
covariables importantes de modo que en ese modelo completo, la estimacion
de la varianza del error, 0%, es insesgada. El valor del C, se define por

B SSRes),
~ MSRes (Xy,..., Xk)

Cp — (n —2p)

donde SSRes, es la suma de los cuadrados de los errores del modelo con
p parametros (es decir, con p — 1 covariables) y M SRes (X1,..., Xk) es el
estimador de la varianza del error o2, calculado bajo el modelo con todas
las posibles covariables Xj, ..., Xx. Cuando se usa el C,, como criterio, se
busca aquel subconjunto de p covariables X que tengan un C, pequeno, lo
més cercano a p posible. Es facil ver que para el modelo completo, C'x = K.

n AIC,, o el Criterio de Akatke y SBC), o el Criterio Bayesiano de Schwartz,
son otros dos criterios que, al igual que el C, de Mallows, penalizan a los
modelos con muchas covariables. Se buscan los modelos que tienen valores
pequenos de AIC, o SBC,, donde estas cantidades estan dadas por

AIC, = nln(SSRes,) —nln(n)+2p
SBC, = nln(SSRes,) —nln(n)+ pln(n)

Observemos que para ambas medidas, el primer sumando decrece al aumen-
tar p. El segundo sumando esta fijo (puesto que n lo esta, para un conjunto
de datos) y el tercer sumando crece al crecer p, es decir, el namero de co-
variables. Ambas medidas representan una buena ponderaciéon entre ajuste
apropiado (es decir, SSRes, pequefia) y parsimonia del modelo (es decir,
pocos parametros a ajustar, o sea, p pequefio). El Criterio SBC), también se
llama Criterio Bayesiano de Informacion (BIC, por sus siglas en inglés).

5.4.2. ;Cual de estos criterios utilizar?

Todos estos criterios miden cualidades deseables en un modelo de regresiéon. Oca-
sionalmente, una tnica ecuacién de regresion produce valores 6ptimos de los cuatro
criterios simultidneamente, con lo que uno puede confiar que éste es el mejor modelo
en términos de estos criterios.
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Desafortunadamente esto raramente ocurre y diferentes instrumentos identifican
diferentes modelos. Sin embargo, tomados en conjunto estos criterios permiten
identificar un conjunto pequeno de modelos de regresiéon que pueden ser construidos
a partir de las variables independientes relevadas. Conviene entonces estudiar estos
pocos modelos més detalladamente, teniendo en cuenta los objetivos del estudio,
nuestro conocimiento del area del que provienen los datos y la evaluacion de los
supuestos del analisis de regresion para realizar una seleccion criteriosa de cual es
el “mejor” modelo.

5.4.3. Seleccion automatica de modelos

Al inicio de la Seccion hemos visto que en el proceso de seleccion de modelos es
necesario comparar un nimero muy grande de modelos entre si. Para simplificar
esta tarea, existen una variedad de procedimientos automaticos de seleccidon de
modelos, programados en los paquetes estadisticos.

Un gran problema de estas bisquedas automaticas es que en general, estan pro-
gramadas para trabajar con la base completa de n x K observaciones. Si hubiera
una observacion faltante (missing data) (es decir, un caso para el cual no se re-
gistro una de las variables) estos algoritmos remueven el caso completo y hacen
la seleccion de modelos basados en n — 1 observaciones. Esto puede volverse un
problema si n es pequeno y hay varias variables con observaciones faltantes.

Los métodos mas populares de seleccién de variables son:

1. Todos los subconjuntos posibles (Best subset).
2. Eliminacion backward (hacia atras).
3. Seleccion forward (incorporando variables).

4. Stepwise regression (regresion de a pasos).

A continuacion los describimos. Asumimos que n > K (o sea, que tenemos mas
observaciones que covariables).

5.4.4. Todos los subconjuntos posibles (Best subset)

Estos algoritmos ajustan todos los submodelos posibles (los 2) y luego los ran-
quean de acuerdo a algin criterio de bondad de ajuste. Por supuesto, esto involucra
hacer 2X regresiones. Siempre que sea posible es aconsejable usar este procedimien-
to ya que es el inico método que garantiza que se obtendra el modelo final que
realmente optimice la bisqueda con el criterio elegido: por ejemplo mayor R? o
mejor Oy, etc. Es decir, garantiza que el modelo final es el “mejor” para el presente
conjunto de datos y para los criterios utilizados.
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Una vez que todos los modelos han sido ajustados, en general el paquete exhibe
los 10 (o una cantidad prefijable) mejores modelos de acuerdo al criterio elegido,
entre todos los que tienen el mismo nimero de variables.

Cuando la cantidad original de potenciales covariables es muy grande, K mayor a
40, por ejemplo, no es posible ajustar todos los modelos posibles ya que 240 = 1099
511627 776. Se vuelve necesario usar otro tipo de procedimientos, computacional-
mente mas realizables, que buscan elegir un modelo luego de una busqueda que
explora una sucesién de modelos de regresiéon que en cada paso agrega o quita una
covariable X. El criterio para agregar o quitar una covariable, en el caso secuencial,
puede escribirse equivalentemente en términos de la suma de los cuadrados de los
residuos, los estadisticos [’ parciales, el estadistico ¢ asociado a un coeficiente, o el
R?. Son los tres procedimientos que describimos a continuacion.

5.4.5. Eliminacion backward (hacia atras).

El procedimiento comienza construyendo el modelo con todas las predictoras y en
cada paso se elimina una variable. La secuencia del procedimiento es la siguiente.
Se define un nivel de significacion fijo a.

1. El modelo inicial contiene todos los potenciales predictores (que hemos de-
nominado K).

2. Si todas las variables producen una contribucion parcial significativa (es de-
cir, un estadistico ¢ con p—valor < «) entonces el modelo completo es el
modelo final.

3. De otro modo, se elimina la variable que tenga la menor contribucion parcial
(es decir, el mayor p—valor de su estadistico t) cuando todas las demés estan
en el modelo.

4. Se ajusta el nuevo modelo con (K — 1) predictores y se repiten los pasos 2y
3 hasta que todas las variables en el modelo tengan un coeficiente estimado
cuyo p—valor asociado al estadistico ¢ sea menor a «.

Si hay una alta multicolinealidad en el conjunto de los K predictores, este proce-
dimiento no es muy recomendable.

5.4.6. Seleccion forward (incorporando variables)

En este caso, comenzamos con el modelo sin variables y vamos agregando las
variables de a una por vez. Ingresa la variable que més contribuye a explicar a Y
cuando las otras ya estan en el modelo. Se elige un nivel de significacion fijo o. La
secuencia de pasos es la siguiente:
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1. Primero se ajustan todos los modelos de regresion lineal simple con Y como
respuesta y una sola covariable explicativa. Se elige la que tiene el mayor
valor del estadistico F' o, equivalentemente, el menor p—valor del estadistico
t asociado al coeficiente, siempre que dicho p—valor sea inferior a «, sino el
procedimiento termina y se elige el modelo sin covariables

2. En el segundo paso, se busca elegir entre todos los modelos de dos covariables
que tienen a la que fue seleccionada en el primer paso aquél para el cudl el test
F parcial dé mas significativo. El test F' parcial es el que compara el ajuste del
modelo con dos variables con el ajuste del modelo con una variable elegido en
el primer paso. Es decir, es el test que mide la significatividad de la segunda
variable a ser incorporada en el modelo cuando la primera ya esta en él. Para
aquel modelo que tenga el F' parcial més significativo o, equivalentemente, el
test ¢ asociado al coeficiente de la variable a ser incorporada mas significativo,
o sea, el menor p—valor, se compara a dicho p—valor con el valor critico a.
Si el p—valor es menor que « se elige dicho modelo, si el p—valor supera el
valor critico, el procedimiento se detiene, y el output del proceso es el modelo
que tiene una dnica covariable significativa, que fue seleccionada en el paso
1.

3. Ahora se calculan los estadisticos F' parciales de todos los modelos con tres
covariables, que tienen a las dos covariables ya elegidas e incorporan una
tercera. Se continua de esta manera (como en el paso 2) hasta que ninguna
variable produce un F' parcial (o t) significativo.

Si se usa un punto de corte muy exigente (digamos o < 0,01) seran incluidas
menos variables y existe la posibilidad de perder covariables importantes. Si se usa
un punto de corte menos exigente (o < 0,20) es menos probable que se pierdan
covariables explicativas importantes pero el modelo contendri més variables.
Una vez que el procedimiento finaliza, no todas las variables en el modelo necesa-
riamente tendran coeficientes parciales significativos.

5.4.7. Seleccioén stepwise

Es una modificacion del procedimiento forward que elimina una variable en el mo-
delo si ésta pierde significacion cuando se agregan otras variables. La aproximacion
es la misma que la seleccion forward excepto que a cada paso, después de incor-
porar una variable, el procedimiento elimina del modelo las variables que ya no
tienen contribucion parcial significativa. Una variable que entré en el modelo en
una etapa, puede eventualmente, ser eliminada en un paso posterior.

En este caso serd necesario definir un punto de corte para que ingrese una variable
ay y otro para eliminarla del modelo ag. Uno puede desear ser menos exigente
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(mayor p—valor) en el punto de corte para que una variable salga del modelo una
vez que ingresd, o usar el mismo valor para ambos.

Este procedimiento, en general produce modelos con menos variables que la selec-
cion forward.

5.4.8. Limitaciones y abusos de los procedimientos automéaticos de se-
leccién de variables

Cualquier método automatico de seleccion de variables debe ser usado con pre-
caucion y no deberia ser sustituto de un investigador que piensa, ya que no hay
garantias que el modelo final elegido sea “6ptimo”. Conviene tener en cuenta las
siguientes observaciones.

= Cuando se proponen términos de interaccion entre las variables regresoras, el
modelo debe contener las interacciones significativas y los efectos principales
de las variables involucradas en estas interacciones, sean éstas significativas
o no. De otro modo el modelo carece de interpretaciéon. La mayoria de los
procedimientos automaticos no tienen este cuidado. Lo mismo sucede cuando
uno incorpora una variable categorica codificada con dummies: o entran todas
las dummies, o ninguna, pero no es correcto poner algunas de ellas (las
significativas) y otras no, porque sino el modelo carece de interpretacion.
Con las categoricas, otra posibilidad consiste en recategorizarlas, agrupando
algunas categorias, y luego ajustar el modelo nuevamente, esperando que se
obtenga un mejor ajuste (no siempre ocurre).

» El hecho de que un modelo sea el mejor en términos de algin criterio (C,
o RZ, por ejemplo) no significa que sea el mejor desde el punto de vista
préactico. Ni tampoco que para este modelo valgan los supuestos.

= El procedimiento de selecciéon automatica puede excluir del modelo varia-
bles que realmente deberian estar en el modelo de acuerdo a otros criterios
teoricos.Una posibilidad es forzar a que ciertas variables aparezcan en el mo-
delo, independientemente del hecho de que tengan coeficientes significativos.
Por ejemplo, podemos hacer una regresion backward sujeta a la restriccion
de que el modelo incluya ciertos términos especificados de antemano. Esto
asegura que el modelo final contiene las variables de interés primario y toda
otra variable o interaccion que sea 1til a los efectos de prediccion. Algunos
paquetes permiten esta alternativa.

= Una vez que hemos seleccionado un modelo final usando cualquier procedi-
miento de seleccion, la inferencia realizada sobre ese modelo es s6lo aproxi-
mada. En particular, los p—valores serdn menores y los intervalos de confian-
za mas angostos que lo que deberian ser, puesto que el modelo seleccionado
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es aquél que mas fuertemente refleja los datos. (Hemos hecho uso y abuso
de nuestros datos para obtener un modelo, es de esperar que otra muestra
aleatoria de observaciones del mismo tipo a la que se le ajuste este modelo
tenga menor capacidad predictiva).

Existe una diferencia sustancial entre seleccion de modelos explicativos y
exploratorios. En investigacion explicativa, uno tiene un modelo teérico y
pretende testearlo a través de un andlisis de regresion. Uno podria querer
testear si una relacion que se propone como espirea desaparece al incorporar
una nueva variable en el modelo. En este enfoque, los procedimientos de
seleccion automatica en general no son apropiados, ya que es la teoria la que
determina cuéles son las variables que deben estar en el modelo.

En investigacion exploratoria el objetivo es encontrar un buen conjunto de
predictores. Uno intenta maximizar R? independientemente de explicaciones
tedricas.

. Por qué podria dejarse en el modelo final una variable que no resulta es-
tadisticamente significativa? Muchas veces pueden aparecer variables en el
modelo seleccionado para las cudles el p—valor del test ¢ no es menor que
0,05. Esto puede deberse a que haya motivos teodricos que indican que la
respuesta depende de dicha covariable y que tal vez el tamano de muestra
no haya sido lo suficientemente grande como para comprobarse la signifi-
catividad estadistica. Se deja para que el modelo no resulte sesgado. Los
estimadores de los coeficientes son insesgados si el modelo es correcto (es
decir, contiene todas las covariables apropiadas en la forma correcta, dejar
covariables con sustento tedrico para que estén permite que los estimadores
de los efectos de otras covariables sean insesgados). Otro motivo para dejar-
la puede ser porque su presencia ayuda a reducir la varianza estimada del
error, permitiendo que otros coeficientes resulten significativos. Y también
pueden dejarse covariables aunque no sean significativas pero que permitan
comparar el modelo presentado con otros modelos publicados con antelacién.

En resumen, los procedimientos de seleccion automéatica de modelos no son sustitu-
tos de una cuidadosa construccion tedrica que guie la formulacion de los modelos.

5.4.9. Validacion de modelos

El paso final en el proceso de construccion o seleccion de modelos lo constituye el
proceso de validacion de los modelos. Esta etapa de validaciéon involucra, usual-
mente, chequear el modelo candidato con datos independientes a los utilizados para
proponer el modelo. Hay cuatro formas basicas de validar un modelo de regresion:
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1. Recolectar un nuevo conjunto de datos que permita chequear el modelo y su
habilidad predictiva.

2. Comparar los resultados con las expectativas teodricas, resultados empiricos
previos y resultados de simulaciones.

3. Cuando fuera posible, usar otras técnicas experimentales para confirmar el
modelo. Esto, por supuesto, dependera de las herramientas propias de cada
disciplina.

4. Cuando el tamano de muestra lo permitiera, otra posibilidad es dividir al
conjunto de observaciones disponible en dos grupos disjuntos. Con uno de
ellos se selecciona el modelo més apropiado. Este grupo se denomina mues-
tra de entrenamiento (training sample). Con el segundo grupo, que se llama
muestra de validacion (validation set) se evalia la razonabilidad y la capa-
cidad predictiva del modelo seleccionado. A este proceso de validacion se lo
denomina a veces, cross-validation, es decir, validacién cruzada.
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A.

A.1.

T1.Ejl.

T1.Ej2.

Talleres

Taller 1: Coeficiente de Correlacién y Regresiéon Lineal
Simple

En una ciudad con graves problemas de obesidad en la poblacién, se solicitd
a un grupo de 100 adolescentes que registrara durante un mes la cantidad
de horas que dedicaban cada dia a actividades sedentarias (mirar televi-
sion, estudiar o utilizar la computadora) y las promediaran. El archivo “Adol
horas.zls” presenta la edad en anos (edad), el género (Varon, Mujer), el pro-
medio de horas por dia dedicadas a actividades sedentarias (horas) como asi
también un nimero (ID) para identificar a cada participante. Importe los
datos que se encuentran en el archivo “Adol horas.xzls”. Estos datos fueron
artificialmente generados.

a) Obtenga el diagrama de dispersion de horas (en el eje vertical) en fun-
cion de la edad (en el eje horizontal), ya sea global y coloreando las
observaciones por género, y un diagrama de dispersion para cada géne-
ro por separado.

b) Calcule el coeficiente de correlacion entre la variable edad y la variable
horas para todos los datos juntos y para cada género.

¢) Describa el tipo de asociacion que muestran los diagramas de dispersion
de las variables edad y horas del item a). Compare con los correspon-
dientes coeficientes de correlacion.

d) Testee la asociacion lineal de las variables en cada uno de los casos
considerados en el item b). ;Cudles p-valores obtiene? ;Qué se esta
testeando?

Abra y examine las variables del archivo “ingresos.txt”. éste corresponde a
una base de datos de 40 individuos, para los que se registraron las variables:
Id (identificador, un nimero entre 1y 40 que identifica al nimero de observa-
cion), nivelEduc (nivel educativo), edad y salario. La variable nivelEduc esta
codificada de 1 a 10, donde 1 corresponde al menor nivel educativo alcanzado
y 10 al mayor. La variable salario corresponde al salario bruto mensual (es
decir, antes de impuestos), en dolares. La variable edad esta medida en anos.
Suponga, siempre que lo necesite, que los datos tienen distribuciéon normal.

a) Obtenga el coeficiente de correlacion y el p-valor correspondiente al
test asociado entre nivelEduc y salario. Interprete el resultado. Realice
el diagrama de dispersion (con nivelEduc en el eje horizontal). Describa
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el tipo de asociacién que muestran las variables. ;Le parece que es un
resultado logico? Justifique brevemente.

Obtenga el coeficiente de correlacion y el p-valor correspondiente al
test asociado entre nivelFduc y salario para cada edad, interpretando
el resultado. Compare con el resultado obtenido en a).

Realice el diagrama de dispersion entre nivelEduc y salario para cada
edad. ;Qué observa? ;Puede explicar ahora las diferencias encontradas
entre a) y b)?

Haremos un cambio de unidades en las que esta expresada la variable
salario para facilitar la interpretacién. Para ello defina una nueva varia-
ble: sal100 (salario en cientos) que es igual a la variable salario dividida
por 100. Ajuste una recta de cuadrados minimos para la variable res-
puesta sall00 y la variable explicativa nivelE'duc sin tener en cuenta la
variable edad. Describa e interprete cada uno de los resultados. ;Qué
significa el coeficiente de la variable explicativa nivelEduc?

Para cada edad, ajuste una recta de cuadrados minimos con sall00
como variable respuesta y nivelEduc como variable explicativa. ;Qué
significa el coeficiente de la variable explicativa en cada una de las re-
gresiones ajustadas?
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A.2. Ejercicio domiciliario

El valor energético (en kcal. por cada 100g.) de galletitas de agua de marca A
(Y) se relaciona con la cantidad de grasas totales (en g.) (X) involucradas en su
produccion. Un experimentador toma una muestra de tamano 22 (es decir, compra
22 paquetes de galletitas y elige una de cada uno) para verificar la adecuacion
de un modelo de regresion lineal a esta relacion. Utilizando el archivo de datos
galletitas.zls responda a las siguientes preguntas: (no hace falta que copie en su
respuesta las salidas del paquete ni los comandos con los que las hizo, simplemente
responda brevemente a las preguntas, en general bastara con una o dos oraciones).

1. Exprese el modelo de regresion lineal indicando claramente los parametros y
variables involucradas. Escriba los supuestos necesarios para que sean validas
las conclusiones respecto de los tests y los intervalos de confianza.

2. Ajuste el modelo. Dé la ecuaciéon de la recta estimada.

3. iEs la pendiente del modelo significativa? Es decir, jhay un vinculo lineal
entre las valor energético (en kcal. por cada 100g.) de galletitas de agua
de marca A (Y) y la cantidad de grasas totales (en g.) (X) involucradas
en su produccion? Conteste a nivel 0.05. Al escribir su respuesta, escriba
claramente las hipotesis que testea, el pvalor obtenido y su conclusion.

4. ;Es la ordenada al origen significativa al nivel 0.057
5. Estime la varianza del error (o).

6. Interprete los parametros estimados (en su respuesta a esta pregunta deberia
aparecer una frase que comience més o menos asi: “Por cada aumento de 1g.
en la cantidad de grasas totales....”)

7. Al investigador le interesa calcular la cantidad de calorias esperadas para
100g de galletitas de agua de marca A producidas con X = 30g. de grasas
totales. Diga cudl es el valor esperado, en base a los datos dados.

8. Dé un intervalo de confianza de 0.95 del valor calculado en el item anterior.

9. Halle un intervalo de confianza para la pendiente correspondiente al ajuste
de la marca A de nivel 0.95.

10. ;Cuanto vale el coeficiente de determinacion R2? ;Como interpreta este valor
para estos datos?

11. El fabricante de las galletitas de marca A le regala al investigador un paquete
de galletitas producidas con 40g. de grasas totales, que no usa para hacer
su analisis. Antes de comer una, el investigador se pregunta cuantas calorias
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estara ingiriendo. Responda a esta pregunta calculando dicho valor. Ademas,
dé un intervalo de prediccion del 99 % para dicho valor.

fdem la pregunta anterior pero para un paquete de galletitas producidas con
90g. de grasas totales. Con el ajuste obtenido, ;se puede realizar este calculo?

. Para qué valores de grasas totales involucradas en la produccion de galletitas
puede contestar la pregunta (11| con los datos dados? (es decir, diga para qué
valores de X no est& extrapolando al calcular valores predichos).

. Para cuél de los valores posibles para X la pregunta anterior el intervalo a
calcular resultara mas corto? ;Para cudl (o cuéles) mas largo?

Responda a la pregunta |3| con otro test.

Diga verdadero o falso:

a) Los residuos son observables. d) Los residuos son aleatorios.
b) Los errores son observables. e) Los errores son aleatorios.
¢) Los residuos son iguales que los errores.

Analice la adecuacion del modelo. Indique en que salidas/graficos se basan
sus conclusiones.

Taller 2: Regresiéon Lineal: medidas de diagnoéstico y
transformaciones

Visualice los datos que brinda el archivo “lowbw:.tzxt” correspondientes a 100
bebés de bajo peso al nacer, que fueron extraidos del libro de Pagano y
Gauvreauﬁ. Usaremos so6lo las variables headcire, que es el perimetro cefalico
en centimetros, y birthwt, que es el peso al nacer en gramos. Para una mejor
interpretacion, consideraremos la variable pesokg, el peso en kilogramos, que
serd igual a birthwt dividida por 1000.

a) Escriba, en papel, el modelo lineal considerando a pesokg como varia-
ble explicativa y a headcirc como variable dependiente, e indique qué
significan fy y 1.

b) Ajuste el modelo lineal propuesto en el item a) y repita a) para el modelo
estimado.

SPagano, M., Gauvreau, K. (2000) Principles of Biostatistics, Second Edition, Duxbury Thom-
son Learning.
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¢) (Cuanto estima que aumentara el perimetro cefélico esperado (o medio)
de un bebé si aumenta en 10 g.7 ;Y si aumenta 100 g.?7 ; Tiene sentido
responder esta pregunta si se trata de 1 kg. de aumento?

d) Prediga el perimetro cefalico medio para la poblacion de bebés que
pesaron 820 g. al nacer. Lo mismo para los bebés de 1200 g. Calcule los
intervalos de confianza y los intervalos de prediccion de nivel 0,95 en
cada caso.

e) Obtenga el diagrama de dispersion de los datos junto con la recta de
regresion ajustada. Superponga luego las bandas de los intervalos de
confianza y los intervalos de predicciéon de nivel 0,95.

f) Hacer un grafico de residuos (los que quiera, no difieren mucho entre
si en este caso) versus la covariable. Y también un grafico de residuos
versus predichos. ;Son muy diferentes? ; Tenemos evidencia de que no
se cumplan los supuestos del modelo lineal? ;Podemos identificar en
este grafico alguna observacion con residuo alto?

g) Efectie un ajuste robusto de los datos. Compare con lo obtenido ajus-
tando minimos cuadrados.

h) ;Hay alguna observacion influyente en este conjunto de datos? Verifique
esto utilizando los estadisticos pertinentes.

i) Ahora contaminemos los datos. Agreguemos dos datos a la base: 101
y 102 que figuran a continuacion. Rehaga los items b), e) y h) con el

Dato ‘ pesokg ‘ headcirc
101 | 0,40 50

102 0,35 20

nuevo conjunto de datos.
j) Complete la siguiente tabla:
Datos By (p-valor) By (p-valor) R?
1 a100
1a102
1al101
1a100y 102

T2.Ej2. Abra el archivo “gross national product.tzt”, que corresponde a los datos tra-
tados en el libro, ya mencionado, de Pagano y Gauvreau, capitulo 18. Las
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variables son tasa de natalidad por 1000 habitantes (birthrt) y producto na-
cional bruto expresado en doélares estadounidenses (gnp). Las observaciones
conciernen a 143 paifses distintos.

a) Obtenga el diagrama de dispersion de los datos tomando a gnp como
variable explicativa. ;Le parece razonable ajustar un modelo lineal a
estos datos?

b) Ajuste un modelo lineal de todos modos. Mire la salida y el grafico de
residuos. ;Qué ve en este grafico?

¢) Transforme la variable explicativa en lgnp = In(gnp) y repita los items
a) y b) para el modelo que explica la tasa de natalidad con esta nueva
covariable. Escriba el modelo propuesto y el modelo ajustado. Interpre-
te: jcomo impacta en la variable respuesta un 1% de incremento en la
covariable gnp?

d) Prediga la tasa de natalidad (por cada 1000 habitantes) para un pais
con producto nacional bruto de 1816 doélares estadounidenses y brinde
los intervalos de confianza y de prediccion para dicha tasa.

A.4. Taller 3: Regresion Lineal Multiple

T3.Ejl. Para los datos de ninos de bajo peso, se encontré una relacion lineal signifi-
cativa entre la presion sistolica y la edad gestacional. Los datos estan en el
archivo “lowbwt.txt” y fueron generados artificialmente. Las mediciones de
presion sistolica estan guardadas bajo el nombre presSist, y las correspon-
dientes edades gestacionales bajo edad(G. También en ese archivo figuran los
datos de apgard, el score Apgar a los 5 minutos para cada nifo recién nacido.
El score Apgar es un indicador del estado general de salud del nino a los 5
minutos de haber nacido; aunque en realidad es una medida ordinal que se
la suele tomar como si fuera continua.

a) Realice un diagrama de dispersion de la presion sistolica versus el score
Apgar. jParece haber una relaciéon lineal entre estas dos variables?

b) Usando la presion sistolica como variable respuesta y la edad gestacio-
nal y el score Apgar como variables explicativas, ajuste el modelo lineal
E(Y|X) = By + Bi-edadG+ps-apgar5 donde X = (edadG, apgars). In-
terprete los coeficientes estimados.

¢) ;Cudl es la presion media estimada para la poblacion de ninos de bajo
peso cuya edad gestacional es 31 semanas y cuyo score Apgar es 77

d) Construya un intervalo de confianza de nivel 0,95 para la verdadera
media para el caso anterior.
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e) Testee la hipotesis de Hy : o = 0 a nivel 0,05.

f) Comente la magnitud de R?. La inclusion del score Apgar en el modelo
que ya contiene a la edad gestacional, jmejora su habilidad para predecir
a la presion sistolica? Observe que el modelo lineal multiple considerado
en b) mejora la habilidad para predecir a la presion sistolica respecto
del modelo lineal simple que tiene a apgard de covariable.

g) Construya un grafico de los residuos versus los valores ajustados. ;Qué
le dice este grafico del ajuste obtenido?

T3.Ej2. Laidea de este ejercicio es discutir qué significan distintos modelos de regre-
sion multiple. Probaremos distintos modelos en un solo conjunto de datos.
Retomamos el Ejercicio T1.Ej2 del Taller 1. Eran datos guardados en el ar-
chivo “ingresos.txt". Consistian en 40 datos de salarios (ingresos), niveles de
educacion y edad. Para modelar esos datos, propusimos ajustar dos modelos,
que recordamos ahora:

= Un modelo lineal simple con salario como variable respuesta y nivelF-
duc como variable explicativa: vimos que habia una asociacién negativa
entre ellas, lo cual era ilégico.

= 4 modelos lineales simples basados en 10 datos cada uno, con salario
como variable respuesta vy nivelEduc como variable explicativa, pero
separados por tramos de edad (edad = 20, 30, 40 y 50, respectivamente).

Llamemos Modelo A al ajustado en el Taller 1, o sea a aquel tal que
E(salario|nivelEduc) = By + B1 - nivelEduc .

Consideremos ahora el modelo lineal multiple, que llamaremos Modelo B,
cumpliendo

E(salario|nivelEduc, edad) = By + p1 - nivelEduc + By - edad .

a) ;Cuéles son los supuestos necesarios en el Modelo B para que sean véli-
das las conclusiones respecto de los tests y los intervalos de confianza?
Interprete los parametros del modelo.

b) Ajuste el Modelo B. Brinde los parametros estimados. Mejor ain, es-
criba el modelo ajustado.

c¢) Evalte la bondad del ajuste con el test F. Indique si los coeficientes
son significativos. Evaltie la adecuacién del modelo con el R% ;Qué
porcentaje de variabilidad del salario queda explicada por el modelo
que tiene a nivelFduc y a edad como explicativas?
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T3.Ej3. Usando los datos del Ejercicio T3.Ejl1.

a)

Considere el modelo lineal que tiene a presSist como variable respuesta
y que s6lo contiene edadG como covariable. Agregue la variable explica-
tiva varon al modelo (vale 1 si el bebé es varon y 0 si es mujer). Ajuste
el modelo. Comente la significatividad de los parametros. Dados dos
ninos con igual edad gestacional, uno varéon y otro mujer, ;cual tendra
presion sistolica més alta? jPor qué?

Haga un diagrama de dispersion de presion sistdlica versus edad gesta-
cional separando nenes de nenas. Superponga las rectas ajustadas. {Es
la presion sistolica media de los nenes con una edad gestacional fija sig-
nificativamente distinta de la presion sistolica media de las nenas con
la misma edad gestacional?

Agregue la interaccion varéon — edad gestacional. Ajuste el nuevo modelo.

Al modelo que tiene edad gestacional, ;incluiria a varéon como variable
explicativa? ;Incluiria a la interaccion como variable explicativa del
modelo? ;Por qué?

T3.Ej4. Usando los datos del Ejercicio T3.Ej2.

a)

Considere, ahora, un modelo lineal con interacciéon, que denominaremos

Modelo C
E(salario|X) = By + 1 - nivelEduc + Ps - edad + 1.2 - nivel Educ - edad

donde X=(nivelEduc, edad, nivelEduc- edad). Interprete los parametros
del modelo.

Ajuste el Modelo C y brinde los parametros estimados.

Evalie la bondad del ajuste con el test F. Indique si los coeficientes
son significativos. Evalie la adecuacion del modelo con el R% ;Qué
porcentaje de variabilidad del salario queda explicada por el modelo que
tiene nivelFduc, edad y la interaccion entre ambas como explicativas?
.Con cudl de los dos modelos (B o C) se quedaria?

Considere el modelo, que llamaremos Modelo D, que incluye a edad
como variable categorica. ;Cuantas dummies o variables binarias hay
que considerar en el nuevo ajuste? Escriba el nuevo modelo, ajustelo y
brinde los parametros estimados.

Evalte la bondad del ajuste con el test F. Testee si es significativa la
inclusion de las variables dummies de edad (o sea la variable edad como
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cualitativa) cuando en el modelo aparece la variable m’velEducﬂ Indique
si los coeficientes son significativos. Evaliie la adecuacion del modelo con
el R?. ;Qué porcentaje de variabilidad del salario queda explicada por
el modelo que tiene a nivelEduc y a edad como explicativas? ;Con cual
de los modelos se quedaria?

f) Por ultimo, considere el Modelo E que tiene de covariables a nivelE-
duc, las 3 variables binarias que representan las distintas edades y las
interacciones entre ellas. ;Cuél es la diferencia entre este modelo y los 4
modelos lineales simples considerados en el Taller 17 Ajuste el modelo,
brinde los parametros estimados y realice el item e) adaptado a este
modelo.

5Recuerde que esto se responde con otro test F.
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