Teoria combinatoria de nudos

Leandro Vendramin

ResuMEN. Estas notas corresponden a un minicurso dictado en el En-
cuentro Nacional de Algebra, elENA VII, La Falda, Cérdoba, 2014. Ver-
sién del 27/09/2014.

INDICE
Introduccién 1
1. Nudos 2
2. Composicién de nudos y nudos primos 6
3. Coloreos 8
4. El grupo fundamental de un nudo 12
5. Quandles 15
6. Ejemplos de quandle fundamentales 19
7. Coloreos generalizados 22
8. Invariantes por 2-cociclos 25
Referencias 27
Introduccién

Robert Graves' cuenta una leyenda griega en la que un ordculo anun-
ci6 a los habitantes de Frigia que reconocerian a su futuro rey al verlo
llegar en una carreta de bueyes. Tiempo después, el pueblo reconocié en
un campesino de nombre Gordias a su nuevo rey. En agradecimiento, Gor-
dias ofreci6 a Zeus su carro y el yugo, que habia atado con un nudo tan
complicado que nadie podria desatar. Se dijo que el que fuera capaz de
desatar el nudo de Gordias conquistaria Asia. Siglos después, Alejandro
Magno tuvo que enfrentarse al reto de desatar ese nudo y, sin vacilacién,
deshizo el nudo al cortar la cuerda con su espada. Segun se dice, esa
misma noche, Zeus, con una fuerte tormenta, mostré su aprobacién a la
solucioén encontrada por Alejandro Magno.

IR. Graves, Los mitos griegos, Alianza Editorial, 1996.
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La teoria de nudos, en principio, intenta entender los nudos que po-
driamos encontrarnos en la vida real. El objetivo final de la teoria es obte-
ner una clasificaciéon completa de nudos a menos de deformaciones conti-
nuas. A simple vista, uno podria pensar entonces que la teoria de nudos
es una divertida rama de la topologia. Si bien esto es cierto, es necesario
destacar que el estudio de los nudos se lleva a cabo gracias al uso de téc-
nicas muy profundas que provienen de distintas ramas de la matematica
como la geometria, el dlgebra y el andlisis. La teoria de nudos tiene ade-
mas muchas aplicaciones en otras ciencias como la biologfia, la fisica y la
criptografia.

Invitamos al lector a que tome un pedazo de cuerda y haga un nudo tal
como el que vemos a la izquierda en la figura 1. Si pegamos los extremos
de esa cuerda obtendremos una cuerda anudada que no tiene extremos tal
como la que vemos a la derecha en la figura 1.

L9 :@>

FiGcura 1. Nudos.

(Puede desatarse ese nudo? Después de varios minutos de experimen-
tacion se hace méds o menos evidente que ese nudo podréd deshacerse so-
lamente si nos permitimos cortar la cuerda. Sin embargo, si aceptamos
soluciones como la que encontr6 Alejandro Magno, entonces todo nudo
puede desatarse y el problema de clasificar nudos —que resulta ser muy
poco interesante— queda resuelto: todo nudo es trivial.

¢Qué pasa si no estd permitido cortar cuerdas? ;Cémo podriamos de-
mostrar mateméticamente que un nudo no puede desatarse? Para respon-
der esta pregunta, primero es necesario describir matematicamente un nu-
do de forma tal que la definicién permita modelar con cierta fidelidad el
fenémeno real de anudar una cuerda. Necesitamos ademds que nuestra
definicién excluya patologias matematicas desagradables tales como ha-
cer desaparecer un nudo al tirar indefinidamente de los extremos de la
cuerda. Por ultimo, necesitamos una definicién precisa y acertada de lo
que significa que dos nudos sean equivalentes, es decir iguales aunque se
vean distintos. Una vez que tengamos estas cosas, habremos formulado
matemadticamente el problema de estudiar nudos, y entonces, tal como
se hace en muchas ramas de la matemética, podremos concentrarnos en
estudiar nudos mediante el uso de invariantes.

Agradecimientos. Le agradezco a Edwin Clark, por haber leido estas
notas y por los muchos comentarios que me ayudaron a mejorar este curso.
Agradezco también a Agustin Garcia, Jonathan Barmak, Marco Farinati,
César Galindo, Juliana Garcia Galofre, y Masahico Saito.

1. Nudos

Esta primera seccién estd dedicada a los conceptos basicos de la teo-
ria de nudos y al teorema de Reidemeister, que nos permite traducir el
problema topolégico de distinguir nudos al lenguaje de la combinatoria.
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Ficura 2. Kurt Reidemeister (1893-1971)

1.1. Un nudo (en R3) es una funcién inyectiva y continua S* — R3,

donde
St={(x,y) e R* [ x* +y* = 1}.

En el conjunto de nudos definimos la relacién de equivalencia dada por
isotopia. Diremos que los nudos dados por las funciones « y 3 son equi-
valentes si y sélo si existe una funcién continua H: S* x [o,1] — R3 tal
que la funcién Hy: z — H(z,t) es un nudo para todo t € [o,1], H, = x y
H, = pB.

1.2. Los nudos pueden ser dotados de una orientacién. A lo largo de
este trabajo siempre trabajaremos con nudos orientados.

1.3. Para evitar patologias desagradables, en este curso considerare-
mos tnicamente nudos equivalentes a nudos dados por poligonales. Estos
nudos se llaman nudos mansos. En la figura 3 mostramos un ejemplo de
nudo salvaje (no manso). Para nosotros, un nudo siempre serd un nudo
manso.

e
FiGura 3. Un ejemplo de nudo salvaje.

1.4. En la practica, nuestros nudos poligonales tendran tantos segmen-
tos que sera casi imposible diferenciar a nuestra curva de una curva suave.
En relacion con esta observacion, mencionamos el siguiente teorema:

TeEOREMA. Un nudo parametrizado por longitud de arco y de clase C* es
manso.

DEMOSTRACION. La prueba de este resultado es muy técnica pero s6-
lo utiliza conceptos bdsicos de calculo avanzado. Para una demostracién
completa referimos a [6, Apéndice I. O

1.5. Sea K un nudo. Consideremos la proyeccién de K en el plano dada
por
m: (x,y,z) — (x,Y,0).
Un punto p € n(K) es un punto mdltiple si 7~ *(p) contiene mds de un
punto de K. La multiplicidad de p se define como el cardinal del conjunto
3



7t '(p) N K. Una proyeccion de K en el plano se dice genérica si tiene las
siguientes propiedades: 1) hay finitos puntos de multiplicidad mayor a
uno, 2) no hay puntos de multiplicidad mayor a dos, y 3) no hay puntos
dobles donde uno de los puntos es un vértice. La figura 4 muestra algunos
ejemplos de cruces no admitidos en una proyeccién genérica.

.

FIGURA 4. Cruces no admitidos en el diagrama de un nudo
dado por una poligonal.

Un diagrama de K es una proyeccién genérica de K en el plano donde
en cada cruce (punto de multiplicidad dos) se puede distinguir qué seg-
mento pasa por arriba y qué segmento pasa por debajo. Para ilustrar esta
situacion, el segmento que pasa por debajo se dibuja cortado. Las com-
ponentes conexas del diagrama se llaman entonces arcos. Para diagramas
de nudos orientados, agregaremos una flecha al diagrama que indique la
orientacion.

1.6. En virtud de simplificar la notacién, seremos un poco imprecisos
a la hora de hablar de nudos. Para nosotros, un nudo serd una funcién in-
yectiva y continua S* — R3 o una clase de equivalencia de tales funciones.
Por mds extrafio que parezca, esto no causard confusién alguna.

1.7. Cualquier nudo equivalente a S* serd considerado como el nudo
trivial. En la prdactica, no siempre es facil reconocer la trivialidad de un
nudo. En la figura 5 vemos tres proyecciones distintas del nudo trivial. Una
proyecciéon atin mds curiosa del nudo trivial puede verse en la figura 6.

19 &

FiGura 5. Tres proyecciones del nudo trivial.

FiGura 6. Una extrafia proyeccién del nudo trivial descu-
bierta por Morwen Thistlethwaite.



1.8. En 1926 Reidemeister vislumbré una forma combinatoria de che-
quear si dos nudos son equivalentes. Basicamente, dos diagramas repre-
sentardn al mismo nudo si y sélo si puede pasarse de un diagrama al otro
mediante una sucesion finita de ciertas transformaciones, R;, R, y R;, lla-
madas movimientos de Reidemeister. Hay tres de estos movimientos: el
primero se muestra en la figura 7, el segundo en la figura 8 y el tercero en
la figura 9.

5= 0 o= X N

FiGgura 7. R, FIiGura 8. R, FIGURA 9. R;

TEOREMA (Reidemeister). Dos nudos son equivalentes si y sélo si sus dia-
gramas estdn conectados por una sucesion finita de movimientos de Reidemeister.

DEMOSTRACION. Para la demostracién referimos a [3, 1.14]. g

1.9. El teorema de Reidemeister también puede utilizarse para nudos
orientados si se consideran todas las orientaciones posibles para los dia-
gramas de las figuras 7—9.

1.10. El teorema de Reidemeister es el nticleo de la teorfa combinatoria
de nudos, ya que nos permite, por ejemplo, pensar que un nudo es una
clase de equivalencia de diagramas, donde dos diagramas son equivalen-
tes si y s6lo si estan conectados por una sucesion finita de movimientos
de Reidemeister.

1.11. El nudo trébol es quiza el nudo mds famoso. Una representacién
paramétrica de la curva que da este nudo es

x = sen(t) + 2sen(2t),
y = cos(t) —2cos(2t),
z = —sen(3t).

El nudo trébol, tal como lo vemos a la izquierda en la figura 10, se
denota por el simbolo 3;. Queda como ejercicio demostrar que los nudos
de la figura 10 son equivalentes.

Sl

F1Gura 10. Dos proyecciones del nudo 3,.

1.12. Otro nudo famoso es el nudo 4, 0 nudo ocho. Una representacién
paramétrica para la curva que da este nudo es

x = (2 + cos(2t)) cos(3t),
y = (2+ cos(2t)) sen(3t),
z = sen(4t),
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y una proyeccioén puede verse en la figura 11.

Ficura 11. El nudo 4,.

1.13. La imagen especular de un nudo se obtiene al aplicarle al nudo
la transformacioén (x,y,z) — (x,y,—z). En la figura 12 vemos el nudo 3,
y su imagen especular m(3;). En 8.7 demostraremos que los nudos 3; y
m(3;) no son equivalentes.

& &

Ficura 12. El nudo 3; (derecha) y su imagen especular
m(3,) (izquierda).

1.14. Si K es un nudo, el reverso r(K) de K es K como conjunto pero
con la orientacién opuesta. Los operadores v y m son involuciones en el
espacio de nudos y generan un grupo isomorfo a Z, X Z,.

1.15. El nudo 3, es equivalente al nudo r(3;). El nudo 4, es totalmente
simétrico, es decir: los nudos 4,, m(44), 7(41) y Tm(4,) son todos equiva-
lentes. El 95, de la figura 13 es totalmente asimétrico, es decir: los nudos
932, M(932), T(952) Y TmM(9;,) son todos no equivalentes.

(&
Ficura 13. El nudo 93, es totalmente asimétrico.

2. Composicién de nudos y nudos primos

En esta seccién definiremos una cierta forma de componer nudos de
forma tal que el nudo trivial sea el neutro con respecto a esta operacion.

2.1. Dados dos nudos K y L orientados podemos obtener un nuevo nu-
do con el siguiente procedimiento: Quitamos un pedacito de arco de cada
una de las proyecciones de nuestros nudos y luego unimos los cuatro pun-
tos finales obtenidos con dos nuevos arcos (jes importante que hagamos
esto sin agregar nuevos cruces!) tal como muestra la figura siguiente:

Esta operacion se denomina composicién de nudos. La composicion
de los nudos K y L se denota por K#L. No es dificil demostrar que la
composiciéon de nudos es una operacion asociativa y conmutativa y que el
nudo trivial es el neutro de esta operacién.
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2.2. OBSERVACION. La composicién de nudos solamente tiene sentido
si se hace sobre nudos orientados.

2.3. Un nudo no trivial es primo si no puede descomponerse como la
composiciéon de otros nudos no triviales. Un nudo es compuesto si no es
primo.

2.4. El problema de determinar si un nudo dado es primo es extre-
madamente dificil. La figura 14 contiene las proyecciones de los primeros
nudos primos (salvo reverso e imagen especular) donde cada nudo tiene
a lo sumo siete cruces.

QOGO

Fo TN ) 7 €3
LLPOY

/\ Oy N
S &P &
FIGURA 14. Algunos nudos primos.

2.5. EjeMrro. Consideremos el nudo que se forma al componer dos
nudos 3;. Este nudo se conoce como el nudo de la abuela (o granny knot,
en inglés), se denota por 3:#3,, y se muestra a la izquierda en la figura 15.

El nudo compuesto formado por 3; y su imagen especular m(3,) se
conoce como el nudo cuadrado (o square knot, en inglés), se denota por
3:#m(3:), y se muestra a la derecha en la figura 15.

En 7.24 y 8.8 demostraremos que el nudo de la abuela y el nudo cua-
drado no son equivalentes.

T I

F1Gura 15. El nudo de la abuela (izquierda) y el nudo cua-
drado (derecha) no son equivalentes.



2.6. Un teorema de H. Schubert establece que todo nudo puede ex-
presarse en forma tinica como la composicién de nudos primos [3, Cap.
VIIJ.

2.7. El género de un nudo y las superficies de Seifert permiten demos-
trar que el nudo trivial no puede escribirse como la composicién de dos
nudos no triviales, ver por ejemplo [1, §4.3]. jEste resultado nos dice que
no es posible hacer dos nudos consecutivos en un pedacito de cuerda de
forma tal que estos nudos se cancelen mutuamente!

2.8. Como la demostracién del resultado mencionado en 2.7 es bastan-
te dificil, nos gustaria tener a mano una prueba mas sencilla. Es por eso
que formulamos el siguiente problema:

ProBLEMA. ;Existe algtin invariante sencillo que permita demostrar
que el nudo trivial no puede escribirse como la composicién de dos nudos
no triviales?

2.9. Puede construirse un invariante de nudos a partir de la cantidad
de cruces que tienen los diagramas de un nudo. Para ser mds precisos, de-
finiremos el niamero de cruces c(K) de un nudo K como el menor ntmero
de cruces que aparece en cualquier diagrama del nudo K. La siguiente con-
jetura lleva abierta mds de cien afios y nos recuerda lo poco que sabemos
del nimero c¢(K).

CoNJETURA. c(K#L) = ¢(K) +c(L).

3. Coloreos

En esta secciéon definiremos algunos invariantes elementales y proba-
remos la no trivialidad de algunos nudos.

FiGgura 16. Ralph Fox (1913-1973)

3.1. Supongamos que queremos mostrar que un cierto nudo no es tri-
vial. ;Qué invariante sencillo podriamos obtener a partir de los tres mo-
vimientos de Reidemeister? Responderemos esta pregunta al introducir
el coloreo con tres colores. Fijemos un conjunto de tres colores, digamos
{rojo, verde, azul}. Una proyecciéon de un nudo es coloreable con tres colo-
res si cada arco de la proyecciéon puede colorearse con uno de los tres
colores de tal forma que en cada cruce se ven los tres colores elegidos o
tnicamente uno de los tres.



3.2. La cantidad de coloreos con tres colores da un invariante de nudos.
Este resultado es un caso particular del teorema 3.8 que veremos mads
adelante.

3.3. EJEMpLO. La figura 17 nos muestra dos caras del mismo fenémeno:
el nudo 3; tiene coloreos no triviales con tres colores y el nudo 4, no. Ve-
mos entonces que el coloreo con tres colores nos permite distinguir el nudo
3; del nudo trivial y del nudo 4,. Sin embargo, no nos permite determinar

si el nudo 4, es trivial.

Ficura 17. El ntido 3, coloreado con tres colores. El nudo
4, puede colorearse con tres colores solamente de forma
trivial.

3.4. Vamos a profundizar un poco en la idea de colorear con tres colo-
res. Supongamos que nuestros colores son los elementos de Z; = {o, 1, 2}
y que K es un nudo con n cruces. Si etiquetamos los arcos del nudo K
con los elementos de Z; vemos que la condicién 3.1 que define coloreos
por tres colores puede traducirse en términos de la compatibilidad de un
sistema de ecuaciones lineales que tiene una ecuaciéon por cada cruce del
diagrama. Para ser mds precisos, la ecuacién que corresponde al cruce de
la figura 18 es a+b +c = o, donde a,b,c € Z;. Observemos que esta
ecuacién puede reescribirse como

(3-5) 2a—b—c=o.

Cada coloreo del nudo K serd una solucién del sistema de ecuaciones
formado por las ecuaciones (3.5). En particular, un coloreo no trivial serad
una soluciéon que involucre todos los elementos de Z;.

<
AN

FiGcura 18. Un cruce como este se colorea con la ecuacion
2a—b—c=o.

3.6. EyEMPLO. Si etiquetamos con a, b, ¢ € Z; los arcos del diagrama del
nudo 3; que vemos a la izquierda en la figura 17, el sistema de ecuaciones
que resuelve el problema del coloreo con tres colores es el siguiente:

2a—b—c=o,

—a—b+4+2c=o,

a+2b—c=o,
9



La cantidad de coloreos con tres colores del nudo 3; es entonces la canti-
dad de vectores que tiene el ntcleo de la matriz de coloreos del nudo:

2 —1 —1
C3)=|—-1 —1 2 | ez
-1 2 -1

Como esta matriz tiene rango uno, el ntcleo es un espacio vectorial
(sobre Z;) de dimensién dos. Esto implica que el ntcleo tiene nueve ele-
mentos, y por lo tanto el nudo 3; tiene nueve coloreos con tres colores (de
los cuales seis son no triviales).

3.7. En 1956 Fox definié una generalizacién del coloreo con tres colo-
res. Sea p > 2 un nimero primo. Diremos que un nudo admite un coloreo
de Fox con p colores si cada arco puede etiquetarse con un ndmero de
Zyp ={o,...,p — 1} de forma tal que en cada cruce como el que vemos en
la figura 18 se cumple la ecuaciéon

2a—b—c=o,

donde a,b,c € Z,. Tal como se hizo en el ejemplo 3.6, estudiar coloreos
de Fox con p colores es equivalente a estudiar el niicleo de la matriz de
coloreos vista como matriz con coeficientes en Z,,.

3.8. TEOREMA. Sea p un niimero primo. La cantidad de coloreos de Fox con
p colores es un invariante de nudos.

DEMOSTRACION. Fijemos un diagrama y un coloreo de Fox del diagra-
ma. Como vemos en la figura 19, la cantidad de coloreos no se altera al
aplicar el primer movimiento de Reidemeister ya que b = 2a —a = a.

GZS aéb
—_
—

F1Gura 19. El coloreo de Fox es invariante bajo el primer
movimiento de Reidemeister pues b =2a —a = a.

La figura 20 nos muestra que la cantidad de coloreos de Fox tampoco
se altera al aplicar el segundo movimiento de Reidemeister pues se tiene
que c =2a—(2a—b) =b.

F1Ggura 20. El coloreo de Fox es invariante bajo el segundo
movimiento de Reidemeister pues ¢ = 2a — (2a—b) = b.

La figura 21 prueba que la cantidad de coloreos es invariante bajo
el tercer movimiento de Reidemeister pues, como d = 2a—(2b—c¢) y
d’ =2(2a—b) — (2a—c), se tiene que d = d’.

Hemos probado entonces que existe una biyeccién entre los coloreos
antes y después de aplicar los movimientos de Reidemeister. Luego, la
cantidad de coloreos de Fox es un invariante de nudos. O
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Figura 21. El coloreo de Fox es invariante bajo el tercer
movimiento de Reidemeister pues d = d’.

3.9. Eyemrro. Estudiemos algunos coloreos del nudo 4,. Fijemos un
ndmero primo p > 2. Si suponemos que los arcos del nudo 4, estan eti-
quetados con a,b,c,d € Z, tal como vemos en la figura 22, el sistema de
ecuaciones que resuelve el problema del coloreo de Fox con p colores es
—a+2b—d=o,

—a—b+2c=0,
2a—c—d=o,
—b—-c+2d=o0

(3.10)

Como vimos en el ejemplo 3.3, la matriz asociada al sistema (3.10) es
lo que denominamos la matriz de coloreo del nudo 4;:

-1 2 o0 -1
|-t -1 2 o 4%4
Cl4.) = 5 o —1 —1 € Zy "
o —1 —1 2
Un célculo elemental nos muestra que

1 sip=3,

dimker C(4,) = { s%p 3

2 sip=-s.

Esto nos dice dos cosas: primero, que 4, no puede colorearse de forma no
trivial con tres colores; y segundo, que 4, admite al menos un coloreo de
Fox no trivial con cinco colores. Luego, el nudo 4, no es equivalente al

nudo trivial.
b
<

FiGura 22. El nudo 4;.

3.11. EJERCICIO. Sean p > 2 un ntimero primo y K un nudo con n
cruces. Pruebe que la cantidad de coloreos de Fox con p colores que tiene
Kes p™ para algin m < n.

3.12. Ejercicro. El cuadro 1 muestra cudles de los nudos de la figu-
ra 14 admiten coloreos de Fox no triviales para p € {3,4,7,11,13, 17}. (Qué
conclusiones puede obtener?

11



Cuapro 1. Algunos coloreos de Fox para los nudos de la figura 14.

5 7 | 11| 13 | 17

3
3: |V
41
51
52 v
6: | Vv
6, V
63 V
71 Vv
72 V
73 v
74 AR
75 v

<<

4. El grupo fundamental de un nudo

En esta seccion definiremos el grupo fundamental de un nudo y mos-
traremos que esta construcciéon da un buen invariante. Para una exposicién
detallada sobre las nociones bésicas respecto del grupo fundamental de un
nudo referimos a [6].

4.1. Se define el grupo fundamental 7, (K) del nudo K como 7t; (R3\ K).

4.2. Veamos coémo calcular el grupo fundamental de un nudo. Supon-
gamos que K es un nudo con n cruces. Etiquetamos los arcos con las
variables a,, a,, a;,... Como se ve en la figura 23, el diagrama tendré dos
tipos de cruce: cruces positivos y cruces negativos. Por cada cruce x del
diagrama como el que vemos en la figura 23, consideramos la relacién de
Wirtinger r, = 1, donde
(4-3) Ty = ajaja; ‘ag .

A principios del siglo XX Wirtinger demostré que el grupo fundamen-
tal del nudo K es isomorfo al grupo dado por los generadores a,, a,, a;...

y las relaciones de Wirtinger. Esta presentacién del grupo fundamental se
conoce como la presentacién de Wirtinger.

XX

cruce positivo cruce negativo

F1Gura 23. Una orientacién en el nudo da dos tipos de cru-
ce. En estos casos, la relacion de Wirtinger es aja;a; ' = ax.

TeorEMA (Wirtinger). Sea K un nudo y supongamos que K tiene una pro-
yeccion con n arcos y m cruces. Entonces

(44) 7TI(]() = <a1/ a2/--'/an : T‘1/T.2/~--/T.1’Tl.>l
12



donde las relaciones 14, . .., T estdn dadas por las férmulas (4.3). La ecuacion (4.4)
simboliza el cociente grupo libre en a, ..., an por el menor subgrupo normal que
contiene a los elementos v4,...,Tm.

FiGura 24. Wilhelm Wirtinger (1865-1945)

4.5. EJErCICIO. Pruebe que el grupo fundamental del nudo trivial es
isomorfo a Z.

4.6. En 1915 Dehn demostr6 que el grupo fundamental permite de-
tectar la trivialidad de un nudo. Més precisamente, el teorema de Dehn
establece que un nudo es trivial si y sélo si el grupo fundamental del
nudo es isomorfo a Z. Es importante remarcar que, en general, es muy di-
ficil determinar si un grupo finitamente presentado es isomorfo al grupo
trivial.

F1cura 25. Max Dehn (1878-1952)

4.7. EyJEMrLO. Vamos a calcular el grupo fundamental del nudo 3, que
vemos en la figura 26. Las relaciones de Wirtinger son

1
3 = aZI

—1 —1
(4.8) a;a,a;  =daz, 04,030, =d;, 030,04

y entonces,

3
Vamos a utilizar el grupo 7, (3,) para dar otra demostracién de la no
trivialidad de 3,. Como existe un morfismo de grupos 7;(3,) — S; tal que

~ . —1 -1 _ 1 _
7 (31) = (a1, 05,051 0,0, 1 = a3, 0,050, " = Ay, 030,04, " = A,).

a; — (12), a,+— (23)/ as +— (13)/
y el grupo simétrico S; es un grupo no abeliano, se sigue que 71;(3;) es un
grupo no abeliano. En particular 7;(3;) % Z y entonces el nudo 3, no es
equivalente al nudo trivial.
13



4.9. EJercicio. Sea n € N3,. Recordemos que el grupo de trenzas
B, se define como el grupo dado por los generadores oy,...,0n—; y las
relaciones

0i0i110i = 0i+10i{0it1 paratodoie{1,..., n—2j,
0{0j = 050} para todo par 1i,j tal que [i —j| > 1.

Pruebe que 71;(3;) ~ B;.

Ficura 26. El grupo fundamental de 3, es isomorfo al gru-
po de trenzas B;.

4.10. Tietze fue el primero en calcular el grupo fundamental del nu-
do 3; en 1908. Ese mismo afio conjeturé que dos nudos son equivalen-
tes si y sélo si sus complementos en R; son homeomorfos. Muchos afios
después, en 1986, Gordon y Luecke probaron esta afirmacién [7]. Como
consecuencia del teorema de Gordon y Luecke puede probarse que dos
nudos primos son equivalentes si y s6lo si sus grupos fundamentales son
isomorfos.

Ficura 27. Heinrich Tietze (1880-1964)

4.11. Eyemrro. Calculemos el grupo fundamental del nudo 4, de la

tigura 28.

Ficura 28. El grupo fundamental de 4, no es un grupo abeliano.

El diagrama tiene entonces dos cruces positivos y dos negativos. Las
relaciones de Wirtinger son:

o —1 _ —1 -1 -1
ay =0;050, , 0 =030,05 , 0y =0, G40, 0a3=0, 00

14



Puede demostrarse que

T(44) =~ (%, y | xyx "yx = yxy 'xy).

Vamos a utilizar el grupo 7, (4,) para dar otra demostracién de la no
trivialidad del nudo 4,. Consideremos el morfismo 7t;(4,) — SL(2,Z;)

dado por
<0 1> (1 1)
X = , — .
2 1 2 0

Como el grupo SL(2,Z;) no es abeliano, se sigue que 7,(4,) no es abeliano.
En particular 7t,(4,) % Z y entonces 4, no es el nudo trivial.

Ahora vamos a utilizar el 7,(4,) para demostrar que los nudos 3; y
4, no son equivalentes. Por lo visto en el ejemplo 4.7, si los grupos 7t;(4,)
y 7:(31) fueran isomorfos, existiria un epimorfismo 7t;(4,) — S;. Sin em-
bargo, un calculo directo muestra que ningtin morfismo 7t,(4,) — S; es
sobreyectivo.

4.12. EjErcIcro. En la figura 15 vimos dos nudos compuestos: el nudo
de la abuela y el nudo cuadrado. Pruebe que estos nudos tienen grupos
fundamentales isomorfos.

4.13. OBSERVACION. Como veremos mas adelante, el nudo de la abuela
y el nudo cuadrado no son equivalentes. Luego, el grupo fundamental de
un nudo es un buen invariante pero no es infalible, es decir: existen nudos
no equivalentes con grupos fundamentales isomorfos.

5. Quandles

Sabemos que gracias a los movimientos de Reidermeister el proble-
ma de distinguir nudos puede formularse en términos de combinatoria.
Hemos visto ademds dos invariantes de nudos: el grupo fundamental y
el coloreo. En esta seccién vamos a definir el quandle fundamental de
un nudo y vamos a probar que es un invariante que generaliza al grupo
fundamental y a los invariantes por coloreo.

5.1. Los quandles son estructuras algebraicas que modelan la conju-
gacion en un grupo. La primera aparicién de cierta familia de quandles
fue en 1943 cuando Mituhisa Takasaki introdujo los quandles involutivos
—los llamoé keis— con el fin de entender reflexiones. En 1959, los matema-
ticos ingleses John Conway y Gavil Wraith, después de un interesante in-
tercambio de cartas e ideas, definieron los wracks. La idea de Conway y
Wraith es que un wrack (hoy llamado simplemente rack) es esencialmen-
te lo que queda de un grupo una vez que uno olvida la multiplicacién
y se preocupa Unicamente por la conjugaciéon. En 1982, Joyce introdujo
los quandles con el fin de producir invariantes de nudos. Inspirado en la
presentaciéon de Wirtinger del grupo fundamental de un nudo, Joyce cons-
truy6 el quandle fundamental de un nudo y probé que esta construccion da
un buen invariante de nudos no orientados. Ese mismo afio, y en forma
independiente, Sergei Matveev también introdujo los quandles —los llamoé
grupoides distributivos— y probé un resultado similar al de Joyce. En 1988,
para estudiar ciertos aspectos de la teoria de singularidades de curvas, el
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matemadtico aleman Egbert Brieskorn introdujo una estructura equivalente
a la de Conway y Wraith: los automorphic sets.

F1GUurA 29. Algunos de los padres de la teoria de quandles.
De izquierda a derecha: John Conway, Gavin Wraith, David
Joyce, Egbert Brieskorn.

5.2. Un quandle es un par (X, >), donde X es un conjunto no vacio con
una operacién binaria >: X x X — X tal que

(5.3) cada @yx: X — X, y — x>y es biyectiva,
(5.4) x>(yvz)=(xpy)>(x>2z) para todo x,y,z € X,
(5.5) x>x=x para todo x € X.

5.6. Sean X e Y dos quandles. Una funcién f: X — Y es un morfismo
de quandles si f(x>x’) = f(x) > f(x') para todo x,x" € X.

5.7. EJEMPLO. Sea X un conjunto no vacio. Entonces X es un quandle
con x>y =y para todo x,y € X. Este quandle se denomina quandle trivial
sobre X.

5.8. EJEMPLO. Sea G un grupo y X una clase de conjugacion de G. En-
tonces X es un quandle con x>y = xyx~ ' para todo x,y € X. El quandle
asociado a la clase de conjugacién de g en G se llama quandle de conju-
gacién y se denota por g°.

5.9. EJercicro. Si X es un quandle de conjugacién entonces
(5.10) x>y =Yy S y>x=x paratodox,yeX

Encuentre un quandle de tres elementos que no cumpla con la condi-
cién (5.10).

5.11. EjErcicio. Sea n € N. Pruebe que Z,, es un quandle con la opera-
cién x>y = 2x —y para todo x, y € Zn,. Este quandle se denomina quandle
diedral y se denota por Dy,.

5.12. Sea M un Z[t, t~']-moédulo a izquierda. Definimos el quandle de
Alexander sobre M como el quandle dado por

(5.13) xby=(1—t)x+ty para todo x,y € M.

Demostremos que la accién (5.13) define una estructura de quandle
sobre M. Es evidente que para cada x € M la funcién @:y — (1 —t)x+ty
es inversible y la inversa ¢, ' estd dada pory — (1 —t"")x+t 'y. Ademads

16



x>Xx = x para todo x € X. Para demostrar la distributividad, tomamos
X, Y,z € M y calculamos

Ix+ty) > ((1—t)x + tz)
(1—t)x+ty)+t((1—t)x+tz)
x+t(1—thy+t3z
=(1—t)x+tlyrz)

(xpy)> (x>z) =((1—
(

(
1

- < &+

(1—

=xb>(yrz).

FIGUrA 30. James Alexander (1888-1971)

5.14. Veamos un caso particular de la contruccién que vimos en 5.12.
Sea Fq el cuerpo de g elementos, donde q es una potencia de un ntiimero
primo. Para cada « € IFq \ {0} definimos el quandle de Alexander de tipo
(g, ) como el quandle sobre Fy dado por x>y = (1 — «)x + oy para todo
x,y € Fyq.

5.15. Ejercicio. Pruebe que el quandle (123)%+ es un quandle de Ale-
xander.

5.16. Asi como puede calcularse el grupo fundamental de un nudo
gracias a la presentacion de Wirtinger, es posible considerar el quandle
fundamental de un nudo. Supongamos que K es un nudo con n arcos y m
cruces. Como hicimos en 4.2, etiquetamos los arcos de la proyecciéon con
las variables a,, a,, as... En cada cruce x como el que vemos en la figura
23 consideramos la relacion

(5.17) Ty :Qi>aj = ag.

El quandle fundamental del nudo K es el quandle

Q(K)={(as,az,...,an T, ..., Tm),

donde las relaciones 1y, ..., Ty estdn dadas por las férmulas (5.17).

5.18. EyeMmrro. El quandle fundamental del nudo 3, de la figura 26 es
(5.19) Q(3:) =(as,a5,a5:a;>0a, = a3, a,> a3 =0a;, A3>0; = 0y).

5.20. EJempLo. En el ejemplo 4.11 calculamos el grupo fundamental
del nudo 4,. El quandle fundamental del nudo 4, de la figura 28, es
(5.21) Q(44) =(as,...,a4:a;> a3 =a,, a3>0a; = ay,

a,>a; =ay, 04> a3 =0s).
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Observemos que las dos primeras relaciones corresponden a cruces posi-
tivos y las dos tltimas a cruces negativos.

5.22. OBSERVACION. El quandle fundamental de un nudo no necesaria-
mente es un quandle finito.

5.23. No es dificil demostrar que el quandle fundamental de un nudo
queda invariante por los movimientos de Reidemeister. La demostracién
es apenas mas complicada que la del teorema 3.8. La diferencia esta en que
ahora habrd mas diagramas de Reidemeister para chequear pues deben
considerarse todas las orientaciones posibles.

Para el primer movimiento de Reidemeister deben chequearse los dia-
gramas de la figura 31.

—_ —_
~ ~
FI1Gura 31. Las cuatro orientaciones posibles en el primer

movimiento de Reidemeister.

Las posibles orientaciones que pueden aparecer en el segundo movi-
miento de Reidemeister se muestran en la figura 32.

N

N
= = =
= = =
- =

F1Gura 32. Las cuatro orientaciones posibles en el segundo
movimiento de Reidemeister.

Finalmente, para el tercer movimiento hay ocho posibles diagramas.
Por ejemplo, la condicién a verificar en la figura 33 es

1

av ' (brc)=(a>r"'b)>(ar""c),

que es consecuencia de la definicién 5.2.

N\
<« = / K
/ v

FiGura 33. Una de las orientaciones posibles para el tercer
movimiento de Reidemeister.
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5.24. En 1982 Matveev probd el siguiente resultado: Si K y L son dos
nudos, entonces Q(K) ~ Q(L) si y sélo si K = L o L = rm(K). Para la
demostracion referimos a [8].

5.25. Sea X un quandle. El grupo envolvente de X es el grupo

Gx =Fx/(xy = (x>y), x,y € X),

donde Fx es el grupo libre con base en los elementos de X. En 1982 Joy-
ce demostré que el grupo envolvente del quandle fundamental satisface
Gq(k) =~ m(K) para todo nudo K.

6. Ejemplos de quandle fundamentales

6.1. Consideremos el nudo 5, de la figura 34. Todos los cruces del
diagrama son positivos y el quandle fundamental de 5; es
(6.2) Q(5:) =(as,...as:a;,>a3 =a, a,>0a; =0, a>0a, = ds,
a5>a, = a;, a;> 05 = Aq).

Consideremos ahora el nudo 5, de la figura 35. Todos los cruces del dia-
grama son positivos y entonces el quandle fundamental Q(5.,) es

(6.3) Q(5.) =(ay,...a5:a;>a, =0as, a,>a; =0ay, A > 0A3 = Ay,

a5 >a, = a5, 03> 05 = Ayq).
6.4. El fundamental Q(6,) del nudo 6, de la figura 36 es

(6.5) Q(6:) =(as,...,a6:0a;>0a, =03, a3>0, =0y, A > A5 = g,

as>a, =0a;, Q,>0a; = Ag, Ag> A5 = Ay),
donde las ecuaciones a, > as; = ag y a5 > a, = a; corresponden a los tinicos
cruces positivos. El quandle fundamental del nudo 6, tal como lo vemos
en la figura 37 es
(6.6) Q(6,) =(as,...,a6:0a;> 0, =05, A5> 03 = 0y, A > Ag = Og,

as> a3 =0y, G3>0; = d,, G4 0Ag = Ay),
donde las ecuaciones a5 > a3 = a, y a,>ae = as corresponden a los tinicos
cruces positivos del diagrama. Por tltimo, el quandle fundamental del
nudo 65 de la figura 38 es
(6.7) Q(63) =(as,...,a6:a;> 05 =0ay, A5> A, = 0y, A > A3 = Oy,

as> A, = a3, Q3> 0g = Ay, Q4> Ap = A5),
donde las ecuaciones a, > a5 = a,, ag>a, = a3y a;>as = a, corresponden

a los tinicos cruces positivos del diagrama.

6.8. Presentemos los quandles fundamentales de los nudos de la figu-
ras 39—43. Un célculo directo muestra que

(6.9) Q(7:) =(as,...,a,:a;,>a, =0as, A5>0; =0, A > A5 = dg,
a6>0a, =05, A3> 0 = Ay, A, > 03 = Ay, Gy> A, = Ay),
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donde todos los cruces involucrados son positivos. Similarmente,
(6.10) Q(7.) =(as,...,a,:a,>a, =a; a3>0a, = 0y, A>>dg = A,
a5>a, =0ag, A, > 05 =0y, QD> 0; = Ay, QgD A3 = Az),
donde todos los cruces son negativos. Para el nudo 7; tenemos
(6.11) Q(73) =(as,...,a;:a,>0a5 = ag, A5>0a; = 0y, A>>0a, = Og,
a6>0a, =05, 3> 06 =0y, A, > 03 =0y, Qy> A, = Ay),
donde todos los cruces son positivos. Para el nudo 7, se tiene
(6.12) Q(7,) =(as...,a,:as>0a; =0a,, A>a, =as, Ay;>0a; = a,
ag> a3 =a,, a;>06 =0y, A, >0, = A3, A; > A5 = Ag),
donde la ecuacién a, > a, = a, corresponde al tinico cruce negativo que
tiene el diagrama. Para el nudo 75 tenemos
(6.13) Ql7s) =(as,...,a,:a;>a, =a;, az>a, = a;, A, >0 = Ag,
a,> 03 =0y, G3>0; =0y, 04> 0, = Ag, Gg> Ay = A5),
donde la ecuacién ag > a, = a5 corresponde al tinico cruce negastivo del
diagrama. Para el nudo 7, tenemos
(6.14) Q(76) =(as,...,a,:a6>0, =0y, Q4> 03 =0, A>>Ag = Ag,
a;>a; =0, a;>0, =0a;, a,> 0, = as, A5> A = Ay),

donde las relaciones a; > a, = a3, a,>a, = a; y as>as = a, corresponden
a los cruces positivos del diagrama. Finalmente, el quandle fundamental
del nudo 7, es

(6.15) Ql7,) =(as,...,a,:a;>a, =as, ag>a, =a;, A, >0, = a;,
a,>a, =a;, 3> 06 =0y, 05> 0, = Ay, G40 A = A5),

donde las relaciones ag>a, = a;, a,>a, = a; y a,>as = as son las que
corresponden a los cruces negativos del diagrama.

a o a ag ag
Nt ¢ e
4%/\5 5 “1@ a2k§a

FIiGura 34. 54 FIGura 35. 5, FIiGura 36. 6,

a, Ay

Figura 37. 6, FIGURA 38. 65 Figura 39. 7,
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Figura 4o. 7,

FIGURA 43. 75

FIGURA 44. 76

az

FiGura 42. 7,

az

as a.

_
ay
a; dg

FiGura 45. 7,

6.16. Presentemos el quandle fundamental de la imagen especular del
nudo 3, de la figura 46. El diagrama tiene tres cruces negativos y el quand-
le fundamental es

Q(m(3:)) =(as, az,a5: a3>0a, = ay, A, >0; = A3, A > A3 = Q).

F1Gura 46. El nudo m(3,).

6.17. La figura 47 muestra el nudo de la abuela y la figura 48 el nudo
cuadrado. Un célculo sencillo muestra que el quandle fundamental del
nudo de la abuela es
(6.18) Q(3:#31) =(ay,...,a6:a:> a5 = g, Ag> A7 = Az, Az > A3 = Ay,

a,>a, =a;, 3> 0, = ds, G5>0g = Ay),
donde todas las ecuaciones corresponden a cruces positivos, y que el
quandle fundamental del nudo cuadrado es
(6.19) Q(3:#m(3:)) = (ay,...,06:a5> 06 = 0y, A; > A5 = g,
U6>a; = Ay, G403 = Ay, A3> A5 = Ay, G5> A, = A3),

donde las tres primeras ecuaciones corresponden a los cruces positivos y
las tres tiltimas a los cruces negativos.

a,

as

a; a as a; a as
e T
5= =
Qs a, ag a,
FIGURA 47. 3:#3; FIGURrA 48. 3:#m(3,)
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7. Coloreos generalizados

En esta seccién utilizaremos el quandle fundamental para dar una ge-
neralizaciéon de los invariantes por coloreo.

7.1. Si etiquetamos los arcos de un nudo con los elementos de un
quandle X de forma tal que en cada cruce se cumplan las relaciones que
mencionamos en 5.16, o equivalentemente, en la figura 49, la cantidad de
formas en que pueden ponerse esas etiquetas quedard invariante después
de aplicar movimientos de Reidemeister. Esto nos permite “colorear” nu-
dos de forma abstracta, donde ahora los “colores” son en realidad los
elementos del quandle X.

N

\\awaj

FIGURA 49. La regla para colorear con un quandle.

7.2. Un coloreo del nudo K con el quandle X es un morfismo de
quandles Q(K) — X. Por lo dicho anteriormente, la cantidad de morfis-
mos Q(K) — X es un invariante de nudos. Este invariante se denota por
Colx (K). Observemos que siempre existirdn al menos |X| coloreos del nudo
K con el quandle X (los coloreos triviales).

7.3. EJEMPLO. El coloreo por tres colores es en realidad el invariante
asociado al quandle ;. El coloreo de Fox con p colores que vimos en 3.7
es en realidad el coloreo asociado al quandle D,.

7.4. EJEMPLO. Veamos que el nudo 4, puede colorearse de forma no
trivial con un quandle de Alexander. Consideremos el cuerpo
F, =F,lal/(o®* + x4+ 1) ={0,1, 0, x + 1},
y sea X el quandle de Alexander de tipo (4, «). Vimos en el ejemplo 3.9
que los coloreos con X del diagrama de la figura 28 son las soluciones
(a,b,c,d) € F, del sistema de ecuaciones
(1—ax)at+oac=d, (1—a)b+aa=4d,

(7:5) (1—a)c+axa=b, (1—a)d+ac=D0.

Como (a,b,c,d) = (0,1, , ¢+ 1) es una solucion de (7.5), el nudo 4,
admite entonces al menos un coloreo con X no trivial. Tenemos asi otra
demostracion de la no trivialidad del nudo 4,.

7.6. Los coloreos con quandles de Alexander se llaman coloreos de
Alexander.

7.7. EJERCICIO. Pruebe que el quandle de conjugacién asociado a la
matriz (2) i de SL(2,Z;) es isomorfo al quandle de Alexander de tipo

(4, «) visto en el ejemplo 7.4. De alguna forma, habiamos utilizamos este
quandle en 4.11.
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7.8. EJEMrLO. En 6.1 presentamos el quandle fundamental Q(5,). Un
calculo sencillo muestra que la funcién Q(5,) — (12345)*s definida por

ar (15432), b+ (12453), c¢— (14352), dw— (15324), e+ (14523),

es un morfismo de quandles. Esta funcién nos permite “colorear” el nudo
5; con los 5-ciclos del grupo alternado As.

7.9. ETEMPLO. En 6.4 mostramos las relaciones que definen el quandle
fundamental del nudo 65. Estas relaciones nos permiten demostrar, por
ejemplo, que este nudo puede colorearse de forma no trivial con el quand-
le de Alexander de tipo (7,2). En efecto, si traducimos (6.7) a un sistema
de ecuaciones obtenemos:

—a; +2a5 =a,, —05+20,=0;, —0a+203 = 0q
(7.10) —0+2a, = a3, —az;+206=40a;, —a,+20= as.
Como (a4, a,,a5,0a4,0a5,a6) = (1,2,0,5,3,4) es una solucién de (7.10), el
nudo 6; puede colorearse de forma no trivial con el quandle de Alexander
de tipo (7,2). Observemos que si X es el quandle de Alexander de tipo
(7,2), entonces la funcién Q(K) — X dada por

a; — 1, a, — 2, as — o, a, — 5, as — 3, agt+— 6
es un morfismo de quandles.

7.11. EJErcicro. Pruebe que el quandle de Alexander de tipo (4, x)
definido sobre el cuerpo F, = F,[«]/(&* + & +1) = {0, 1, &, 0t + 1} permite
distinguir los siguientes pares de nudos: a) 3, y 61; b) 41 y 51, ¢) 6, y 7»; d)

65y 75

7.12. EJERcICIO. Pruebe que con una clase de conjugacioén del grupo
alternado A; es posible distinguir los nudos 5, y 7.

7.13. Ejrcicro. Ultilice los resultados de los ejercicios 3.12, 7.11y 7.12'y
demuestre que todos los nudos de la figura 14 son no triviales y distintos.

7.14. Vamos a definir extensiones abelianas de quandles. Sea A un
grupo abeliano (escrito multiplicativamente), sea X un quandle, y sea
f: X x X — A una funcién. Sobre el conjunto X x A definimos la opera-
cion
(7.15) (x,a)>(y,b) = (x>y,bf(x,y)) paratodo (x,a),(y,b) € X xA.

Es facil demostrar que la operacioén (7.15) define una estructura de quandle
sobre X x A siy s6lo si:

(7.16)  f(x,x) =1, para todo x € X,
(7.17)  f(x,z)f(xpy,x>2z) =f(y,z)f(x,y>z) paratodox,y,zec X

Como ejemplo, demostremos la distributividad. Sean x,y,z € Xy
a,b,c € A. Un célculo directo nos dice que

(Xr CI.) > ((yrb) > (C/ Z)) = (X/ (1) > (U >z, Cf(y/ Z))
= (X‘> (y DZ)/ Cf(ylz)f(xly DZ))/
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y, por otro lado,
((x,a)>(y,b)) > ((x,a) (¢, z))
= (x>y,bf(x,y)) > (x>z cf(x,2))
=((x>py)>(x>2z2)),cf(x, z)f(x>y,x>2)).

Como X es un quandle, tenemos entonces que la condicién (7.17) es equi-
valente a la distributividad de la operacién binaria en X x A.

7.18. Una funcién f : X x X — A que satisface las condiciones (7.16) y
(7.17) se llama 2-cociclo del quandle X con coeficientes en A.

7.19. El quandle obtenido en 7.14 se llama extensién abeliana de X
por el grupo abeliano A y el 2-cociclo f, y se denota por X x¢ A.

7.20. EJEMPLO. Supongamos que
F, =TF,[«l/(o® +x+1) ={0,1, & x+ 1}

y sea X el quandle de Alexander de tipo (4, «). Sea A = (o) = {1,0} el
grupo ciclico de orden dos. La funcién f: X x X — A dada por

1 six=yox=10Yy=1,
f(xry) =
0 en otro caso.

es un 2-cociclo de X con coeficientes en el grupo abeliano A.

7.21. EyempLo. Sea X el quandle (1234)% y sea A = (o) = {1, 0, 02, 03}
el grupo ciclico de orden cuatro (escrito multiplicativamente). La funcién
f: X x X — A dada por la tabla

f (1234) (1432) (1342) (1243) (1324) (1423)
(1234) 1 o 02 o? o o3
(1432) o 1 02 1 o3 o3
(1342) 02 o 1 o 02 o3
(1243) o3 02 o 1 1 o3
(1324) o o o 1 o
(1423) 1 1 1 1 o 1

es un 2-cociclo de X con coeficientes en A.

7.22. Un 2-cociclo f: X x X — A es un coborde si existe una funcién
v: X — A tal que f(x,y) = y(x>y)y(y)~" para todo x,y € X. Dos 2-
cociclos f y g son cohomélogos (o equivalentes) si existe y: X — A tal
que
fx,y) =v(xeylglxylvly) ™
para todo x,y € X.

7.23. Como vimos en 7.14, cada 2-cociclo de un quandle X nos permite
definir una extensién abeliana de X. Estos 2-cociclos son en realidad 2-
cociclos en una teoria de cohomologia de quandles [5]. Tal como pasa en
la teorfa de grupos, las clases de equivalencia de extensiones abelianas
del quandle X por el grupo abeliano A estan en correspondencia biyectiva
con las clases de equivalencia de 2-cociclos de X con coeficientes en A. La
teoria de extensiones abelianas de quandles tiene ademds aplicaciones a la
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teorfa de nudos [4]. Para mds informacién sobre la teorias de extensiones
y (co)homologias de quandles referimos a [2].

7.24. EyJEMrLO. Recordemos el nudo de la abuela y el nudo cuadrado
de la figura 15. En el ejercicio 4.12 vimos que estos nudos tienen grupos
fundamentales isomorfos. Sin embargo, como veremos a continuacién, es-
tos nudos no son equivalentes.

Sean X el quandle (1234)% y f el 2-cociclo de X que vimos en el ejem-
plo 7.21. Teniendo en mente 7.14, consideremos la extensiéon X x¢ A dada

por
(x,04) > (y,0) = (x>y, o f(x,y)) paratodox,y € X, i,j € {o,...3}.

Gracias a una sugerencia de Edwin Clark, usaremos la extensién abe-
liana X x ¢ A para distinguir el nudo de la abuela del nudo cuadrado. Un
célculo computacional nos muestra que para el nudo de la abuela se tiene

(725) COIXXfA(BI#BI) = 24/

y que para el nudo cuadrado, en cambio, se tiene

(7.26) Clefo(31#m(31)) = 408.

Vimos en el ejercicio 4.12 que el nudo de la abuela es trivial si y sélo si
el nudo cuadrado lo es. Esta observacion y las férmulas (7.25) y (7.26)
implican que estos nudos son no triviales y distintos.

8. Invariantes por 2-cociclos

A fines del siglo XX, S. Carter, D. Jelsovsky, S. Kamada, L. Langford
y M. Saito anunciaron la construccién de un nuevo invariante de nudos:
el invariante por 2-cociclos. En esta seccién introduciremos los invariantes
dados por 2-cociclos y calcularemos algunos ejemplos.

8.1. Fijemos un grupo abeliano A (escrito multiplicativamente) y un
nudo K. Sean X un quandle finito, €: Q(K) — X un coloreo de Ky f: X x
X — A un 2-cociclo de X con coeficientes en A. En cada cruce como el
que vemos en la figura 23 se define el peso de Boltzmann w¢(C,x) (con
respecto al coloreo €, al 2-cociclo f y al cruce x) como el elemento de A
dado por la expresion

wf(el X) = f(ai/ aj )SignO(X) .

La funcién de particién O ¢(K) del nudo K (asociada al quandle X y
al 2-cociclo f) es la expresion

(8.2) Ox¢(K) =) JJweCx),
c X

donde el producto se toma sobre todos los cruces x que tiene el diagrama
del nudo K y la suma se toma sobre todos los coloreos € de K dados por el
quandle X. La férmula (8.2) define un elemento de Z[A], el anillo de grupo
de A.

8.3. TEOREMA. La funcién de particion @x ¢ es un invariante de nudos.
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DEMOSTRACION. Tenemos que demostrar que el producto de los pesos
de Boltzmann es invariante bajo las versiones orientadas de los movimien-
tos de Reidemeister.

Consideremos el primer movimiento de Reidemeister. Tal como mues-
tra la figura 31, hay dos orientaciones posibles para tener en cuenta. En
ambos casos, si suponemos que estas cuerdas llevan la etiqueta a € X,
entonces en el tnico cruce x que tiene el diagrama tendremos el valor
f(a, a)¥8"(X). Como f es un 2-cociclo, f(a, a) = 1. Luego, el primer movi-
miento de Reidemeister deja invariante al producto de los pesos de Boltz-
mann.

Consideremos ahora el segundo movimiento. Aqui tenemos cuatro po-
sibles diagramas orientados, similares a los que se ve en la figura 32. Si eti-
quetamos la cuerda que pasa por arriba con a € Xy la cuerda entrante que
pasa por debajo con b € X entonces, como para ambos diagramas tenemos
un cruce positivo y uno negativo, el producto de los pesos de Boltzmann
es f(a,b)f(a,b)”" = 1. Luego, el segundo movimiento de Reidemeister
también deja invariante al producto de los pesos de Boltzmann.

Para finalizar, tenemos que demostrar que el tercer movimiento de
Reidemeister deja invariante al producto de los pesos de Boltzmann. Como
vimos en 5.23, hay ocho casos para chequear. Hagamos como ejemplo el
caso que se corresponde con la figura 50 y dejemos el resto como ejercicio.

57X
/ P“///

Ficura 50. Otra de las orientaciones posibles para el tercer
movimiento de Reidemeister.

Si calculamos el producto de los pesos de Boltzmann sobre los tres
cruces que tienen los diagramas de la figura 50 vemos que este producto
es invariante por el tercer movimiento de Reidemeister si y sélo si

f(a,brc)f(b,c)f(a,b) = f(a,b)f(a>b,arc)f(a,c).

Como A es un grupo abeliano, al cancelar f(a,b) en ambos miembros,
obtenemos el resultado deseado. O

8.4. Los invariantes por quandles y 2-cociclos extienden a los inva-
riantes por coloreo con quandles. Mds precisamente, si f es un coborde
entonces Ox ¢(K) = Colx(K) para todo nudo K.

8.5. La afirmacién hecha en 8.4 puede generalizarse: si f y g son coho-
mologos entonces Ox ¢ = Px 4. Para las demostracion referimos a [5, Pro-

posicion 4.5].
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8.6. EyeMmrro. Sea X el quandle de Alexander de tipo (4, ) y f el 2-
cociclo que vimos en el ejemplo 7.20. Un cdlculo computacional nos per-
mite calcular @x ¢ para los nudos de la figura 14:

i K 6 7 7 7 4
Oy ¢(K) = {4+126 si K € {31,41,72,75)
en otro caso.

8.7. EJempLO. En este ejemplo vamos a distinguir el nudo 3, de su
imagen especular m(3,), ver figura 12. Consideremos el quandle X y f el
2-cociclo de X que vimos en el ejemplo 7.21. Un calculo directo muestra
que

Dx,£(31) =6+2407, Dx(m(3:)) =6+ 240.
Esto nos dice que los nudos 3; y m(3;) no son equivalentes.

8.8. EyemprLO. Como hicimos en el ejemplo anterior, vamos a utilizar el
quandle X y f el 2-cociclo de X que vimos en el ejemplo 7.21. El invariante
dado por Xy el 2-cociclo f para el nudo de la abuela es

Dx £(3:#31) = 64480 + 9607,
mientras que para el nudo cuadrado es
Ox (3:#m(31)) = 102 + 240 +240°.

Esto nos muestra que el nudo de la abuela no es equivalente al nudo
cuadrado.
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