Capitulo 3

Enteros — Primera parte.

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott
gemacht, alles andere ist Menschenwerk.
(Dios hizo los niimeros enteros,

todo lo demés es obra del hombre.)
Leopold Kronecker (1823-1891),
matematico aleman.

3.1. Hechos generales.

El conjunto de los nimeros enteros es:

zZ ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} = —=NU{0}UN (donde —N:={—-n;neN}).

Una de las razones de la necesidad de trabajar con estos niimeros es que en N no se puede restar
(en general), es decir la ecuacién x +a = b con a > b € N no tiene solucién en N. Asi Z se
obtiene a partir de N agregdndole los nimeros negativos.

Esta construccion se puede formalizar, definiendo a Z como el conjunto de clases de equivalencia
de la relacion de equivalencia ~ en N x N dada por:

(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c, Y(a,b),(c,d) € NxN.

Es fécil verificar que ésta es una relacién de equivalencia en N x N,

La motivacion de que las clases de equivalencia de esta relacion dan el conjunto que conocemos
como el conjunto de niimeros enteros Z proviene de que a+d = b+ ¢ es lo mismo que decir (en
Z) que a—b = c—d,y por ejemplo se puede pensar en el —2 =4—6 como el par (4,6) € NxN,
pero también como el par (5,7), ya que —2 =5 — 7 también, o como cualquier par (n,n + 2)
con n € N. Del mismo modo el nimero entero 0 = n — n se corresponde con cualquier par
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(n,n), n € Z. Asi, se tiene

e (1,1)={(n,n),neN} =0€Z
def
e (m+1,1)={(m+n+1,n+1),neN} =m €Z,YVmeN
e

e (I,m+1)={(n+1,m+n+1),neN} = €Z, YvmeN.
e

Se puede probar que con esta construccion, en Z la operaciéon + cumple que para todo a,b € Z,
a+ b e 7Z, y satisface ademas las siguientes propiedades, que le dan una estructura de Grupo
Conmutativo:

s Conmutatividad: Para todo a,b€ Z, a+b=0b+a.

» Asociatividad: Para todo a,b,c € Z, (a+b) +c¢c=a+ (b+c¢) (y por lo tanto, se puede
escribir @ + b + ¢ sin aclarar qué se suma primero).

» Ezistencia de Elemento Neutro: Existe un elemento en Z (que resulta tnico), el 0, que
satisface que para todo a € Z, a+0=a.

» FEzistencia de Opuesto: Para todo a € Z, existe un (tinico) elemento, que se nota —a, que
satisface que a + (—a) =0.

A los grupos conmutativos, se los suele llamar Grupos Abelianos, por el matematico _
noruego Niels Henrik Abel, 1802-1829, y en honor a quién se otorga anuamente desde @
el afio 2003 el Premio Abel, distincién matemética comparable a los Premios Nobel. “
(;Sabia que no hay Premio Nobel de Matematica?)

O sea (Z,+) es un Grupo Abeliano. La razén por la que se le da un nombre a los conjuntos
con una operacion que sastisface las 4 propiedades mencionadas, es que se observé que hay
muchisimos conjuntos que, junto con una operacién, satisfacen esas propiedades (por ejemplo,
con la suma, Q, R, C, R?, R[X], ...) y entonces, a fin de estudiar las consecuencias de esas
propiedades, conviene hacerlo de una vez por todos en el caso abstracto general y luego aplicarlo
en cada caso en lugar de estudiarlas para cada conjunto en particular.

En Z también se puede multiplicar: la operacién - cumple que para todo a,b € Z, a-beZ.Y
ademads cumple propiedades parecidas a +, aunque no todas:

» Conmutatividad: Para todo a,b € Z, a-b=1b-a.
» Asociatividad: Para todo a,b,c € Z, (a-b)-c=a-(b-c)(=a-b-c=abc).

» FEzistencia de Elemento Neutro: Existe un elemento en Z (unico) que es el 1, que verifica
que para todo a €Z, 1-a=a.

La propiedad siguiente relaciona el producto con la suma:

» Distributividad del producto sobre la suma: Para todo a,b,c € Z, a-(b+c¢)=a-b+a-c.
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Estas propiedades de la suma y el producto en Z hacen que Z tenga una estructura de Anillo
Conmutativo (estructura que conviene estudiar en general por las mismas razones que conviene
estudiar la de Grupo). O sea (Z,+,+) es un anillo conmutativo.

El conjunto de los ntimeros enteros Z con el producto también cumple otra importante propie-
dad, que lo convierte en un dominio integro:

Va,beZ: a-b=0 — a=0 o b=0.
Esta propiedad es la que permite simplificar un factor comtn no nulo:
a-b=a-cy a#0 = b=c,

yaque ab=ac < a(b—c)=0,ysi a#0 entonces b—c=0,0sea b=c.

El conjunto Z se diferencia del conjunto de los numeros racionales Q (que como veremos
més adelante tiene una estructura de cuerpo) ya que como veremos enseguida, en general los
numeros enteros no tienen inverso multiplicativo: los tinicos elementos inversibles a de Z para
el producto, o sea que satisfacen que existe a~' € Z de manera que a-a" ' =1,sonel 1 yel
—1.

Recordemos otras propiedades que ya conocemos de Z o también de subconjuntos de Z:

» 7 esun conjunto inductivo, que contiene estrictamente a N y para el cual no vale asi nomas
el principio de induccién ya que no tiene primer elemento por el cual empezar la induccion.

» Si fijamos ng € Z, en Zy, := {m € Z;m > ny} vale el principio de induccién empezando
en ng. Por ejemplo en Ny := NU {0} vale el principio de induccién.

» Equivalentemente, Z,, y No son conjuntos bien ordenados, o sea, cualquier subconjunto
no vacio de Zp, o Ny tiene primer elemento o minimo (un elemento en el subconjunto
menor o igual que todos los demas).

3.2. Divisibilidad.

El hecho que los nimeros enteros no son divisibles (con cociente entero) por cualquier otro
nimero entero hace interesante estudiar la nocién y consecuencias de la divisibilidad. (Este
estudio no se justifica por ejemplo de la misma manera en o R donde todo niimero racional
o real es divisible (con cociente racional o real) por cualquier otro niimero racional o real no
nulo.)

Definicién 3.2.1. (Divisibilidad.)

Sean a,d € Z con d # 0. Se dice que d divide a a,y se nota d | a, si existe un elemento k € Z
a

tal que a =k -d (o sea si el cociente — es un nimero entero). También se dice en ese caso que

a es divisible por d, o que a es multiplo de d. O sea:
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dla <= 3JkeZ:a=k-d

En caso contrario, se dice que d no divide a a, y se nota d { a. Eso es cuando el cociente § ¢ Z,
0 sea no existe ningin entero k € Z tal que a =k - d.

El conjunto de los divisores positivos y negativos de un entero a se notara por Div(a) y el de
los divisores positivos por Divy(a).

Nota: En algunos textos o clases no excluyen el caso d = 0 pero se conviene que 0 divide
Unicamente al 0, pues a = k-0 implica a = 0. Igualmente en estas notas excluiremos el caso
d =0 para no “dividir por 0”.

FEjemplos:

= 7|56 pues 56 =8- 7.

= 7| =56, —7|56, —7| —56.

. 7154

s Div(—12) = {—12,—6,-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,6,12} y Divy (—12) = {1,2,3,4,6,12}.
« Div(l)={-1,1}.

Propiedades 3.2.2. (De la divisibilidad.)

» Todo numero entero d # 0 satisface que d |0 pues 0 =0-d (aqui £k =0). Asi el 0 tiene
infinitos divisores : Div (0) =Z\ {0} .

» dla < —d|a (pues a=k-d < a= (k) (—d)).
De la misma manera d |a < d| —a & —d| —a.
Se concluye que d | a < |d| | |a| (donde |z| denota el mddulo o valor absoluto de z).
En particular a cada divisor negativo de a le corresponde un divisor positivo.

» Sia#0,d|a= |d <|a| (pues |a| = k|d| con |a| # 0 implica k es un entero no nulo
y positivo, es decir k > 1; por lo tanto, |a| = k|d| > |d|).

En particular, todo nimero entero a no nulo tiene sélo un nimero finito de divisores,
todos pertenecientes al conjunto

{—lal,...,~1,1,....]a| }.

O sea Divy (a) C{1,...,|a|}.

Ademads, por la observacion del inciso anterior, el niimero total de divisores de a es el
doble del niimero de divisores positivos.

FCEyN - UBA - Verano 2014



Algebra I Capitulo 3 Péagina 5

» Ahora podemos probar facilmente que los inicos nimeros enteros que son inversibles son
1y —1, ya que a € Z inversible significa que existe b € Z tal que ab = 1. Esto implica
que a # 0 (pues 0-b =0, Vb € Z), y por lo tanto a | 1. Pero por lo anterior, esto
implica que |a| <1, es decir a = +1. Y se verifica facilmente que tanto 1 como —1 son
inversibles (sus inversas son ellos mismos).

s dlaya|d<< a==xd (pues a=k-dy d=j-a implica que a = (k- j)-a, por lo
tanto k y j son dos nimeros enteros que satisfacen k-j =1, o sea, k = +1).

» Para todo a € Z, se tiene 1 |a y —1|a, y también a|a y —a|a.

Asi, si a # £1, a tiene por lo menos 4 divisores distintos ( £1, +a ), o 2 divisores positivos
distintos (1, |a|).

Hay ntimeros enteros que tienen tinicamente esos 4 divisores, que son los asegurados, otros
tienen més. Esto motiva la separacién de los niimeros enteros (distintos de 0, 1 y —1)
en dos categorias, la de los nimeros primos y la de los nameros compuestos :

Definicién 3.2.3. (Numeros primos y compuestos.)

» Se dice que a € Z es un nimero primo si a # 0,+1 y tiene Gnicamente 4 divisores (o 2
divisores positivos). Por ejemplo +2,4+3, £5, +7,+11,4+13,... .

(En general los niimeros primos se notan con las letras p, ¢,...)

= Se dice que a es un nimero compuesto si a # 0,+1 y tiene mas que 4 divisores (o mas
que 2 divisores positivos). Por ejemplo +4, 46, £8, £9,+10, ... .

Se observa que a es compuesto si y sélo si tiene un divisor positivo d que satisface
2 <d < al —1 (pues ya vimos que Divy (a) C {1,...,|al} y si a tiene mds que 2
divisores positivos, tiene que haber uno en “algin lugar en el medio”).

Nota: Esta definicién de ntimero primo es la historica que aprendemos todos en el colegio y
estd en todos lados. Pero de hecho en matematica se hace una distincién, cuando se trabaja
en dominios integros arbitrarios, entre los conceptos de irreducible (que es tener inicamente los
divisores triviales, o sea lo que acé llamamos primo), y primo, que corresponde a una propiedad
crucial que veremos mas adelante. En el caso de los nimeros enteros, como estos dos conceptos
coinciden, adoptamos en estas notas el nombre tradicional.

Mas adelante, se trabajara mucho mas con los niimeros primos, que cumplen propiedades impor-
tantisimas, y constituyen los ladrillos de base para construir todos los ntimeros, en el sentido que
cualquier nimero entero (distinto de 0 y +1) se escribe en forma tnica como + un producto
de primos positivos.

Se veran ahora algunas propiedades importantes de la divisibilidad :

Propiedades 3.2.4. (De la divisibilidad.)
Sean a,b,d € Z, d+#0.
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» d|layd|b=d|a+Db.
(Puessia=k-cy b=j-ccon k,j€Z,entonces a+b=(k+j) -c,donde k+j€Z.)

» dlayd|b=d|a—b.
» d|a+b noimplica que d|a y d|b : Por ejemplo, 6 |4+ 8 pero 614 y 618.

» Sin embargo si d|a+b y se sabe que d | a, entonces d | b.
(Pues d| (a+b)—a.)

dla=d|k-a VkeZ.
» d|la=d?*|a®y d*|a", VneN.
(Pues si a =k -d, entonces a? =k*-d? y a™ = k" -d".)

Veremos més adelante que vale la reciproca también: si d? | a®> entonces d | a, etc.)

» d|a-b noimplica d|a o d|b : Por ejemplo, 6 |3-4 pero 613 y 614.
Veremos més adelante que la propiedad d |a-b = d|a o d|b se cumple cuando d es
un numero primo (es la propiedad mas importante que cumplen los nimeros primos). Si
d no es primo, siempre se pueden econtrar a y b tales que d |a-b pero dfa y dtb.
. Quiénes?

Ejemplos:

» Hallar todos los a € Z,a # 1, tales que a — 1| a® +5.

Para resolver esto, se trata de poner a la derecha del simbolo | un nimero fijo, de manera
de trabajar después con los divisores de ese niimero. Para ello se puede usar por ejemplo
que se sabe que a —1 | a—1, por lo tanto a —1 | b(a — 1) (para todo b € Z) y en
particular a — 1| (a+1)(a —1). Asi se tiene a —1|a?+5y a—1]a®—1, por lo tanto
a — 1 divide a la diferencia, es decir a — 1| 6. Es decir a — 1 € { £1,+2,4+3,46 } . Por lo
tanto a € { —5,—-2,—-1,0,2,3,4,7}, y se concluye verificando que para cada valor de ese
conjunto es cierto que a—1 | a®? +5, o bien verificando y mostrando que en realidad todas
las implicaciones usadas son equivalencias.

» Probar que para todo a € Z,a # 1, y para todo n € N vale que a —1|a"™ — 1.

Esto ya se puede hacer a este nivel de distintas formas (despues veremos otra incluso) :

e Usando la Serie Geométrica :

n—1
7

a =

a” —1

a—1

Il
=)

i

n—1
a*—1= (a—l)Zai
=0

y dado que la sumatoria da un nimero entero (pues es una suma de potencias de
enteros) resulta que a — 1| a”™ — 1.

Por lo tanto
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e Usando el Binomio de Newton :

an:((a_1)+1)nzznj<?>(a_1)i:1+n(a_1)+<">(a_1)2+---+(a_1)n

. 2
=0
Por lo tanto

n

a"—l-(a—l)(n—i—<2>(a—1)—|—---+(a—1)”_1> —k(a—1)

donde k € Z es la sumatoria que estd dentro del gran paréntesis.
e Por induccién en n. La proposicién es p(n): “a—1|a" —17
p(1) es Verdadera pues a — 1 |a—1.
p(h) Verdadera = p(h + 1) Verdadera :
HI: a—1|a"—1. Se quiere probar que a — 1 | a1 —1.
Pero o' —1 = a(a® = 1)+ (a — 1), y por HI, a — 1 | a® — 1, y por otro lado,
a—1]a—1, porlotanto a — 1 divide a la suma, como se queria probar.

(Las dos primeras tienen la ventaja sobre la dltima de dar también la expresion del cociente,
y la primera es la més sencilla.)

» Sean m,n € N. Probar que si m | n, entonces para todo a # £1, a™ —1|a" —1.

Se tiene n = k-m, luego a” = (a™)*. Si ponemos A := a™, por el inciso anterior se tiene
que A—1]A*¥ —1, es decir a™ —1|a" —1.

3.2.1. Congruencia.

Introducimos ahora una notaciéon debida a Carl Friedrich Gauss. La notacién facilita
mucho la forma de escribir y trabajar con los niimeros enteros y la divisibilidad, ademas
de ofrecer una clasificacién muy importante de los nimeros, como veremos en este
curso.

Definicién 3.2.5. (Congruencia.)
Sea d €7, d# 0. Dados a,b € Z, se dice que a es congruente a b mddulo d sii d|a—b.
Se nota a =b (mod d) o también a =0b (d). O sea:

a=b(modd) < d|a—b.

En caso contrario se nota a # b (mod d) o a # b (d).

Ejemplos:

» 5=3 (mod 2), 5=-1 (mod 2), 5=1 (mod 2), 5# 2 (mod 2), 4=0 (mod 2),
VkeZ,2k=0 (mod2) y 2k+1=1 (mod 2).
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» 13=8 (mod 5) y 13=3 (mod 5).

» Observemos que a =0 (mod d) < d]a.

Sea d € Z, d # 0. Se veréd ahora que la relaciéon de congruencia médulo d es una relacién de
equivalencia en 7.

Proposicién 3.2.6. (La congruencia es una relacién de equivalencia.)

Sea de€Z, d#0. Sea R la relacion en Z dada por
aRb < a=b(modd), Va,beZ.

Entonces R es una relacion de equivalencia.

Demostracion. » Reflexividad : Para todo a € Z, a = a (mod d) pues d|a—a.

» Simetria : Hay que probar que para todo a,b € Z tales que a = b (mod d), entonces b =
a (mod d). Pero a = b (mod d) significa que d | a—b,y porlo tanto d | —(a—b) =b—a,
luego b =a (mod d).

» Transitividad : Hay que probar que para todo a,b,c € Z tales que a = b (mod d) y
b = ¢ (mod d) entonces a = ¢ (mod d). Pero a = b (mod d) significa que d | a — b,y
b = ¢ (mod d) significa que d | b— c. Por lo tanto d | (a —b) + (b —¢) = a — ¢, es decir
a=c (modd).

O]

La proposicién anterior implica que la relacién de equivalencia = (mod d) parte a los nime-
ros enteros en clases de equivalencia, subconjuntos de elementos congruentes entre si, que se
“identifican” de esa manera. Por ejemplo si se toma congruencia moédulo 2, quedan por un lado
los pares (que son todos congruentes entre s{ y también congruentes a 0 médulo 2), y por otro
lado los impares (que son congruentes entre si y congruentes a 1 médulo 2). Cuando se toma
congruencia médulo 3, Z queda subdividido en 3 subconjuntos : los que son de la forma 3k,
k € Z, por un lado, por otro lado los que son de la forma 3 k+1 y por dltimo los que se escriben
como 3k + 2. Enseguida veremos el Algoritmo de Divisién, y se verd que la congruencia médulo
d clasifica (e identifica) los nimeros enteros segin su resto médulo d.

A continuacién, se enuncian propiedades de la congruencia con respecto a la suma y al producto,
que son muy utiles para trabajar.

Proposicién 3.2.7. (Propiedades de la congruencia.)

Sea de€Z, d#0. Entonces :

1. Yai,a2,b1,ba €Z, a1 =b1 (mod d) y ag =by (mod d) = aj +as = by + by (mod d).
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2. Para todo n € N, a1,...,an,b1,...,bp €7Z,
a; = b (mod d)
: = a1+--+a, = b+ +0b, (mod d).
a, = by, (mod d)
3. VYa,bk€Z, a=b(modd) = ka=kb(modd), VabkeZ.
4. Yai,a2,b1,b0 €7Z, a1 =b; (mod d) y az =be (mod d) = ajaz =byby (modd).
5. Para todo n € N, a1,...,an,b1,...,0, €7,

a; = b (mod d)
: =  a1--ap, = by---b, (mod d).
ap = by, (mod d)

6. Va,beZ, neN, a=b (mod d) = a" =b" (mod d).
Demostracion. 1. a; = by (mod d) y az = be (mod d) implican por definicién d | a; — by

y m | ag — by. Por lo tanto d | (a1 — b1) + (a2 — b2) = (a1 + a2) — (b1 + b2), es decir
a1 + az = by + bz (mod d).

2. Por induccién en n.
3. Se deja como ejercicio.

4. Para probar esto se puede usar por ejemplo el inciso (1) y la transitividad : como a1 =
b1 (mod d), entonces aj ag = by az (mod d) (multiplicando por as ), y por otro lado, como
as = by (mod d), se tiene by ag = by be (mod d) (multiplicando por be ), y finalmente por
transitividad, se concluye que aj ag = by by (mod d).

5. Por induccién en n.

6. Se tomando en el inciso anterior aq, ..., a, todosiguales a un mismo ntmero a y b1,...,b,
todos iguales a un mismo niimero b.

O]

Ejemplos:

» Probemos ahora usando congruencia que Va € Z,a #1, VneN, a—1]|a" —1:

a—1l|la—1 = a=1(mod(a—1)) = a"=1" (mod(a—1)) = a—1]a" —1.

» Probar que para todo n € Ny vale que 64 | 49" + 16n — 1 :

Se probara por induccién en n.

p(n): 64]49" +16n — 1.
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e p(0) es Verdadera pues 64 | 49° +16-0—-1=0.

e p(h) Verdadera = p(h + 1) Verdadera :
HI : 64 | 49" +16h — 1, o sea 49" = —16h + 1 (mod 64).
Se quiere probar que 64 | 49" +16(h +1) — 1.
Por HI, 49"*1 = 49 .49" = 49 (—~16h + 1) (mod 64).
Por lo tanto, 49"*t1 + 16(h+1) —1 =49 (—16h + 1) +16(h + 1) — 1 (mod 64).
Distribuyendo y factorizando, resulta : 49"*1416(h+1)—1 = —48-16h+464 (mod 64).
Pero 64 = 0 (mod 64) (pues 64 | 64)y —48-16h = 0 (mod 64) (pues 64 | —48-16h),
por lo tanto —48 - 16h + 64 = 0+ 0 (mod 64), y, de nuevo por transitividad, resulta
491 1 16(h4+1) —1 =0 (mod 64), o sea 64 | 49"+ 4 16(h 4 1) — 1 como se queria
probar.
Se concluye que 64 | 49" + 16n — 1 para todo n € N.

3.3. Algoritmo de division.

Vamos a enunciar y demostrar ahora el bien conocido algoritmo de divisiéon entera.

Teorema 3.3.1. (Algoritmo de divisidn.)
Dados a,d € Z con d+# 0, existen k, r € Z que satisfacen
a=k-d+r con 0<r<|d|.

Ademds, k y r son Unicos en tales condiciones.

Se dice que k es el cociente y 1 es el resto de la divisiéon de a por d (a es el dividendo y d el
divisor). Al resto r lo notaremos r4(a) para especificar que es el “resto de a al dividir por d”.

Antes de pasar a la demostracién, hagamos algunos ejemplos:
Ejemplos:
» a=1038,d =14:
1038=74-14+4+2 < k="74,r=7r14(1038) =2 yaque 0<2< 14 =[d]|.
= a=1038,d =—14:
1038 = 74-1442 = (=74)-(—14)4+2 <— k= —T4,r =r_14(1038) =2 ya que 0 <2 < 14 = |d|.
» a=-1038,d=14:
1038 =74-1442 — —1038 = —-74-14—2 pero —2<0.
Hay que corregirlo, se hace restando y sumando el (médulo del) divisor 14:
—1038 = (—=74-14—14)4+ (14 —-2) = —-75-14+ 12 < k= —75,r = r14(—1038) = 12

yaque 0 <12 < 14 = |d].
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» a=-1038,d = —14:
1038 =74-1442 < —-1038=7T74-(—14) —2 pero —2<0.
Se corrige nuevamente como arriba restando y sumando el médulo del divisor —14:
—1038 = (74-(—14)—14)+(14—-2) =75-(—14) + 12 = k=T75,r = r_14(—1038) = 12

yaque 0 <12 < 14 = |d].

La conclusién —como veremos en la demostracion del teorema— es que para saber dividir
nameros positivos o negativos por divisores positivos o negativos, alcanza saber hacerlo para
nimeros y divisores positivos y luego corregir cociente y/o resto en cada caso.

Demostracion. El teorema consta de dos afirmaciones, la parte existencial, que requiere mostrar
que existen k y r en las condiciones del teorema, y luego la unicidad: mostrar que no puede
haber dos pares distintos de cociente y resto para a y d dados.

Existencia: Vamos a probar primero en detalle el caso a > 0,d > 0, ya que, como nos sugieren
los ejemplos, los otros casos se reducen a ese.

s Caso a>0,d>0:

Aqui, |d| = d. La idea intuitiva es considerar los elementos
a, a—d, a—2d, a—3d,...

hasta que caigamos en algtiin elemento menor que d pero ain mayor o igual que cero. Este
serd el resto. Formalizamos esta idea de la manera siguiente:

Sea A el subconjunto de Ny := NU{0} formado por los nimeros de la forma a — jd para
algin j € Z, es decir:
A={a—-jd, jeZ}NNy.

Claramente A es un subconjunto de Ny que no es vacio ya que a = a—0-d pertenece a A
(estamos considerando el caso a > 0). Luego, el conjunto A tiene un minimo. Llamemos
r a ese minimo. Se tiene que r € A por un lado, y por otro lado r es menor o igual que
todos los demas elementos de A.

Como r € A, existe un elemento natural o cero, llamémoslo k, que satisface que r =
a—kd,osea a=kd+r.
Falta probar que 0 < r < d (ya que |d| =d en el caso que estamos considerando):

Claramente r > 0 ya que pertenece a A que es un subconjunto de Ny.

Si r fuese mayor o igual que d, entonces r —d > 0 atn. Luego se tendria que el elemento
r—d=a—kd—d=a—(k+1)d estd también en el conjunto A pero es menor que r !
Eso contradice que 7 sea el minimo. Asi, se concluye que no puede ocurrsir que r > d,
luego r < d.
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» Caso a>0,d<0:

En este caso, —d > 0 (y por lo tanto |d| = —d) y se tiene que por el caso anterior, existen
K r" tal que a =k (—d)+ 1" con 0 <1’ < |d|. Se obtiene directamente a = (—k')d +1’,
luego k= —k',r=1".

s Caso a<0:

En este caso, tenemos —a > 0, y de los casos anteriores existen k/,7’ tal que —a = k' d+7r’
con 0 <7’ < |d|. Luego a = (—k')d—1".

Si v’ =0, v’ cumple la condicién de resto y se obtiene k = —k',r =1 =0.

Pero si ' # 0, hay que corregirlo restando y sumando |d| a la expresion:
a= (-K)d—r' = ((-K)d = |d) + (d| - ).

Asi, si se define k:= —k'+1 seginsi d<0 o0 d>0,y r:=|d|—7r', se tiene a =kd+r
con 0 <r <|d|, ya que

0<r' <|d < —|d<—r"<0=|d—|d<]|d—-7"<|d-0=0<r<]|d

Unicidad: Supongamos que tenemos dos pares de cocientes y restos, k y 7,y k' y r’. Vamos
a probar que entonces k =k y r=1".

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que r < r’, y luego:

a=kd+r=kKd+r" con 0<r<7r <|d.

Asi, (k—K)Yd=7r"—r = d|r"—r = |d||7"—r. Como " —r >0 porser ' >r,si r'—r #0,
se tiene, por lo que vimos en divisibilidad, que |d| < ' —r. Pero es facil verificar que, dado que
' <|d|, v —r < |d—r<]|d| (yaque r>0). Luego no puede ser ' —r # 0, es decir tiene que
ser v’ =r.

Se concluye que (k—k")d =0 y como d#0, k—k" =0, es decir k =k’ también. O
Observacién 3.3.2. Si 0 <a < |d|, entonces a =0-d+ a implica k =0y r =r4(a) =a

pues a cumple la condicién que tiene que cumplir el resto (se aplica la unicidad del cociente y
el resto).

Algoritmo de divisidn iterativo para calcular (k,r) donde k es el cociente y r es el resto de
la divisién de a por d # 0.
» Sia>0y d>0:
e Tomar k=0, r=a.
e Mientras que r > d, reemplazar
o k+k+1
or+r—d.
e Dar como respuesta (k,r).
» Sia>0y d<0:
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e Aplicar el algoritmo a a y —d.

e Dar como respuesta (—k,r).
» Sia<0yd>0:

e Aplicar el algoritmo a —k y d.

e Si r =0, dar como respuesta (—k,0).

e Sino, dar como respuesta (—k —1,d —r).
» Sia<0yd<O0:

e Aplicar el algoritmo a —a y —d.

e Si r =0, dar como respuesta (—k,0).

e Si no, dar como respuesta (k+1,—r —d).

De hecho el algoritmo para obtener el cociente y el resto tiene una naturaleza intrinsecamente

recursiva. Esto es facil de ver para niimeros no negativos yaque si a >d y a—d = k'd+r' con

0 <7 <d,entonces a = (k' +1)d+r'. Es decir a =kd+1r con 0 <r <d, donde k=k"+1
/

yr=r.

En Haskell existen funciones preestablecidas que dan el cociente y el resto de la divisién entera:
éstas son las funciones div 'y mod: div a d devuelve el cociente & y mod a d devuelve el resto
rq(a) de la division de a por d. En el caso de niimeros no negativos, si uno quisiera describir
un algoritmo en Haskell que devuelva el par (div, mod), uno muy ingenuo y muy lento podria
ser, médulo posibles errores de sintaxis:

Algoritmo de divisién recursivo en Haskell para calcular (k,r) donde k es el cociente y r
es el resto de la divisién de a por d para ntimeros enteros no negativos a y d.

division :: Integer — Integer — (Integer,Integer)
divisiona d |a<d = (0,a)
| otherwise = (1+k,7)
where (k,r) = division(a — d) d

La observacién siguiente relaciona el algoritmo de division con la divisibilidad. Es inmediata
pero esencial:

Observacién 3.3.3. (Divisibilidad y resto.)
Sean a, d € Z, d # 0. Entonces

ri(a) =0 <= d|a <= a=0 (mod d).

Esto observacién se extiende inmediatamente:

Proposicién 3.3.4. (Congruencia y resto.)

Sea de€Z, d# 0. Entonces
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1. a=ry(a) (mod d), Va€cZ.
2. a=r (modd) con 0<r<|d = r=rga).
3. ri=ryg (modd) con 0<ry,ro<|d = r=r1.

4. a=0b(modd) <= rg(a)=r4b).

Demostracion. 1. Pues a =kd+rqg(a) = a—rqla) =kd = a=rg(a) (mod d).

2. a=r(modd) = dla—r = a—r=kd paraalgin k€Z = a=kd+r.
Pero la condicién 0 < r < |d| implica entonces que r = r4(a). (Se usa aqui la unicidad
del resto.)

3. r1=0-d+7 con 0<r; <|d = r=rq(r1).

Pero por otro lado, por (2), r1 =72 (mod d) con 0 < ry < |d| = re = r4(r1). Se concluye
que 71 = ro por la unicidad del resto.

4. (=) a = b (mod d) por hipotesis, y por (1), a = r4(a) (mod d), b = rq(b) (mod d).
Por transitividad (y simetria), se concluye que r4(a) = rq(b) (mod d),. Ahora por (3),
rd(a) =ra(b).

(<) rq(a) =rqd) = rqg(a) =rq(d) (mod d), y juntando por transitividad (y simetria)
con a = rg(a) (mod d), b =rg(b) (mod d), resulta a = b (mod d).

g

Por lo tanto la relacién de equivalencia = (mod d) parte a los nimeros enteros en clases de
equivalencia

a={beZ:b=a(modd)} ={beZ: rq(b) =rq(a)},

formadas por elementos que tienen todos el mismo resto médulo d. En cada clase podemos
elegir el representante més sencillo r con 0 < r < |d|, y hay d clases de equivalencia distintas,

0,..., d—1. Se obtiene la particion

Z=0U---Ud-1.

Retomaremos este tema mas adelante cuando hablaremos del anillo de restos médulo d.

Ademds la proposicién anterior implica que para calcular el resto de un nimero médulo d,
alcanza con lograr poner a la derecha de la congruencia médulo d un nimero r con 0 < r < |d].
(Justamente ya mencionamos que en Haskell la instruccién que dados a,d € Z, d # 0, calcula
el resto r4(a) de a dividido por d es la instruccién mod ad. Pero no perdamos de vista que a
la derecha de la congruencia podemos poner no sélo el resto rg(a) sino cualquier nimero b que
tiene el mismo resto que a al dividir por d.
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Ejemplos:

» Calcular el resto de dividir por 5 a 16632% . 4878 4 199999 :

Cada ndimero es congruente a su resto, luego

166 = 1 (mod5) 166328 . 4878 + 199999
4878 = 3 (mod 5) =
199999 =4  (mod 5)

11328.3 + 4 (mod 5)
7 (mod 5)
2 (mod 5)

Dado que 2 cumple la condicién de ser resto médulo 5, se concluye que 2 es el resto.

= Calcular el resto de dividir por 35 a 3417771 — g1001.

La congruencia es més fuerte que pensar sélo en el resto. A veces en lugar de reemplazar
los niimeros por su resto conviene reemplazarlos por —1 (si se puede) u observar algin
comportamiento ttil. Aqui por ejemplo se puede usar que 62 = 36 = 1 (mod 35) y también
que 34 = —1 (mod 35). Luego:

3417771 _ 61001 3417771 _ 62'500+1

— 3417771 + (62)500 i 61
(_1)17771 _ 1500 . 6 (mod 35)
—1—6 (mod 35)

—7 (mod 35)

28 (mod 35).

Por lo tanto el resto es 28.
Aplicando la Proposicién 3.2.7, también se obtiene como consecuencia de la Proposicion 3.2.7 el
siguiente comportamiento de los restos con respecto a sumas, productos y potencias.
Corolario 3.3.5. (Tablas de Restos.)
Sean a,b,d € Z, d # 0. Entonces

= rala+b) = ra(rala) + ra(v))
= ra(a-b) =ra(ra(a) -ra(®)) .
w rg(a”™) =1y (rd(a)”), VneN.

Demostracion.
a+b = ry(a)+rqed) (mod d)
= a-b = ry(a)- rqyb) (mod d)

{ a = rg(a) (mod d)
a" = rg(a)” (mod d), Vn e N.

b = rq(b) (mod d)

Por lo tanto, segin la proposicién anterior, las expresiones a la izquierda y a la derecha del signo
= tienen los mismos restos. 0
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Ejemplo: Probar que ¥V a € Z tal que 7 { a, r7(a®) =1 o 6. Aplicando las tablas de restos,
r7(a®) = r7((r7(a)®) y como T{a < r7(a) # 0, alcanza con analizar la tabla

al1]2[3]4[5]6
a®l1]4]2]2]4]1]
al1[1]6]1]6]6

donde la primer fila indica los posibles restos de a moédulo 7, la segunda fila los restos corres-

pondientes de a?> médulo 7 y la tercera fila los restos correspondientes de a® médulo 7. O

sea por ejemplo si a = 3 (mod 7), entonces a®> = 6 (mod 7), es decir si r7(a) = 3, entonces
3

r7(a’) = 6.

3.4. Sistemas de numeracion.

El sistema de numeracién que utilizamos desde que —segin parece— Fibonacci lo in-
trodujo en el mundo occidental, es el sistema decimal indo-arabigo, que es un sistema
que funciona por posiciones de los digitos (observar aqui otra aplicacién del hecho que
exista el nimero 0, para significar que hay una posicién vacia).

Asi, cuando escribimos el niimero seis mil setescientos ochenta y nueve, 6709, nos referimos al
numero compuesto por 6 unidades de 1000 mas 7 unidades de 100 méas 0 unidades de 10 mas
9 unidades (de 1), o sea al nimero

6789 =6-10%+7-10> +8-10 + 9.

El nimero natural a = r,r,—1...7179 (donde 0 <7; < 10 para 0 <i<n y r, # 0) simboliza
entonces el namero 7, - 10" + -+ 4+7r1 - 10+ 7¢.

Las exigencias de un buen sistema de numeracién es que cuando vemos un nimero queremos
poder saber en forma bien determinada de qué nimero estamos hablando, ademads de requerir
que todo nimero tenga un tunico desarrollo que le corresponda. Esto se logra con la condicién
impuesta sobre los digitos (0 < r; < 10,0 < ¢ < n): para que un nimero esté bien determinado,
los digitos tienen que estar entre 0 y 9, ya que el lugar de un digito en el nimero determina a
qué potencia de 10 corresponde (si uno admitiera por ejemplo el 11 como un digito, el niimero
111: ;corresponderfa al nimero 111 =1-10°+1-10+10al 21 =1-10+11-17?, y si uno
admitiera el 11 pero con otro simbolo para evitar confusiones como la de arriba, por ejemplo
B, el nimero 11 tendria dos escrituras distintas, una como 11 y la otra como B).

Matematicamente no hay nada que haga prevalecer el nimero 10 como eleccién para la base
de numeracién: uno puede fijar cualquier nimero natural d > 2 como base del sistema de
numeraciéon. Para la buena determinacién y la unicidad, lo que se tiene que pedir ahora es que
los “digitos”, o mejor dicho simbolos, estén entre 0 y d — 1. Esto se justifica también en la vida
real, por ejemplo las computadoras trabajan naturalmente en base 2, o sea con los simbolos,
que se llaman bits, 0 y 1, ya que esto se corresponde con el paso o no de electricidad.
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Teorema 3.4.1. (Desarrollo en base d.)

Sea d € N con d > 2. Todo nimero a € Ny admite un desarrollo en base d de la forma
a=rp-d" +rp_1-d" 44 d+ro,

con 0<r;<d para 0<i<n yr,#0 si a#0.

Ademds dicho desarrollo, con las exigencias 0 < r; < d impuestas para los simbolos, es Unico.

Se nota a = (ry,...70)q -

Observacién 3.4.2. En el caso de desarrollo en base 10, (a)j9 se nota simplemente a, en
la forma que estamos acostumbrados.

Ejemplo:

6789 = (6789)19 = (25536)7 = (1101010000101); = (204124)5 = (1A85)1¢

(En base 16 los simbolos 10,11,12,13,14 y 15 se reemplazan respectivamente por A, B,C, D, E
y F' para evitar confusiones.) Se obtiene el desarrollo realizando divisiones sucesivas. Por ejemplo
para obtener el desarrollo en base 7 de 6789, se hace

6789 = 969-7+6
= (138-7+43)-7+6
= ((19-7+45)-7+3)-7+6

- (((2~7+5)-7+5)~7+3)-7+6
=27 +5.7+5.-74+3-7+6,

y asi, 6789 = (25536)7 .

Demostracion. Existencia del desarrollo en base d:

La idea intuitiva es ir dividiendo iteradamente el nimero a y los sucesivos cocientes por d. Para
formalizar la prueba se puede hacer por induccciéon en a € Ny:

» Para a =0, se tiene 0 = (0)q, es decir estamos en el tinico caso en que todos los digitos
son cero.
= a>1:

La hipétesis inductiva es que todo niimero natural o cero menor que a admite un desarrollo
en base d. Queremos probar que entonces a admite también un desarrollo en base d.

Usando el algoritmo de divisién, dividimos a por d, y obtenemos un cociente k que
satisface 0 < k < a y un resto ry que satisface 0 < rg < d: Por hipétesis inductiva, al ser
0 <k < a, k admite un desarrollo en base d que notamos por conveniencia en la forma:

k=rp-d" 4 dre-d+ry con0<ry, ..., r <d
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Entonces

a = k-d+m
= (rp-d" 4 Fro-d+r)-d+ro
= rp-d' - Fri-d+rg

donde 0 <r; <d para 0 <i<n como se quiere.

Asi, todo a € N admite un desarrollo en base d.

Unicidad: Es una consecuencia de la unicidad del resto y del cociente en el algoritmo de division:
ro es el resto de la divisién de a por d y por lo tanto es tinico, 71 es el resto de la divisiéon de
(a —1p)/d por d y es tnico también, etc... Como antes, podemos formalizar esto por induccién

en a € Ny.

= Para a = 0, el inico desarrollo es claramente 0 para todos los digitos.
= Para a > 1, supongamos que
a=7rp-d"+---Fri-d+rg=8pm -d"+---+51-d+ 50

con 0 <7r;,8;<dpara 0<i<n0<j<myr,#0, s, 7#0. Ahora bien, estd claro
que r4(a) =19 = s¢, y ademas, el cociente de dividir a por d (que es tinico) es

k=rp-d" 14 dri =, -d" P4 451

Por hipoétesis inductiva, el desarrollo en base d del cociente k es tnico, luego n =m y
=35, 1<t1<n.

Asi concluimos que para todo a € Ny, el desarrollo en base d de a es tnico. ]

Algoritmo iterativo para calcular el desarrollo en base d > 0 de un ntimero a € Ny .

» Si a=0, dar como respuesta s = (0)g4.
» Sia>0:
e Comenzar con b=a, s=()q4.
e Mientras que b # 0:
o Calcular el cociente k y el resto r de la division de b por d.
o Agregar r como la cifra de més a la izquierda en s.
o Reemplazar b+ k.
e Dar como respuesta s.

FCEyN - UBA - Verano 2014



Algebra I Capitulo 3 Péagina 19

Nuevamente este procedimiento tiene un caracter intrinsecamente recursivo, ya que si se tiene
a=Fk-d+r con 0 <r <d y se obtiene el desarrollo en base d de k: k= (r...70)q, entonces
el desarrollo en base d de a es

a=(rp...7T07)q.

Un posible algoritmo para calcular el desarrollo en base d de a podria ser entonces (salvo
errores de sintaxis):

Algoritmo recursivo en Haskell para calcular el desarrollo en base d > 0 de un nimero a € Ny.

des :: Integer — Integer — [Integer]
des 0 d = [0]
des a d = des (div a d) d + + [mod a d]

Observacién 3.4.3. = ;Como se escribe el nimero d™ en base d? La respuesta es
d"=(10...0)q

pues d* =1-d"+0-d" ' 4+---4+0-d' +0-d°. Notar que d"” ocupa n+ 1 simbolos en base
d, o sea tiene tamarno n+ 1 en base d, y es el nimero més chico que se puede escribir en
base d usando m + 1 simbolos (o sea de tamano n+ 1).

= ;Y cuédl es el nimero méas grande de tamafio n en base d, y cudl es su desarrollo? Clara-
mente es el nimero d* — 1 ya que d" es el nimero mas chico de tamano n + 1 en base
d. También se puede pensar que tiene que ser el niimero

n—1

> (d-1)-d"

k=0

pues se pone el méximo posible, d — 1, para cada simbolo (y ese nimero coincide con
d™ — 1 por la serie geométrica...), o sea

d"—1=(d—1...d— 1),
—_——— ——

n

= ; Cuantos nimeros se pueden escribir usando a lo sumo n simbolos en base d? Son todos
los ntimeros a con 0 < a <d"—1,y por lo tanto son d". Todos se escriben en la forma

a=(rp-1...70)g para0<r; <d-1.
———

n

» ;Cudl es el tamano en base d de un nimero a € N? (Es decir jcudntos simbolos son
necesarios para escribir a = (r,, ...79)q en base d7?)
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La respuesta es [log;(a)] + 1, donde [ ] nota la parte entera, o sea para un nimero real
positivo, el nimero natural (o cero) més grande que es menor o igual que el niimero, pues
por los incisos anteriores, si a requiere exactamente n simbolos, es que

A"l <a<d

es decir n — 1 < logg(a) < n, lo que implica que [log;(a)] = n — 1, y por lo tanto
n = [logg(a)] + 1.

Notas:

» En Computacion se utiliza, ademads del sistema binario, el sistema hexadecimal, o en base
16, que permite expresar cualquier nimero natural a partir de los simbolos siguientes
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F}. En esta base, como explicamos més arriba, el
simbolo A representa el nimero 10 en base diez, es decir 10 = (A)16. Andlogamente,
11 = (B)16, 12 = (0)16, 13 = (D)16, 14 = (E)u; y 15 = (F)16. Para escribir el 16 en
base 16, necesitamos dos simbolos: 16 = (10);¢. Pero por lo visto arriba, usando solamente
dos simbolos se pueden escribir 162 = 2® nimeros en base 16, lo cual es muy econémico
en términos computacionales. A raiz de eso, se suele utilizar el byte, correspondiente a 8
bits, o sea en almacenamiento a 2 simbolos en base hexadecimal, como unidad de memoria.
Por ejemplo (11111111)9 = (FF')16.

= Hay un ejercicio de la practica que pregunta cuantas operaciones son necesarias para
calcular a¥, con k € N, usando el algoritmo “dividir y conquistar”: la respuesta estd en
calcular el desarrollo binario del exponente k = (rp—1...70)2.

Por ejemplo si se quiere calcular a'® es més rapido hacer el cilculo

a—aa=a>— (a®)?= o =a' > (a22)2 =a¥?=¢" =a® > (6123)2 =a?? =¥ = gf

que requiere hacer 4 = log,(16) productos que hacer ingenuamente
a—a-a=a>—a-d*=a>=a-dd=at—-- - —>a-a®=a"

que requiere 15 productos. Ahora si se quiere calcular a?? el algoritmo “ingenuo” reque-
riria 21 productos mientras que como arriba, haciendo solo 4 productos, se calcula toda
la secuencia

y ahora como 22 = (10110)z, es decir 22 = 2* 4 22 4+ 2! se obtiene

4 2 1 4 2 1
22 _ 24422420 _ 2t 27 2

a a” -a”,

o sea se necesitan realizar 2 productos més para obtener a??.

Este argumento se puede repetir en general: si k =7, 12" 1 + .- +792° (donde n es la
longitud de k en base 2, o sea del orden de logy(k) ), entonces

207

k Tro12" T by 92" ey 2420 2n e, g 272, o . a
- )

a =a a
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k

donde observemos que cada r; es o bien 1 o bien 0. Luego para obtener a® se puede

calcular recursivamente la secuencia de potencias

1 2 n—1
a—a® —a¥ = —ad

haciendo n — 1 productos, y luego multiplicar entre si todas aquellas potencias a2 que
satifacen que r; = 1, que son a lo sumo n (este segundo paso involucra por lo tanto
hacer < n — 1 productos). En total hay que hacer < 2(n — 1) cuentas, o sea del orden

de 2log, k cuentas, mucho mejor que hacer k£ — 1 cuentas si se multiplica recursivamente

a,aQ:a-a,a3:a2-a,etc.

3.4.1. Criterios de divisibilidad.

iNo son magia! Cada criterio de divisibilidad tiene su explicaciéon. Lo ejemplificamos acéd con dos
de ellos.

Sea a = £r,r,_1---riro el desarrollo decimal de a.

= Probemos el conocido criterio de divisibilidad por 3:
3la <= 3|apn+apn—1+---+1+ao.
Como 10 =1 (mod 3) entonces 10° = 1 (mod 3), para todo i € Ny. Luego
a=7,-10" +7,_1-10" '+ ... +a; - 104+ ay =1y +rp_1 +---+71 +79 (mod 3).
En particular
3la < a=0 (mod 3)
— rp+rp-1+---+r+r9=0 (mod 3)
> 3|rp+rp_1+--- 11470
» Criterio de divisibilidad por 11:
11]a e 11] (1) + (=1)" g+ — 11 + 10,

Observemos que r11(10) = 10 = 10 = 10 (mod 11): esto no ayuda mucho en principio.
Como arriba, también vale 10 = —1 (mod 11), y asf,

10" = (—1)° (mod 11)
Luego,
a=rp-10" 47, 1-10"" 4o a1 104ag = (= 1)1+ (=1)" ry 14+ - -—r1+7o (mod 11).
En particular
11|a <= a=0 (mod 11)
= (D" 4+ (=1)""trp g+ =7y + 7o (mod 11)
= 11| (=1)"rp + (=D try g+ — 71 + 10
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3.5. Maximo comun divisor.

Definicién 3.5.1. (Méximo comun divisor.)

Sean a,b € Z, no ambos nulos. El mdzimo comin divisor entre a y b, que se nota (a : b), es
el mayor de los divisores comunes de a y b. Es decir:

(@a:b)|a, (a:b)|b ysi d|ayd|b, entonces d < (a:b).
Claramente ese numero eziste, ya que la lista de divisores comunes es no vacia (1 es un divisor

comun) y finita (por ser al menos uno entre a y b no nulo), y es unico (por ser el mayor de
todos). Ademés es positivo por la misma razon.

Notaremos en lo que sigue con DivCom({a,b}) el conjunto de los divisores comunes de a y b
y con DivComy ({a,b}) el conjunto de los divisores comunes positivos, es decir:

DivCom({a,b}) ={d€Z:d|ayd|b} = Div(a) N Div(b)
DivComy ({a,b}) ={deN:d|ayd|b} = Divy(a)NDivy(b).

Luego, el maximo comun divisor es el elemento mas grande de cualquiera de esos dos conjuntos.

Ejemplos:

= (12:18) =6, pues Div,(12) = {1,2,3,4,6,12}, Div,(18) = {1,2,3,6,9, 18}
= DivCom, ({12,18}) = {1,2,3,6}.

12: —35) =1 ya que Div,(—35) = {1,5,7,35} = DivCom, ({12, —-35}) = {1}.

=

a

S

) =

(b:a), Va,b € Z no ambos nulos.
(—a:b)=(a:=b)=(—a:-b)=(|a|: |b]), Ya,b € Z no ambos nulos.
1,

) =
:b) =
) =

a:l

(
(

=
( VaeZ.
(

0) =lal, Ya € Z —{0}.

» Para todo a,b € Z con b#0, se tiene b|a = (a:b) =|b|.

= Probar que los tnicos valores posibles para (a> +8 :a+1) , Va € Z,son 1,3 0 9,y
mostrar con ejemplos que se realizan todos.
Para ello miramos quiénes son los posibles divisores comunes de a?> +8 y a + 1:

{d\a2+8 . {d|a2—|—8

dla+1 dl(a—(a+1l)=a>-1 19,

restando. Por lo tanto en principio los posibles valores para el maximo comun divisor son
Unicamente los divisores positivos de 9: 1, 3 o 9. Efectivamente, para a = 0 se consigue
(a>+8:a+1)=(8:1)=1, para a = 2 se consigue (a> +8:a+1)=(12:3)=3 y
para a = —1 se consigue (a>+8:a+1)=(9:0)=9.
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3.5.1. Algoritmo de Euclides.

Existe un algoritmo para calcular el maximo comun divisor entre dos niimeros, que
no depende de calcular sus divisores. Este algoritmo fue introducido o recopilado
por Euclides (~325-~265 AC) en “Los Elementos”, y se lo llama directamente
Algoritmo de Fuclides.

Es el algoritmo més eficiente que existe para calcular el médximo comun divisor (para nime-
ros grandes), mucho més eficiente que encontrar los divisores comunes, por ejemplo mediante
factorizacién. Se basa en el resultado sencillo siguiente.

Proposiciéon 3.5.2. Sean a,b € Z no ambos nulos, y sea k € 7., entonces:
DivCom({a,b}) = DivCom({b,a — k- b}) y DivComy({a,b}) = DivComy ({b,a — k- b}).
En particular, para todo k€ Z, (a:b)=(b:a—Fk-b).

Aplicando esto a my(a) =a—k-b, se obtiene que (a:b) = (b:ry(a)).

Demostracion. Alcanza con probar la primer igualdad, la de los conjuntos DivCom :

Sabemos que d|a,d|b = d|a—k-b,y también d|b,d|a—k-b = d|a. Por lo tanto

d € DivCom({a,b}) <= d|ayd|b < d|a—k-byd|b < d|DivCom({b,a—k-b}).
O

Vamos a ejemplificar primero el funcionamiento del algoritmo de Euclides en un caso particular.
Ejemplo: Célculo de (120 : —84):

Como (120 : —84) = (120 : 84), calculamos este ultimo para simplificar las divisiones (esto no
es esencial para el algoritmo). Se tiene

120 = 1-84436 — (120:84) = (84:36)
84 = 2.36+12 = (84:36)
36 = 3-124+4 0 = (36:12) = (12:0).

Pero (12:0) = 12, luego (120 : —84) = 12 ya que
(120 : —84) = (120 : 84) = (84 : 36) = (36 : 12) = (12: 0) = 12.

I
—
w
D
—_
[\)
~—

Enunciamos y demostramos ahora el Algoritmo de Euclides “en palabras”
Teorema 3.5.3. (Algoritmo de Euclides.)

Sean a, b € Z no nulos. Fxiste ¢ € Ny tal que en una sucesion finita de £+ 1 divisiones

a = ki-b+mr con  0<r <|b
b = kog-7r1+19 con 0<ra<nr
1 = kg -ro+trs con 0<r3<ry
re—g = kp-re1+ry con  0<r;<mpq
re-1 = kepirgt+repr con 0< 1y <y,
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se llega por primera vez al resto nulo r¢41 = 0. Entonces (a:b) =1y, el dltimo resto no nulo.

La sucesién de divisiones hasta llegar al ultimo resto no nulo se suele llamar el Esquema de
Fuclides extendido.

Demostracion. Siempre se llega en un nimero finito de pasos (acotado a simple vista por [b]) a
un resto nulo ya que
|b| >r1 >1r9g >13 > -2 >0,

y esta sucesién estrictamente decreciente de restos > 0 no puede ser infinita. Cuando en el
procedimiento se llega a un resto nulo, 741 = 0, se tiene

(@:0)=(0b:r)=(r1:r2) == (rg—1:70) = (17 :0) =1,
O

Observacién 3.5.4. Si a,b € Z son tales que a =0 y b # 0, ya sabemos que (a:b) = |b| (o
sia#0y b=0,entonces (a:b)=|al). Por lo tanto el Algoritmo de Euclides permite calcular
el méximo comun divisor de cualquier par de niimeros enteros no ambos nulos.

Algoritmo de Euclides iterativo para calcular el maximo comun divisor entre dos enteros no
nulos a y b.

= Comenzar con 1y =a, r9 =b.
» Mientras que 79 # 0:
e Calcular el resto r de la divisién de r{ por 7y.
e Reemplazar
O Tl < T2
O g < T
= Dar como respuesta 77 .

Pero el Algoritmo de Euclides tiene un naturaleza intrinsecamente recursiva, ya que si a = k-b+r
entonces (a:b) = (b:r), asi que es otro ejemplo perfecto para Haskell!

Algoritmo de Euclides recursivo en Haskell.

mcd :: Integer — Integer — Integer
med a b | abs b > abs a =mcd b a
mcd a 0 = abs a

med a b= med b (mod a b)

Mencionamos antes que este algoritmo es el mas eficiente para calcular el maximo comun divisor
entre dos nimeros. Para ser mas precisos, entre nimeros grandes, o sea con suficientes digitos
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para que calcular su escritura como potencias de primos sea dificil (como detallaremos mas
adelante): Calcular el maximo comun divisor nunca requiere mas divisiones que cinco veces la
cantidad de digitos que tienen los ntimeros.

Este hecho es una consecuencia de la sucecién de Fibonacci y de la expresion de
su término general, como se ve en un ejercicio de la Practica, y fue probado por el
matematico francés Gabriel Lamé en 1844, marcando el comienzo de la Teoria de la
complejidad computacional.

No dejen de hacer ejemplos en el taller para los cuales se note la diferencia entre los tiempos de
calculo aplicando los dos algoritmos: factorizacién en primos y el algoritmo de Euclides.

Una aplicacidon no trivial del Algoritmo de Euclides:

Sean a € N, a# 1,y m,n € N. Entonces

(@™ —1:a"—1) =a™™ —1.

Demostracién. Vamos a probar que en efecto a(™™ — 1 es el dltimo resto no nulo al realizar el
algoritmo de Euclides para calcular el maximo comun divisor.

Recordemos que vimos en los primeros ejemplos de divisibilidad que: n | m = a™—1]a™ —1.

En el caso general, si m =kn+r con 0 <r < n, entonces
am —1=a"" —1=0a"(a"" - 1)+ (a" = 1) =K (a" = 1)+ (a" — 1),

dado que n | kn = a® —1|a*™ — 1. Ademis, como 0 < a" —1<a"”—1 porser 0 <7 <n
vy a € N, a # 0, se tiene que a" — 1 es el resto de dividir a ¢ — 1 por a” — 1. Por lo tanto,
aplicando la Proposicién 3.5.2, se obtiene

(@m—1:a"—1)=(a" —1:a™™ —1).

Asi, se tiene

m==Fk -n+r con 1 #0 (a™ —1=k-(a"—1)+ (a" — 1)
n=ky-ri+mry con 7ry#0 a"—1=ky-(a™ —1)+ (a" —1)
r1=kg-ro+r3 con r3#0 at—1=kh-(a—1)+ (a™ —1)
. == .
re—o =k¢-ri—1+1¢ con 1p#0 a2 —1=ky (a1 —1)+ (a" —1)

L 701 =kep1 e+ 7101 con 1 =0 at -1 = Ky q-(a™ —=1)+ (a"+ —1)

donde como 7; # 0 para 1 <i < {, entonces a’* —1# 0 pues a € N, a # 1,y a1 —1 =
a® —1 = 0. Asf el dltimo resto no nulo es a™ — 1 = q(™") — 1 ya que 1, = (m : n), por el
Algoritmo de Euclides. O

Una consecuencia crucial del Algoritmo de Euclides para la teoria de los niimeros enteros es que
el méximo comun divisor entre dos nimeros siempre se puede escibir como una combinacion
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entera de esos dos numeros (y de hecho es el niimero no nulo més chico con esa propiedad).
Este hecho que veremos ahora tiene consecuencias importantisimas y sorprendentes que iremos
viendo a lo largo de este capitulo.

Teorema 3.5.5. (Mcd y combinacién entera.)

Sean a,b € Z, no ambos nulos. Entonces existen s,t € Z tales que

(a:b)=s-a+t-b.

Este resultado se demuesta con el Esquema de Euclides extendido, mirandolo de atras para
adelante. Miremos como se pueden obtener en forma sistemadtica coeficientes enteros s y t, en
el caso particular del ejemplo que calculamos antes:

Ejemplo: (120 : —84) = 12:

Mirando las dos divisiones que permitieron obtener a 12 como tultimo resto no nulo, pero al
revés, se tiene

84 = 2.36+12 — 12 = 84—2-36
120 = 1-84436 — 12 84 —2- (120 —1-84)
= 3.84—2-120.

Por lo tanto, 12 =—-2-1204+3-84 = —-2-120+ (—3) - (—84). Aqui, s = —2 y t = —3 sirven.

Demostracion. Se miran de atras para adelante las sucesivas divisiones hasta la que da al maximo
comun divisor como ultimo resto no nulo, y, poniendo en factor comun los sucesivos divisores y
restos y reagrupando, se obtiene una escritura entera de (a : b) como combinacién entera de a
y b. (Luego, si habifamos —para simplificar las divisiones— cambiado los signos de los a y b
originales, se modifican los signos para escribir (a : b) como combinacién entera de los a y b
originales.) Si 7y = (a : b),

re—o = kero_1+1y = 1y = 7ry_9—kry
T3 = keire—g+rim1 = 1 = ri—9—ke(ri—g —ke—17¢-2)
= (1 + kekp—2)re—2 — kero—3

rr = ksro+1rs = 1y = *r{++* 1y
b = kori+rme = ry = xr;++ (b—kor)
= (x —ka#)r1 + %0
a = kib+n = 1y = (x —kax')(a—kib)+ b

= sa-+tb.

Asi, (a : b) = ry = sa + tb donde claramente s,t € Z ya que son obtenidos sumando y
multiplicando enteros. ]
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Observemos para escribir el algoritmo que si definimos r_; = a, 19 = b, y si en general
ri—9 = k;r;_1+1;, y logramos escribir 7;_o = s;_oa+t;_2b y 1,1 = s;_1a + t;_1b comenzando
desde r_1 =1-a+0-b,0sea s_1=1,t_1=b,yrg=0-a+1-b,0sea sg =0, tg =0,
entonces tenemos la recurrencia

ri =Tie — kirio1 = Si—2a + ti—ob — ki(si—1a + ti-1b) = (si—2 — ki si—1)a + (ti—a — ki ti—1)b.
Es decir r; = s;a + t; b donde
si=s8i—2 —kisi-1 Yy ti=tia—kiti—1.

Se recupera la escritura de (a:b) =1, = sga+tyb donde ry es el ultimo resto no nulo.

Esquema extendido de Euclides iterativo para escribir el méximo comin divisor (a : b)
como combinacién entera de a y b.

s Comenzar con 1y =a, r19=>b, s1=1,t1 =0, s9=0, to=1.
» Mientras que ro # 0:

e Calcular el cociente k y el resto r de la division de r; por ro.
e Calcular s =51 —k*xso yt=1t1 —kxty
e Reemplazar
0 T 4 T
r9 < T
81 < 89, t1 < to
0 89 < 5, tg < 1

(¢]
(¢]

» Dar como respuesta 71, $1,t1 (que satisfacen (a:b) =7 =sja+1t1b).

Este algoritmo también es intrinsecamente recursivo, ya que si a = k-b+r y (b:r) =s-b+t-r,
entonces,

(a:b)=(b:r)=s-b+t-r=s-b+t-(a—k-b)=t-a+(s—t-k)-b.
Asi:

Esquema extendido de Euclides recursivo en Haskell: Dados a y b no negativos y no ambos
nulos, devuelve (d’,s',t') tales que d' = (a:0)=5"-a+t -b.

mcdExt :: Integer — Integer — (Integer , Integer , Integer)
mcdExt a b | b > a = mcdExt b a
mcdExt a 0 = (a,1,0)
medExt a b= (d,t,s —t k)
where (k,r) = (div a b,mod a b)
(d,s,t) = medExt b r
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En realidad, se puede caracterizar facilmente todos los nimeros enteros que son combinacién
entera de a y b:

Observacién 3.5.6. (Combinaciones enteras de a y b.)

Sean a,b € Z no ambos nulos, y ¢ € Z.
c=5-a+t b para §,t'€Z << (a:b)]ec
Demostracion. » (=) Dado que (a:b)|ay (a:b)]|b, setiene (a:b) | s'a+t'b, luego
(a:b)|c.

» (<) Si(a:b)]|c,entonces ¢ =k-(a:b). Como sabemos que existen s,t € Z tales que
(a:b)=s-a+t-b, se tiene

c=k-(a:b)=Fk(s-a+t-b)=(k-s)a+ (k-t)b.
Luego s’ =k-syt'=k-t.
O
La observacién anterior nos dice que el maximo comun divisor (a : b) es el nimero natural

mdas chico que se puede escribir como combinacion entera de a y b y que todas las demas
combinaciones enteras de a y b son divisibles por él.

El Teorema 3.5.5 tiene otra consecuencia importantisima que no es obvia a primera vista: el
maximo comun divisor no solo es el mas grande de los divisores comunes sino que también es
divisible por todos los divisores comunes.

Proposicién 3.5.7. (Mecd y divisores comunes.)

Sean a,b € Z, no ambos nulos y sea d € Z, con d # 0. Entonces

dla y d|b < d|(a:b).

Demostracion. » (=): Esta es la implicacién interesante y no trivial:

Recordemos que existen s,t € Z tales que (a : b) = s-a+t-b. Ahora, dado que por
hipotesis, ¢|a y ¢ | b, se tiene que ¢ |s-a+t-b=(a:b).

» («): Esta implicacién es obvia por la transitividad de la divisibilidad.

O]

Otra consecuencia 1til del Teorema 3.5.5, de la Observacién 3.5.6 y de la Proposicién 3.5.7 es la
siguiente:
Proposicién 3.5.8. (Mcd de miultiplo comin de dos niameros.)

Sean a,b € Z, no ambos nulos, y sea k € Z con k # 0. Entonces

(ka:kb)=|k|-(a:Db).
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer k > 0.

Por un lado, aplicando la Proposicién 3.5.7, se tiene

(a:b)|ay(a:b)|b = k(a:b)|kayk(a:b)|kb = k(a:b)]|(ka:kb).

Por otro lado, por el Teorema 3.5.5 y la Observacion 3.5.6, se tiene
(a:b)=sa+tb = k(a:b)=s(ka)+t(kb) = (ka:kb)|k(a:D).

Como ambos términos son positivos, se concluye que son iguales. O

En realidad, los resultados que se obtuvieron permiten tres caracterizaciones equivalentes del
méaximo comun divisor, que se enuncian a continuacién. La primera corresponde a la Definicién
3.5.1 del mced y es la caracterizacion intuitiva, la segunda corresponde principalmente al Teorema
3.5.5 y la tercera a la Proposicién 3.5.7. La segunda y la tercera son las operativas. Se deja la
prueba a cargo del lector, mencionando simplemente que alcanza con probar (1 = 2), (2 = 3)
y (8 = 1), ya que por ejemplo para probar que (2 = 1) seusa (2 = 3 = 1I).

Teorema 3.5.9. (Equivalencias del mcd.)

Sean a,b € Z, no ambos nulos, y sea d € N. Son equivalentes:

1. d|a, d|bysiclayc|b, entonces c<d.
2. d|a, d|b yexisten s,t € Z tales que d = sa +tb.
3. d|a,d|bysiclavyc|b, entonces c|d.

Un numero d € N que cumple cualquiera de esas 3 propiedades es el mdximo comun divisor
(a:Db).

3.5.2. Numeros coprimos.

Una atencion especial merecen los pares de niimeros cuyo méximo comun divisor es igual a 1.
Juegan un papel central en lo que sigue.

Definicién 3.5.10. (Numeros coprimos.)

Sean a,b € Z, no ambos nulos. Se dice que a,b € Z, no ambos nulos, son coprimos si y solo si
(a:b) =1, es decir si y solo si los tinicos divisores comunes de a y b son +1.

En este caso, seguimos la notacién introducida por el matemaético e informatico Donald
Knuth (quién de hecho es el creador del TeX (y LATeX), editores con los que escribimos
textos matematicos que lucen tan bonitos, en particular este texto), y escribimos a L b.
O sea:

alb <= (a:b)=1
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Ejemplos:

= 103 L 98 pero 12202 ) 43554.
= 0l 0 & a=4+1
= Paratodo beZ, +1 L b.

» Para a,b € 7Z coprimos, los distintos valores que puede tomar (2a + b : 3a — 2b) son
exactamente el 1 yel 7:

e Investiguemos algunos valores de (2a+b:3a —2b) con a L b:
a=1b=0:(12:3)=1,a=1b=1:3:1)=1a=3b=1:(7:7)=T.
Luego, efectivamente los dos valores, 1 y 7, se obtienen. Probemos que son los tinicos
dos posibles.

e Sea d un divisor comun entre 2a +b y 3a — 2b,

d|2a+b d| 3(2a +b) d| 6a+3b
{d|3a—2b :>{d]2(3a—2b) = Vd|6a—a — T
De la misma manera:
d|2a+b . d|2(2a+10) N d|4a+2b 4|7
d|3a—2b d|3a—2b d| 3a—2b @

Luego d | 7a y d | 7b. Aplicando las Proposiciones 3.5.7 y 3.5.8 y el hecho que a L b,
se tiene

d|(7Ta:70)=T7(a:b)=7 = d|T.

Se concluye que el méaximo comun divisor, que es el mayor de estos d posibles, es o
bien 1 o 7 como se queria probar (ademads efectivamente ya mostramos que habia
casos en que es 1 y casos en que es 7).

Recordemos que el maximo comun divisor se puede escribir como combinacién entera. Luego

Observacién 3.5.11. ( Coprimos y combinacién entera.)

Sean a,b € Z no ambos nulos. Entonces

alb < ds,teZ : 1=sa+1b.

Demostracion. » (=) es el hecho que el med 1 es combinacién entera de los nimeros.

» (<) es por la Observacién 3.5.6: (a:b) |1 = (a:b)=1.
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La proposicién que sigue trata de propiedades esenciales de divisibilidad cuando hay nimeros
coprimos de por medio. No se podrian demostrar estas propiedades si no se tuviera la Observacion
3.5.11.

Proposicién 3.5.12. (Propiedades esenciales de divisibilidad con coprimalidad.)

Sean a,b,c,d € Z con ¢#0 y d# 0. Entonces

1. cla,d|aycld = cd]a.

2. d|labydla = d|b.

Observemos que estas afirmaciones no son ciertas si no se piden las propiedades de coprimalidad.
Por ejemplo 6 | 12 y 4 | 12 pero 24 1 12,y 6 | 2-3 % 6 | 2 o 6 | 3. Por otro lado, las
reciprocas siempre valen: cd|a = c|la y d|a,y d|b = d|ab. Luego podemos reformular
la Proposiciéon 3.5.12 de la manera siguiente:

1. Sea ¢ L d. Entonces c|a,d|a < cd]a.
2. Sea d L a. Entonces d|ab < d|b.
Demostracion. 1. ¢ L d = 1=sc+td = a=s(ca)+t(da),pero d|a = cd|cay
cla = cdl|da,luego cd|s(ca)+t(da)=a.

2.dla = 1=sd+ta,luego b = (sb)d+t(ab), pero d | ab,y d | d. Por lo tanto,
d|(sb)d+t(ab)=0.

O
. [ . 2 a
Ejemplo: Calculo de los a,b € Z coprimos tales que — + 7 es entero.
a

2 a_2b+a2

a b ab
Peroalser a L b, ab|2b+a? < a|2b+a® y b|2b+a?.

€7 <= ab|2b+a*

Pero, dado que a | a®, a | 2b+a? < a | 2b, y, dado que a L b, a | 2b < a | 2. Es decir,
a€ {+1,42}.

2

De la misma forma, dado que b | 2b, b | 2b+a® < b|a?,y, dado que b L a® (pues a L b),

bla?>-1 < b|1,0sea be {£1}.
Se obtienen luego los 8 pares a =+1,b=+1y a=42,b=41.

Otra consecuencia muy util de la Proposicion 3.5.11, ya que se trata siempre de reducirse a pares
coprimos para poder aplicar proposiciones como la anterior, es la siguiente:
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Proposicién 3.5.13. (“Coprimizando”)

Sean a,b € Z, no ambos nulos. Entonces

a b
1L .
(a:b)  (a:b)
Por lo tanto
b
a=(a:b)d y b= (a:b)b donded = (aC:Lb)J)/ = (D) € Z son coprimos.
Demostracion. Se sabe que (a : b) = sa + tb. Luego, dividiendo por (a : b), se obtiene
b
1= s(acf ) + t(a ) es decir (aC;L ) y D) son coprimos. O

Ejemplos:

» Sean a,b € Z no ambos nulos tales que (a : b) = 6. ;Cuéles son los posibles valores de
(6a+12b:6a—6b)7

Coprimizando, se tiene a = 6a’, b= 60" con o' LV, luego
(6a-+12b : 6a—6b) = (36a'+72b : 36a’—36b') = (36'(a’+20) : 36(a’—b)) = 36(a’'+2b : a'—¥').
Para concluir falta averiguar quiénes son los posibles valores de (a'+2V : a'—b") si a’ L V.

Sea entonces d un divisor comun:

{d|a’+2b’

/ d|a + 2V d|ad + 2V
d|a -t = d|3b { = d|2

dla —V ooy = dI3d
Obtuvimos d | 3a’ y d | 30 . Luego d | (3a’ : 3V') =3(a’ : V') = 3.

Por lo tanto, los posibles valores de (a’ 4+ 2b' : a’ — ') si @’ L V' son en principio 1 y 3.
Efectivamente si por ejemplo ' =1 y & =0, (¢’ + 20 : ' — V') = 1 mientras que si
ad=v=1, (a+20:d -0)=(3:0)=3.
Por lo tanto hemos probado que si (a : b) = 6, los valores que puede tomar
(6a+12b:6a —6b) = 36(a’ +2b:a" —b)
son 36-1=36 o 36-3=108.
» Sea a € Z tal que (a:8) = 4. ;Cudles son los posibles valores de (a? + a + 32 :16)?
La condicién (a : 8) =4 implica que 4 | a, o sea a =4a’. Luego
4=(a:8)=(4d :4-2)=4(d :2) = 1=(d:2),
o sea a’ impar. Por lo tanto:

(a®+ a+32:16) = (160 +4a'+32:16) = (4 (4a*+a'+8) :4-4) =4 (4d* +a' +8: 4),
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donde @’ es impar. Ahora bien, (4a?+a’'+8:4) € {1,2,4} pues tiene que ser un divisor
positivo de 4. Como claramente 2 { 4a’2+a’+8 pues a’ es impar, 2 no es un divisor comiin
(no divide al med). Luego (4a’? + 5a’ + 8 : 20) = 1. Por lo tanto (a? +5a + 32 :80) = 4.

De hecho la Proposicién 3.5.13 permite presentar otra caracterizacion del maximo comiin divisor,
como las propuestas en el Teorema 3.5.9:

Observacién 3.5.14. Sean a,b € Z, no ambos nulos. Sea d € Nun nimero que satisface que

I

d|la, d|b 'y pi

SRS

Entonces d = (a : b).

(Esto vale por ejemplo porque § L g & ds,t € Zconl = s5 + t% . lo que implica que
d = sa + tb, la caracterizacién (2) del Teorema 3.5.9.)

3.6. Primos y factorizacion.

Recordemos que un ntimero p € Z es primo si y solo si es # 0,£1 y tiene tnicamente 4
divisores, o, lo que es lo mismo, si y solo si tiene tinicamente 2 divisores positivos. También,
que un numero a € Z es compuesto si y solo si es # 0,+1 y existe d € Z con 1 < d < |a| tal
que d | a.

Los nimeros primos juegan un papel fundamental en el conjunto de los niimeros enteros, y su
estudio es la base de la Teoria de Nuimeros o Aritmética.

Una de las propiedades esenciales que distingue a los niimeros primos de los niimeros compuestos
es que “todo nuimero es divisible por algin nimero primo”:

Proposicién 3.6.1. (Todo nimero entero # 0,+1 es divisible por algiun primo.)

Sea a €7, a# 0,£1. Entonces existe un nimero primo (positivo) p tal que p | a.

Demostracion. La demostracién intuitiva de “si a es primo, ya estd pues es divisible por él
mismo, y si no, es compuesto, entonces es divisible por algiin b mas chico, si ese b es primo, ya
estd, si no es divisible por algiin ¢ mas chico, etc...”se formaliza por inducciéon en «.

Claramente alcanza probar la proposicién para a positivo, es decir para a > 2 (pues a # 0,+£1)
pues sabemos que p | a < p| |al.

p(a) : 3 p primo positivo : p | a.

= Caso base: ;p(2) V? Si, pues p:=2]2.

» Paso inductivo: Dado a > 2, ;p(2),...,p(a — 1) Verdaderas = p(a) Verdadera?
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e HI: Vd, 1 <d < a, existe un primo (positivo) p tal que p | d.

e QQpq existe un primo (positivo) p tal que p | a.
Se tiene:

e Si a es primo, p(a) es verdadera pues p:=a | a.

e Si a no es primo, entonces es compuesto, y por lo tanto existe d € Z con 1 <d < a
tal que d | a. Por hipotesis inductiva, como 1 < d < a, existe un primo positivo p
tal que p | d. Se concluye que p | a por transitividad de la divisibilidad.

Es decir hemos probado tanto el caso base como el paso inductivo. Se concluye que p(a) es
Verdadero, Va > 2. Asi, todo nimero distinto de 0,41 es divisible por algtin primo positivo.

Notemos que éste es un perfecto ejemplo de induccién completa ya que en el caso en que a es
compuesto, no se sabe exactamente quién es divisor d de a a quién se le aplica la hipotesis
inductiva (es alguno mds chico entre 1 y a). O

Una consecuencia de este hecho es que hay infinitos primos distintos. (El hecho que haya infinitos
nimeros naturales no garantiza de por si que haya infinitos primos ya que los infinitos ntimeros
podrian obtenerse multiplicando de distintas formas y a distintas potencias finitos primos.) La
demostracién que damos a continuacién fue hecha por Euclides alrededor el aio 300 AC. Hay
muchas otras demostraciones de este hecho (por ejemplo otra conocida se basa en qué la serie
arménica diverge).

Corolario 3.6.2. (Cantidad de primos.)

Ezisten infinitos primos (positivos) distintos.

Demostracion. Supongamos que no es asi y que hay sélo un nimero finito N de primos positivos.
O sea que el conjunto P de primos positivos es P = {p1,...,pn }. Consideremos el siguiente
numero natural M :

M :=p1-p2---pyv+1
Dado que M > 2 pues 2 € P, existe por la proposicién anterior un primo positivo p; € P que
divide a M . Pero
pi| My pi|lpi-p2-pvn = pill,

contradiccién que proviene de suponer que hay sélo finitos primos. ]

Otra consecuencia de que todo nimero # 0,+1 es divisible por algin primo es la
famosa Criba de Eratéstenes de Cirene (~276-~194 AC), que construye recursiva-
mente la lista de todos los primos hasta un niimero dado. Por ejemplo aqui la lista de
primos hasta 57:
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Criba de Eratéstenes (hasta 57)

= Se escribe la lista de todos los niimeros del 2 al 57:
2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17, 18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31,
32,33, 34,35,36,37,38,39,40,41,42, ,43, 44, 45,46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57 .

= Se tachan los multiplos estrictos del primero de la lista, el 2, que sabemos que es primo:

2],3, 4,5, 6,7, 8,9, 10,11, 12,13, ¥4,15, 16,17, 18,19, 20,21, 22,23, 24,25, 26,27, 28,29,
30,31, 32,33, 34,35, 36,37, 38,39, 40,41, 42, , 43, 44,45, 46,47, 48,49, 30,51, 52,53, 34,55,

56,57

El primero que sobrevivid, en este caso el 3, es claramente primo, ya que sino tendria que
ser divisible por un primo mas chico que él.

» Se tachan los multiplos estrictos (no tachados en la lista) del 3:

, , 4.5, 6,7, 8, 9, ¥0,11, ¥2,13, ¥4, ¥5, ¥6, 17, ¥8,19, 20, 21, 22,23, 24, 25, 26, 27, 28,29,
30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,40,41, 42, , 43, 44, 45, 46,47, 48, 49,50, 51, 52, 53, 54, 55, 56,
7.

El primero que sobrevivid, en este caso el 5, es claramente primo, ya que sino tendria que
ser divisible por un primo mas chico que él.

= Se repite el procedimiento con el 5:

12],[3],4[5] 6,7, 8, 9, 40,11, 2,13, J4, ¥5, ¥6, 17, ¥8,19, 20, 21, 22,23, 24, 25, 26,
3()7 317 %7 337 347 357 367 377 387 397 4()7 417 427 ) 437 4/47 4‘/57 4/67 477 4’87 497 5()7 317 527 537
57

= Se repite el procedimiento con el 7:

[2],[3] 4[5, 6,[7], ¢ 9, 40,11, 12,13, ¥4, ¥5, ¥6,17, 18,19, 20, 21
%7 317 327 337 347 357 367 377 387 397 4‘{()7 417 4‘27 ) 437 4/47 4/57 4/67 477 4/8
57

» Se puede probar que alcanza hacer esto hasta que se alcanzé el tltimo primo p < /57, es
decir hasta el primo p = 7, pues todo niimero compuesto n es divisible por algin primo
menor o igual que su raiz cuadrada (probarlo). Luego la lista que quedé de nimeros no
tachados son todos los primos menores o iguales que 57, es decir:

2y
a%

96,

)

722 3
74‘{975()7

[\V]

, 26,27, 28,29,
) 537 347 357 567

BR
lss
5

)

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47, 53.

Digresién sobre Complejidad (1) Dado un nimero a, hay un algoritmo muy natural
para establecer si a es primo o no: simplemente se divide a a por todos los niimeros d menores
que él (o por todos los primos menores que él, produciéndolos por ejemplo con la criba, o en
realidad alcanza con dividirlo por todos los primos menores que +/a, como se coment arriba).
Si nunca da resto 0, es que a es primo. Pero este algoritmo no es muy satisfactorio ya que la
cantidad de candidatos a divisores d se asemeja a y/a (més precisamente a \/a/In(a) como
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V. Poussin Hadamard

Legendre

Agrawal

consecuencia del teorema de distribucién de primos conjeturado por Adrien-Marie Legendre en
1798, refinado posteriormente por Carl-Fiedrich Gauss, y demostrado independientemente por
Jacques Hadamard y Charles-Jean de la Vallée Poussin en 1896).

Es comunmente aceptado que para que un algoritmo sea eficiente, la cantidad de cuentas que
realiza tiene que ser lineal en el tamano de la entrada, o sea la cantidad de espacio de memoria
que ocupa el nimero en una computadora: en este caso logy(a), o a lo sumo acotado por una
potencia fija de ese tamano (esto es lo que se llama un algoritmo polinomial, o que pertenece a
la clase P).

Hasta muy recientemente, el mejor algoritmo para decidir si un nimero a es primo realizaba
log, (a)cloglogloa(@) para una constante fija ¢, o sea era “casi” polinomial.

En el ano 2002, el informético indio, Manindra Agrawal, y dos de sus alumnos que estaban
haciendo su tesis de maestria bajo su direccion, Neeraj Kayal y Nitin Saxena, mostraron que
“Primos estd en P”, es decir que se puede establecer si un nimero entero a es primo (o no)
haciendo una cantidad de cuentas acotada por una potencia fija de logsy(a).

Este test de primalidad (comunmente denominado test de primalidad AKS) no es en realidad
eficiente en la practica: para ello se siguen usando tests “probabilistas”que dan una evidencia
seria de primalidad cuando no pueden probar que un nimero es compuesto, y son suficientes a
efectos practicos. Sin embargo, el resultado de Agrawal, Kayal y Saxena es fantastico, no sélo por
lograr finalmente un objetivo tedrico de clasificacién buscado por mucha gente durante mucho
tiempo, sino por la simplicidad y elegancia de sus métodos. Asi fue reconocido por la comunidad
matematica: fue publicado en el ano 2004 en la revista Annals of Mathematics (considerada la
mejor revista matematica del mundo) y le vali6 a sus autores numerosos premios (y a los dos
jovenes excelentes trabajos).

Para terminar esta disgresién, el niimero primo més grande conocido hoy (hoy es 7 de Febrero
de 2014, puede cambiar mafiana!) es el “primo de Mersenne” 257885161 _ 1 " que tiene 17425170
digitos segun el sitio web http://primes.utm.edu/largest.html.
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Los primos de Mersenne son nimeros primos de la forma 2P — 1 con p primo (se
puede comprobar que si un nimero de la forma 2™ —1 es primo, entonces el exponente
n tiene que ser primo, pero no vale la reciproca: 2! — 1 no es primo), y se llaman
asi en honor al monje y matematico francés Marin Mersenne, 1588-1648, que los
estudido. Es un problema abierto determinar si hay infinitos primos de Mersenne.

Digresion sobre Complejidad (2)  Un problema de otra indole, y cuya resolucién haria muy
famoso a cualquiera, es el problema de, dado un nimero a compuesto, encontrarle eficientemente
un factor d no trivial (o sea # 1, a ). El mejor algoritmo a la fecha realiza una cantidad de cuentas
lineal en /a logy(a)??, y el niimero mas grande que se logré factorizar (anunciado en el 2010),
usando cientos de computadoras que trabajaron durante mas de 2 afios, tiene 232 digitos. Se sabe
que este problema estd en NP, lo que hablando sin precision, significa que si un “ordculo”’me
provee de un candidato a factor d, se puede verificar haciendo una cantidad polinomial (en
log(a)) de cuentas, si d es efectivamente un factor o no de a. Se cree que este problema es
dificil, o sea que no pertenece a la clase P. De hecho la mayoria de los protocolos criptograficos
(para transmisién de datos en forma segura y secreta) que se utilizan hoy en dia estan basados
en la dificultad de factorizar niimeros compuestos grandes (o de problemas relacionados), asi que
mejor que asi sea!

3.6.1. La propiedad fundamental de los niimeros primos.

Si p es un ndmero primo (positivo), y a € Z es cualquiera, entonces Div(p) = {1,p} y por lo
tanto DivComy ({p,a}) C {1,p}: esigual a {1,p} cuando p|a y esigual a {1} cuando pfa.
Por lo tanto el méximo comun divisor entre p y a, es igual a p cuando p | a y es igual a 1
cuando pta:

(p:a):{zl? zi ;?J[(ZL , y por lo tanto pla < p1a.

(En particular, observemos que si p y ¢ son primos positivos distintos, entonces p L ¢.)
Volvamos a la Proposicién 3.5.12,(2) para p y a. En este caso, ella dice:
Teorema 3.6.3. (Propiedad fundamental de los niimeros primos.)

Sea p un primo y sean a,b € Z . Entonces

pla-b = pla o plb.

Demostracion. La Proposicién 3.5.12(2) dice que si p | a-b y p L a entonces p | b. Por lo
visto arriba, la condicién p L a es equivalente a p {a. Luego la Proposicién 3.5.12 (2) dice que
sipla-by pfa entonces p|b. Esto es claramente lo mismo que decir que si p | a-b entonces
plaop|b,puessi p|a-b, hay dos posibilidades:

» Si pla,yaestd,

» Ysi pta, entonces p|b.
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O]

Esta es la propiedad més importante que cumplen los nimeros primos (comparar con el ultimo
inciso de las Propiedades 3.2.4). Mdas auin, esta propiedad caracteriza los niimeros primos:

p es primo si y solo si cada vez que p divide a un producto divide a alguno de los factores.

Esta es de hecho la definicién de elemento primo en un dominio integro arbitrario, como veran
mas adelante los que estudian matematica. En el caso de los niimeros enteros Z, se puede probar
que para p # 0,+1, son equivalentes las propiedades

= p tiene Unicamente 2 divisores positivos.

» Va,b, pla-b = plaop|b.
(Pues acabamos de probar que si p tiene unicamente 2 divisores positivos, entonces p |a-b =
p|a o p|b. Para probar que la condiciéon Ya,b, p|a-b = p|a o p| b implica que p
tiene inicamente 2 divisores positivos, probaremos la contrareciproca: Si p # 0, £1 tuviera més

que 2 divisores positivos, o sea fuera compuesto, entonces p=c-d con 1 < ¢,d < p. Luego se
tendria p | c-d pero ptcy ptd.)

Esta equivalencia justifica la definicién histdrica de primo que usamos aqui.
El Teorema 3.6.3 se generaliza inmediatamente a

Proposicién 3.6.4. Sea p un numero primo y sean ai,...,a, € Z, con n > 2. Entonces

plai---a, = p|a; para algin i, 1 <i<n.
En particular, dado a € Z, si p | a™ entonces p | a.

Demostracion. Por induccién en n, empezando en n = 2.

p(n): Vai,...,an€Z, plai---a, = pla; paraalgin i, 1 <i<n.

= Caso base: ;p(2) V? Si, por el Teorema 3.6.3: si p | aj - ag entonces p|a; o p|az.
» Paso inductivo: Dado h > 2, ;p(h) Verdadera = p(h + 1) Verdadera?

e HI: VYay,...,ap €Z, plai---ap = p|a; paraalgini, 1 <i<h.

e Qpq Vai,...,apt1 €Z, plai---apy1 = p|a; paraalgini, 1 <i<h+1.
Llamemos b = aj---ap. Entonces p | a1---apy1 < p|b-apsr. Luego por el Teorema
3.6.3 (el caso n=2) aplicadoa by apt1, p|b-ant1 = plboplant.
Siplapyr,yaestd. Ysip|b=ay---ap, por HI, p|a; para algin i, 1 <i <h. O sea

que también est4.

Es decir hemos probado tanto el caso base como el paso inductivo. Se concluye que p(n) es
Verdadero, Vn > 2. ]
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3.6.2. El Teorema fundamental de la aritmética.

Estamos ahora en condiciones de demostrar completamente el famoso Teorema fundamental de
la aritmética, piedra angular de toda la teoria de niimeros, acerca de la factorizacién tnica de
los nimeros como producto de primos.

el que justifica el interés de los mateméaticos por conocer mejor el comportamiento de

Este teorema era ya conocido por los griegos de la época de Pitdgoras (S. VI ac), y es @
los primos: cémo se distribuyen, cémo conseguirlos, etc. @‘

Teorema 3.6.5. (Teorema fundamental de la aritmética.)

Sea a € Z, a#0,+1. Entonces a se escribe en forma tinica como producto de primos (positi-
vos), (o se factoriza en forma tnica como producto de primos (positivos),) es decir:

s Va € Z, a # 0,41, existe r € N y existen primos positivos pi,...,p, distintos y
mi,...,my € N tales que
a==+p{"-py*-p

s FEsta escritura es Unica salvo permutacion de los primos.

Demostracion.

Existencia: Nuevamente, alcanza con probar el teorema para a positivo, y se formaliza por
induccién en a, a > 2:

p(a): a admite una factorizacién como producto de primos.

» Caso base: p(2) es Verdadera pues 2 = +2!.
» Paso inductivo:

e Si @ es un primo p, p(a) es verdadera pues a =p = +p'.

e Si a no es primo, entonces por la Proposicion 3.6.1, a es divisible por algin primo
positivo p més chico que él, y por lo tanto el cociente k = a/p satisface 2 < k <a—1.
Por hipotesis inductiva, k admite una factorizacién como producto de primos, en la
forma k = p]" ---p" . Por lo tanto a admite la factorizacién

a:ppqinlpgl"‘
Asi, todo nuimero distinto de 0,+1 admite una factorizacién como producto de primos.

Unicidad: Supongamos que a = £pi™ ---pl"m = +¢}" --- ¢ en las condiciones del enunciado.
Queremos probar que entonces los signos, los primos y los exponentes coinciden.

Claramente los signos coinciden, asi que podemos suponer a positivo.

En la expresion pi" ---pi" = ¢}'* - - - ¢3¢, simplifiquemos todos los primos comunes (que apare-
cen de los dos lados) a la menor potencia a la que aparecen.
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Si al hacer eso no sobra nada, o sea obtenemos 1 = 1, es que todos los primos y las potencias
coincidian.

Si no pasa eso y sobra algo de algin lado al menos, obtenemos una expresion del mismo tipo, pero
donde p; # g; (pues son todos los que sobraron). Podemos suponer sin perdida de generalidad
que del lado izquierdo sobré un p;. Entonces tenemos que p; divide a lo que sobré del lado
derecho o al 1 si no sobré nada. O sea p; | 1 (lo que es absurdo) o p; | ¢i* -+ ¢%. En este
dltimo caso, por la Proposicién 3.6.4, existe j tal que p; | ¢; pero p; y g; son primos distintos.
Contradiccién, que proviene de suponer que sobré un primo de algtin lado. ]

Cuando uno conoce la factorizaciéon en primos de un nimero, conoce todo del niimero, como se
verd en lo que sigue.

Ejemplo: Sean a =84 =2%2-3-7 y b= 188650 = 2-52-73-11. Entonces
a-b=23.3.52.7.11 y & =218.39.7°

son las factorizaciones en primos de a - b y a” (simplemente se suman (o multiplican) los
exponentes). Esto vale siempre. Para formular facilmente este resultado, si a,b € Z son dos
nimeros no nulos, convenimos en escribirlos como potencias de los mismos primos (positivos)
distintos pi,...,p,, permitiendo poner potencia 0 cuando el primo no aparece. Por ejemplo,
para a =84 =22-3-7 y b=188650 = 2-52- 7311, escribimos

a=22.3".50. 71110 vy p=121.30.52.73. 111,

Observacién 3.6.6. (Primos de productos y potencias.)

Sean a,b € Z no nulos de la forma
a==xp/"---p con my,...,my €Ny, b==£pit---p" con ny,...,n, € Np.

Entonces

s ab=(xpMpmr) . (£pM e p) = dptm L gt

Es decir a-b tiene exactamente los primos de a y de b en su factorizacién (los exponentes
se suman).

= a" = (£p-- -pﬂ“)n = (£1)"pi"™*" - p™ es la factorizacién en primos de a™, para
todo n € N.

Es decir a™ tiene exactamente los mismos primos que a en su factorizacién.

Nota: Otro hecho que se desprende de este (y que de hecho aparece en la demostracién de la
unicidad de la factorizacién) es que p | a siy solo si p aparece en la factorizacién en primos de
a. Luego cualquiera sea a € Z, a # 0,£1, a es divisible por s6lo un nimero finito de primos
distintos.
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Ejemplos:

» El Teorema fundamental de la Aritmética permite por ejemplo probar que /2 no es un
a

nimero racional. Pues si fuera v/2 = 7 con a,b € N tendriamos v/2-b = a, o sea 2b%> = a,

donde a = py™ ---p* con my,...,m, € Ng, b=p{*---pl con ni,...,n3 € Ng. Luego

2n1 2m1 2m,

2p1 p”%n’”:pl pr

lo que es claramente imposible por la unicidad de la factorizacién en primos, porque a la
izquierda el primo 2 aparece un nimero impar de veces, mientras que a la derecha aparece
un nimero par de veces.

= Sea d|2%.5% ;Cémo puede ser d?

Esté claro que si k-d = 23 - 5%, entonces en k y en d no pueden aparecer mas que los
primos 2 y 5 (por la unicidad de la factorizacién). Ademés si d = 257 con 0 < i, para
que deZ,y k= 2" . 51" con 0 < ', para que k € Z, tiene que satisfacerse

2.5t =k.d=2" .5 .20 5 =2+ .5,

Asi, i/ +i=3y j/+j = 4. Esto implica, dado que i/ >0y 7 >0,que 0<i <3y
0<j<A4.

Asi, si d |23 5%, la factorizacién en primos de d es

d=2".5/, con 0<i<3, 0<j<4.

Luego Div(235%) = {£2/57, 0<i<3,0<j <4}.

Por lo tanto, 235% tiene (34 1)(4 + 1) = 20 divisores positivos distintos, y 2 -20 = 40
divisores enteros, positivos y negativos.

Proposicién 3.6.7. (Divisores de un niimero y cantidad.)

Sea a €Z, a#0,£1, y sea a==xp™ ---p" la factorizacion en primos de a. Entonces

1. dla <= d==xpi"---p} con 0<n; <mq,...,0<n, <m,.

2. #Divi(a)=(mi+1)---(my+1) y #Div(a) =2(m1 +1)--- (m, +1).
Demostracion. Es claro que alcanza probar la proposicién para a = p|"* - - p*" positivo.

1. (=) d|a & Jke€Z tq a=k-d. Luego la factorizacién en primos de k - d tiene que
ser igual a la de a:

Esto implica por la Observacién 3.6.6 que la factorizacién en primos de d debe ser de la
forma d = £ p}*---pl para ny,...,n, que satisfacen 0 <n; <mq,...,0 <n, <m,.

(<) Sid==£pit---pp con 0 <ny <my,...,0 <n, <m,, entonces podemos tomar

k‘ = :l:p’,lnl -ni ., .p:‘n‘”'_n”'
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(todos los exponentes son > 0 y por lo tanto k € Z), y es luego claro que
ked= (Pl L (Pl = P = g,
2. Ahora solo se trata de contar:
Divy (pi" - p*) = {pi* - -pp" con 0<ny <my,...,0 <n, <m,},

y luego hay (m; + 1) elecciones para n; (de 0 a my), (ma2+ 1) elecciones para ng (de
0 a ma), etc.

O sea #Divy(a) = (m1+1)---(m, + 1), y hay el doble de divisores totales (positivos y

negativos).
O
Ejemplos:
» Calcular la suma de los divisores positivos de 10'0: Se tiene
Div (101%) = Div (2! 51%) = {2'57, 0 <i < 10,0 < j < 10}.
Por lo tanto
10 10 10 10 10 10
D d= > 2= Q2= (2 5) =50 2)
d>0,d|1010 0<i,5<10 =0 j=0 =0 j=0 J=0 =0
511_1 211_1 511_1
= : =21 -1 .
5h—1 2—-1 4
» ;Cudl es el menor nimero natural n con 12 divisores positivos?
a = 1 tiene Unicamente 1 divisor positivo. O sea a > 2. Sea a = p{"---p con
mi,...,m, € N la factorizacién en primos de a. Sabemos que entonces la cantidad de

divisores positivos de a es (mj+1)---(my;+1). Observemos que como m; > 1, entonces
m; +1 > 2, Vi. Luego, la condicién 12 = (mq +1)---(m, + 1) implica 12 > 2" o sea
r < 3: a tiene a lo sumo 3 primos distintos. Por lo tanto a es de una de las siguientes
formas:
a=p" o a=p"-py? o a=p"t-py?-pys.
e Caso a = p™: En ese caso a tiene m+1 divisores positivos. Si se quiere que sean 12,
entonces m+1 = 12 implica m = 11: a = p'!, y el més chico de ellos es claramente
a=2" =2048.

e Caso a = pi"™ - py?: En ese caso a tiene (mj + 1)(mg + 1) divisores positivos. Si
se quiere que sean 12, entonces (mj + 1)(mg + 1) = 12 = 6-2 = 4 -3 implica
m+1=6,me+1=20my+1=4,my+1=3 (o cambiando el rol de my y ms).
Asi se obtiene my =5,my =1 o my; = 3, me = 4. Luego a :p? -py O a :p:f -p%.
Claramente los més chicos de éstos son a =2°-3=96 y a =23-3% =72.
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e Caso a = pi" - py"? - p3": En ese caso a tiene (mj + 1)(mg + 1)(ms + 1) divisores
positivos. Si se quiere que sean 12, entonces (mi+1)(ma+1)(ms+1) =12=3-2-2
implica m1 +1=3,ma+1 =2y mg+1 =2 (o cambiando el rol de my, ma y
ms ). Asi se obtiene m; = 2,my = 1,m3 = 1. Luego a = p% - pg - p3. Claramente el
més chico de éstos es a =22-3-5=60.

Por lo tanto en menor niimero natural con 12 divisores positivos es a = 60.
Habiamos visto en la Proposicién 3.2.4 que si d | a entonces d" | a" para todo n € N,

y mencionado que vale la reciproca pero ain no teniamos a ese nivel las herramientas para
probarlo. Ahora si. . .

Proposicién 3.6.8. (Divisores y potencias.)

Sean a,d € Z con d#0, y sea n € N. Entonces

dla < d"|a".

Ojo que en la Proposicién, tiene que ser el mismo exponente n de los dos lados del signo |. Si
no, no es cierto. Por ejemplo 2 | 4 pero 219142y 82|43 pero 814.

Demostracion. Solo falta probar (<), que si d" | a"™ entonces d | a.

= Para a = 0 no hay nada que probar porque d |0, Vd #0.

» Para a = +£1, casi tampoco, ya que si d" | (£1)", entonces d" = £1, luego d = +1, que
divide a a = £1.

» El caso a # 0,%1 es el interesante. Si a = £p;™ - - - pI'", entonces

a" = (£pi" - -opt)" = Epy P

T

Ahora bien, la condicién d" | a™ implica que d | a™. Por lo tanto d = £pi* ---p}'" no
tiene mas primos en su factorizacién que los de a. Pero entonces

dn frd j:p?nl .. .p:}'n"” | a

implica por la Proposiciéon 3.6.7 que 0 <n-ny <n-my,...,0<n-n, <n-m,, es decir,
simplificando el n, que
0<n <mq,...,0 <np <my.

Esto prueba, nuevamente por la Proposicién 3.6.7, que d | a.
O

Podemos ahora dar la caracterizacién del mdximo comun divisor y del minimo comun multiplo
de dos nimeros no nulos que se suele dar en el colegio, o las férmulas para calcularlos cuando se
conoce la factorizacién de los niimeros. Por ejemplo, para a = 588 = 22-3.7? y b = 188650 =
2-52.73.11, “sabemos” que el maximo comin divisor (a : b) es el producto de los primos
comunes a a y b a la menor potencia a la que aparecen, o sea (a:b) =272 =98,
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Proposicién 3.6.9. (M&aximo comun divisor y factorizacion.)

Sean a,b € Z no nulos de la forma

a==£p"---p" con my,...,m, € Ng, b==xpi---p' con ny,...,n, € Np.
Entonces
(a:b) = prlnl’n{m1,m} . _p;nl'n{m,«,nr}'

.. min{mi,n min{m,n, ..
Demostracion. Hay que probar que p; {miml} Dr {mrne} o el mayor de los divisores co-

munes de a y b. Investiguemos luego los divisores comunes (positivos) de a y b:

dla = d:plfl---pf" con 0<ki<my,...,0<k. <m,,
d|b = d:plfl--'pfr con 0<ki<ng...,0<k. <n,.
Por lo tanto
dla y d|b = d:plf1~~p,lfT con 0<k <min{my,ni},...,0 <k, <min{m,,n,}.
De esa forma el mayor de los divisores comunes es (a : b) = pllnin{ml’nl} e p?lin{m“nr} como se
queria probar. O
Corolario 3.6.10. (Mcd de potencias.)
Sean a,b € Z no nulos.
1. Sean a,b # 0,£1 con factorizacion en primos a = £pi"™*---p/*, my,...,m, € N, y
b==£q'" - -ql, ni,...,ns € N. Entonces
(a:b)=1 = p; #q;, Vi, j.
2. (a:b)=1y(a:c)=1 < (a:bc)=1.
3. (a:b)=1 <= (a™:0")=1, Vm,neN.
4. (@™ :0")=(a:b)", Vn eN.
Ojo que para esta 4ta propiedad tiene que ser la misma potencia n !
Demostracion. 1. Sabemos por la Proposicién anterior que (a : b) es igual al producto de los

primos comunes a a y b con la minima potencia a la que aparecen. Esto da (a:b) =1 si
y solo si no hay primos en comun.

2. (=) Si (a:b) =1, a no tiene primos en comun con b, y si (a:c¢) =1, a no tienen
primos en comun con c. Por lo tanto a no tiene primos en comtun ni con b ni con ¢, luego
no tiene primos en comun con bc, ya que los primos de bc son los de b y los de ¢. Por lo
tanto (a:bc)=1.

(«<=) Reciprocamente, si a no tiene primos en comun con bc, no tiene primos en comun
ni con b ni con ¢, luego es coprimo con b y con c.
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3. a y b no tienen primos en comun si y solo si a™ y 0™ no tienen primos en comun, ya que
sabemos que los primos de a™ son exactamente los mismos que los de a, y los primos de
b" exactamente los mismos primos que los de b.

4. Sea d := (a:b). Coprimizando, se tiene que a =da’ y b=d¥b con a’ LV . Luego,
(@":b") = ((dad)": (db)") = (d"d™ : d"V") = d"(a™ : ™) =d" = (a : b)"

yaque a™ L™ alser o' L V.

FEjemplos:

» Calcular (2" +3":2" —2-3"), para todo n € N.

Sea d un posible divisor comun:

{d2+3 — d|3"+2-3" = d|3-3".

d|2m—2-3"
De la misma manera:

{d2"+3" :{d]2-2"+2-3”

n n n
4|2 2.3n gy = A2 = d]32n

Pero
d|3-3"yd|3-2" = d|(3-3":3-2")=3(3":2")=3-1=

Por lo tanto, (2" +3":2"—-2-3") =1 o 3.

Pero se ve claramente que 3 no puede ser un divisor comun ya que 3 t 2" + 3™ (pues si
lo dividiera, se tendria que 3 | 2™, absurdo!). Por lo tanto el 3 queda descartado como
posible med, y se concluye que (2" +3":2"—-2-3") =1, Vn € N.

» Sean a,b € Z no ambos nulos tales que (a:b) =6. Calcular (ab:6a—60).

“Coprimizando”, se tiene a = 6a’, b=6b" con a’ L b, luego
(ab:6a—6b) = (364"t : 36a" — 361") = (36a’t' : 36(a’ — b)) = 36(a’t’ : a' — V).

Para concluir falta calcular los posibles valores de (a't' : ' — ') cuando o’ L b':

Sea d un divisor comun:

d|adt N d|adt . d|ab . d\a’Q
dla —b d|ad(a—"b) d|a?—aV

De la misma manera:
d|at N d|adV N d|ab — 4|
dlad —v d|v(d —b) d|ab —b?
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Obtuvimos d | a’* y d | ¥'*. Luego d | (a/* : b'*). Pero, como vimos arriba, a’ L b =
a® L V7%, es decir (a/* : ¥'®) = 1. O sea d | 1. Asi se prueba que los tinicos divisores
comunes de a't/ y @’ — b son +£1, luego a'b’ L a’ — V', y se concluye

(ab:6a—6b) =36(a't) :d' — ') = 36.

3.6.3. Minimo comun miiltiplo.

Definicién 3.6.11. (Minimo comin multiplo.)

Sean a,b € Z, no nulos. El minimo comin mailtiplo entre a y b, que se nota [a : b], es el menor
nimero natural que es un multiplo comtin de a y b.

Ejemplo: Como todos ya “saben”, para a = 588 =22-3.72 y b= 188650 = 2-52 - 73 .11, el
minimo comtn multiplo [a : b] es el producto de todos los primos que aparecen en a y en b a
la maxima potencia a la que aparecen, o sea [a: b] = 22-3-52.73.11. Probemos este hecho en
general.

Proposicién 3.6.12. (Minimo comun miltiplo y factorizacién.)

Sean a,b € Z no nulos de la forma

a==£p"---p" con my,...,m, € Ng, b==xpi---p" con ny,...,n, €Ny.
FEntonces
[a : b] _ prlnéx{m1,n1} . 'pgléx{m,.,nr}.
Demostracion. Hay que probar que prlnéx{ml’nl} - -p;néx{m’"’nr} es el menor de los multiplos

comunes de a y b. Investiguemos luego los multiplos comunes m >0 de a y b:

alm <= m=p"---p"" -k paraalgin k; € N,
blm <= m=pi'---p;"-ky paraalgin ks € N.

Por lo tanto

alm y b|lm < m= prlnéx{ml’nl} copmax{menel g para algtn k € N,
De esa forma el menor de los multiples comunes positivos es con & = 1 y da [a : b] =
méx{mi,n1} max{m,,n,} ;
Dy Dy como se queria probar. ]

De la demostracion de la proposicién anterior se deduce inmediatamente el resultado siguiente:

Corolario 3.6.13. (Mcm y miltiplos comunes.)

Sean a,b € Z, no ambos nulos y sea m € Z, con m % 0. Entonces

alm y b|lm <= Ja:b]|m.
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Ejemplo: Observemos que para a = 22-3'-72 y b=21.52.73. 11! tenfamos (a : b) = 2! - 72
y [a:b] =2%2-31.52.73. 11! Luego

(a:b)-Ja:b = (2'-7%)-(2%-31.5%.73. 111
_ 9l+2  g0+1 042 243 10+1

_ 92+l gl40  g0+2 243 10+1

= (2231 7). (215273 11Y) = a-b.

Es inmediato probar que este resultado vale en general.

Proposicién 3.6.14. (Producto mcd y mcm.)

Sean a,b € Z, no nulos, entonces
la-b] = (a:b)-[a:Db].
En particular, si a L b, entonces [a:b] = |a-b|.

Esto da una alternativa para calcular el minimo comin miultiplo cuando uno no conoce la
factorizacion de los niimeros. De hecho esta forma de calcular el minimo comin multiplo es para
nimeros grandes mas veloz que factorizar los niimeros para luego aplicar la Proposicién 3.6.14,
ya que calcular el maximo comun divisor por el algoritmo de Euclides es para niimeros grandes
mas veloz que factorizar.

Ejemplo: Determinar todos los pares de nimeros a,b € N que satisfacen que

(a:b)=2%3-17 y [a:b=2°-3-5%-17%

Nunca olvidarse que “coprimizar” puede ayudar!

Sabemos que a = (a:b)a’ y b= (a:b)b con a’ L. Luego (a:b)[a:b] =ab=(a:b)*dV,
es decir : | 5 ) )
) 2°.3-5%-17
=0 =93.52.17 LY.
Ty T 2317 ) cona
Al ser @’ L V' no puede aparecer un mismo primo simultdneamente en o’ y o', y por lo tanto
las posibilidades son (eligiendo cudles son los primos que aparecen en a’ y luego los restantes

estardn en b ):

ad=1 0 =2%.52.17
a =23 b =517
a =52 b =217
a =17, ¥ =23.5°
a=2%.5% v =17
a =23-17, b =5°
a =5%-17, b =23
a=23.52.17, b = 1.

Multiplicando estos niimeros por (a :b) = 2%-3-17 se obtienen todos los pares (a,b).
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Terminemos este capitulo mencionando una famosa y cldsica conjetura sobre primos, la conjetura
de los primos gemelos, y los recientes avances sobre el tema. Se dice que dos nimeros primos
son gemelos si difieren en 2, como por ejemplo 41 y 43. La conjetura, atin no resuelta, afirma
que existen infinitos pares de primos gemelos.

En Abril 2013, el matemadtico chino-americano Yitang Zhang anuncié el resultado
cercano mas relacionado en algin sentido con esta conjetura, ya que también se trata
de diferencias entre primos: Zhang anuncié que existen infinitos pares de primos, no
gemelos, pero que difieren en menos de 70 millones.

A partir del resultado de Zhang, se ha promovido una carrera para reducir esa diferencia: el
3 de Octubre del 2013 la brecha lleg6 a 4680. Es decir hoy en dia se sabe que existen in-
finitos pares de primos que difieren en menos de 4680. Los avances aparecen en la pédgina
http://michaelnielsen.org/polymathl/index.php?title=Bounded_gaps_between_primes

Aunque todos concuerdan en que este método no va a permitir reducir tanto la brecha como
para llegar a 2, es decir a probar la conjetura de los primos gemelos...
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