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Planteo del problema

Empecemos por considerar un ejemplo a fin de darle sentido al título de esta nota:

El Problema del Viajante de Comercio

Dadas n ciudades, con distancias prefijadas entre dos cualesquiera de ellas, y un número K, ¿existirá un recorrido que pase por todas las ciudades y que verifique que la distancia a realizar no supere los K kilómetros?

Aclaremos que en este modelo las distancias prefijadas entre las ciudades son números enteros positivos cualesquiera que no necesariamente se corresponden con reglas geométricas.

Está claro que hay  una forma obvia de resolver el problema, que es:

Partir de alguna ciudad que llamaremos “1” e ir hacia cualquier otra ciudad que llamaremos “2”. Luego elegir cualquier ciudad aún no visitada, la ciudad “3”, y seguir así.  Sumar todas las distancias y verificar si esa suma es menor que K o no. Si se hace esto para todos los posibles caminos partiendo de “1”, se estará analizando todos los recorridos posibles. Pero, ¿cuántos de éstos hay? Fijada la ciudad “1”, hay (n-1) candidatos para la ciudad “2”, y una vez definida “2”, quedan (n-2) candidatos para la ciudad “3”; en definitiva hay (n-1)!=(n-1)(n-2)...2.1 recorridos distintos, y para cada uno de ellos aún hay que chequear los valores de las sumas de las distancias. 

Observemos que si queremos llevar el problema del viajante de comercio a una computadora, cuando representamos todas las configuraciones de n ciudades, donde las distancias entre dos ciudades cualesquiera y también el número K se pueden escribir usando cada uno a lo sumo b bits, el tamaño en bits L(n,b) de los datos de entrada es del orden de n2b, ya que hay esencialmente n2 distancias entre las ciudades que precisar.

Ahora, dado que (n-1)! no es una cantidad polinomial
 en n2b, se ve que esta forma de resolver el problema exige hacer un número exponencial de chequeos.

Hasta ahora no se conoce ningún algoritmo polinomial
 en la longitud L(n,b) de los datos de entrada para resolver el problema del viajante. Dicho de otro modo no se sabe si este problema pertenece a la clase P (de “Polynomial”: problemas que son resolubles en tiempo polinomial).  
En el mismo contexto, existen sin embargo problemas polinomiales, como por ejemplo el del “camino más corto” entre dos ciudades: fijadas dos ciudades no todas unidas entre sí por caminos, hay que decidir si existe un camino que las une a distancia menor que K. Alcanza aquí con n2 chequeos aunque no resulta obvio para nada!

Volviendo al problema del viajante del comercio, si a mí viene alguien a afirmar, para una instancia particular del problema, que la respuesta es Sí, yo le puedo pedir que me exhiba una prueba. El me mostrará entonces un “certificado”: un recorrido que certifique que la respuesta es Sí, o sea que cumpla con los requisitos. Luego me será fácil verificar primero si el recorrido propuesto recorre efectivamente todas las ciudades, y después sumar las distancias y comprobar si efectivamente es una solución. Todas estas verificaciones se pueden hacer en tiempo polinomial en el tamaño del problema. Eso es (informalmente) lo que se llama estar en la clase NP (“Nondeterministic Polynomial time”). 

La clase P es la clase de los problemas de decisión (con respuesta Sí o No) que se pueden contestar por medio de un algoritmo polinomial en el tamaño de los datos de entrada. Esto quiere decir que existe un algoritmo  que decide para cada instancia del problema si la respuesta es Sí o No. Este algoritmo cumple además que si codificar los datos de entrada de una familia de instancias del problema, que son números enteros, requiere L bits, entonces el algoritmo realiza a lo sumo c.Ld operaciones bit,  donde c y d son constantes independientes de L. Por ejemplo, en el problema del viajante de comercio, la cantidad L(n,b) expresa una cota para el tamaño de los datos de entrada de la familia de instancias del problema que representan un número n de ciudades, con distancias entre las ciudades y distancia máxima a realizar acotadas (en longitud binaria) por b. El problema del viajante de comercio pertenecería a la clase P si existiera una familia de algoritmos de estructura similar tal que para cada n y b, el algoritmo correspondiente aportara una solución para cada instancia particular del problema, realizando una cantidad de operaciones bit acotada por c.L(n,b)d, donde c y d son constantes independientes de n y b. La formalización de lo que significa “familia de algoritmos de estructura similar” está dado por el modelo de las Máquinas de Turing ([Tur]). Existen otros modelos matemáticos que modelizan lo que es una función computable, pero, para aplicaciones a la informática, éste es el modelo provilegiado pues está asociado naturalmente a una medida de tiempo de computación.

La clase NP es la clase de los problemas de decisión que son “verificables” en tiempo polinomial. Informalmente esto significa que para cualquier instancia particular del problema que sea verdadera se puede proveer un certificado, y la verificación de que este certificado es efectivamente una prueba se puede hacer realizando un número polinomial de operaciones bit en función del tamaño de los datos de entrada. Por ejemplo el problema del viajante de comercio pertenece a la clase NP.

El problema  “P versus NP” 
Si se tienen las definiciones formales de los conceptos P y NP, no plantea dificultad mostrar que la clase P está contenida en la clase NP. Incluso informalmente se puede aceptar de manera intuitiva: todo problema de decisión que se puede responder en tiempo polinomial también puede ser verificado en el mismo tiempo. 

Lo que se llama  P  vs. NP  es  ¿ P = NP  o  P ( NP ? : la pregunta acerca de la inclusión inversa.

¿Será cierto que todo problema de decisión que se puede verificar en tiempo polinomial se puede responder en tiempo polinomial? 

Los problemas NP-completos

Ahora bien, entre  los problemas de decisión NP conocidos, hay órdenes de dificultad diferentes. Para ello miremos otro ejemplo:
¿Es n compuesto?

Dado un número natural n, ¿existirá un número entero d, estrictamente mayor que 1 y estrictamente menor que n, tal que d divide en forma entera a n?

El algoritmo más ingenuo para contestar la pregunta funciona en tiempo polinomial en n: simplemente se chequea si n es divisible por algún número menor que él; como hay  (n-1) números menores que n, se hacen (n-1) divisiones enteras. Aplicando el argumento de la criba de Eratóstenes se puede refinar un poco y hacer del orden de la raíz cuadrada de n chequeos. Pero en este caso el tamaño de la entrada es la cantidad de bits necesarios para escribir el número n, o sea esencialmente el logaritmo en base 2 de n. Y nadie encontró hasta ahora un algoritmo para contestar esta pregunta que funcione en tiempo polinomial en esa cantidad: no se sabe si el problema está en la clase P. Sin embargo es facil ver que pertenece a la clase NP: si viene alguien a decirme que sí, que efectivamente un número dado n es compuesto,  me propondrá un certificado: un candidato d a divisor que al ser menor que n tendrá longitud bit acotada por log2n, y yo simplemente tendré que hacer la división entera de n por d y verificar si da resto 0: esta operación tiene un costo bit polinomial en log2n.

En 1975 Pratt demostró por un argumento nada obvio que la pregunta equivalente:  “¿Es n primo?” también pertenece a la clase NP ([Pra]). La diferencia de formulación consiste en cómo se exhibe un certificado: un posible divisor d certifica que el número es compuesto pero no que es primo! 

Hasta el año 2002 tampoco se sabía  si pertenecía a  la clase P, hasta que fue probado por Manindra Agrawal, Neeraj Kayal and Nitin Saxena, de Kanpur en India, en el articulo “Primes is in P”[AKS]. (Por lo tanto, la pregunta anterior “¿Es n compuesto?” también está en P ya que alcanza con fijarse si n es primo o no.) Hasta entonces existían solamente algoritmos polinomiales probabilísticos para decidir si un número era primo, es decir algoritmos que dependen de elecciones al azar y dan la respuesta correcta  con elevada probabilidad de éxito. Esto fue mostrado por Solovay y Srassen ([SS]), mientras que el algoritmo probabilístico hoy más sofisticado, de tipo Las Vegas, es debido a Adleman y Huang ([AH]). Este es el que se sigue usando en la práctica para producir números primos. Lo que aún no se sabe hacer (pero este ya no es un problema de decisión, que se contesta por sí  o por no) es factorizar un número con un algoritmo polinomial en el tamaño del número.
Por lo tanto hay una diferencia esencial entre los ejemplos mencionados; para uno de ellos se conoce un algoritmo polinomial y para el otro no. Pero aún sin saber esto úlitmo, ya estaba demostrado que si el problema del viajante de comercio puede ser resuelto mediante un algoritmo polinomial, entonces P=NP, es decir todo problema que pertenece a la clase NP también puede ser resuelto mediante un algoritmo polinomial. Esto es lo que se llama ser un problema NP-completo: un problema de decisión particular es NP-completo si para probar que P=NP alcanza con probar que ese problema en particular pertenece a la clase P. Dentro de los problemas que son NP, los problemas NP-completos tienen un orden de dificultad mayor. Todos los otros problemas NP pueden ser traducidos como (o reducidos a) un problema NP-completo.

En este sentido el problema del viajante de comercio pareciera más dificil que el de saber si un número es primo o no. Este último aparentemente no es NP-completo: hay razones poderosas que incitan a pensarlo (aunque aún no está demostrado), en particular que en general la comunidad científica tiende a pensar que P(NP, y si alguien demostrara que el problema de la primalidad es NP-completo, entonces se habría probado que P=NP! 

Importancia del problema

Los problemas polinomiales son los que son comúnmente identificados con problemas eventualmente “tratables”, o sea para los cuales se pueden esperar algoritmos que funcionen en tiempo admisible en la realidad. Por esa razón se suele decir que el problema del viajante de comercio desafía hasta la actualidad toda resolución eficiente y es aún intratable para elecciones “grandes” del número n. Un algoritmo verdaderamente eficiente para un problema NP-completo llevaría inmediatamente a la obtención de algoritmos útiles para muchos problemas prácticos en la industria, como por ejemplo problemas de recorridos o de planificación. De alguna manera esto motivaría el deseo de que P=NP.
Por otro lado, si P=NP podría ser destruída la seguridad de la transmisión de información por Internet! Un sistema normalmente utilizado en la actualidad para la transmisión secreta de información financiera u otra a través de la red informática es el sistema RSA de Clave pública/clave privada, que fue introducido en 1978 por Rivest, Shamir y Adleman ([RSA]). Lo llamativo (y brillante) de este sistema es que, aunque sus bases teóricas son increíblemente simples, es muy eficiente y practicamente incorruptible porque ... nadie sabe factorizar un número rapidamente, en tiempo polinomial en el logaritmo del número ... ¿Conviene entonces P=NP?

En verdad los especialistas creen que factorizar es realmente un problema dificil. No se sabe si este problema es de los más difíciles (o sea si es NP-completo) pero tampoco se conoce para él ningún algoritmo polinomial en una máquina de Turing. En 1997 fue demostrado que sí existe un algoritmo polinomial cuántico ([Sho]). Una computadora  cuántica es en algún sentido ideal ya que simula a la naturaleza haciendo elecciones y sus elementos lógicos tienen tamaño molecular. Pero hasta ahora sólo se pudieron construir computadoras cuánticas muy pequeñas, aptas para manejar números de pocos bits, y dada la magnitud de los problemas encontrados, no queda clara la posibilidad de mejorar esencialmente este hecho.

La creencia generalizada es que P ( NP. Es decir, que existen problemas que se pueden verificar pero no se pueden decidir en tiempo polinomial. Posiblemente, entre otras razones,  porque  en los últimos treinta años hubo miles de especialistas intentando mostrar sin lograrlo que alguno de los miles de problemas NP-completos que hay dando vueltas pertenece en realidad a la clase P. Cabe hacer un comentario sobre el orden de dificultad de la cuestión: probar que existe un algoritmo que funciona en tiempo polinomial consiste “simplemente” en hallar uno, mientras que probar que no existe significa exhibir un argumento que justifique que ningun algoritmo para resolver el problema (los conocidos y los que no lo son) puede funcionar en tiempo polinomial. En intentos de clasificación y de reducciones se han definido muchas más jerarquías y clases de complejidad, de las cuales no se conoce prácticamente nada más que las inclusiones triviales (ver por ejemplo [BDG]).

En virtud de todo esto, el problema P vs. NP sobresale como uno de los problemas abiertos actuales más importantes a ser resueltos. En Mayo 2000 el Clay Mathematics Institute anunció que se ofrecían siete premios de $1 Millón cada uno por la resolución completa de siete problemas abiertos en Matemática, los siete “Millenium Problems”, siete problemas que un comité internacional de matemáticos destacó como los siete problemas más difíciles e interesantes en el campo en la actualidad. P vs. NP es uno de ellos. En la página web de esta institución  figuran un comentario corto y un desarrollo más especializado sobre cada uno de los problemas elegidos. Para  P vs. NP el encargado fue Stephen Cook ([Coo2]), quién, con sus contribuciones en 1971, fue uno de los que estableció los fundamentos de la teoría. Recomiendo además a manera de introducción  más detallada y fundamentada de estos siete problemas el libro de divulgación “The Millenium Problems” [De]. 
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� No Polinomial significa que no existen números  c y d  tales que  para todo n, b y k se tenga (n-1)!   (   c(n2b)d.  Por otro lado no es difícil ver que (n-1)!   (   (n-1)(n-1), en otras palabras existe una cota exponencial.


� Algoritmo polinomial: la cantidad de operaciones (bit) que realiza el algoritmo es polinomial en  el tamaño de los datos de entrada; en este ejemplo estaría acotado por c.L(n,b)d  donde c y d son números determinados, independientes de n y b.





