’ ECUACIONES POLINOMIALES Y ALGORITMOS‘

SEGUNDO CUATRIMESTRE 2008— PRACTICA 4

Bases de Grobner y primeras aplicaciones

(1) Justificar (sin hacer cuentas) por qué los polinomios dados en los ejercicios 8, 9 y 10 de la
Practica 3 no son una base de Grobner del ideal que generan para los érdenes considerados,
mientras que los del ejercicio 11 si lo son para el orden lexicografico X <Y < Z. ; Y para un
orden diagonal ?

(2) Sea I C K[X] un ideal y G una base de Grébner de I para <,y sean f,g € K[X]. Se nota por
ra(f) el resto de dividir a f por la base de Grobner G para algin algoritmo de divisién fijo.
e Probar que r¢(f) =ra(g) <= f—g e 1.
e Deducir que rg(f + g) =ra(f) +ra(g9) y que ra(fg) = ra(ra(f)ra(g))-

(3) Sean G y G’ dos bases de Grobner de un ideal I C K[X] para un orden monomial fijado.
Mostrar que si f € K[X], entonces r¢(f) = rg/(f). Es decir, una vez fijado el orden monomial,
el resto es independiente de la base de Grobner considerada.

(4) Mostrar que un conjunto finito de generadores de un ideal monomial es siempre una base de
Grébner del ideal.

(5) Sean fi,..., fs € K[X] (una variable). Determinar una base de Grobuner de (f1,..., fs).

(6) Sea I C K[X] un ideal principal. Mostrar que cualquier subconjunto finito de I que contenga
un generador de I es una base de Grobner de I.

(7) Sea A € R*7 la siguiente matriz :

1230010
A:000102O
0 00O013@O0
0 00 0O0O01

e Sea I C R[Xy, Xo,...,X7] el ideal generado por las formas lineales { f1, fo, f3, fa} que se
deducen de las filas de A (es decir, fi = an X1+ - +airX7 (1 < i <7) si A = (as5)).
Probar que {f1, f2, f3, f4} es una base de Grébner de I para algiin orden monomial.

e Generalizar a matrices A € R"*™ en forma triangulada.

e ; Cual es el proceso de triangulacién que corresponde a producir una base de Grébner
reducida (para el orden lexicogréfico puro X; > --- > X,,) del ideal de K[X] genrado por
los polinomios lineales determinados por las filas de A ?

(8) ¢ Bs G = {X*Y?2 — 75, X3Y3 — 1, X%2Y* — 27} una base de Grébner del ideal que genera con
respecto al orden diagonal con X >Y > Z 7

(9) i Depende S(f,g) del orden monomial que se considera ? Ejemplificar.
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(10) Sean f,g € K[X] ménicos por simplicidad, X, X monomios, y < fijado. Determinar para
qué monomio X7 se tiene S(X*f, XPg) = XVS(f,g).

(11) Hallar bases de Grobner y bases de Grobner reducidas para los 6rdenes lexicografico puro
X >Y y diagonal con X >Y de los siguientes ideales de K[X,Y]:
I=(X?% - 1,XY?-X) vy J=(X?24+Y,X*+2X2Y +Y3+3)
y deducir si se puede alguna caracteristica del conjunto de ceros de I y de J en K?2.

(12) Sean f,g € K[X]| (una variable). Determinar la base de Grobner reducida de (f, g).

(13) Determinar si XY3 - Z2+Y5 - 273 € (-X3+Y,X?Y - Z)
ysi X3Z —2Y%2c (XZ Y, XY +222)Y — 2).

(14) Usando 6rdenes lexicograficos puros, determinar exactamente los ceros comunes en C? de los
polinomios X? + Y2 4+ 722 — 1, X2 4+Y? 4+ 7?2 —2X y 2X — 3Y — Z y de los polinomios
XY — 73, 2XY —4Z -1, Z-Y?y X3 —4Y Z.

(15) *MAPLE* Sea I = (X" — yzntlw, Xyt — 77 X"Z — Y"W) C C[X,Y,Z,W] y el
orden monomial “grevlex” (orden graduado lexicografico reverso) con X >Y > Z > W. El
matematico italiano T. Mora mostré alrededor de 1980 que la base de Grobner reducida de 1
contiene al polinomio ZM L _ Yy, Mostrar que es cierto paran = 3,4 y 5.

Comprobar que para el ideal del ejercicio 15 con n = 3, se obtiene la misma base de Grébner
usando el orden lexicografico puro y el “grevlex”.

(La experiencia muestra que si bien el orden “grevlex” no siempre funciona mejor que el ”lex”,
en general es una buena idea usar el primero cuando sirve para lo que uno quiere.)

(16) *MAPLE* Calcular con Maple por ejemplo, para los ordenes lexicografico puro y “grevlex”
con X >Y > Z, bases de Grobner de los ideales (X° + Y4+ 23 -1, X34+ Y24+ 22 - 1)y
(X5 4+ Y4+ 23 -1,X3+Y3+ Z% — 1), y comparar los tamafios.
., Qué se observa 7 ; Pudo la maquina terminar todas los computos para “lex” 7

(17) *Empezar a mano, luego si no funciona, MAPLE*
Calcular la base de Grobner reducida de los ideales

(X3 Y- X, 22 -V, 1-2ZW? y (X3 YV - X, 2> - Y, W3 - Z,1 - WT?

para algin orden. ; Se tarda mucho ?

(18) Sea I = (X2 +2Y2 -3, X2+ XY +Y?-3) C C[X,Y].
e Caracterizar los ideales I N C[X] e I N C[Y].
e Determinar V(1) := {(z,y) € C? : f(z,y) = 0 Vf € I}. ; Cudles de estas soluciones
pertenecen a Q2?7

(19) Sea I = (X2 + Y2+ 22 —4, X2 +2Y? —5,XZ —1) C C[X,Y, Z].
e Caracterizar I NC[Y, Z] e INC[Z].
e ; Cuéntas soluciones racionales hay en V(I) := {(z,y,2) € C*: f(z,y,2) =0 Vf € I}?



(20) Sea I = (T? + X2+ Y2+ 22 T2 +2X? - XY - 22 T+Y? - 73 Cc CIX,Y, Z,T).
e Determinar un sistema de generadores de I N C[X,Y, Z].
e Calcular una Base de Grobner del sistema de generadores hallado, con respecto al orden
“grevlex”.
e Calcular ahora una base de Grobner de I con respecto al orden producto siguiente :

TeXPY 128 <T¥XPYV 7Y = a<ad' o (a=ad y XOYTZ0 <geiex XY 2%)

Comparar las dos bases de Grobner y explicar el resultado.
e Tratar de enunciar condiciones sobre un orden para que valga el teorema de eliminacién.

(21) Sean I = (X +Y)H (X2 +Y)2(X —5Y)) y J = (X + V) (X% +Y)3(X +3Y)). Calcular [ +.J,
IJelINd.

(22) Sean f, g € K[X].
e Probar que (f) N (g) es un ideal principal. ; Quién es h?
e Probar que (f) - (g) = (f) N (g) <= mcd(f;9) =1
e Suponiendo que no se conocen las factorizaciones de f y g, § cémo se hace para calcular
h?
e Deducir un algoritmo para calcular med(f; g) sin conocer las factorizaciones de f y g.

(23) Sean f = X*+ X3Y + X322 - X?Y?2 4+ X2Y 722 - XY3 - XY?7Z2 Y372y g = X* +2X32% -
X2Y?2 4+ X?2724 —2XY?7% - Y274,
e Calcular (f) N (g) y med(f;g)
e Calcular (f,g) N (X2 + XY +XZ+YZ, X?> - XY -XZ+YZ).



