Ecuaciones Diferenciales - 2° cuatrimestre 2014
Practica 6
ESPACIOS DE SOBOLEV, SOLUCIONES DEBILES

1. Sea Q C R™ abierto y sean u, v € W*P(Q), |a| < k. Entonces

(a) Dou € Wh-lelr(Q) y DF (D%u) = D* (DPu) = D**Pu para todo par de multiindices o, 3 tales que
ol + 8] < k.

(b) Para cada A\, u € R, Au + pv € WEP(Q) y D*(Au + pv) = AD%u + pD%v.

(c) Si V C Q, entonces u € Wk»(V).

(d) Si¢ € C°(Q), entonces Cu € WFP(Q) y

(e) WkP(Q) es un espacio de Banach.

2. (a) Probar que si u € WP((a,b)), 1 < p < oo entonces u € AC[a, b].
(b) Probar que si u € W'?((a,b)), p > 1, entonces

b 1/p X
IU(I)U(yNS(/ IU’I”dt> o —y[' 7.

. Sea f € H' (R), probar que h=* (1, f — f) converge a f’ en L?(R) cuando h — 0, donde 7, f(x) = f(x + h).
Hint: escribir A= (7, f — f) como f’ * ¢p.

w

4. (a) Probar que existe una constante C' tal que para toda f € H'((a,b)) |f(2)| < C||fl a1 ((a.p))
(b) Mostrar que (a) es falso en Q CC R2.

(c) Usando el teorema de Arzeld-Ascoli, probar que un conjunto acotado de H'((a,b)) es precompacto en
C([a,b]), y por lo tanto en L?((a,b)).

ot

. Sea f € L*((a,b)) tal que f(a) = f(b). Probar que f € H'((a,b)) si y s6lo si 3., k2| f(k)|? < oo, donde f(k) son
los coeficientes del desarrollo de f en series de Fourier.

(=2

. Sea u € WhkP(Q), 1 < p < oco. Definimos v = 1. * u en Q. (dénde 1 es el nucleo regularizante, 7. las
aproximaciones de la identidad y 2. = {z € Q/ dist(z, 0?) > ¢}). Entonces

(a) u® € C*>(), para cada € > 0.
(b) u® — u en W,iP(Q) cuando & — 0.

7. Probar que si u € H%(Q) N H}(Q) entonces

1/2
/ |Dul?dx < C (/ u|2dx) </ |Au|2dx>
Q ) Q

Concluir que en Hg(2), ||Aul|2(0) es una norma equivalente a la usual.

1/2

oo

. Supongamos que  es conexo y que u € W1P(Q) satisface Vu = 0 a.e. en 2. Probar que u es constante en €.

9. Sea € un abierto conexo y acotado de R™ con borde C'. Probar que existe una constante C' > 0 que depende
solo de n y Q tal que
Ju = (WallL2@) < ClIVullL2(@)

(w)a :]éudx.

10. Sea F : R — R una funcién C! con F’ acotada. Supongamos que 2 es acotado y u € WHP(2) para 1 < p < oo.
Probar que

para cada u € H'(2), donde

F(u) e W'P(Q) vy F(u)s, = F'(w)ug, (i=1,...,n).



11. Sea 1 < p < oo y 2 acotado.

(a) Probar que si u € WhP(Q), entonces ut,u™ € WhP(Q) y

Vu ae. en {u>0}
+_
vt = { 0 ae. en{u <0},

__Jo0 a.e. en {u >0}
Vur = { —Vu a.e. en {u < 0}.
(Sugerencia: ut = lim._,q F.(u) para

[ (P2 siz>0
Fe(z) _{ 0 siz<0.)

(b) Probar que si u € W1P(Q), entonces |u| € WHP(Q).
(c) Probar que si u € WP(Q), entonces
Vu =0 a.e. en {u=0}.
12. Usar la transformada de Fourier para probar que si u € H*(R™) con k > n/2, entonces u € L™ (R") N C(R") y
lull oo @ny < Cllull g @ny,
donde la constante C' depende sélo de k y n.

13. Una funcién u € H3(9) se dice una solucién débil del siguiente problema de valores de contorno para el operador

bilaplaciano
A%y = f enQ (1)
u:% = 0 endQ
si verifica

/AuAvda::/fvdx
Q Q

(a) Probar que u € C*(Q) N C(Q) es solucién cldsica de (1) si y sélo si es solucién débil de (1).

para toda v € HZ(Q2). (A%u = A(Au)).

(b) Probar que dada f € L?(f2) existe una tnica solucién débil de (1). (Sugerencia: Ejercicio 7).
14. Consideremos el problema de Neumann

—Au+u = f enQ
u — () en N

donde 9Q € C'y f € L*(Q).

(a) Mostrar que u € C%(2) N C1(Q) es solucién del problema de Neumann si y sélo si verifica la siguiente
formulacion débil:
/ VuVedx Jr/ updr = / fedx
Q Q Q
para toda ¢ € C1(Q) N C(Q).

(b) Mostrar que para toda f € L?*({) existe una tinica u € H'(2) solucién débil de este problema.

15. Consideremos la siguiente ecuacion diferencial eliptica de segundo orden:

n a n
— Z %(aijuajj)—i—ijuxj +cu = f enQ
i,j=1 v j=1

uw = 0 en 9N

donde

(a) ai; € LOO(Q) con A‘€|2 < aij(x)ﬁzfj, Vﬁ eR” x € Q.
(b) c€ L*(Q), ¢>0.



16.

17.

18.

19.

(c) bj € L>=(2) N CH(Q) con divh =0 en .
Probar que para toda f € L?(Q), existe una unica u € Hg () solucién débil del problema.

Consideremos el problema de Neumann

du  — () en N

{—Au = f en(
ov

donde 92 € C' y f € L3(Q).

(a) Dar una formulacién débil del problema y mostrar que si existe una solucién débil, entonces fQ fdx=0.

(b) Mostrar que si f € L*(Q) verifica que [, f dz = 0, entonces existe una tnica v € H*() con [, udz =0
solucién débil de este problema. M4s atin, dicha solucién es tinica en H'({2) salvo constante. (Sugerencia:
Ejercicio 9).

Principio débil del mdximo
Sea Lu = Y. (as;(2)us,),, un operador uniformemente eliptico con a;; € L> (). Decimos que u € H'(Q)

i,j=1
verifica Lu > 0 en sentido débil o, equivalentemente, que es una subsolucién débil de Lu = 0 si

/ Z i (T) Uy Vs, dx <0, para toda v € H} (), v > 0.

Q=1

(a) Verificar que u € C?(Q) es subsolucién débil de Lu = 0 si y sélo si Lu > 0.

(b) Probar que si u es subsolucién débil de Lu = 0y u™ € H}(Q) (es decir u < 0 en 91), se tiene que u < 0
en Q.

Consideremos el siguiente problema de autovalores

Au en §

—Au
% = 0 en 0N}

donde 99 € C1.

Probar que existe una sucesién 0 = A\; < Ay < --- < A 7 0o de autovalores del problema con autofunciones
ur, € HY(Q) donde uy = cte y {uy}32, forman una base ortonormal de L?(2) y una base ortogonal de H'(Q).

Lema de Cea

Se intenta construir una aproximacion de la solucién del siguiente problema

—Au=f en{
u=0 en 0Q
Para eso, se toma un subespacio de dimensién finita V. C H}(Q), V = (é1,...,¢,) y se define la solucién

aproximada u € V como la solucién del problema
/ VuaVe; dx = / foide i=1,...,n.
Q Q

(a) Probar que @ estd bien definida (es decir, existe una unica solucién del problema aproximado).

(b) Probar que se tiene la siguiente estimacion de error
lu =l ) < Ovﬂel‘f/ v — vl g2 )

es decir, el método da la “mejor aproximacion” que permite el subespacio V.

20. Se define el p-Laplaciano como Apu = div(|Vu|P~2Vu) con p > 1 (cuando p = 2, A, = A). Consideremos el

siguiente problema
Ay = f enQ
U 0 en 09

donde Q C R™ abierto y f € L (Q) (% + L =1).



a) Probar que u € es solucién del problema si y sélo si verifica la siguiente formulacién débi
Prob C2(Q lucién del probl i v s6lo si verifica la siguiente formulacién débil
uwl" “Vu xr = X
[ 1vulrvuvgds = [ sed
Q Q

(b) Probar que si u € W, *(2) minimiza el siguiente funcional

W, P(Q) = R

\D(u):%/§2|Vu\pdx—/qud$

entonces es una soluciéon débil del problema del p-Laplaciano.

21. Probar que existe una tnica solucién débil de la ecuacién del calor con condiciones de Neumann

uy—Au = f enQx(0,T)
% = 0 endQx(0,T)
u = ug enf)



