APROXIMANDO SOLUCIONES QUE EXPLOTAN

PABLO GROISMAN Y JULIO D. ROSSI

RESUMEN. Al aproximar numéricamente ecuaciones en derivadas
parciales con singularidades, un buen método debe reproducir el
comportamiento asintético de las soluciones. Un estudio riguroso y
detallado de los posibles comportamientos es necesario para enten-
der las ventajas y desventajas de los métodos numéricos en modelos
gobernados por ecuaciones de evolucién. En este articulo se presen-
tan algunos resultados sobre el comportamiento de aproximaciones
numéricas de soluciones de ecuaciones parabélicas que desarrollan
singularidades en tiempo finito.

1. INTRODUCCION

Las ecuaciones parabolicas semilineales de segundo orden son uti-
lizadas para modelar diversos fenémenos y procesos en mecanica, fisi-
ca, tecnologia, biologia y muchas otras areas. Por ejemplo, bajo ciertas
condiciones, la ecuacion del calor semilineal describe el proceso de con-
duccion en plasma, filtracion de gases y liquidos en medios porosos,
reacciones quimicas y procesos de crecimiento y migraciéon de pobla-
ciones, etc.

Para este tipo de problemas, por lo general se posee una teoria de
existencia y unicidad para tiempos cortos, sin embargo puede ocurrir
que la solucion deje de existir en un tiempo finito. La forma mas simple
en que aparece este fenémeno es cuando la solucion tiende a infinito a
medida que la variable temporal ¢ se acerca a un tiempo finito, 7" > 0.
La prueba de que en las ecuaciones no lineales puede aparecer este
fendbmeno debido simplemente a la estructura no lineal del problema la
brinda el siguiente ejemplo. Consideremos la ecuacién ordinaria

u' = f(u),
(1.1) { uw(0) = up > 0,
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donde f es positiva, creciente y regular. En particular, cuando f(u) =
uP con p > 1, esta ecuacion tiene como tnica solucion a

u(t) = Cp(T — t)~ /=),

donde, T =uy P(p— 1)1y C, = (p — 1)~/ En este ejemplo tan
simple puede verse que la solucion u(t) es regular para todo t < T'y
que u(t) — +oo cuando t ' T. Cuando esto ocurre decimos que u
explota (blow-up en la literatura inglesa). En general, si fﬂo 1/f <
+o00, entonces u(t) explota en tiempo finito 7' en el sentido anterior,
lim; - u(t) = +oo.

Los problemas que estudiamos, ademéas de depender del tiempo poseen
una estructura espacial, es decir que la funcién incognita u depende no
solo del tiempo sino también de una variable espacial, u = u(z,t),
z € , un domino en R? Consideramos procesos de evolucién que
pueden ser modelados de la forma

u = F(u), t e (0,7), u(0) = wo,

donde F es un operador y la solucion u = u(t) es una curva en cierto
espacio funcional (H'(2), H} (), C*(Q), etc.).
Los primeros resultados rigurosos que prueban la aparicion de este

fendmeno de explosion en ecuaciones en derivadas parciales son los
obtenidos por Kaplan (|37]) y Fujita (|25]).

Varias preguntas surgen naturalmente ante este tipo de problemas,
por ejemplo: (1) {Hay blow-up? (2) ;Cuando? (3) {Donde? (4) ;Co-
mo? (5) ;Son las respuestas a estas preguntas estables ante pertur-
baciones? (6) (Como calcularlo numéricamente?. Si se trata de un
sistema de ecuaciones, agregamos dos preguntas mas, (7) ;Es posible
tener diferentes conjuntos de explosion para diferentes componentes
del sistema? (8) (Es posible que ciertas componentes permanezcan
acotadas mientras otras explotan (explosion no simultéanea)?

Estas no son las tnicas preguntas que la comunidad matematica ha
considerado de interés. En [26] se detallan los fenémenos relevantes
a estudiar ante la apariciéon de este tipo de singularidades, dando un
enfoque integral de este problema.

En este articulo avanzamos en torno a la sexta pregunta. Lo que nos
interesa conocer de un método numérico para aproximar a las soluciones
de estos problemas es en qué medida las respuestas a las restantes
preguntas coinciden en la soluciéon continua y en su aproximacion.

Resumimos a continuacion algunos de los métodos numéricos mas
conocidos, analizamos sus propiedades y en qué medida reproducen
el comportamiento asintotico de las soluciones. Para problemas en
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derivadas parciales un buen método numérico debe reproducir no sélo
el comportamiento asintotico temporal de las soluciones sino también
la estructura espacial de la solucion cerca del tiempo de explosion. Un
estudio riguroso y detallado de los posibles comportamientos es nece-
sario para entender las ventajas y desventajas de los métodos numéricos
en el estudio y la prediccion de comportamientos singulares en modelos
gobernados por ecuaciones de evolucion.

Las dificultades del analisis se deben, fundamentalmente, a que los
teoremas de convergencia usuales no incluyen casos singulares como
los que aqui se analizan. Por lo tanto suele utilizarse otro tipo de
técnicas, basadas generalmente en principios de comparacion, estima-
ciones funcionales y desarrollos asintoticos cuidadosos de las soluciones
numeéricas.

Nos concentraremos principalmente en problemas de dos tipos:
1. Problemas con fuente no lineal, i.e., de la forma,

uy = Au™ + uP, en 2 x (0,7),
(1.2) u=0, sobre 02 x (0,7,
u(z,0) = ug(x) > 0, x € Q,

en un dominio acotado 2.

2. Problemas con condiciones de Neumann no lineales,

uy = Au™, en Q x (0,7),
(1.3) ag_;" = uP, sobre 092 x (0,7,
u(z,0) = ug(x) >0, x €.

Para m = 1 (difusion lineal) se obtienen las ecuaciones de reaccion-
difusion méas estudiadas entre las que poseen el fenémeno de explosion.
Este caso seréa estudiado en detalle, pero también mencionaremos resul-
tados para los casos m > 1 (ecuacion de medios porosos) y 0 < m < 1
(ecuacion de difusion rapida).

2. PROBLEMAS CON FUENTE NO LINEAL

Consideremos en primer lugar el siguiente problema

uy = Au + uP, en 2 x (0,7),
(2.1) u=0, sobre 02 x (0,7,
u(z,0) = up(x) > 0, x €.

Si el dato inicial ug(z) es regular (como asumiremos a lo largo de todo
este articulo) entonces existe una unica solucion para este problema y
es regular. Sin embargo, no importa cuan suaves sean el dato inicial y
el dominio €2, hay datos iniciales para los cuales existe un tiempo finito
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FIGURA 1. Una solucion de u; = ug, +uP en (=L, L) X
(0,T) explotando en tiempo finito.

T en el que la solucion deja de existir. En este tiempo ocurre que la
solucién tiende a infinito, es decir

Ty (-, )l 0y = +o0
Como ya hemos dicho a este fendmeno se lo denomina explosion en
tiempo finito (blow-up).

Para este problema se conocen respuestas a las preguntas mencionadas
anteriormente

(1) ;Hay blow-up? Si, si ug es suficientemente grande. Mas pre-
cisamente, se tiene la siguiente caracterizacion de las soluciones que
explotan: consideremos la funcion

s = [ TUOP g [ DR,

En [7, 15], se prueba que una solucion explota en tiempo finito si y s6lo
si existe un tiempo ¢y con ®(u)(ty) < 0. Un célculo directo muestra que
dado un dato inicial ug # 0 entonces ®(Aug) < 0 si A es suficientemente
grande.
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(2) ;Cuéando? El funcional ® también sirve para estimar el tiempo
de blow-up 7', ya que cumple
lim ®(u)(t) = —
lim ®(u)(t) = —oo,

y en [40] se prueba que para tiempos cercanos al tiempo de explosion
se verifica

T-n<—
(—(u(t)) 5

(3) ;Donde? Llamamos B(u) al conjunto de puntos x € 2 tales
que u(x,,t,) /" +oo para alguna sucesion (z,,t,) — (z,T). Para el
caso unidimensional (£2 = (0,1)) se sabe que el conjunto de blow-up
(B(u)) esta localizado en un ntimero finito de puntos. Es decir, existen
o). 2" tales que u(a2',t) — 400 cuando t — T y u(x,t) permanece
acotada hasta tiempo T para todo = ¢ {x',..,2*} (ver [13]). Esto
no es cierto para dimensiones mayores, donde el conjunto de blow-
up puede ser incluso una hipersuperficie. Pueden obtenerse mejores
caracterizaciones del conjunto B(u) si se tiene informacioén sobre el
dato inicial (por ejemplo, simetria).

(4) (Como? El comportamiento asintético en los puntos donde u
explota esta dado por

U(ﬂ, t)~ (T — t)fp%l, (tasa de blow-up)

donde f(t) ~ g(t) significa que existen constantes positivas Cy, C5 tales
que Crg(t) < f(t) < Cag(t) (ver 27, 33, 34]). Mas alin, se tiene

: U
th/n%(T —t)rtu(z’, t) = C,.

Proponemos entonces métodos numéricos para este problema y estu-
diamos el comportamiento asintotico de las soluciones. Como primer
paso para introducir los métodos numéricos planteamos un método de
lineas. La idea de este tipo de métodos es discretizar la variable es-
pacial (z), manteniendo la variable temporal (¢) continua. De esta
forma todas las derivadas espaciales desaparecen pero se mantienen las
derivadas temporales, obteniéndose un sistema de ecuaciones ordinar-
ias. Para la discretizacion espacial consideramos un método general
con hipotesis adecuadas. Mas precisamente, suponemos que para cada
h > 0 (h es el parametro de discretizaciéon) tenemos un conjunto de
nodos {zy,...,xx} C Q (N = N(h)), y que la aproximacién numérica
de u en los nodos xy viene dada por U(t) = (u1(t),...,un(t)). Es de-
cir que uy(t) aproxima a u(xg,t). Suponemos entonces que U(t) es la
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solucién de un sistema de ecuaciones ordinarias de la forma
(2.2) MU/(t) = —AU(t)+ MU"(t), t €0,Ty),

con dato inicial uy(0) = ug(zg). En (2.2) y de aqui en adelante todas
las operaciones entre vectores se entienden coordenada a coordenada.
Las matrices M, A € RV*Y dependen de h y del método numérico en
cuestion. Este tipo de sistemas se obtiene cuando se aplican métodos
de diferencias finitas o elementos finitos.

Por ejemplo, en una dimension espacial consideramos © = (0, 1),
h =1/N, los nodos x; = ih (1 <i < N) y al aplicar diferencias finitas
centradas o elementos finitos con mass lumping (en este caso ambos
métodos coinciden) el sistema (2.2) toma la forma
UWi1 (t) — 2ul(t) + Uz‘_l(t) .
ui(t) = 2 +ul(t), 2<i<N-1.

)

Decimos que las soluciones numéricas tienen blow-up si existe un

tiempo finito 7} tal que

lim ||U(t = lim maxwu;(t) = +oo.

lim U)o = Jim maxu(t) = +
En el resto del trabajo denotaremos con 71" al tiempo de explosion de
la soluciéon continua, con h al parametro de la malla y con T}, a los
tiempos de explosion de las aproximaciones numeéricas (si es que éstas
explotan).

El analisis numérico desarrollado hasta el momento sobre este tipo
de problemas todavia es escaso en relacién a la teorfa continua (ver
|9, 26]). Algunos trabajos que tratan sobre aproximaciones numéricas
con mallas fijas son [1, 2, 14, 41].

En [10] se desarrolla un algoritmo que refina la malla espacial a me-
dida que avanza el tiempo aprovechando la invarianza de escala que
poseen las soluciones de esta ecuacion. En [11, 12, 36] se desarrollan
los denominados mowving mesh methods con el objetivo de reproducir el
comportamiento asintotico de las soluciones. Estos métodos también
hacen uso de la invarianza de escalas de las soluciones. Si bien estos
métodos son los mas utilizados, sélo sirven para modelos unidimension-
ales y no se poseen demostraciones rigurosas sobre su convergencia y
comportamiento asintoético.

Otros trabajos que merecen ser mencionados son [6, 8, 19, 38, 46].
En [9] se resumen los resultados contenidos en estos articulos.

En todos los métodos numéricos que analizamos se ha probado la con-
vergencia de las soluciones discretas a la solucién continua en regiones
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en donde u es regular, més precisamente, el tipico resultado de conver-
gencia que se obtiene es de la forma: dado 7 > 0 existe C' = C(7) > 0
tal que,

Ju— UhHLoo(ﬁx 0,7—+]) = Ch?,
donde u;, es una interpolaciéon de U.

No es de esperar un mejor resultado de convergencia en el sentido de
obtener, por ejemplo, convergencia del método hasta tiempo T', ya que
la solucion desarrolla una singularidad en ese momento. Para que esto
ocurra deberia pasar, por lo menos, que 1"y T}, coincidan, lo cual no
es cierto en general, ni siquiera en el caso de una ecuacion diferencial
ordinaria.

En [31] se consideran aproximaciones numéricas para el problema
(2.1) en una dimension. Se prueba que existen soluciones numéricas
con blow-up si y so6lo si p > 1. Para describir la aparicion de blow-
up en las aproximaciones numéricas se utiliza una version discreta del
funcional ® descrito anteriormente:

1 1
O, (U) = = (AY2U, AY2U) — ——(MUP, U).
Las soluciones discretas de este problema explotan si y solo si existe
un tiempo ¢y en el que el funcional ®; se hace negativo.

Como esta caracterizacion es similar a la del problema continuo,
mediante esta propiedad se puede probar que si la soluciéon del problema
continuo explota en tiempo finito, entonces lo mismo le ocurre a las
del discreto para h suficientemente pequeno. Ademads este funcional
permite obtener cotas sobre la distancia al tiempo de blow-up similares
a las que se tienen para el problema continuo, que sirven para probar
convergencia de los tiempos de explosion (7, — T cuando h — 0).
Sin embargo, utilizando otro enfoque, podemos acotar el orden de esta
convergencia.

Se puede probar que la tasa de explosion de las soluciones numéricas
es la misma que la del problema continuo y, més atin, en 28] se prueba
que existe una constante C' independiente de h tal que

U1 < C(T3 — )77,

Esta cota sirve, entre otras cosas, para acotar la diferencia de los
tiempos de explosion. Supongamos que el método numérico en consid-
eracion es consistente de orden «, es decir, que las soluciones de (2.1)
verifican (llamando z;(t) = u(x;,t), Z(t) = (z1(t), ..., 2n(t)))

MZ'(t) = —AZ(t) + MZP(t) + <(t, h),
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con ||e(t,h)]|ee < ChRYT —t)7%. El término C(T — t)~% es una cota
para las derivadas de u. Bajo esta suposicion la funcion de error E(t) =
Z(t) — U(t) verifica

Zr(t) — UP(t)

Z(t) - U(t)
Sea entonces t, el primer tiempo en que ||E(f)||cc = 1 (to > 0 para h
suficientemente pequenio). En [0, ] E(t) verifica
ME'(t) < —AE(t)+CO(T —t)'E(t) + Ch*(T —t)7°.

Como Ch(T —t)~¢ es una supersolucién de esta ecuacion, resulta ser
una cota para F(t) que dice que esta funcion se mantiene pequena hasta
tiempos cercanos al tiempo de explosion con tal de tomar h pequeno.
De hecho permite obtener |T'—to| < Ch® y [T}, — to| < Ch®. Entonces

T —Tp| < |T — to| + |Th — to| < Ch™

ME'(t) = —AB(t) + E(t) + (L, h).

Este tipo de ideas se puede utilizar también para acotar la diferencia
entre tiempos de explosion para soluciones del problema (2.1) cuando
se perturba el dato inicial, el coeficiente de difusion o la potencia de
reaccion p, obteniéndose cotas similares. Para el caso del dato inicial
esta cota incluso puede ser mejorada. En [30, 32| se perturba el dato
inicial ug anadiéndole una funciéon g de norma pequena y entonces los
tiempos de explosion T'(ug), T'(ug + g) satisfacen

T (uo + g) — T(uo)| < Cllglle=|n(llgll=)]", 7 >0.

Nos adentramos entonces en el estudio asintotico de las soluciones
numéricas: la tasa y el conjunto de blow-up de u;, para h fijo. Obtene-
mos que la tasa de explosion es la misma que la del problema continuo
y que el conjunto de blow-up, si bien puede diferir, esta contenido en un
entorno del conjunto de blow-up de u si h es suficientemente pequeno.
Precisamente obtenemos que si uy explota en tiempo finito entonces

lim [|U(t)] (T} — )77 = C,.
t—T},

Este comportamiento, ademas de ser el mismo que tienen las solu-
ciones continuas, es el que tienen las soluciones de la ecuacion ' (t) =
uP(t), como vimos anteriormente. Esto nos dice que, tanto en el es-
quema numérico, como en el problema continuo, cuando la solucion
estd cerca de explotar, el término de difusion (AU, Au) es despreciable
respecto del término de reaccion (uP).

Si denotamos por B*(uy,) al conjunto de nodos que tienen este com-
portamiento (que explotan con la misma tasa que el maximo), entonces
para las soluciones con blow-up se tiene que () # B*(uy,) C B(uy). Para
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el problema continuo, el conjunto de blow-up B(u) esta formado solo
por esta clase de puntos, sin embargo en las aproximaciones numéricas
aparece un fenéomeno de propagacion esptreo. El blow-up se propa-
ga a los K nodos adyacentes a B*(u;,) (con una tasa menor), donde
K =1[1/(p —1)] ([a] denota la parte entera de a). Sin embargo, como
la cantidad de nodos donde se propaga la explosion s6lo depende de p,
el conjunto B(uy,) se mete en un entorno de B*(uy) cuando h tiende a
cero. Si es posible localizar B*(uy,) cerca de B(u) entonces se pueden
obtener estimaciones de la forma

B(up) C B(u) + (—¢,¢), Vh < ho(e).

Esto es cierto para el problema unidimensional, sin embargo para
el caso multidimensional no se ha podido demostrar la localizacion de
B*(up,) en torno de B(u), aunque conjeturamos que es cierta.

2.1. Un esquema totalmente discreto. Las aproximaciones numé-
ricas semidiscretas son una herramienta muy util y el estudio de sus
propiedades asintoticas aporta datos muy importantes para compren-
der en qué medida es posible aproximar problemas como los que esta-
mos considerando. Sin embargo, no es suficiente. Para poder brindar
un analisis acabado del comportamiento de las aproximaciones numé-
ricas, es necesario integrar el sistema de ecuaciones ordinarias que de-
fine a las aproximaciones mencionadas anteriormente, cuyas soluciones
también son singulares. Por lo tanto las técnicas usuales de aproxi-
macion y analisis de error no se extienden naturalmente para este tipo
de problemas, y es necesario proponer métodos adecuados y estudiar
y dar pruebas rigurosas del comportamiento de lo que denominamos
aproximaciones totalmente discretas.

Primero veamos como adaptar el paso temporal en una ecuaciéon
ordinaria. Consideremos u(t) la solucion del problema,

. { i

u(0) = ug > 0,

donde f es positiva, creciente y regular. Si f+°° 1/f < 400, como
mencionamos en la introduccion, u(t) explota en tiempo finito, 7', dado
por,
400 1
T= ——ds.
w ()

En [3] se analiza un método adaptivo para elegir los pasos en un méto-
do numérico de tipo Euler o Runge-Kutta, de forma que se reproduzca
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el comportamiento asintotico. Luego se utiliza este anélisis para desar-
rollar métodos adaptivos para ecuaciones en derivadas parciales.

A continuaciéon, para simplificar la exposicion, reproducimos este
anélisis para un caso concreto, el método de FEuler explicito. Si aprox-
imamos u(t) usando el método de Euler nos queda

J+1 57 ) J
(2.4) { uo w + 7 f(u?),
u- = Ug.

Ahora elegimos los incrementos 7; de forma adaptiva como sigue
(2.5) rf (W) = \

donde A\ es un parametro. La principal idea detras de esta eleccion se
basa en mirar la ecuacion u'(t) = f(u(t)) como el sistema

ot

2= =1/f(u(7)),

s
donde el nuevo tiempo, s, es una variable auxiliar. Aplicando el método
de Euler con paso fijo de tamano A al sistema nos queda:

[ BAzbr A

W = i 4 A,
Es decir, 7; = /7! — ¢/ = X/ f(4/). Usando (2.4) y (2.5) tenemos
W=t = =u + A

y entonces
A A

T ) T Flug+ A
De esto podemos concluir que el esquema numeérico también explota
en el sentido siguiente: 1/ — oo mientras Zj 7; < +00. Ademas, estas
acotaciones, proporcionan una estimacion del tiempo de explosion:

- - A A ooz
2.7 ‘T”;f(um» Sf<uo>+/o Fluo + 53

f(uo 0 f(s) [ (uo)
Entonces T = >, 7; < 400y
A
Tn—-T< Fluo)

Ademaés, como u es convexa, es facil ver que la solucién numérica es
menor o igual que la continua y entonces

T <T,.
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Concluimos que esta eleccion de los pasos para el método de Euler
nos proporciona un esquema que explota y ademéas aproxima bien los
tiempos de explosion continuos en el siguiente sentido:

T -1 <

A — 0, A— 0.
(o)

Integrando el sistema (2.6) con métodos tipo Runge-Kutta se ob-
tienen métodos adaptivos de mayor orden para (2.3). Este mayor orden
de convergencia también se puede observar en los tiempos de blow-up
numeéricos, 7).

Ahora retomamos el andlisis de (2.1). En [29] se propone un esque-
ma totalmente discreto que surge de discretizar en t el sistema (2.2).
Basandose en los esquemas propuestos en |3, 16| se analiza en primer
lugar un método de Euler explicito y a continuaciéon se introduce un
esquema implicito que permite eliminar las restricciones en el paso tem-
poral.

Utilizamos la notacion U7 = (ul, ..., ) para denotar el valor de la
aproximacion totalmente discreta a tiempo t;, y 7, = t;1; — t; para el
paso de tiempo. El método explicito propuesto viene dado por

MU = MU — 7; (AU + M (U?)P)

U0) = ul.

Entonces elegimos el paso de tiempo 7; = t;1; — t; de forma tal que el

comportamiento asintotico del esquema totalmente discreto reproduzca
al del continuo. Fijamos A > 0 pequeno y tomamos

(2.7)

A , )
Tj = —, w! = (MU’ FE),
(w)P
aqui £ = (1,...,1). Con esta eleccién podemos probar que el compor-

tamiento de w’ viene dado por
ow't ~ (w?)P.

de donde podemos ver que es similar al del problema continuo. Decimos
entonces que una solucion de (2.7) explota si

00
hm HU]HOO:OO, y Th,/\ = E Tj<OO.
J—00 =

Llamamos a 7}, el tiempo de blow-up.

Para este tipo de esquemas se prueban resultados similares a los
obtenidos cuando se considera el método semidiscreto en cuanto al com-
portamiento asintotico de las soluciones, la convergencia de los tiempos
de blow-up y los conjuntos de explosion.
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2.2. Blow-up no simultaneo. En [28]| se considera el caso de un
sistema de ecuaciones acopladas en el término fuente,

up = Au + uProPr en Q x (0,7),

(28) v = Av + yP2pP22 en O x (077‘)7

con condiciones de borde de tipo Dirichlet homogéneas, u = v = 0
sobre 0§2 x [0,T), y dato inicial u(x,0) = up(z), v(x,0) = vo(z) en .
Los exponentes p;; son mayores que cero.

Bajo condiciones de regularidad bastante generales existe una tinica
solucion (u,v) de (2.8) local en tiempo, ([17]). Al igual que en los
problemas anteriores estas soluciones pueden explotar, es decir

limsup (JJu(:,t)||re + ||, t)|| 1) = +00.
t /T

El conjunto de exponentes para los que este fenémeno puede darse fue
caracterizado en [17], donde se encuentra que una de las siguientes
condiciones debe cumplirse para que existan soluciones con blow-up,
P11 > 1, poa > 16 (p11 — 1)(p22 — 1) < prapar.

A priori no hay razoéon por la cual las funciones v y v deban tender
a infinito simultaneamente en el tiempo 7" (el tiempo maximal de ex-
istencia). De hecho, en [42] se prueba que existen datos iniciales para
los cuales u explota y v no siy sélo si p11 > 1y poy < p11 — 1. A este
fenémeno se le denomina explosion no simultdnea.

El principal interés en este problema consiste en analizar si las condi-
ciones para la aparicion de soluciones con blow-up y el fenémeno de
blow-up no simultaneo son reproducidos por las aproximaciones nu-
méricas usuales. Para esto, se propone el método numérico general
mencionado anteriormente, en este caso se obtiene un sistema de ecua-
ciones ordinarias con la siguiente estructura

2.9 MU'(t) = —AU(t) + MU VP(r),
(2.9) MV'(t) = —AV(t)+ MUPVP2(t),

En [28] se prueba que existen soluciones (U, V') de (2.9) que explotan
en tiempo finito si y so6lo si los exponentes p;; verifican las mismas
condiciones que valen para el problema continuo. Ademaés se prueba
que si se tiene una solucion (U, V') de (2.9) tal que U explota en tiempo
finito 7}, y V se mantiene acotada hasta ese tiempo, entonces p;; > 1
y po1 < p11 — 1. Mas aun, si p;; > 1y pa1 < p11 — 1, entonces para
todo dato inicial Vj # 0 para (2.9) existe un dato inicial Uy de manera
tal que U explota en tiempo finito 7}, y V' se mantiene acotada.

Es decir, la estructura de la no linealidad necesaria para la apariciéon
de blow-up no simultaneo en las aproximaciones numéricas es idéntica
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a la que se prueba en [42] para el sistema continuo. Este hecho, sumado
a la convergencia de las aproximaciones numéricas permite probar que
si consideramos una solucién del problema continuo que posee blow-up
no simultaneo, entonces sus aproximaciones numéricas reproducen el
fenémeno para elecciones de h suficientemente pequenas. Mas aun, las
aproximaciones numeéricas también respetan la tasa de explosion y los
tiempos de blow-up numéricos 7}, convergen a 7.

En [5] se considera un sistema de ecuaciones del calor pero en donde
el acople viene de la condiciones de borde % = uPryPrz, g_:; = yP P22

en 002 x (0,T). Para este problema se obtienen resultados similares a
los descritos anteriormente.

2.3. Difusién no lineal. Consideremos la siguiente ecuacion

ur = (U)o + P, (x,t) € (=L,L) x [0,T),
(2.10) u(—L,t) =u(L,t) =1, tel0,7),
u(z,0) = ug(x) > 1, x € (—L,L).

La principal diferencia entre esta ecuacion y las estudiadas anterior-
mente es la aparicién de un término de difusion no lineal. Este término
de difusion suele ser utilizada para modelar, por ejemplo, filtracion de
gases en medios porosos.

En este modelo consideramos m,p > 1 parametros fijos. El dato
inicial uy es suave y compatible con las condiciones de borde de forma
tal de obtener soluciones regulares.

Retomamos entonces las preguntas: ;Hay blow-up?, ;Cuéndo?,
,Donde?, ;Como?, que tienen respuestas un poco distintas en este caso
(ver [45] para méas detalles).

Nuestro interés se centra en el caso p = my L > mm/(m—1) (aunque
en [21] se tratan todos los casos). En este caso todas las soluciones
explotan (y la tasa de blow-up viene dada por |[u(-,t)||ec ~ (T—t)fﬁ).
El conjunto de blow-up es B(u) = (-7, 2%). A este fendmeno
(el conjunto de blow-up es un subintervalo propio del dominio) se le
denomina blow-up regional.

En [21] se aproxima esta ecuacion utilizando elementos finitos lineales
a trozos con mass lumping en una malla uniforme para la variable
espacial obteniendo un sistema de ecuaciones ordinarias de la forma
(2.2).

Se caracterizan las condiciones para la aparicion de explosion numéri-
ca y se muestra que las aproximaciones reproducen los casos de blow-up
de manera precisa, es decir, si u es una solucién continua que explota,
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FIGURA 2. Perfiles autosimilares. El perfil Y(s) repre-
1

senta a W(t) = (T, — t)»1U(t) cerca de la explosion,

mientras que z(x) es el limite de (7" — t)7—Tu(z, ).

entonces también explotan sus aproximaciones numéricas para todo h
suficientemente pequeno. También se obtienen cotas para 1), —t en
términos de U(t). Al igual que antes, esto permite probar convergencia
de los tiempos numéricos de explosion al continuo.

Respecto a las tasas, se prueba que todas las soluciones que explotan
lo hacen con la misma tasa que la obtenida para las aproximaciones de
la ecuacion del calor, que coincide con la del problema continuo (2.10).

Utilizando las tasas, se caracteriza el conjunto de explosion numéri-
co, si U(t) es una aproximacion que explota a tiempo T}, entonces se
obtiene explosion global, i.e. B(u,) = [—L,L]. Mas ain, todos los
nodos explotan con la misma tasa (u(t) ~ (T}, — t)~"/®=Y) para todo
k). Vemos entonces que no es posible obtener explosion regional en
un esquema numérico de malla fija. Sin embargo, se puede recuperar
la explosion regional mirando cuidadosamente a U(t) en variables au-
tosimilares adecuadas. Utilizando estas nuevas variables se prueba que
si bien todos los nodos explotan con la misma tasa (independiente de
h). La constante que acompania la tasa se comporta correctamente. Se
tiene que todos los nodos se comportan como

ui(t) ~ wy (h)(Ty — )77,

pero las constantes wy(h) tienden a cero cuando h — 0 si el nodo
correspondiente esté fuera de B(u). Es decir, los perfiles autosimilares
discretos convergen al perfil continuo, ver Figura 2.
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En [22] se considera la ecuacion de medios porosos con condiciones
de borde no lineales y se obtienen resultados similares.

3. PROBLEMAS CON CONDICIONES DE BORDE NO LINEALES

Nos concentramos ahora en problemas como (1.3). El primer pro-
blema que tratamos es el siguiente:

3.1. La ecuacién del calor con condiciones de borde no lineales.

u = Au en Q x (0,7),
(3.11) Se=up en 90 x (0,7), (p>1)

u(z,0) = ug(x) en Q.

El dominio €2 y el dato inicial ug > 0 son regulares para garantizar
soluciones suaves.

Para este problema nos preguntamos nuevamente: ;Hay blow-up?,
.Cuéndo?, etc., obteniendo respuestas diferentes a las obtenidas para
el problema semilineal:

(1) ; Hay blow-up? Si p > 1 todas las soluciones de (3.11) explotan
en tiempo finito ([47, 44]).

(2) ;Cuando? En [44] se encuentra una cota superior para el tiempo
de blow-up en términos del dato inicial.

(3) (Donde? El conjunto de blow-up esta localizado en el borde
del dominio, para todo subdominio ' CC ) existe una constante
C = Cd(Y,00)) tal que u(z,t) < C para todo x € Q' y para todo
0<t<T (|35, 44]).

(4) {Como? En [35] se encuentra que la tasa de blow-up es

1

[uls O)loc ~ (T" =) 20D,

Para detalles y mas referencias sobre este problema se puede consul-
tar el trabajo [23], donde se resumen los resultados conocidos.

En [3, 16, 18] se consideran aproximaciones numéricas para este pro-
blema en una dimensién. Méas precisamente se considera

w(z,t) = Uge(w,t), (x,t)€(0,1)x[0,T),

ux(l,t) = f(u(Lt))’ S 07T)7
(3.12) w(0.1) = 0, te {O,T),
u(z,0) = wo(x), z € [0,1],

donde f(s) y uo(z) son positivos y suaves como para garantizar exis-
tencia, unicidad y regularidad de la solucion (ver [39]).
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En estos trabajos se prueban condiciones para la aparicion de blow-
up en las aproximaciones numeéricas (jque difieren de las del problema
continuo!), convergencia del método y de los tiempos de blow-up. Se
consideran esquemas semidiscretos ([16]) y totalmente discretos de tipo
Euler y Runge-Kutta (|3]).

Por ejemplo, se sabe que si f es convexa y verifica

+o0 1
(3.13) 576 ds < +00,
todas las soluciones de (3.12) explotan ([47]). Mas aun, si f es creciente
y verifica

400 1
(3.14) ——ds < +00,
(s)

el conjunto de blow-up esté localizado en el borde, en este caso B(u) =
{1} (blow-up puntual) [43, 44]. Sin embargo, cuando f verifica (3.13)
pero no (3.14), el conjunto de blow-up puede ser mas grande. Puede ser
todo el intervalo [0, 1] (blow-up global), o incluso un subintervalo [I, 1],
0 <! < 1 (blow-up regional). Por ejemplo, se puede apreciar blow-up
global o regional cuando se considera f(s) = slogP(s) con 1/2 < p <1
o p = 1 respectivamente.

En [18] se prueba que los conjuntos de explosion de las aproximacio-
nes numéricas de (3.12) (usando elementos finitos con mass lumping),
o bien se concentran en el borde o bien son todo el intervalo [0, 1]. Por
lo tanto el fenomeno de explosion regional no existe en este tipo de
esquemas. De hecho se prueba que si la funcion f verifica (3.14) y es
creciente, entonces la cantidad de nodos que explotan depende sélo de
f vy es independiente de h. Entonces el blow-up numérico sélo puede
ser global o localizarse en un entorno de {z = 1} cuando h tiende a
cero.

A continuacion presentamos algunos ejemplos para clarificar las simi-
litudes y diferencias entre los problemas continuos y sus aproximaciones
numéricas.

(I) f(s) = s".
Las soluciones numéricas explotan si y s6lo si p > 1. La tasa de
blow-up para los diferentes puntos esta dada por

un_(t) ~ (Ty — 75)—1/(19—1)+k‘
para0 <k <1/(p—1)ysil/(p—1) =k €N, entonces

UN— ~ — ln(Th — t).
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El conjunto de blow-up esta compuesto por K nodos, donde K =
[1/(p —1)].

Queremos resaltar que a pesar de que la condicion de blow-up, p > 1,
es la misma que en el problema continuo, la tasa de blow-up no es
correcta. El conjunto de blow-up verifica

B(up) = [1 = Kh,1] = B(u) + [~ Kh,0].
(I1) f(s) = s(Ins)?.

Las soluciones numéricas explotan si y s6lo si p > 1. La tasa de
blow-up es

1

El conjunto de explosion es todo el intervalo [0, 1].

En este caso la condicién de blow-up p > 1 es diferente de la del
continuo (3.12), p > 1/2. El conjunto de blow-up del problema con-
tinuo es B(u) = {1} si p > 1; un intervalo propio si p = 1; y todo el
intervalo [0,1] si 1/2 < p < 1. En este caso, el comportamiento del
problema continuo es muy diferente al del discreto ya que los casos de
blow-up son diferentes e incluso cuando ambos problemas explotan los
conjuntos de blow-up difieren radicalmente.

(III) f(s) =¢".

En este caso las soluciones numéricas explotan en un so6lo punto,
B(uy) = {1}. La tasa de blow-up es uy(t) ~ —1In(7}, — t). Para esta
no linealidad, las tasas y conjuntos de blow-up coinciden.

En [4] se extienden los resultados obtenidos en [16] para el caso
multidimensional y ademas se obtiene la tasa de explosion y se localiza
el conjunto de blow-up numérico en un entorno del borde del dominio.

Vemos entonces que al considerar esquemas de malla fija para este
tipo de problemas aparecen diferencias significativas entre las aproxi-
maciones y las soluciones continuas: los casos de blow-up no coinciden
asi como tampoco la tasa y los conjuntos de explosion.

3.2. Métodos numéricos que adaptan la variable espacial. En
[20] se introducen dos nuevos métodos numéricos que reproducen cor-
rectamente la tasa y el conjunto de explosion para el problema (3.12)
considerando f(u) = u” (a este problema lo denominamos (3.12) ).

El primer método desarrollado agrega puntos a la malla a medida
que el tiempo avanza. Esta basado en una semidiscretizacion espacial
y agrega los puntos cerca del borde z = 1 cuando la solucién numérica
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se hace grande, produciendo una malla no uniforme que se concentra
cerca de la singularidad.

El segundo método, que mueve los nodos en lugar de agregarlos, tam-
bién usa una semidiscretizacion espacial, pero mueve los iltimos K no-
dos que se acumulan en el borde x = 1 a medida que la solucién se hace
grande. Este procedimiento esta inspirado en los moving mesh meth-
ods, que mueven la malla de manera de mantener la masa entre nodo y
nodo equidistribuida. En este caso, se saca ventaja del conocimiento a
priori de la localizacion espacial de la singularidad (z = 1), y entonces
en lugar de mover toda la malla s6lo se mueven los ultimos nodos,
manteniendo el resto de la malla fija.

Una ventaja del método que mueve puntos es que mantiene el tamano
del sistema de ecuaciones ordinarias constante en el tiempo, mientras
que el método que agrega lo agranda indefinidamente a medida que el
tiempo se acerca a la singularidad.

Ambos métodos estan basados en la invarianza de escala de la ecuacion
del calor en la semirrecta con condicion de borde no lineal en el extremo
x =0, —ug(0,t) = uP(0,t). Es decir, si u(z,t) es solucion, entonces

1
uy(z,t) = A2e-Du(\z2, At) también lo es. En [24] se prueba que existe
un perfil autosimilar que explota, de la forma

us(z,t) = (T =) TTp(),  E=a(—1)7%,

Para una expresion explicita del perfil ¢ ver [24]. Esta solucion ug(x,t)
da el comportamiento cerca del tiempo de blow-up 7T de todas las
soluciones de (3.12),, en el siguiente sentido:

(3.15) u(,t) ~ (T — 1) 700 p(€),

para x = 1 — &(T —t)'/2, |¢| < C. Es decir, el comportamiento de las
soluciones cerca del punto (1,7) esta dado por la solucién autosimilar
en la semirrecta. Los métodos adaptivos que presentamos usan este
hecho para modificar la malla de manera tal que este comportamiento
sea reproducido por las aproximaciones.

Para ambos métodos se prueba convergencia en el mismo sentido
que para los problemas anteriores y la misma condicion (necesaria y
suficiente) para la aparicion de blow-up (p > 1) en las aproximaciones.
También se prueba que para estos métodos la tasa de blow-up es

1
l. T _ 2(p—1) . o — i
i (T = )20 [un(, £)| () = #(0)
Es decir que se recupera la tasa de blow-up que habiamos perdido con
los métodos de malla fija, ver Figura 3.
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35

sor — Método adaptivo

Método de malla fijg

10 1‘5 20
~In (T, - 1)

FIGURA 3. p = 3/2. Tasas de explosion para la solucion
numérica con malla fija y para la solucion haciendo adap-
tividad.

Para estos métodos es posible acotar la diferencia entre 7"y T},.
Existen v > 0 y C' > 0 tales que

Ty, —T| < Ch.
Asi como también se recupera en forma exacta el conjunto de explosion,
B(up) = {1}.

Agradecimientos. Parte de este trabajo fue realizado en varias visitas
de los autores a la Universidad Autéonoma de Madrid y a la Universitat
de Valencia. Agradecemos a estas instituciones por la hospitalidad y
el buen ambiente de trabajo.

Es un placer agradecer a los espanoles que siempre nos ayudaron, en
especial a J. L. Vazquez, R. Ferreira, F. Quirds, A. de Pablo, J. M.
Mazon, F. Andreu, J. Toledo, 1. Peral, J. Garcia-Azorero, E. Zuazua.
Y a los argentinos que siempre nos esperaron a la vuelta, R. Duran, J.
Fernandez Bonder, N. Wolanski, S. Martinez, G. Acosta.

REFERENCIAS

[1] Luis M. Abia, J. C. Lopez-Marcos, and Julia Martinez, Blow-up for semidis-
cretizations of reaction-diffusion equations, Appl. Numer. Math. 20 (1996),
no. 1-2, 145-156, Workshop on the method of lines for time-dependent prob-
lems (Lexington, KY, 1995). MR 97a:65074

, On the blow-up time convergence of semidiscretizations of reaction-

diffusion equations, Appl. Numer. Math. 26 (1998), no. 4, 399-414. MR

99b:65108

2]




20

13]

[4]

[5]

16]

7]

18]

9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

PABLO GROISMAN Y JULIO D. ROSSI

G. Acosta, R. G. Duran, and J. D. Rossi, An adaptive time step procedure for
a parabolic problem with blow-up, Computing 68 (2002), no. 4, 343-373. MR
1 921 255

G. Acosta, J. Fernandez Bonder, P. Groisman, and J. D. Rossi, Numerical
approzimation of a parabolic problem with a nonlinear boundary condition in
several space dimensions, Discrete Contin. Dyn. Syst. Ser. B 2 (2002), no. 2,
279-294. MR, 2003a:35117

Gabriel Acosta, JulidAn Fernandez Bonder, Pablo Groisman, and Julio Daniel
Rossi, Simultaneous vs. non-simultaneous blow-up in numerical approzima-
tions of a parabolic system with non-linear boundary conditions, M2AN Math.
Model. Numer. Anal. 36 (2002), no. 1, 55-68. MR 1 916 292

Gabriel Acosta, Julidan Fernandez Bonder, and Julio D. Rossi, Stable mani-
fold approxzimation for the heat equation with nonlinear boundary condition, J.
Dynam. Differential Equations 12 (2000), no. 3, 557-578. MR 2001m:65122
J. M. Ball, Remarks on blow-up and nonexistence theorems for nonlinear evo-
lution equations, Quart. J. Math. Oxford Ser. (2) 28 (1977), no. 112, 473-486.
MR 57 #13150

C. Bandle and H. Brunner, Numerical analysis of semilinear parabolic problems
with blow-up solutions, Rev. Real Acad. Cienc. Exact. Fis. Natur. Madrid 88
(1994), no. 2-3, 203-222. MR 97e:65089

Catherine Bandle and Hermann Brunner, Blowup in diffusion equations: a
survey, J. Comput. Appl. Math. 97 (1998), no. 1-2, 3-22. MR 99g:35061
Marsha Berger and Robert V. Kohn, A rescaling algorithm for the numerical
calculation of blowing-up solutions, Comm. Pure Appl. Math. 41 (1988), no. 6,
841-863. MR 89g:65154

Chris J. Budd, Shaohua Chen, and Robert D. Russell, New self-similar solu-
tions of the nonlinear Schridinger equation with moving mesh computations,
J. Comput. Phys. 152 (1999), no. 2, 756-789. MR 2000e:78018

Chris J. Budd, Weizhang Huang, and Robert D. Russell, Moving mesh methods
for problems with blow-up, STAM J. Sci. Comput. 17 (1996), no. 2, 305-327.
MR 96j:65094

Xu-Yan Chen and Hiroshi Matano, Convergence, asymptotic periodicity, and
finite-point blow-up in one-dimensional semilinear heat equations, J. Differen-
tial Equations 78 (1989), no. 1, 160-190. MR 90e:35018

Yun Gang Chen, Asymptotic behaviours of blowing-up solutions for finite dif-
ference analogue of uy = Uy, + u't® J. Fac. Sci. Univ. Tokyo Sect. IA Math.
33 (1986), no. 3, 541-574. MR 88a:65113

Carmen Cortazar, Manuel del Pino, and Manuel Elgueta, The problem of
uniqueness of the limit in a semilinear heat equation, Comm. Partial Differen-
tial Equations 24 (1999), no. 11-12, 2147-2172. MR 2000k:35125

R. G. Duran, J. I. Etcheverry, and J. D. Rossi, Numerical approzimation of a
parabolic problem with a nonlinear boundary condition, Discrete Contin. Dy-
nam. Systems 4 (1998), no. 3, 497-506. MR 99a:65122

Miguel Escobedo and Howard A. Levine, Critical blowup and global existence
numbers for a weakly coupled system of reaction-diffusion equations, Arch. Ra-
tional Mech. Anal. 129 (1995), no. 1, 47-100. MR 96d:35063



[18]

[19]
[20]
[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

APROXIMANDO SOLUCIONES QUE EXPLOTAN 21

Julidn Fernandez Bonder, Pablo Groisman, and Julio D. Rossi, On numerical
blow-up sets, Proc. Amer. Math. Soc. 130 (2002), no. 7, 2049-2055 (electronic).
MR 2003b:35023

Julidn Fernédndez Bonder and Julio D. Rossi, Blow-up vs. spurious steady so-
lutions, Proc. Amer. Math. Soc. 129 (2001), no. 1, 139-144. MR 2001c¢:35105
Raul Ferreira, Pablo Groisman, and Julio D. Rossi, Adaptive numerical
schemes for a parabolic problem with blow-up, IMA J. Numer. Anal., To appear.
, Numerical blow-up for the porous medium equation with a source,
Preprint.

, Numerical blow-up for a nonlinear problem with a nonlinear boundary
condition, Math. Models Methods Appl. Sci. 12 (2002), no. 4, 461-483. MR 1
899 837

Marek Fila and Jan Filo, Blow-up on the boundary: a survey, Singularities and
differential equations (Warsaw, 1993), Banach Center Publ.; vol. 33, Polish
Acad. Sci., Warsaw, 1996, pp. 67-78. MR 98¢:35076

Marek Fila and Pavol Quittner, The blow-up rate for the heat equation with
a nonlinear boundary condition, Math. Methods Appl. Sci. 14 (1991), no. 3,
197-205. MR 92a:35023

Hiroshi Fujita, On the blowing up of solutions of the Cauchy problem for u, =
Au + vt J. Fac. Sci. Univ. Tokyo Sect. I 13 (1966), 109-124 (1966). MR,
35 #5761

Victor A. Galaktionov and Juan L. Vazquez, The problem of blow-up in nonlin-
ear parabolic equations, Discrete Contin. Dyn. Syst. 8 (2002), no. 2, 399-433,
Current developments in partial differential equations (Temuco, 1999). MR
2003¢:35067

Yoshikazu Giga and Robert V. Kohn, Nondegeneracy of blowup for semilinear
heat equations, Comm. Pure Appl. Math. 42 (1989), no. 6, 845-884. MR
90k:35034

Pablo Groisman, Fernando Quirés, and Julio D. Rossi, Non-simultaneous blow-
up n a numerical approximation of a parabolic system, Comput. Appl. Math.,
To appear.

Pablo Groisman, Adapting the time-step to recover the asymptotic behavior in
a blow-up problem, Preprint.

Pablo Groisman and Julio D. Rossi, Dependence of the blow-up time with re-
spect to parameters and numerical approximations for a parabolic problem,
Preprint.

, Asymptotic behaviour for a numerical approzimation of a parabolic
problem with blowing up solutions, J. Comput. Appl. Math. 135 (2001), no. 1,
135-155. MR 2002g:35101

Pablo Groisman, Julio D. Rossi, and Hatem Zaag, On the dependence of the
blow-up time with respect to the intial data in a semilinear parabolic problem,
Comm. Partial Differential Equations, To appear.

M. A. Herrero and J. J. L. Velazquez, Flat blow-up in one-dimensional semi-
linear heat equations, Differential Integral Equations 5 (1992), no. 5, 973-997.
MR, 93d:35065

, Generic behaviour of one-dimensional blow up patterns, Ann. Scuola
Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. (4) 19 (1992), no. 3, 381-450. MR 94b:35048




22

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

PABLO GROISMAN Y JULIO D. ROSSI

Bei Hu and Hong-Ming Yin, The profile near blowup time for solution of the
heat equation with a nonlinear boundary condition, Trans. Amer. Math. Soc.
346 (1994), no. 1, 117-135. MR 95¢:35040

Weizhang Huang, Yuhe Ren, and Robert D. Russell, Moving mesh partial dif-
ferential equations (MMPDES) based on the equidistribution principle, SIAM
J. Numer. Anal. 31 (1994), no. 3, 709-730. MR 94m:65149

Stanley Kaplan, On the growth of solutions of quasi-linear parabolic equations,
Comm. Pure Appl. Math. 16 (1963), 305-330. MR 28 #3258

Marie-Noélle Le Roux, Semidiscretization in time of nonlinear parabolic equa-
tions with blowup of the solution, STAM J. Numer. Anal. 31 (1994), no. 1,
170-195. MR 95a:65148

Julidn Lopez-Goémez, Viviana Marquez, and Noemi Wolanski, Blow up re-
sults and localization of blow up points for the heat equation with a nonlinear
boundary condition, J. Differential Equations 92 (1991), no. 2, 384-401. MR
92j:35098

Frank Merle, Solution of a nonlinear heat equation with arbitrarily given blow-
up points, Comm. Pure Appl. Math. 45 (1992), no. 3, 263-300. MR 92k:35160
Tomoyasu Nakagawa, Blowing up of a finite difference solution to uy = Uy, +
uz., Appl. Math. Optim. 2 (1975/76), no. 4, 337-350. MR 54 #11797
Fernando Quirés and Julio D. Rossi, Non-simultaneous blow-up in a semilinear
parabolic system, Z. Angew. Math. Phys. 52 (2001), no. 2, 342-346. MR
2002c:35145

D. F. Rial and J. D. Rossi, Blow-up results and localization of blow-up points in
an N-dimensional smooth domain, Duke Math. J. 88 (1997), no. 2, 391-405.
MR 98i:35079

, Localization of blow-up points for a parabolic system with a nonlinear
boundary condition, Rend. Circ. Mat. Palermo (2) 48 (1999), no. 1, 135-152.
MR 2000j:35123

Alexander A. Samarskii, Victor A. Galaktionov, Sergei P. Kurdyumov, and
Alexander P. Mikhailov, Blow-up in quasilinear parabolic equations, de Gruyter
Expositions in Mathematics, vol. 19, Walter de Gruyter & Co., Berlin, 1995,
Translated from the 1987 Russian original by Michael Grinfeld and revised by
the authors. MR 96b:35003

Takeo K. Ushijima, On the approxzimation of blow-up time for solutions of
nonlinear parabolic equations, Publ. Res. Inst. Math. Sci. 36 (2000), no. 5,
613-640. MR 2001j:35148

Wolfgang Walter, On existence and nonexistence in the large of solutions of
parabolic differential equations with a nonlinear boundary condition, STAM J.
Math. Anal. 6 (1975), 85-90. MR 51 #1122

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, FCEYN, UBA,
(1428) BUENOS AIRES, ARGENTINA.

E-mail address: pgroisma@dm.uba.ar

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE,
CaAsiLLA 306, CORREO 22, SANTIAGO, CHILE.

E-mail address: jrossi@mat.puc.cl



