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Resumen. Al aproximar numéricamente ecuaciones en derivadas
parciales con singularidades, un buen método debe reproducir el
comportamiento asintótico de las soluciones. Un estudio riguroso y
detallado de los posibles comportamientos es necesario para enten-
der las ventajas y desventajas de los métodos numéricos en modelos
gobernados por ecuaciones de evolución. En este artículo se presen-
tan algunos resultados sobre el comportamiento de aproximaciones
numéricas de soluciones de ecuaciones parabólicas que desarrollan
singularidades en tiempo �nito.

1. Introducción

Las ecuaciones parabólicas semilineales de segundo orden son uti-
lizadas para modelar diversos fenómenos y procesos en mecánica, físi-
ca, tecnología, biología y muchas otras áreas. Por ejemplo, bajo ciertas
condiciones, la ecuación del calor semilineal describe el proceso de con-
ducción en plasma, �ltración de gases y líquidos en medios porosos,
reacciones químicas y procesos de crecimiento y migración de pobla-
ciones, etc.

Para este tipo de problemas, por lo general se posee una teoría de
existencia y unicidad para tiempos cortos, sin embargo puede ocurrir
que la solución deje de existir en un tiempo �nito. La forma más simple
en que aparece este fenómeno es cuando la solución tiende a in�nito a
medida que la variable temporal t se acerca a un tiempo �nito, T > 0.
La prueba de que en las ecuaciones no lineales puede aparecer este
fenómeno debido simplemente a la estructura no lineal del problema la
brinda el siguiente ejemplo. Consideremos la ecuación ordinaria

(1.1)
{

u′ = f(u),
u(0) = u0 > 0,
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donde f es positiva, creciente y regular. En particular, cuando f(u) =
up con p > 1, esta ecuación tiene como única solución a

u(t) = Cp(T − t)−1/(p−1),

donde, T = u1−p
0 (p− 1)−1 y Cp = (p− 1)−1/(p−1). En este ejemplo tan

simple puede verse que la solución u(t) es regular para todo t < T y
que u(t) → +∞ cuando t ↗ T . Cuando esto ocurre decimos que u

explota (blow-up en la literatura inglesa). En general, si
∫ +∞

1/f <
+∞, entonces u(t) explota en tiempo �nito T en el sentido anterior,
limt↗T u(t) = +∞.

Los problemas que estudiamos, además de depender del tiempo poseen
una estructura espacial, es decir que la función incógnita u depende no
sólo del tiempo sino también de una variable espacial, u = u(x, t),
x ∈ Ω, un domino en Rd. Consideramos procesos de evolución que
pueden ser modelados de la forma

ut = F(u), t ∈ (0, T ), u(0) = u0,

donde F es un operador y la solución u = u(t) es una curva en cierto
espacio funcional (H1(Ω), H1

0 (Ω), Ck(Ω), etc.).
Los primeros resultados rigurosos que prueban la aparición de este

fenómeno de explosión en ecuaciones en derivadas parciales son los
obtenidos por Kaplan ([37]) y Fujita ([25]).

Varias preguntas surgen naturalmente ante este tipo de problemas,
por ejemplo: (1) ¾Hay blow-up? (2) ¾Cuándo? (3) ¾Dónde? (4) ¾Có-
mo? (5) ¾Son las respuestas a estas preguntas estables ante pertur-
baciones? (6) ¾Cómo calcularlo numéricamente?. Si se trata de un
sistema de ecuaciones, agregamos dos preguntas más, (7) ¾Es posible
tener diferentes conjuntos de explosión para diferentes componentes
del sistema? (8) ¾Es posible que ciertas componentes permanezcan
acotadas mientras otras explotan (explosión no simultánea)?

Éstas no son las únicas preguntas que la comunidad matemática ha
considerado de interés. En [26] se detallan los fenómenos relevantes
a estudiar ante la aparición de este tipo de singularidades, dando un
enfoque integral de este problema.

En este artículo avanzamos en torno a la sexta pregunta. Lo que nos
interesa conocer de un método numérico para aproximar a las soluciones
de estos problemas es en qué medida las respuestas a las restantes
preguntas coinciden en la solución continua y en su aproximación.

Resumimos a continuación algunos de los métodos numéricos más
conocidos, analizamos sus propiedades y en qué medida reproducen
el comportamiento asintótico de las soluciones. Para problemas en
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derivadas parciales un buen método numérico debe reproducir no sólo
el comportamiento asintótico temporal de las soluciones sino también
la estructura espacial de la solución cerca del tiempo de explosión. Un
estudio riguroso y detallado de los posibles comportamientos es nece-
sario para entender las ventajas y desventajas de los métodos numéricos
en el estudio y la predicción de comportamientos singulares en modelos
gobernados por ecuaciones de evolución.

Las di�cultades del análisis se deben, fundamentalmente, a que los
teoremas de convergencia usuales no incluyen casos singulares como
los que aquí se analizan. Por lo tanto suele utilizarse otro tipo de
técnicas, basadas generalmente en principios de comparación, estima-
ciones funcionales y desarrollos asintóticos cuidadosos de las soluciones
numéricas.

Nos concentraremos principalmente en problemas de dos tipos:
1. Problemas con fuente no lineal, i.e., de la forma,

(1.2)





ut = ∆um + up, en Ω× (0, T ),
u = 0, sobre ∂Ω× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, x ∈ Ω,

en un dominio acotado Ω.
2. Problemas con condiciones de Neumann no lineales,

(1.3)





ut = ∆um, en Ω× (0, T ),
∂um

∂η
= up, sobre ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, x ∈ Ω.

Para m = 1 (difusión lineal) se obtienen las ecuaciones de reacción-
difusión más estudiadas entre las que poseen el fenómeno de explosión.
Este caso será estudiado en detalle, pero también mencionaremos resul-
tados para los casos m > 1 (ecuación de medios porosos) y 0 < m < 1
(ecuación de difusión rápida).

2. Problemas con fuente no lineal

Consideremos en primer lugar el siguiente problema

(2.1)





ut = ∆u + up, en Ω× (0, T ),
u = 0, sobre ∂Ω× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, x ∈ Ω.

Si el dato inicial u0(x) es regular (como asumiremos a lo largo de todo
este artículo) entonces existe una única solución para este problema y
es regular. Sin embargo, no importa cuán suaves sean el dato inicial y
el dominio Ω, hay datos iniciales para los cuales existe un tiempo �nito
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Figura 1. Una solución de ut = uxx + up en (−L,L)×
(0, T ) explotando en tiempo �nito.

T en el que la solución deja de existir. En este tiempo ocurre que la
solución tiende a in�nito, es decir

lim
t→T

‖u(·, t)‖L∞(Ω) = +∞.

Como ya hemos dicho a este fenómeno se lo denomina explosión en
tiempo �nito (blow-up).

Para este problema se conocen respuestas a las preguntas mencionadas
anteriormente

(1) ¾Hay blow-up? Si, si u0 es su�cientemente grande. Más pre-
cisamente, se tiene la siguiente caracterización de las soluciones que
explotan: consideremos la función

Φ(u)(t) ≡
∫

Ω

|∇u(s, t)|2
2

ds−
∫

Ω

|u(s, t)|p+1

p + 1
ds.

En [7, 15], se prueba que una solución explota en tiempo �nito si y sólo
si existe un tiempo t0 con Φ(u)(t0) < 0. Un cálculo directo muestra que
dado un dato inicial u0 6= 0 entonces Φ(λu0) < 0 si λ es su�cientemente
grande.
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(2) ¾Cuándo? El funcional Φ también sirve para estimar el tiempo
de blow-up T , ya que cumple

lim
t→T

Φ(u)(t) = −∞,

y en [40] se prueba que para tiempos cercanos al tiempo de explosión
se veri�ca

(T − t) ≤ C

(−Φ(u(t)))
p−1
p+1

.

(3) ¾Dónde? Llamamos B(u) al conjunto de puntos x ∈ Ω tales
que u(xn, tn) ↗ +∞ para alguna sucesión (xn, tn) → (x, T ). Para el
caso unidimensional (Ω = (0, 1)) se sabe que el conjunto de blow-up
(B(u)) está localizado en un número �nito de puntos. Es decir, existen
x1, . . . , xk tales que u(xi, t) → +∞ cuando t → T y u(x, t) permanece
acotada hasta tiempo T para todo x /∈ {x1, .., xk} (ver [13]). Esto
no es cierto para dimensiones mayores, donde el conjunto de blow-
up puede ser incluso una hipersuper�cie. Pueden obtenerse mejores
caracterizaciones del conjunto B(u) si se tiene información sobre el
dato inicial (por ejemplo, simetría).

(4) ¾Cómo? El comportamiento asintótico en los puntos donde u
explota está dado por

u(xi, t) ∼ (T − t)−
1

p−1 , (tasa de blow-up)

donde f(t) ∼ g(t) signi�ca que existen constantes positivas C1, C2 tales
que C1g(t) ≤ f(t) ≤ C2g(t) (ver [27, 33, 34]). Más aún, se tiene

lim
t↗T

(T − t)
1

p−1 u(xi, t) = Cp.

Proponemos entonces métodos numéricos para este problema y estu-
diamos el comportamiento asintótico de las soluciones. Como primer
paso para introducir los métodos numéricos planteamos un método de
líneas. La idea de este tipo de métodos es discretizar la variable es-
pacial (x), manteniendo la variable temporal (t) continua. De esta
forma todas las derivadas espaciales desaparecen pero se mantienen las
derivadas temporales, obteniéndose un sistema de ecuaciones ordinar-
ias. Para la discretización espacial consideramos un método general
con hipótesis adecuadas. Más precisamente, suponemos que para cada
h > 0 (h es el parámetro de discretización) tenemos un conjunto de
nodos {x1, . . . , xN} ⊂ Ω (N = N(h)), y que la aproximación numérica
de u en los nodos xk viene dada por U(t) = (u1(t), . . . , uN(t)). Es de-
cir que uk(t) aproxima a u(xk, t). Suponemos entonces que U(t) es la
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solución de un sistema de ecuaciones ordinarias de la forma

(2.2) MU ′(t) = −AU(t) + MUp(t), t ∈ [0, Th),

con dato inicial uk(0) = u0(xk). En (2.2) y de aquí en adelante todas
las operaciones entre vectores se entienden coordenada a coordenada.
Las matrices M,A ∈ RN×N dependen de h y del método numérico en
cuestión. Este tipo de sistemas se obtiene cuando se aplican métodos
de diferencias �nitas o elementos �nitos.

Por ejemplo, en una dimension espacial consideramos Ω = (0, 1),
h = 1/N , los nodos xi = ih (1 ≤ i ≤ N) y al aplicar diferencias �nitas
centradas o elementos �nitos con mass lumping (en este caso ambos
métodos coinciden) el sistema (2.2) toma la forma

u′i(t) =
ui+1(t)− 2ui(t) + ui−1(t)

h2
+ up

i (t), 2 ≤ i ≤ N − 1.

Decimos que las soluciones numéricas tienen blow-up si existe un
tiempo �nito Th tal que

lim
t↗Th

‖U(t)‖∞ = lim
t↗Th

max
j

uj(t) = +∞.

En el resto del trabajo denotaremos con T al tiempo de explosión de
la solución continua, con h al parámetro de la malla y con Th a los
tiempos de explosión de las aproximaciones numéricas (si es que éstas
explotan).

El análisis numérico desarrollado hasta el momento sobre este tipo
de problemas todavía es escaso en relación a la teoría continua (ver
[9, 26]). Algunos trabajos que tratan sobre aproximaciones numéricas
con mallas �jas son [1, 2, 14, 41].

En [10] se desarrolla un algoritmo que re�na la malla espacial a me-
dida que avanza el tiempo aprovechando la invarianza de escala que
poseen las soluciones de esta ecuación. En [11, 12, 36] se desarrollan
los denominados moving mesh methods con el objetivo de reproducir el
comportamiento asintótico de las soluciones. Estos métodos también
hacen uso de la invarianza de escalas de las soluciones. Si bien estos
métodos son los más utilizados, sólo sirven para modelos unidimension-
ales y no se poseen demostraciones rigurosas sobre su convergencia y
comportamiento asintótico.

Otros trabajos que merecen ser mencionados son [6, 8, 19, 38, 46].
En [9] se resumen los resultados contenidos en estos artículos.

En todos los métodos numéricos que analizamos se ha probado la con-
vergencia de las soluciones discretas a la solución continua en regiones
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en donde u es regular, más precisamente, el típico resultado de conver-
gencia que se obtiene es de la forma: dado τ > 0 existe C = C(τ) > 0
tal que,

‖u− uh‖L∞(Ω×[0,T−τ ]) ≤ Chα,

donde uh es una interpolación de U .
No es de esperar un mejor resultado de convergencia en el sentido de

obtener, por ejemplo, convergencia del método hasta tiempo T , ya que
la solución desarrolla una singularidad en ese momento. Para que esto
ocurra debería pasar, por lo menos, que T y Th coincidan, lo cual no
es cierto en general, ni siquiera en el caso de una ecuación diferencial
ordinaria.

En [31] se consideran aproximaciones numéricas para el problema
(2.1) en una dimensión. Se prueba que existen soluciones numéricas
con blow-up si y sólo si p > 1. Para describir la aparición de blow-
up en las aproximaciones numéricas se utiliza una versión discreta del
funcional Φ descrito anteriormente:

Φh(U) =
1

2
〈A1/2U,A1/2U〉 − 1

p + 1
〈MUp, U〉.

Las soluciones discretas de este problema explotan si y sólo si existe
un tiempo t0 en el que el funcional Φh se hace negativo.

Como esta caracterización es similar a la del problema continuo,
mediante esta propiedad se puede probar que si la solución del problema
continuo explota en tiempo �nito, entonces lo mismo le ocurre a las
del discreto para h su�cientemente pequeño. Además este funcional
permite obtener cotas sobre la distancia al tiempo de blow-up similares
a las que se tienen para el problema continuo, que sirven para probar
convergencia de los tiempos de explosión (Th → T cuando h → 0).
Sin embargo, utilizando otro enfoque, podemos acotar el orden de esta
convergencia.

Se puede probar que la tasa de explosión de las soluciones numéricas
es la misma que la del problema continuo y, más aún, en [28] se prueba
que existe una constante C independiente de h tal que

‖U(t)‖∞ ≤ C(Th − t)−
1

p−1 .

Esta cota sirve, entre otras cosas, para acotar la diferencia de los
tiempos de explosión. Supongamos que el método numérico en consid-
eración es consistente de orden α, es decir, que las soluciones de (2.1)
veri�can (llamando zi(t) = u(xi, t), Z(t) = (z1(t), . . . , zN(t)))

MZ ′(t) = −AZ(t) + MZp(t) + ε(t, h),
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con ‖ε(t, h)‖∞ ≤ Chα(T − t)−θ. El término C(T − t)−θ es una cota
para las derivadas de u. Bajo esta suposición la función de error E(t) =
Z(t)− U(t) veri�ca

ME ′(t) = −AE(t) +
Zp(t)− Up(t)

Z(t)− U(t)
E(t) + ε(t, h).

Sea entonces t0 el primer tiempo en que ‖E(t0)‖∞ = 1 (t0 > 0 para h
su�cientemente pequeño). En [0, t0] E(t) veri�ca

ME ′(t) ≤ −AE(t) + C(T − t)−1E(t) + Chα(T − t)−θ.

Como Ch(T − t)−C es una supersolución de esta ecuación, resulta ser
una cota para E(t) que dice que esta función se mantiene pequeña hasta
tiempos cercanos al tiempo de explosión con tal de tomar h pequeño.
De hecho permite obtener |T − t0| ≤ Chα y |Th− t0| ≤ Chα. Entonces

|T − Th| ≤ |T − t0|+ |Th − t0| ≤ Chα.

Este tipo de ideas se puede utilizar también para acotar la diferencia
entre tiempos de explosión para soluciones del problema (2.1) cuando
se perturba el dato inicial, el coe�ciente de difusión o la potencia de
reacción p, obteniéndose cotas similares. Para el caso del dato inicial
esta cota incluso puede ser mejorada. En [30, 32] se perturba el dato
inicial u0 añadiéndole una función g de norma pequeña y entonces los
tiempos de explosión T (u0), T (u0 + g) satisfacen

|T (u0 + g)− T (u0)| ≤ C‖g‖L∞| ln(‖g‖L∞)|γ, γ > 0.

Nos adentramos entonces en el estudio asintótico de las soluciones
numéricas: la tasa y el conjunto de blow-up de uh para h �jo. Obtene-
mos que la tasa de explosión es la misma que la del problema continuo
y que el conjunto de blow-up, si bien puede diferir, está contenido en un
entorno del conjunto de blow-up de u si h es su�cientemente pequeño.
Precisamente obtenemos que si uh explota en tiempo �nito entonces

lim
t→Th

‖U(t)‖∞(Th − t)
1

p−1 = Cp.

Este comportamiento, además de ser el mismo que tienen las solu-
ciones continuas, es el que tienen las soluciones de la ecuación u′(t) =
up(t), como vimos anteriormente. Esto nos dice que, tanto en el es-
quema numérico, como en el problema continuo, cuando la solución
está cerca de explotar, el término de difusión (AU , ∆u) es despreciable
respecto del término de reacción (up).

Si denotamos por B∗(uh) al conjunto de nodos que tienen este com-
portamiento (que explotan con la misma tasa que el máximo), entonces
para las soluciones con blow-up se tiene que ∅ 6= B∗(uh) ⊂ B(uh). Para
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el problema continuo, el conjunto de blow-up B(u) esta formado sólo
por esta clase de puntos, sin embargo en las aproximaciones numéricas
aparece un fenómeno de propagación espúreo. El blow-up se propa-
ga a los K nodos adyacentes a B∗(uh) (con una tasa menor), donde
K = [1/(p − 1)] ([a] denota la parte entera de a). Sin embargo, como
la cantidad de nodos donde se propaga la explosión sólo depende de p,
el conjunto B(uh) se mete en un entorno de B∗(uh) cuando h tiende a
cero. Si es posible localizar B∗(uh) cerca de B(u) entonces se pueden
obtener estimaciones de la forma

B(uh) ⊂ B(u) + (−ε, ε), ∀h ≤ h0(ε).

Esto es cierto para el problema unidimensional, sin embargo para
el caso multidimensional no se ha podido demostrar la localización de
B∗(uh) en torno de B(u), aunque conjeturamos que es cierta.

2.1. Un esquema totalmente discreto. Las aproximaciones numé-
ricas semidiscretas son una herramienta muy útil y el estudio de sus
propiedades asintóticas aporta datos muy importantes para compren-
der en qué medida es posible aproximar problemas como los que esta-
mos considerando. Sin embargo, no es su�ciente. Para poder brindar
un análisis acabado del comportamiento de las aproximaciones numé-
ricas, es necesario integrar el sistema de ecuaciones ordinarias que de-
�ne a las aproximaciones mencionadas anteriormente, cuyas soluciones
también son singulares. Por lo tanto las técnicas usuales de aproxi-
mación y análisis de error no se extienden naturalmente para este tipo
de problemas, y es necesario proponer métodos adecuados y estudiar
y dar pruebas rigurosas del comportamiento de lo que denominamos
aproximaciones totalmente discretas.

Primero veamos como adaptar el paso temporal en una ecuación
ordinaria. Consideremos u(t) la solución del problema,

(2.3)
{

u′ = f(u),
u(0) = u0 > 0,

donde f es positiva, creciente y regular. Si
∫ +∞

1/f < +∞, como
mencionamos en la introducción, u(t) explota en tiempo �nito, T , dado
por,

T =

∫ +∞

u0

1

f(s)
ds.

En [3] se analiza un método adaptivo para elegir los pasos en un méto-
do numérico de tipo Euler o Runge-Kutta, de forma que se reproduzca
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el comportamiento asintótico. Luego se utiliza este análisis para desar-
rollar métodos adaptivos para ecuaciones en derivadas parciales.

A continuación, para simpli�car la exposición, reproducimos este
análisis para un caso concreto, el método de Euler explícito. Si aprox-
imamos u(t) usando el método de Euler nos queda

(2.4)
{

uj+1 = uj + τjf(uj),
u0 = u0.

Ahora elegimos los incrementos τj de forma adaptiva como sigue
(2.5) τjf(uj) = λ,

donde λ es un parámetro. La principal idea detrás de esta elección se
basa en mirar la ecuación u′(t) = f(u(t)) como el sistema

(2.6)
{

∂t
∂s

= 1/f(u(τ)),
∂u
∂s

= 1,

donde el nuevo tiempo, s, es una variable auxiliar. Aplicando el método
de Euler con paso �jo de tamaño λ al sistema nos queda:{

tj+1 = tj + λ/f(uj),
uj+1 = uj + λ.

Es decir, τj = tj+1 − tj = λ/f(uj). Usando (2.4) y (2.5) tenemos
uj = uj−1 + λ = .... = u0 + jλ

y entonces
τj =

λ

f(uj)
=

λ

f(u0 + jλ)
.

De esto podemos concluir que el esquema numérico también explota
en el sentido siguiente: yj →∞ mientras

∑
j τj < +∞. Además, estas

acotaciones, proporcionan una estimación del tiempo de explosión:
∞∑

j=0

τj = τ0 +
∞∑

j=1

λ

f(u0 + jλ)
≤ λ

f(u0)
+

∫ +∞

0

λ

f(u0 + sλ)
ds

=
λ

f(u0)
+

∫ +∞

u0

1

f(s)
ds =

λ

f(u0)
+ T.

Entonces Tλ =
∑

j τj < +∞ y

Tλ − T ≤ λ

f(u0)
.

Además, como u es convexa, es fácil ver que la solución numérica es
menor o igual que la continua y entonces

T ≤ Tλ.
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Concluimos que esta elección de los pasos para el método de Euler
nos proporciona un esquema que explota y además aproxima bien los
tiempos de explosión continuos en el siguiente sentido:

|T − Tλ| ≤ λ

f(u0)
→ 0, λ → 0.

Integrando el sistema (2.6) con métodos tipo Runge-Kutta se ob-
tienen métodos adaptivos de mayor orden para (2.3). Este mayor orden
de convergencia también se puede observar en los tiempos de blow-up
numéricos, Tλ.

Ahora retomamos el análisis de (2.1). En [29] se propone un esque-
ma totalmente discreto que surge de discretizar en t el sistema (2.2).
Basándose en los esquemas propuestos en [3, 16] se analiza en primer
lugar un método de Euler explícito y a continuación se introduce un
esquema implícito que permite eliminar las restricciones en el paso tem-
poral.

Utilizamos la notación U j = (uj
1, . . . , u

j
N) para denotar el valor de la

aproximación totalmente discreta a tiempo tj, y τj = tj+1 − tj para el
paso de tiempo. El método explícito propuesto viene dado por

(2.7)
{

MU j+1 = MU j − τj (AU j + M(U j)p)
U(0) = uI

0.

Entonces elegimos el paso de tiempo τj = tj+1 − tj de forma tal que el
comportamiento asintótico del esquema totalmente discreto reproduzca
al del continuo. Fijamos λ > 0 pequeño y tomamos

τj =
λ

(wj)p
, wj = 〈MU j, E〉,

aquí E = (1, . . . , 1). Con esta elección podemos probar que el compor-
tamiento de wj viene dado por

∂wj+1 ∼ (wj)p.

de donde podemos ver que es similar al del problema continuo. Decimos
entonces que una solución de (2.7) explota si

lim
j→∞

‖U j‖∞ = ∞, y Th,λ :=
∞∑

j=1

τj < ∞.

Llamamos a Th,λ el tiempo de blow-up.
Para este tipo de esquemas se prueban resultados similares a los

obtenidos cuando se considera el método semidiscreto en cuanto al com-
portamiento asintótico de las soluciones, la convergencia de los tiempos
de blow-up y los conjuntos de explosión.
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2.2. Blow-up no simultáneo. En [28] se considera el caso de un
sistema de ecuaciones acopladas en el término fuente,

(2.8) ut = ∆u + up11vp12 en Ω× (0, T ),
vt = ∆v + up21vp22 en Ω× (0, T ),

con condiciones de borde de tipo Dirichlet homogéneas, u = v = 0
sobre ∂Ω× [0, T ), y dato inicial u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) en Ω.
Los exponentes pij son mayores que cero.

Bajo condiciones de regularidad bastante generales existe una única
solución (u, v) de (2.8) local en tiempo, ([17]). Al igual que en los
problemas anteriores estas soluciones pueden explotar, es decir

lim sup
t↗T

(‖u(·, t)‖L∞ + ‖v(·, t)‖L∞) = +∞.

El conjunto de exponentes para los que este fenómeno puede darse fue
caracterizado en [17], donde se encuentra que una de las siguientes
condiciones debe cumplirse para que existan soluciones con blow-up,
p11 > 1, p22 > 1 ó (p11 − 1)(p22 − 1) < p12p21.

A priori no hay razón por la cual las funciones u y v deban tender
a in�nito simultáneamente en el tiempo T (el tiempo maximal de ex-
istencia). De hecho, en [42] se prueba que existen datos iniciales para
los cuales u explota y v no si y sólo si p11 > 1 y p21 < p11 − 1. A este
fenómeno se le denomina explosión no simultánea.

El principal interés en este problema consiste en analizar si las condi-
ciones para la aparición de soluciones con blow-up y el fenómeno de
blow-up no simultáneo son reproducidos por las aproximaciones nu-
méricas usuales. Para esto, se propone el método numérico general
mencionado anteriormente, en este caso se obtiene un sistema de ecua-
ciones ordinarias con la siguiente estructura

(2.9)
{

MU ′(t) = −AU(t) + MUp11V p12(t),
MV ′(t) = −AV (t) + MUp21V p22(t).

En [28] se prueba que existen soluciones (U, V ) de (2.9) que explotan
en tiempo �nito si y sólo si los exponentes pij veri�can las mismas
condiciones que valen para el problema continuo. Además se prueba
que si se tiene una solución (U, V ) de (2.9) tal que U explota en tiempo
�nito Th y V se mantiene acotada hasta ese tiempo, entonces p11 > 1
y p21 < p11 − 1. Más aún, si p11 > 1 y p21 < p11 − 1, entonces para
todo dato inicial V0 6= 0 para (2.9) existe un dato inicial U0 de manera
tal que U explota en tiempo �nito Th y V se mantiene acotada.

Es decir, la estructura de la no linealidad necesaria para la aparición
de blow-up no simultáneo en las aproximaciones numéricas es idéntica
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a la que se prueba en [42] para el sistema continuo. Este hecho, sumado
a la convergencia de las aproximaciones numéricas permite probar que
si consideramos una solución del problema continuo que posee blow-up
no simultáneo, entonces sus aproximaciones numéricas reproducen el
fenómeno para elecciones de h su�cientemente pequeñas. Más aún, las
aproximaciones numéricas también respetan la tasa de explosión y los
tiempos de blow-up numéricos Th convergen a T .

En [5] se considera un sistema de ecuaciones del calor pero en donde
el acople viene de la condiciones de borde ∂u

∂η
= up11vp12 , ∂v

∂η
= up21vp22

en ∂Ω × (0, T ). Para este problema se obtienen resultados similares a
los descritos anteriormente.

2.3. Difusión no lineal. Consideremos la siguiente ecuación

(2.10)





ut = (um)xx + up, (x, t) ∈ (−L,L)× [0, T ),
u(−L, t) = u(L, t) = 1, t ∈ [0, T ),
u(x, 0) = u0(x) ≥ 1, x ∈ (−L,L).

La principal diferencia entre esta ecuación y las estudiadas anterior-
mente es la aparición de un término de difusión no lineal. Este término
de difusión suele ser utilizada para modelar, por ejemplo, �ltración de
gases en medios porosos.

En este modelo consideramos m, p > 1 parámetros �jos. El dato
inicial u0 es suave y compatible con las condiciones de borde de forma
tal de obtener soluciones regulares.

Retomamos entonces las preguntas: ¾Hay blow-up?, ¾Cuándo?,
¾Dónde?, ¾Cómo?, que tienen respuestas un poco distintas en este caso
(ver [45] para más detalles).

Nuestro interés se centra en el caso p = m y L > mπ/(m−1) (aunque
en [21] se tratan todos los casos). En este caso todas las soluciones
explotan (y la tasa de blow-up viene dada por ‖u(·, t)‖∞ ∼ (T−t)−

1
m−1 ).

El conjunto de blow-up es B(u) = (− mπ
m−1

, mπ
m−1

). A este fenómeno
(el conjunto de blow-up es un subintervalo propio del dominio) se le
denomina blow-up regional.

En [21] se aproxima esta ecuación utilizando elementos �nitos lineales
a trozos con mass lumping en una malla uniforme para la variable
espacial obteniendo un sistema de ecuaciones ordinarias de la forma
(2.2).

Se caracterizan las condiciones para la aparición de explosión numéri-
ca y se muestra que las aproximaciones reproducen los casos de blow-up
de manera precisa, es decir, si u es una solución continua que explota,
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Figura 2. Per�les autosimilares. El per�l Y (s) repre-
senta a W (t) = (Th − t)

1
p−1 U(t) cerca de la explosión,

mientras que z(x) es el límite de (T − t)
1

p−1 u(x, t).

entonces también explotan sus aproximaciones numéricas para todo h
su�cientemente pequeño. También se obtienen cotas para Th − t en
términos de U(t). Al igual que antes, esto permite probar convergencia
de los tiempos numéricos de explosión al continuo.

Respecto a las tasas, se prueba que todas las soluciones que explotan
lo hacen con la misma tasa que la obtenida para las aproximaciones de
la ecuación del calor, que coincide con la del problema continuo (2.10).

Utilizando las tasas, se caracteriza el conjunto de explosión numéri-
co, si U(t) es una aproximación que explota a tiempo Th, entonces se
obtiene explosión global, i.e. B(uh) = [−L,L]. Más aún, todos los
nodos explotan con la misma tasa (uk(t) ∼ (Th − t)−1/(p−1) para todo
k). Vemos entonces que no es posible obtener explosión regional en
un esquema numérico de malla �ja. Sin embargo, se puede recuperar
la explosión regional mirando cuidadosamente a U(t) en variables au-
tosimilares adecuadas. Utilizando estas nuevas variables se prueba que
si bien todos los nodos explotan con la misma tasa (independiente de
h). La constante que acompaña la tasa se comporta correctamente. Se
tiene que todos los nodos se comportan como

uk(t) ∼ wk(h)(Th − t)−
1

p−1 ,

pero las constantes wk(h) tienden a cero cuando h → 0 si el nodo
correspondiente está fuera de B(u). Es decir, los per�les autosimilares
discretos convergen al per�l continuo, ver Figura 2.
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En [22] se considera la ecuación de medios porosos con condiciones
de borde no lineales y se obtienen resultados similares.

3. Problemas con condiciones de borde no lineales

Nos concentramos ahora en problemas como (1.3). El primer pro-
blema que tratamos es el siguiente:

3.1. La ecuación del calor con condiciones de borde no lineales.

(3.11)





ut = ∆u en Ω× (0, T ),
∂u
∂η

= up en ∂Ω× (0, T ), (p > 1)

u(x, 0) = u0(x) en Ω.

El dominio Ω y el dato inicial u0 > 0 son regulares para garantizar
soluciones suaves.

Para este problema nos preguntamos nuevamente: ¾Hay blow-up?,
¾Cuándo?, etc., obteniendo respuestas diferentes a las obtenidas para
el problema semilineal:

(1) ¾ Hay blow-up? Si p > 1 todas las soluciones de (3.11) explotan
en tiempo �nito ([47, 44]).

(2) ¾Cuándo? En [44] se encuentra una cota superior para el tiempo
de blow-up en términos del dato inicial.

(3) ¾Dónde? El conjunto de blow-up está localizado en el borde
del dominio, para todo subdominio Ω′ ⊂⊂ Ω existe una constante
C = C(d(Ω′, ∂Ω)) tal que u(x, t) ≤ C para todo x ∈ Ω′ y para todo
0 ≤ t < T ([35, 44]).

(4) ¾Cómo? En [35] se encuentra que la tasa de blow-up es

‖u(·, t)‖∞ ∼ (T − t)−
1

2(p−1) .

Para detalles y más referencias sobre este problema se puede consul-
tar el trabajo [23], donde se resumen los resultados conocidos.

En [3, 16, 18] se consideran aproximaciones numéricas para este pro-
blema en una dimensión. Más precisamente se considera

(3.12)





ut(x, t) = uxx(x, t), (x, t) ∈ (0, 1)× [0, T ),
ux(1, t) = f(u(1, t)), t ∈ [0, T ),
ux(0, t) = 0, t ∈ [0, T ),
u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, 1],

donde f(s) y u0(x) son positivos y suaves como para garantizar exis-
tencia, unicidad y regularidad de la solución (ver [39]).
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En estos trabajos se prueban condiciones para la aparición de blow-
up en las aproximaciones numéricas (½que di�eren de las del problema
continuo!), convergencia del método y de los tiempos de blow-up. Se
consideran esquemas semidiscretos ([16]) y totalmente discretos de tipo
Euler y Runge-Kutta ([3]).

Por ejemplo, se sabe que si f es convexa y veri�ca

(3.13)
∫ +∞ 1

f(s)f ′(s)
ds < +∞,

todas las soluciones de (3.12) explotan ([47]). Más aún, si f es creciente
y veri�ca

(3.14)
∫ +∞ 1

f(s)
ds < +∞,

el conjunto de blow-up está localizado en el borde, en este caso B(u) =
{1} (blow-up puntual) [43, 44]. Sin embargo, cuando f veri�ca (3.13)
pero no (3.14), el conjunto de blow-up puede ser más grande. Puede ser
todo el intervalo [0, 1] (blow-up global), o incluso un subintervalo [l, 1],
0 < l < 1 (blow-up regional). Por ejemplo, se puede apreciar blow-up
global o regional cuando se considera f(s) = s logp(s) con 1/2 < p < 1
o p = 1 respectivamente.

En [18] se prueba que los conjuntos de explosión de las aproximacio-
nes numéricas de (3.12) (usando elementos �nitos con mass lumping),
o bien se concentran en el borde o bien son todo el intervalo [0, 1]. Por
lo tanto el fenómeno de explosión regional no existe en este tipo de
esquemas. De hecho se prueba que si la función f veri�ca (3.14) y es
creciente, entonces la cantidad de nodos que explotan depende sólo de
f y es independiente de h. Entonces el blow-up numérico sólo puede
ser global o localizarse en un entorno de {x = 1} cuando h tiende a
cero.

A continuación presentamos algunos ejemplos para clari�car las simi-
litudes y diferencias entre los problemas continuos y sus aproximaciones
numéricas.
(I) f(s) = sp.

Las soluciones numéricas explotan si y sólo si p > 1. La tasa de
blow-up para los diferentes puntos está dada por

uN−k(t) ∼ (Th − t)−1/(p−1)+k

para 0 ≤ k < 1/(p− 1) y si 1/(p− 1) = k ∈ N, entonces
uN−k ∼ − ln(Th − t).
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El conjunto de blow-up está compuesto por K nodos, donde K =
[1/(p− 1)].

Queremos resaltar que a pesar de que la condición de blow-up, p > 1,
es la misma que en el problema continuo, la tasa de blow-up no es
correcta. El conjunto de blow-up veri�ca

B(uh) = [1−Kh, 1] = B(u) + [−Kh, 0].

(II) f(s) = s(ln s)p.
Las soluciones numéricas explotan si y sólo si p > 1. La tasa de

blow-up es

max
i

ui(t) ∼ exp

(
1

(Th − t)1/(p−1)

)
.

El conjunto de explosión es todo el intervalo [0, 1].
En este caso la condición de blow-up p > 1 es diferente de la del

continuo (3.12), p > 1/2. El conjunto de blow-up del problema con-
tinuo es B(u) = {1} si p > 1; un intervalo propio si p = 1; y todo el
intervalo [0, 1] si 1/2 < p < 1. En este caso, el comportamiento del
problema continuo es muy diferente al del discreto ya que los casos de
blow-up son diferentes e incluso cuando ambos problemas explotan los
conjuntos de blow-up di�eren radicalmente.
(III) f(s) = es.

En este caso las soluciones numéricas explotan en un sólo punto,
B(uh) = {1}. La tasa de blow-up es uN(t) ∼ − ln(Th − t). Para esta
no linealidad, las tasas y conjuntos de blow-up coinciden.

En [4] se extienden los resultados obtenidos en [16] para el caso
multidimensional y además se obtiene la tasa de explosión y se localiza
el conjunto de blow-up numérico en un entorno del borde del dominio.

Vemos entonces que al considerar esquemas de malla �ja para este
tipo de problemas aparecen diferencias signi�cativas entre las aproxi-
maciones y las soluciones continuas: los casos de blow-up no coinciden
así como tampoco la tasa y los conjuntos de explosión.

3.2. Métodos numéricos que adaptan la variable espacial. En
[20] se introducen dos nuevos métodos numéricos que reproducen cor-
rectamente la tasa y el conjunto de explosión para el problema (3.12)
considerando f(u) = up (a este problema lo denominamos (3.12)p).

El primer método desarrollado agrega puntos a la malla a medida
que el tiempo avanza. Está basado en una semidiscretización espacial
y agrega los puntos cerca del borde x = 1 cuando la solución numérica
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se hace grande, produciendo una malla no uniforme que se concentra
cerca de la singularidad.

El segundo método, que mueve los nodos en lugar de agregarlos, tam-
bién usa una semidiscretización espacial, pero mueve los últimos K no-
dos que se acumulan en el borde x = 1 a medida que la solución se hace
grande. Este procedimiento está inspirado en los moving mesh meth-
ods, que mueven la malla de manera de mantener la masa entre nodo y
nodo equidistribuida. En este caso, se saca ventaja del conocimiento a
priori de la localización espacial de la singularidad (x = 1), y entonces
en lugar de mover toda la malla sólo se mueven los últimos nodos,
manteniendo el resto de la malla �ja.

Una ventaja del método que mueve puntos es que mantiene el tamaño
del sistema de ecuaciones ordinarias constante en el tiempo, mientras
que el método que agrega lo agranda inde�nidamente a medida que el
tiempo se acerca a la singularidad.

Ambos métodos están basados en la invarianza de escala de la ecuación
del calor en la semirrecta con condición de borde no lineal en el extremo
x = 0, −ux(0, t) = up(0, t). Es decir, si u(x, t) es solución, entonces
uλ(x, t) = λ

1
2(p−1) u(λ

1
2 x, λt) también lo es. En [24] se prueba que existe

un per�l autosimilar que explota, de la forma

uS(x, t) = (T − t)−
1

2(p−1) ϕ(ξ), ξ = x(T − t)−
1
2 .

Para una expresión explícita del per�l ϕ ver [24]. Esta solución uS(x, t)
da el comportamiento cerca del tiempo de blow-up T de todas las
soluciones de (3.12)p en el siguiente sentido:

(3.15) u(x, t) ∼ (T − t)−
1

2(p−1) ϕ(ξ),

para x = 1 − ξ(T − t)1/2, |ξ| ≤ C. Es decir, el comportamiento de las
soluciones cerca del punto (1, T ) está dado por la solución autosimilar
en la semirrecta. Los métodos adaptivos que presentamos usan este
hecho para modi�car la malla de manera tal que este comportamiento
sea reproducido por las aproximaciones.

Para ambos métodos se prueba convergencia en el mismo sentido
que para los problemas anteriores y la misma condición (necesaria y
su�ciente) para la aparición de blow-up (p > 1) en las aproximaciones.
También se prueba que para estos métodos la tasa de blow-up es

lim
t↗Th

(Th − t)
1

2(p−1)‖uh(·, t)‖L∞(Ω) = ϕ(0).

Es decir que se recupera la tasa de blow-up que habíamos perdido con
los métodos de malla �ja, ver Figura 3.
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Figura 3. p = 3/2. Tasas de explosión para la solución
numérica con malla �ja y para la solución haciendo adap-
tividad.

Para estos métodos es posible acotar la diferencia entre T y Th.
Existen γ > 0 y C > 0 tales que

|Th − T | ≤ Chγ.

Así como también se recupera en forma exacta el conjunto de explosión,
B(uh) = {1}.
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