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1.- Thomas Schelling y su modelo.

2.- Cuando Schelling conoció a Michael Jackson.

3.- Patrones de segregación.
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Parte I

Thomas Schelling y su modelo
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Thomas Schelling

Thomas Schelling

−California 1921 - ...
−Premio Nobel de Econoḿıa, 2005

1945− 1968
−Coordinación tácita
−Carrera arment́ıstica
1968− ...
−Minority beach
−Dying seminar
−Tipping points
...
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Segregación

Segregación (1969-1971)

R agentes rojos y A azules, V lugares vaćıos en una red con R + A + V
nodos.

Cada agente tiene una (misma) tolerancia Tc . Si

Tc <
#{vecinos de color opuesto}

#{vecinos}

se muda a un lugar vaćıo aceptable.
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Segregación

Segregación (1969-1971)

Hay muchas variantes:

Tolerancias Tr , Ta diferentes para cada grupo, o agente.

Diferentes reglas para moverse (al más cercano, al más cercano
aceptable, a uno aceptable con probabilidad 1− ε y a uno no
aceptable con probabilidad ε,...)

Diferentes topoloǵıas y condiciones de borde.

Modelos sin lugares vaćıos: se intercambian dos insatisfechos de
distintos colores.

...

Más interesante cuando la variante introduce nuevos elementos,
relacionados con situaciones concretas.
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Segregación

V. Hart - N. Case

http://ncase.me/polygons-es/
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Segregación

Tc = 2/3
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Segregación

Tc = 3/4
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Segregación

Tc = 1/4→ 1/2
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Segregación

Tc = 1/2
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Segregación

Schelling

(Gauvin-Vannimenus-Nadal EJP B 2009)
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Segregación

Tipping

JH Miller y SE Page, Complex Adaptive Systems, Princeton Univ. Press
2007

N = 100, k = 4, 1/3 B, N, Vaćıos. Promedio sobre 500 realizaciones
Recorren en orden la ĺınea de agentes, y si alguien no está feliz, lo mueven
a un lugar vaćıo al azar (no importa si está feliz ah́ı).
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Segregación

Tipping

40/40 31/49 30/50

Riquelmes a t=0 19.2 19.8 26.0
Agentes que se mueven en t=1 21.9 23.2 30.1
Agentes que se mueven 1 ≤ t ≤ 100 42.5 58.8 110.8
Número de bloques al final 5.8 5.8 5.0
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Segregación

Detalles

Ojo con efecto finito: el entorno define pocos umbrales significativos.

Umbrales asimétricos causan que una población se mueva más que la
otra (por ej., en el 1er paso, en promedio 23 de los 26 eran de los
menos tolerantes; se mantiene en los pasos siguientes), y esto demora
la convergencia.

Tipping: cuando un agente se mueve, genera nuevos Riquelmes donde
se fue y donde llegó. Se lo mide comparando los que queŕıan moverse
contra los que realmente se movieron.
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Parte II

Schelling-Michael Jackson
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Competición entre lenguajes

Nettle 1998-2013

Cada persona es un nodo en una grilla, sólo habla uno de los idiomas,
interactúa al azar con un vecino y le copia el idioma que habla.

Primer modelo con autómatas.

Justificación teórica para su uso.

Otras conclusiones: el papel de la cooperación, correlación entre
lluvias y número de lenguajes, barreras naturales...
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F́ısicos-Matemáticos

Stauffer, Moss de Oliveira, Schultze... Técnicas de mecánica estad́ıstica.

Abrams-Strogatz, Patriarca et al., JPP-L. Romanelli, Kandler-Steele...
Modelos continuos con ecuaciones diferenciales tipo Lotka-Volterra
(predador-presa).

Los modelos predicen la extinción de uno de los idiomas (excepto Patriarca
et al. y JPP-Romanelli).
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Schelling-Michael Jackson

[I. Caridi, F. Nemiña, JPP, P. Schiaffino, 2013]

Porcentaje de espacios vaćıos.

Igual proporción de B - N.

Tolerancia Tc .

Tendencia a conservar el idioma p.

Si no está feliz, tira una moneda y con probabilidad p se muda, con 1− p
cambia de color lenguaje.
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Parte III

Patrones de segregación
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Sociólogos / antropólogos / economistas

Hay distintos parámetros:

Porcentaje de agentes sin vecinos del otro color.

Cantidad y tamaño de los clusters.

Renormalización (barrio mixto vs. escuelas/trabajos segregados).
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Los Angeles
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New York
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Washington
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Birmingham, AL
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El Paso, TX
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Simulaciones

Izq.: Christina Brandt, Nicole Immorlica, Gautam Kamath, Robert
Kleinberg (2012), Tc = 0,5.

Der.: George Barmpalias, Richard Elwes, Andy Lewis-Pye (2014),
Tc = 0,38.
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Valor de la tierra no homogéneo

1 ≤ i ≤ N lugares equiespaciados en [0, 1].

x es una configuración de N agentes etiquetados ±1.

Un peso w : [0, 1]→ R periódico.
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Dinámica:

i mira un vecino a izquiera y derecha, y su felicidad está dada por

U(x , i) =
1

2

(
w(i + 1)x(i + 1)x(i) + w(i − 1)x(i − 1)

)
,

(se puede extender a más vecinos).

La infelicidad promedio es

H(x) = − 1

2N

N∑
i=1

(
w(i + 1)x(i + 1)x(i) + w(i − 1)x(i − 1)x(i)

)
.
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Fijamos un umbral U0, y decimos que i no está feliz (i = Riquelme) si
U(x , i) < U0.

Buscamos dos agentes infelices de distinto signo y los intercambiamos.

El sistema evoluciona mientras haya agentes infelices de distinto
signo, y cuando se estaciona, tenemos un ḿınimo local del
Hamiltoniano H(x).

Es dif́ıcil llegar a ḿınimos absolutos, los agentes no buscan maximizar su
felicidad U.
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Teoŕıa: tenemos el Laplaciano unidimensional discreto,

−∆x(i) = 2x(i)− (x(i + 1) + x(i − 1)) ,

y sea w el valor medio del peso w ,

w :=
1

N

N∑
i=1

w(i).

Teorema

Sea x una configuración de agentes. Entonces

1

2

〈−w∆x , x〉
〈x , x〉

= w +H(x).
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Demostración.

〈−w∆x , x〉
〈x , x〉

=
1

N

N∑
i=1

(
2w(i)x2(i)−

(
w(i)x(i + 1)x(i) + w(i)x(i − 1)x(i)

))
= 2w − 1

N

N∑
i=1

(
w(i)x(i + 1)x(i) + w(i)x(i − 1)x(i)

)
= 2w − 1

N

N∑
j=1

w(j − 1)x(j)x(j − 1)

− 1

N

N∑
j=1

w(j + 1)x(j)x(j + 1)

= 2w + 2H(x),

(usamos que x2(i) = 1 - cambiamos i = j − 1, i = j + 1 en las sumas -
reordenamos).
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Sea χ(K ) el conjunto de configuraciones admisibles con K agentes −1 y
N − K agentes +1. Tenemos:

Teorema

Sean H, −∆, w > 0 y χ(K ) como antes. Entonces

arg ḿın
x∈χ(K)

〈−w∆x , x〉
〈x , x〉

= arg ḿın
x∈χ(K)

H(x).
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Además,

Teorema

Sea x̂ ∈ χ(K ) un minimizante (absoluto) del Hamiltoniano H, con w > 0
que tiene un único máximo. Entonces el minimizante tiene sólo dos
clusters, K agentes etiquetados −1 en los sitios
{i0 + 1, i0 + 2, . . . , i0 + K}, donde i0 minimiza la suma de los valores del
peso alrededor de los cambios de signo en i0, i0 + K :

i0 = arg ḿın
1≤i≤N

(
w(i) + w(i + 1) + w(i + K ) + w(i + K + 1)

)
.
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Para N grande, w suave, con L = K/N la fracción de agentes de uno de
los signos, es suficiente hallar el ḿınimo de

f (t) = w(t) + w(t + L)

para determinar dónde están ubicados. Asumimos w periódica, y
entendemos t + L módulo 1.
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Ejemplo: Si L = 1/2 y w(t) = t5(1− t) + 1, derivando y anulando vemos
que esta función tiene un único máximo en t = 5

6 y un ḿınimo en t = 0.

La función f (t) = t5(1− t) + (t + 1
2 )5( 1

2 − t) + 2 tiene su ḿınimo en el
intervalo

(
1
2 −

1
6 ,

1
2 −

1
12

)
y la población se divide en dos intervalos

cercanos a (0, 1
2 ) y ( 1

2 , 1).
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En general, uno de los grupos ocupa los lugares más valiosos y el otro es
relegado a los menos valiosos. El modelo es indiferente a intercambiar los
signos ±1: la felicidad total es la misma.
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Un argumento similar nos permite encontrar minimos locales del
Hamiltoniano. Por ejemplo, si los K agentes etiquetados −1 forman dos
clusters, {i0 + 1, . . . , i0 + J} y {i0 + J + s0, . . . , i0 + s0 + K}, buscamos

ḿın
1≤i≤N−K

ḿın
2≤j≤K−2

ḿın
i+J+1<s<N−K+j

F (i , j , s),

donde

F (i , j , s) =w(i) + w(i + 1) + w(i + j) + w(i + j + 1) + w(i + j + s)

+ w(i + j + s + 1) + w(i + s + K ) + w(i + s + K + 1).

Esto explica informalmente el crecimiento del número de clusters cuando el
peso oscila. La suma de distintos valores de w en puntos cercanos a sus
ḿınimos será menor.
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w(i) = sen

(
2πα(i − N/2)

N − 2

)
+ 1
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FIN!
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