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Capitulo 1

Continuidad y diferenciacion

Importante: en lo que sigue, escribiremos para acortar la notacion

0 0
fe(x0,50) = a*f:(xo,yo), fy(x0,50) = a%j(xo,yO)

1.1. Primera parte (Continuidad)

Teorema 1.1.1. Sea {x,},>1 C R? convergente. Entonces es acotada.
En clase, 1ra - 2da semana.

Teorema 1.1.2. Sea {x,},>1 C R? acotada. Entonces tiene una subsucesion convergente
En clase, 1ra - 2da semana.

Teorema 1.1.3. Sea {x,},>1 C R? convergente a x, y f : R* — R continua en x. Entonces,
lim f(xa) = f(x).
n—oo
Demostracion. Recordemos que:
1. si f es continua en x, dado un € > 0, existe 6 > 0 tal que

lf(x)—f)| < esifjx—y|l<o.

2. Y si {x,}n>1 converge a x, dado &€ > 0, existe ng tal que

|x —x,| < & sin>ng.

Queremos demostrar que, dado € > 0, existe un ng tal que
| f(x) = f(x)| < €sin>ng.
Tomemos el 6 del punto 1 igual al € del punto 2. Como la sucesién converge, si n > ng tenemos que ,
|x—x,] < 0.
Abhora, por la continuidad de f, como |x — x,| < §, tenemos
| f(x) = f(x,)] < € para todo n > ny.

Teoremita demostrado! O



Teorema 1.1.4. Sea f: K — R, con K C R? cerrado y acotado (= compacto). Entonces, f alcanza su
mdximo y su minimo.

Demostracion. La demostracion tiene tres etapas:

1. Ver que f es acotada en K.

2. Ver que existe x; € K tal que

flxg) = mix f (x) = sup f(x).

xekK

3. Ver que existe x; € K tal que

f(xi) =min f(x) = inf f(x).

xek

Veamos que f es acotada superiormente: Supongamos que NO es acotada, entonces para cada natural
n existe algin x, tal que f(x,) > n. [De lo contrario, si no encontrdramos un x, para algin n, esa seria la
cota superior.]

Como la sucesién {x,},>1 C K, un conjunto cerrado y acotado, por el Teorema 1.1.2 existe una subsu-
cesion convergente a algin x € K,

lim x;,, = x.
k—roo

Pero como f es continua, por el Teorema 1.1.3 tenemos que

Jim (5,) = /(2).
Ahora, como f(xp, ) > n
f(x) = lim f(x,,) > lim ny = oo,
k—yo0 k—so0

lo cual es absurdo, f(x) € R.

Veamos que existe x;: Sabemos que el conjunto {f(x) : x € K} estd acotado. Sea S el supremo de este

conjunto, y definamos
()= —
glx) = ——.
S—f(x)
Si f NO alcanza el valor S en ningtin x € K, quiere decir que g estd bien definida (no dividimos por 0), y
es continua. Pero entonces, el mismo razonamiento del paso anterior nos dice que g es acotada en K, existe

algin M > 0 tal que

1
=5 =
Hagamos cuentas:

s < M

I < M-(S—fx)

1 < MS—Mf(x)
Mf(x) < MS—1
flx) < S—4.

Llamemos € = 1 /M. Como S es el supremo de {f(x) : x € K}, tiene que existir algin elemento de este
conjunto mayor a S — &, pero la cuenta anterior muestra que son todos estrictamente menores.

Luego, g no puede ser continua. Como S — f(x) es continua, y dividir es continua si el divisor no es
nulo, debe ser S = f(x;) para algin x; € K, el supremo se alcanza y por lo tanto es un maximo.

Vean que existe x;: ejercicio para ver si entendieron lo anterior. O



Teorema 1.1.5. Aplicacién: Sea f de clase C?, Hf definido positivo. Entonces, existe ¢ > 0 tal que, si
R +k* =1,
Q(h7k) = (hvk)t ‘Hf(x07YO) ’ (hvk) 2>c.

Demostracion. Como H f es definido positivo, tenemos Q(h, k) > 0 para todo (h, k) distinto de (0,0). Aho-
ra, como K = {(h,k) : h? +k* = 1} es cerrado y acotado, Q alcanza su minimo en algin (Ao, ko).
Sea Q(hg, ko) = ¢ # 0 (ya que Q es cero s6lo en (0,0), que no estd en el conjunto K, y listo:

O(h,k) > Q(ho, ko) = ¢ > 0,
el teorema estd demostrado. O

Observacion 1.1.6 (Extremos y Taylor enR?). Cuando escribimos el polinomio de Taylor en un punto
critico (esto es, Vu(x,y) = 0), nos queda

fethy+k) = fx,y)+ (hk) Hf (x,y)(hk) +Ra(h, k),
con lo cual, reescribiendo y dividiendo por ||(,k)||?, tenemos

f(x+hay+k) _f(xvy) (h’k)tHf(xvy)(hak) RZ(h’k)

(R, k)12 B (A, k)|1? (A k) ||>

que podemos reescribir normalizando al vector (h,k) como

fx+hy+k)—fx,y)  (hk) }
(7, k)] = T &)

(h6)  Rolh)
(PRI

Si el Hessiano es definido positivo, por el Teorema 1.1.5 existe ¢ > 0 tal que

f(x+h,y+k)—f(x7y) ¢ RZ(h’k)
T R ORI

y sabemos que el resto de Taylor sobre la norma al cuadrado tiende a cero cuando (#,k) — (0,0). Luego, el

cociente
f(x+hvy+k) _f(xvy)
[1(h, k)|
se mantiene estrictamente positivo, y eso implica que f(x+h,y+k) > f(x,y), ya que el denominador es

positivo.
Hemos demostrado el siguiente Teorema:

Teorema 1.1.7. Si f es C3, y el Hessiano es definido positivo en un punto critico, entonces es un minimo
estricto.

De manera parecida se demuestra que si el Hessiano es definido negativo en un punto critico, entonces
€s un maximo estricto.



1.2. Segunda Parte (diferenciacion)

Teorema 1.2.1. Si f es diferenciable en (x,y), entonces f es continua.

Demostracion. Queremos ver que |f(x+h,y+k)— f(x,y)| tiende a cero cuando (h,k) tiende a (0,0).
Tenemos:

0 <[f(x+h,y+k)—f(x,y)
(x+h,y+k)— f(x,9) = fr(x, )R+ fe(x,9)h = fy(x, )k + fy(x, y)k]
( )= f(xy)
( )= f(x,y)

Sf-x+h7y+k 7f ) 7fx(-x’y)h7fy(x7y)k|+|f)€(-xay)h|+‘fy(x7y)k|
<ty +4) — £e) — feleVh— f K+ o, so) | R+ 15 e ) )
0= 1) = e = £+ oo )]+ 1 (e ) )

|f(x+h7y+k) 7f(xay) 7fX(x7y)h7f)'(xay)k‘
(R, )|

y esto tiende a cero por ser de la forma cero por acotado, asi que por sandwich |f(x+h,y +k) — f(x,y)|
tiende a cero
(Qué hicimos en el medio?

<) ( T a(on0)] + If_v(x,y)>

= Primero sumamos 0, escrito como = fy(x,y)h, £ £ (x,y)k.
= Después separamos el mddulo usando la desigualdad triangular.

En la siguiente acotamos | fy(x,y)h| < |fx(x,y)| - |4, y luego |h| < VA2 + k2 = ||(h,k)||, obteniendo
(e, y)h] < (e )] - ([ (R, K-
S ek < £ (e y)]-[(, K-

= Ahora multiplicamos y dividimos el primer término por la norma de (/,k).

De la misma forma,

= Por dltimo, sacamos una norma de (%, k) de factor comin.

Observemos ahora que dentro del paréntesis el cociente tiende a cero (porque es diferenciable) y nos
quedaron sumando las derivas parciales en el punto, que existen y por lo tanto son nimeros, asi que toda la
expresion esta acotada. O

Teorema 1.2.2. Si f satisface

lim f(ny) = f(x0,50) —A(x—x0) =B(y—yo) _ 0,

(x.9)—(x0.70) | (x—x0,y — o)l

para A, b € R (f es diferenciable) entonces

af af
A = fi(x0,y0) = E(XOJO% B = fy(x0,y0) = a*y(xo,YO)-
Demostracion. Queremos ver que, cuando x — xp, con y = yg tenemos

lim f(x7y0) 7f(x07y0)

X—X0 X — X0

=A
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que es equivalente a pedir

f(x,y0) — f(x0,y0) —A(x — x0)

lim =0.

(x,y0)—(x0-¥0) X — X0
Se tiene que cumplir entonces que el médulo también converja a cero,
_ —Alx—

lfm |f(x,y0) = f(x0,50) =A(x—=x0)| _ 0,

(x.y0)—>(x0.y0) x — xo
y como yg — yg = 0, el limite que queremos es
_ —Alx— — B(vo —
im Y0) = f(x0,50) = Alx —x0) = B(yo —y0)| _ 0.

(x.30)—(x0.70) [| (x — x0,50 — yo)||

Esto efectivamente es cero porque al ser diferenciable vale

f(x,y) = f(x0,y0) —A(x —x0) — B(y — o)

Iim =0,
(x.y)=(x0.¥0) | (x —x0,y = yo)|l
sin importar como nos acercamos al punto, y aca tomando limite por la recta y = yy. O

Teorema 1.2.3. Si f,, f, existen y son continuas en B((xo,y0),r) con (xo,y0) € R? y algiin r > 0, entonces
f es diferenciable en P.

Demostracion. Queremos ver que

i L @Y) = f(x0,50) — fulx0,y0) (x —x0) — fy(x0,30) (y ~ Y0)

=0.
(x)=(x0.30) [1(x = x0,y = yo) |

Usando el teorema del valor medio un par de veces el resultado sale, para eso sumamos y restamos f(xg,y):

lim f(x,y) = f(x0,y) 4 f(x0,y) — f(x0,¥0) — f(x0,0) (x —X0) — fy(x0,0)(y — o)
(x)—(x0.50) [[(x =20,y —yo)|

)

y existen X entre x y xo, y entre y e y tal que queda

lim fe(®,y)(x —x0) + fy(x0,3) (y — y0) — frx(x0,y0) (x —X0) — fy(X0,Y0) (y — yo)
(r)—(30.%0) | (x —x0,y —yo0)||

Agrupando, queremos calcular

lim [fe(%,y) = fx(x0,50)] (x = x0) + [ fy(x0,5) — fy(x0,50)] (y — yo)
(x)—(x0.30) [[(x =20,y —yo)|

)

Por dltimo, acotamos |x — x| < ||(x — X0,y —¥0)l|> [y — yo| < ||(x —x0,¥ —¥0)|| y podemos simplificar:

i EY) = felxo,y0)l[(x = X0,y — yo) || + [/ (x0,5) — £ (x0, y0)]ll (x —x0,y = yo)l| _
(x)=(x0.30) 1(x =0,y = o) |

= (Xy)l—l}(go yo)[fx(xvy) - fx(XO»YO) + [fy(-x()a)_)) - fy(XO»YO)]a

y esto vale cero porque al ser continuas f; y y, cuando x — xo también X — xo; y cuando y — yo también
= Yo. O



1.3. Algunas otras cosas

Teorema 1.3.1. Sea f:U C R" — R diferenciable en xy € U, y v un vector con ||v|| = 1. Entonces, existe
la derivada direccional, y ademds
of

5, = Df(x0)-v={(Vf).

Teorema 1.3.2. Sea f: U C R" — R diferenciable en xo € U. El gradiente de f indica la direccion de
mdximo crecimiento.

Demostracion. Abreviando, partimos de

d
7{ = (V) < IVSlIvlicos(Vf,v) = [V fllcos(Vf,v),

tenemos que esto es maximo cuando el coseno es 1, es decir, V f es paralelo a v. O
Teorema 1.3.3. Sea f: U C R" — R diferenciable en xo € U, y xo un extremo de f. Entonces D f(xy) = 0.

Demostracion. Como U es abierto, existe 0 > 0 tal que si [|x —y|| < 6 entonces y € U. Sea h de norma 1, y
definimos g : (—8,8) — R como g(#) = f(xo+th). Esta funcién es derivable, y tiene un extremo en 0, con
lo cual g’ = 0. Pero

0=2g'(0) = Dflx,(h) = (V£(x0), )

0= <<5){1(x0)7'“ 7(3)?;()60)) 7h>

y eligiendo h = e;, el i—ésimo vector candnico, tenemos que cada derivada parcial es nula en xp. O

Luego, para cada h, tenemos

Teorema 1.3.4. Sea f:U C R" — R"™ diferenciable, y U conexo (para todo par x, y € U el segmento que
los conecta estd incluido en U). Dados x, y € U, existe 1 tal que z = x + to(y — x) satisface

FO)=fx) =(Vf(z),y—x)).

Demostracion. Es corta: sea u =y —x, y definamos g(t) = f(x+tu), que es diferenciable en (a,b), y
tenemos

fO)—flx)=g(1)-g(0)=¢'(to), 1 €(0,1).
Ademas,
g'(to) = (Vf(x+itou),u) = (Vf(z),(y —x)),

y la demostracién queda terminada. O

1.4. Lagrange, inversa, e implicita
Los dos teorema siguientes no incluyen -por ahora- la demostracion:

Teorema 1.4.1 (Teorema de la funcién implicita). Sea F(x,y) : R**™ — R™ de clase C' en un entorno de
(a,b) € R"™™. Supongamos que F(a,b) =0, y det(Dyf) # 0. Entonces existen entornos U de a, y V de b
tales que para todo x € U existe un tinico y = @(x) € V tal que F(x,y) = F(x,¢(x)) = 0.



El caso particular que mds nos interesa es cuando f : R"+! — R. Tenemos que f es funcién de (x1,- - ,x,,y),
y podemos reemplazar y = @(x1,- - ,x,). Ahora,

8£ B _3F/8x,-
dx;  OF/dy’
Por la regla de la cadena,
d d o
0= Txloz TMF(XI7..- axna(p(xh"' 7xn)) :FX,‘+F‘}"87xi7
con lo cual despejamos
99 _ K
8x,- B F} '

Podemos dividir por Fy por la condicién det(D, f) # 0 (aqui la diferencial es un unico valor, ).

Teorema 1.4.2 (Teorema de la Aplicacion inversa). Sea f : R" — R una funcién de clase C' en un entorno
del punto a. Si det(Df(a)) # 0, entonces existe un entorno abierto'V del punto a, y un entorno W de f(a)
tal que la restriccion f|y es un homeomorfismo de V sobre W. Ademds, f~' : W — V es de clase C'.

El siguiente teorema es mucho mds divertido de demostrar. Queda para otro momento la historia de Al-
Haytham (940-1040), sus trabajos en Optica y caminos de rayos de luz, que llevaron a Fermat a demostrar
su teoremita: la derivada se anula en un maximo. Veremos una version que cubre las necesidades basicas, y
se generaliza facil a mds variables:

Teorema 1.4.3 (Multiplicadores de Lagrange). Sean F : R> = R, G : R?> = R funciones de clase C'. Si
F tiene un extremo en (xo,yo) restringida a la curva de nivel G(x,y) =0, y VG(xg,y0) # (0,0), entonces

existe A € R tal que
VF (x0,y0) = AVG(x0,y0)-

Demostracion. Como (Gx(xo,¥0), Gy(x0,¥0)) # (0,0), podemos suponer que una de las derivadas parciales
no es cero, digamos G, # 0.
Ahora, la demostracién mas sencilla comienza diciéndonos explicitamente quién es el A:

_ Fy(x0,Y0)
Gy(x0,y0)

Veamos que esto funciona: como Gy (xo,yo) # 0, podemos aplicar el TF Implicita y tenemos y = ¢(x)
en un entorno del punto (xo,yo), tal que G(x, @(x)) = 0.

Como F(x, ¢(x)) tiene un extremo en x, su derivada respecto a xo se anula (Fermat!), y por regla de la
cadena, mas el TF Implicita para la derivada de ¢,

0= F(x p(x)

dx
de
:FerFy.E

Gy
G,
.G

:FX_F),.

E

B

X Gy X
:}CV_A'G)H

es decir, Fr = 1G,. Y como ya tenfamos que A = F,/G,, despejando tenemos F, = AG,. O



Para utilizar el Teorema procedemos al revés, definimos el lagrangiano
L(x,yA) = F(x,y) = AG(x,y))
y buscamos soluciones (x,y) del sistema

JL JL JL

Las dos primeras nos dicen
F,—AG,=0 F,—AG,=0,

que es la condicién VF = AVG, mientras que la tercera nos dice
G(x,y) =0,

esto es, que el punto encontrado esta en la restriccion. Si nuestro problema tiene un maximo o un minimo,
el teorema nos dice que es uno de los que encontremos con este método (pero no nos dice que todo lo que
aparezca de esta forma sea un maximo o un minimo!)

Observacion 1.4.4. Es casi un ejercicio ahora que el gradiente es ortogonal a las curvas (y superficies de
nivel).



Capitulo 2

Integral de Riemann

2.1. Definiciones y resultados previos

Veamos rapidamente las definiciones basicas que nos permiten introducir la integral de Riemann para
funciones de una variable.

Definicion 2.1.1. Una particion r del intervalo [a,b] es el conjunto
r={a=xp,x1,...,%, = b},

tales que x;_1 < x;.
Dadas dos particiones 7, 7, del intervalo [a,b], decimos que 7; es mas fina que m, si 7, C 7).

Definicion 2.1.2. Dada f : [a,b] — R acotada, y una particién 7 definimos:
n m; =1Inf{f(x) :x € (xi_1,x) }.
M; = sup{f(x) :x € (xi—1,x) }.

A; = (x; —x;_1), longitud del intervalo (x;_1,x;).

. T —
Suma inferior: S; = Y1 | myA;.

Suma superior: Sz = Y| MiA,.

Integral inferior S = sup, S;.
= Integral superior § = inf,; S.

Teorema 2.1.3. Sea f : [a,b] — Ry una particion . Entonces,

Sz>S,.

Demostracion. Observemos que

n n n
Si—Sz=Y MA =Y mA;i =Y (M;—m;)A; >0,
i=1 i=1 i=1

ya que en cada intervalo (x;_1,x;) tenemos M; > m; (el supremo es mayor que el infimo). 0

10



Teorema 2.1.4. Sea f : [a,b] — Ry dos particiones Ty, T tal que | es mds fina que . Entonces:

1. Sz, <8,

2. Sz, 2 Sg,
Demostracion. Supongamos primero que

T ={a=x0,X1,.,Xi— 1,1 Xis. - - Xn = b}, M ={a=x0,X1,...,Xi—1,%i,... Xy =D}
Entonces,
Sz =Sz, = ( sup f(x)) (v —xi-1)+ ( sup f(x)> (xi—y) = ( sup f(x>> (xi — xi-1),
XE(xi—1,y) xX€(y.xi) XE(Xj_1,%;)

ya que los demds términos coinciden y se cancelan (verifique!).
Ahora,

sup  f(x) < sup f(x), sup {f(x)} < sup f(x),

X€E(xi-1,y) X€(xi-1,%;) x€(yxi) X€(xi-1,%;)

(intuitivamente, hay mds lugar para que la funcién crezca), y reemplazando en la ecuacion anterior tenemos

Sz =Sz, < ( sup f(x)> (y—xi-1)+ ( (SUP f(x)> (xi—y)— ( (SUP f(x)> (xi —xi1)

XE(x-1,%;) XE(X;-1,%;) XE(Xi—1,%;)

=< (sup f(X)> (y—xic1+xi—y—xi+xi_1)
(S

xelXi-1 ,X,')

207

con lo cual demostramos la primera afirmacién.
Para la segunda, procedemos igual observando que

W = f f. W {f0)< ol f@),

XE(Xi_1,y XE(Xi—1,%;) XE(yx; XE(Xi—1,%;)

(intuitivamente, hay mds lugar para que la funcién decrezca).

Ahora, dadas dos particiones cualesquiera con @, C 7y, tal que 7; tiene m puntos mas que 7p, vamos
refinando 7, agregando uno de estos puntos cada vez hasta obtener 7y, y en cada paso usamos que la suma
superior no crece, y que la inferior no decrece, y el teorema queda demostrado. O

Definicion 2.1.5. Sea f : [a,b] — R. Decimos que f es integrable en [a, b] si
S= 5171rp§,r = ir%fS,, =3S.
Una consecuencia directa de las definiciones es el siguiente teorema:
Teorema 2.1.6. Sea f : [a,b] — R. Entonces:
1. Si f no es integrable Riemann, existe € > 0 tal que para toda particion T se tiene
€< Sz —S,.

2. Si f es integrable, para todo € > 0 existe una particion 7 tal que

Sz—S8; <e&.

11



§—S =infS; —supS,.
T b

Demostracion. Veamos 1.- Si f no es integrable, tenemos que S # S, es decir, existe a > 0 tal que

a=

Dada 7 una particién, tenemos

y entonces, al restar,
Sz —S; > infSy —supS,; =a>0.
T T

Podemos tomar entonces € = a, y listo.
Para demostrar 2.-, fijado € tenemos (por la definicién de supremo) que existen dos particiones 7T; y 7

tales que
= .. €
Sn < l?rfS” + >

Sy, >supS; — 3
T
Como la particién & = m; U refina a ambas, y por el Teorema 2.1.4, también tenemos

_ _ €
Sz <infS;+ -,
T 2

€
Sz >supS; — 5.
b4 2

Entonces,
_ _ E —
Sz —S; <infSzp+ - — (supSn— ) =S:—S,+e=¢,
T 2 T

ya la integral superior y la inferior coinciden porque f es integrable.

2.2. Tres teoremas poco interesantes
Los siguientes resultados son muy ttiles pero poco interesantes.

Teorema 2.2.1. Sean f,g: [a,b] — R integrables, ¢ € R. Entonces
b b b

[ @ +sldx= [+ [ g
a a a

Teorema 2.2.2. Sea f : [a,b] — R integrable, c € R. Entonces
b b

/ c-f(x)dx:c~/ f(x)dx.
a a

Teorema 2.2.3. Sea f : [a,b] — R integrable, c € [a,b]. Entonces

/a  f)dx = / " Fx)dx+ / b,

Demostracion. Aburridas. Salen manipulando las sumas de Riemann.
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2.3. Cuatro teoremas mas interesantes

Los siguientes resultados, ademads de ser muy titiles son interesantes:

Teorema 2.3.1 (Valor medio para integrales). Sea f : [a,b] — R continua. Entonces, existe ¢ € (a,b) tal
que

[ 0= pieo-a).

Demostracion. Sean xg,x; € [a,b] los puntos donde f alcanza su mdximo y su minimo valor (f es continua
en [a,b]). Supongamos que x; < xy, si es al revés se demuestra igual (si son iguales, f es constante y sale
con fritas).

Tomemos la particion @ = {a,b}, entonces

b _
S, = f(x)(b—a) < / F)dx < f(xs)(b—a) = 5.

Definamos la funcién auxiliar g : [x;,x] — R,

s = Fb-a) - [ e

Claramente, g(x;) < 0, y g(x5) > 0, con lo cual podemos aplicar Bolzano (f es continua, la mul-
tiplicamos por una contante, y le restamos otra constante, asi que g es continua) y queda que existe
¢ € [xi,x5] C [a,b] tal que

b
0=g(c) = f()b—a)~ | flx)dx,
a

y el teorema queda demostrado. O

Teorema 2.3.2 (Regla de Barrow). Sea f: [a,b] = R, y sea F : R — R tal que F' = f en [a,b]. Entonces

/a " ) = F(b) - Fla).

Demostracion. Tomemos una particién & = {a = xo,xy,...,x, = b} del intervalo, y escribamos
F(b)—F(a) = F(b) — (F(xn_l) —F(xn_l)) - (F(xl) —F(xl)) — F(a) 3.1)
- (F(b) —F(xn,l)) n (F(x,,,l) —F(x,,,z)) ot (F(xl) —F(a)) (3.2)
= f(c,,)(b—xn,])—|—f(c,l,1)(x,,,| _xan) —|—~--—|—f(C1)(x1 —a) (3.3)
=Y fle)hn (3.4)
k=1

(Qué hicimos? Lo siguiente:
= En (3.1) sumamos y restamos F evaluada en los puntos intermedios.
= En (3.2) reagrupamos los términos.
= En (3.3) usamos el Teorema de valor medio (de Lagrange) y que F' = f.

= En (3.4) lo reescribimos para que parezca una suma de Riemann.
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Observemos que para 1 < k < n tenemos

mp= inf  f(x) < f(ex) < sup  f(x) =M,

x€g_1.x] xExp_1,%]

con lo cual
n

n
Z mpA, < F (a) < ZMkAk :Sn-.

Tomando infimos y supremos sobre las particiones 7, como sabemos que f es integrable,

[/ s =sups, < Fo) - Fia),

[ #eds=nfSe > Fb) - Fla)

conlo cual F(b) — F(a) = jf f(x)dx. O
Teorema 2.3.3 (Continuidad). Sea f : [a,b] — R acotada. Entonces, F (x) = [} f(t)dt es continua en |a,b).

Demostracién. Como f es acotada en [a, b], existe M tal que |f(¢)| < M. Ahora, si x >y,

[ [ s |

con lo cual si 6 = €/M, tenemos |F(x) — F(y)| < € cuando |x—y| < &.

El caso y > x es igual:
Y
[
X

Listo. O

[F(x) = F(y)l =

[ 170l < M,

[F(x) = FO)| = [F(y) - Fx)| = < Mly—x]|.

Teorema 2.3.4 (Fundamental del cdlculo). Sea f : [a,b] — R continua. Entonces, F(x) = [ f(t)dt es
derivable, y

F'(x) = f(x).

Demostracion. Calculemos el cociente incremental, y apliquemos el Teorema de valor medio 2.3.1 para
h>0

. F(x+h)—F(x) ) 1.
h—0+ h h—0t h

donde x < ¢, < x+ h. Ahora, por sandwich,

x= lim x< Iim ¢, < lim x+h=x,
h—0t h—0t h—0t

y como f es continua,

lim f(cp) = f(x).

h—0+
El caso i < 0 es idéntico. 0
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2.4. Continua implica integrable

En el Teorema de Fubini 3.1.1 usamos que una funcién continua es integrable. El resultado es cierto en
dominios cerrados y acotados de RV, pero por comodidad sélo lo demostraremos en R.

Teorema 2.4.1. Sea f : [a,b] — R continua. Entonces, f es integrable Riemann.

Demostracion. Para la demostracion necesitamos usar los siguientes resultados:
= Si f no es integrable Riemann, existe € > 0 tal que para toda particién 7 se tiene

e<8;—S,.

= Si f es continua, alcanza su minimo y su maximo valor en un intervalo cerrado y acotado.
= Toda sucesién {x, },> acotada tiene una subsucesién convergente.

= Si f es continua, y una sucesién {x, },>1 converge a x, entonces

lim f(x,) = f(x).

n—yoo

Vamos a suponer que f no es integrable, y por lo tanto existe € > 0 tal que para toda particién 7 se
cumple
e< S-S,

Para este valor de €, construiremos una sucesién de intervalos [x,,y,], tales que

e< sup f(x)— inf f(x).

XE[Xp,yn] XE[Xn,yn]

Esta es la parte dificil. Veamos cémo construirlos.
1.- Como & < Sy — S, para cualquier particién, tomando la particiéon my = {a,b} (no partir el intervalo
es una particion...), tenemos

e< sup f(x)(b—a)— inf f(x)(b—a).

x€[a,b) x€[a,b]

Tomamos ¢ el punto medio de [xo,yo] = [a,b], y la nueva particién ; = {a,c,b}. Ahora,

e< (s f(x)(c—a)+ sup F(x)(b—0))

x€la,c] x€[e,b]

= (or fe)(ea)+ il f)0-c))

x€la,c

:( sup f(x)(c—a)— inf}f(x)(c—a))

x€Elayc] x€la,c

+( sup f(x)(b—c)— fnf]f(x)(bfc)>

x€lc,b] x€[eb

Ahora, uno de los dos paréntesis debe ser mayor a €/2, porque si los dos fuesen menores o iguales a €/2,
la suma seria menor o igual a € (y sabemos que es mayor). Entonces, se cumple una de las dos

< ((sup s~ inr £(9) P

x€layc] x€la,c] 2
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€ (b—a)
7 < (2 F0= M, £9) =5

Llamemos [x1,y;] al intervalo que cumpla, sea [a,c] 6 [c,b]. Observemos que en cualquiera de los dos
_ (b—a)

b—
2

€asos, y; —X| 9 Por lo tanto, en este intervalo se cumple

<( swp @)=l f@)01—x)

xex 1] xepryi

NSH)

es decir,

<( sup f(x)— inf f(x)) (b=a)

x€fxpy1] xefry] 2

[NSHNe

2.- Para construir el intervalo [x,,y,], dividimos [a,b] en n partes iguales, con la particién 7, = {a =
co<cy <---<cp=Db},ytenemos

n

8<Z sup fx)(ex—er1)— ), inf  fx)(cx—cri).

—1XE[ck_1,¢x] =1 ¥€Eler—1:ch
Reordenando la suma como antes,

e<2( sup f(x) = _inf f(3))(ex—ex1);

k=1 “x€[ck_1,¢4] x€leg—1,¢4]

alguno de los n sumandos debe ser mayor a €/n (si todos fueran menores o iguales a €/n, la suma total
seria menor o igual a €).

Entonces, tenemos un intervalo [c;_1,c;] que llamaremos [x,,y,], tal que

(b-a)

%<( sup  f(x)— inf f(x))

x€[cj_1,¢)] x€lej-1.¢)]

3.- En cada intervalo [x,,y,], la desigualdad anterior implica

< s f) - f f() = fx,) — f(5,),

XE[Xn,yn) XE X, yn]

donde x;,, x;, € [xn,ys] son los puntos donde f alcanza su mdximo y su minimo valor en [x,,y,] (como es
continua, el supremo es un maximo, el infimo es un minimo)

fls,) = sup f(x),  fle,)= if flx)

XE[Xn,yn) XE[Xn,n]
4.- Como {x, }>1 C [Xn,Yn], €s acotada, y por lo tanto tiene una subsucesi6n convergente, {x,, } j>1,

lim x,, = x,
e

y el otro borde también converge al mismo x, pues
b—a

nj

)’nj :xnj +

Ademas,
Xn; gxs,,j Synjv Xnj Sxinj Synjv
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y por sandwich,
limx,, = limx;, =x
j—)oo J j—)oo J
5.- Como f es continua,
lim f(xsn) = f(x) = lim f(xln)7
J—roo J J—roo J
equivalentemente (dlgebra de limites):
tim (f(x,,) ~ f(x;,)) =0,

jreo

lo cual es absurdo pues valia para todo j que f (xxnj) —f (x,'nl_) > &.
El absurdo provino de suponer que f no era integrable. O

Supongamos que uno entiende qué quiere decir que f sea uniformemente continua. En ese caso, hay
una demostracion tradicional, alternativa, que veremos a continuacion.

Definicion 2.4.2. Sea f: (a,b) — R. Decimos que f es uniformemente continua en (a,b) si para todo € >0
existe 0 (que sélo depende de €) tal que, si |[x —y| < &, entonces

f)—fO)l <e.
Ejercicio 2.4.3. Compare con la definicién de continuidad, y encuentre todas las diferencias.
Teorema 2.4.4. Sea f : [a,b] — R continua. Entonces, f es uniformemente continua en [a,b].
Demostracion. Fea. O

La siguiente demostracién parecerd mas sencilla, pero es s6lo porque omitimos la parte repugnante del
asunto, la demostracion del teorema 2.4.4.
Necesitaremos ademads los siguientes resultados:

= Si para todo € > 0 existe una particién 7 = {a = xp < x; < --- < x, = b} tal que

STC - §71,' <E,
entonces f es integrable.

» Si 7, ' son dos particiones tal que todo punto de 7 pertenece a 7', entonces

Sn: < Sn;’ < gn’ < Sﬂ:c

Teorema 2.4.5. Sea f : [a,b] — R continua. Entonces, f es integrable Riemann.

Demostracion. La demostracion consiste en fijar un € > 0 arbitrario, y hallar una particién 7 = {a = xp <
x) < -+ <x,=b}tal que
Sz—S,; <E.

Como f es continua, el Teorema 2.4.4 nos garantiza que es uniformemente continua. Entonces, existe

un 0 tal que si |x—y| < & entonces
€

10— F0) < 5.

Tomemos una particion 7 tal que Ax; < 6. Entonces, como f es continua, existen Xy Xij € [x J—1,X j],
los puntos donde f alcanza su maximo y su minimo valor en [x;_1,x;] (como es continua, el supremo es un
maximo, el infimo es un minimo).
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Dado que ambos puntos estdn en un intervalo de longitud menor a 8, tenemos X, —xij| < 0,y entonces

) = £ )] <
Luego,
Sn—Sp =Y flx) A= Y flx;)-Ax
J=1 j=1

I
M=

(f(xs‘,-) _f(xij)) -Ax;

~.
Il

I
<
_Z’lb—a Aj
j=
8 n
b—a j:f‘l J
)
- (b—
g (b—a)
=E€.

Como ¢ era arbitrario, para cualquiera podemos encontrar una particion tal que S; — S, < &, y por lo tanto,
f es integrable. O
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Capitulo 3

Integracion en varias variables

Omitimos la definicién de integral de Riemann, andloga a la de una variable, s6lo que partimos en
rectangulos en lugar de intervalos.

3.1. Teoremas principales

Teorema 3.1.1 (Teorema de Fubini). Sea f : [a,b] X [c,d] — R continua. Entonces,

/[a,b]x[c,d] Jxm)da = /ab </d Ty dy) = /cd (fabf (x,y)dx> dy.

Demostracion. Veamos la primera igualdad. Para eso, tomemos una particién de [c,d],
my={c=yo<y1 < - <ym=d},
y definamos, para x fijo,
F) = [ reya
Por la aditividad de la integral, mds el teorema de valor medio,
mo oy m
Hw—gﬂﬂﬂnww—;ﬂnmmmj

(observemos que el punto y; depende de x).
Integremos ahora F(x). Dado € > 0, existe una particién de [a, b],

me={a=xo<x; < <x,=0b},

tal que

/bF(x)dx— Y F(%)Ax; < €.
Ja i—1

[ (/Cdf(x,y)dy> sy Y

=1y

Entonces,

=

(ngE

f(&, (%) Ay;Ax; < €.



Por otra parte, llamando |Q;;| = Ax;Ay; al 4rea del rectangulo [x;_1,x;] X [y;_1,y;], tenemos
n

ZZ min  f(x,y)]Q;] < ZZ (%, 7 (%)) Ay jAx ZZ méx  f(x,y)|Qijl-

j:]j:( )Qt/ i=1j= Q’Ez/

Como f es continua, es integrable, y refinando la particién, ambos extremos difieren de la integral
Jiapx[.a) f(x,¥)dA en menos de &, con lo cual

b d
/[a,b]x[c,d] f(X7y)dA _/a ([ f(xvy)d,Y) dx < 2¢g,

pero € es arbitrario, y podemos tomarlo arbitrariamente chico. Entonces,

/[a,h]x[q [ fenaa= / ’ ( / ‘i, y)dy) dx.

La otra igualdad se prueba de la misma forma, definiendo primero F(y), etcétera. 0

3.2. Una aplicacion

Un resultado importante es el siguiente:

Teorema 3.2.1. Sea f : RY — R continua. Si f(P) > 0, existe un radio r > 0 tal que f > 0 en la bola de
centro Py radio r.

Demostracion. Seaa = f(P) > 0. Como f es continua, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

(@ —-fP)<e si  [P-Q|<é.
Tomemos € = a/2, y por la continuidad existe un 8 (que serd el r buscado) tal que |P — Q| < & entonces

£(P)— £(Q)] < € =a/2.

Veamos que f > a/2 > 0 en la bola de centro y radio r: como

3 <f(Q)*f(P)<§

y f(P)=a,
-5 <f(@-a< g
sumando a 4 4
a—> < f(Q) <a+§
con lo cual f(Q) > a/2 > 0y el Teorema queda demostrado. O

Teorema 3.2.2. Sea f: R? — R continua y f(xo,yo) > 0. Entonces, existe § > 0 tal que

Yo+8  rxo+0
/ / f(x,y)dxdy > 0.

Demostracion. Seaa = f(xg,yo). Por el Teorema 3.2.1, existe r > 0 tal que f > a/2 en el circulo de centro
(x0,y0) y radio r. Podemos ubicar adentro un cuadrado concéntrico de lado 26 si su diagonal es menor a
2r, asi que por Pitdgoras tenemos

2(28)* = (2r)%,
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y con § = r/+/2 se cumple.

Ahora,
Yo+8  xo+6 Yo+8  rxo+0 g a 4r? 2
/yo—5 -/)50—6 f(xydxdy>/ /XO s 5dxdy>f (28)? =5 5 =ar > 0.
El teorema queda demostrado. 0

Ahora si, una demostracién que vale la pena:

Teorema 3.2.3 (Schwarz). Sea f : R* — R de clase C*. Entonces, las derivadas segundas conmutan (es
decir, fvy = fyx).

Demostracion. Definamos una funcion auxiliar,

- 3(50)-5(%)

y veamos que g = 0. Si no lo es, supongamos que g(xo,yo) > 0. Entonces, existe un rectingulo [a,b] X [c,d]
donde g es estrictamente positiva, y por lo tanto su integral es positiva.

O<//gxydxdy // [8)(( y)—;y(gi:?]dxdy
[5G oo [ 5 (50) o

usando la linealidad de la integral y Fubini.
Veamos la primera integral. Como d f /dy es una primitiva, tenemos

h] dy = /cd [‘;’y@w - ?yp(w)} dy

[ 5 () afas= [ [gu,y) a

Abhora, f(b,y) — f(a,y) es una primitiva, y queda

/c [(;f(b,y) %(a,y)} dy=[f(b.y) = @i = F(b,d) = f(b,e) = fla,d) + f(ac).

Veamos la segunda integral. Como 0 f/dx es una primitiva, tenemos

d
]dx/ab {gf(x,d)gf(x,c) dx

L2 ]oee [ 2]

Abhora, f(x,d) — f(x,c) es una primitiva, y queda

[ F - o] ar= 1= sl = 10,0~ flad) - b.) + flavo)

Por lo tanto, las dos integrales son iguales, y llegamos a un absurdo:

b pd
0< / / g(x,y)dxdy = 0;
a C

con lo cual no puede ser g > 0 en ningtin punto. Tampoco puede ser g < 0 (la misma demostracién), con lo

cual
= sty ()2 (21
=&Y = 5% dy dy \ox )’

y el Teorema queda demostrado, las derivadas segundas son iguales. O

21



Bibliografia

[1] R. Courant, D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, vol. I, Interscience Publishers, Inc., New
York, 1953.

Este libro no tiene nada que ver con la materia, pero vale la pena leerlo alguna vez en la vida.

[2] R. Courant, F. John, Introduccién al Calculo y al Analisis Matemaético, Ed. Limusa, México.

Este si tiene que ver con la materia, son dos volimenes, y cubre andlisis en una y varias variables,
geometria euclidea, ecuaciones diferenciales y andlisis complejo. Tiene algo de algebra lineal y de
geometria diferencial.

[3] J. Marsden, A. Tromba. Célculo vectorial. Addison Wesley, 1991.

Un libro que la mayoria odia cuando cursa, pero admira cuando por fin entendi6 el analisis en varias
variables. O algo asi, depende de cada uno.

[4] R. Noriega, Calculo diferencial e integral. Ed. Docencia, 1979.

Un clésico para resultados en una variable.

[5] E. Lages Lima, Curso de anélise, volimenes 1y 2.

Demasiado tedricos para una primer lectura.

[6] M. Spivak, Calculus (6 Calculo Infinitesimal, traducido), Vol I y II. Ed. Reverte.

Una variable, bien riguroso. Lindo libro.

[71 N. Piskounov, Célculo diferencial e integral, tomos I y II. Ed. Mir.

Este vale la pena.

[8] M.R. Spiegel, Célculo superior (6 Advanced Calculus, original). Serie Shaum.

Ejercicios para todos y todas.

[9] Rey Pastor, Pi Calleja y Trejo: Andlisis Matematico, Vol. I 'y II. Ed. Kapelusz.

Aca va a encontrar absolutamente todo. Bueno, esta todo, no se si lo va a encontrar.

[10] T. Apostol: Calculus, Vol. I y II. Editorial Reverte.

Lindo libro, incluye una y varias variables, algo de dlgebra lineal, y ecuaciones diferenciales.

22



