Ecuaciones Diferenciales — 1° cuatrimestre 2012
SOLUCIONES DEBILES

1. Consideremos el siguiente operador eliptico

n

Ly =— Z (aijug,)z; + cu.
i,j=1
donde /\‘6’2 S Z?le aij&{j S A‘€’2
Probar que existe una constante p > 0 tal que la correspondiente forma bilineal B[ , ] satisface las

hipétesis del teorema de Lax-Milgram si c¢(z) > —p (x € Q).

2. Una funcién u € Hg (Q) se dice una solucién débil del siguiente problema de valores de contorno para
el operador bilaplaciano

A’y = f en (1)
u:g—’y‘ = 0 en 0N

/AuAvdac:/fvdx
Q Q

para toda v € H3(Q). (A%u = A(Au)).

si verifica

(a) Probar que u € C*(Q) N C(Q) es solucién clésica de (1) si y sélo si es solucién débil de (1).

(b) Probar que dada f € L?(Q) existe una tinica solucién débil de (1).
(Sugerencia: Usar el ejercicio 9 de la practica de Sobolev para probar que ||Aul|z2(q) define una
norma equivalente a la usual en HZ(Q))

3. Consideremos el problema de Neumann

—Au+u = f en
gu = 0 enodQ

donde 90 € Cty f € L*(Q).

(a) Mostrar que u € C?(Q2) N C(Q) es solucién del problema de Neumann si y sélo si verifica la
siguiente formulacion débil:

/Vquodx—l—/uapdac—/fcpda:
Q Q Q

para toda ¢ € C1(Q) N C(Q).
(b) Mostrar que para toda f € L?(2) existe una tinica u € H'(£2) solucién débil de este problema.

4. Consideremos la siguiente ecuacién diferencial eliptica de segundo orden:

n 8 n
— Z %(aijuwj) + ijumj +cu = f en(,

5,5=1 Jj=1
v = 0 en 09,

donde

(a) a;j € L®(Q) con M¢2 < doi =1 0ij(2)&€j, VE R, z € Q.
(b) c€ L>®(Q2), ¢ > 0.
(c) bj € L=(Q) N CY(Q) con div(b) = Y7 Or,bj =0 en Q.
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Probar que para toda f € L?(f2), existe una tinica u € HE(2) solucién débil del problema.
5. Consideremos el problema de Neumann

—Au = f en{
% = 0 en 0N
donde 9Q € Cty f € L*(Q).

(a) Dar una formulacién débil del problema y mostrar que si existe una solucién débil, entonces

fodx:().

(b) Mostrar que si f € L*(Q) verifica que [, fdz = 0, entonces existe una tnica u € H'(Q) con
Joudz = 0 solucién débil de este problema. Mds atn, dicha solucién es tnica en H'(Q) salvo
constante.

(Sugerencia: Usar la desigualdad de Poincaré para funciones con promedio 0, ejercicio 11 de la
practica de Sobolev, y usar Lax-Milgram en el subespacio ortogonal a las constantes en H'(€2)).

6. Principio débil del mdximo

Sea Lu = 377", (aij(x)uy;)s, un operador uniformemente eliptico con a;; € L*°(f2). Decimos que
u € H'(Q) verifica Lu > 0 en sentido débil o, equivalentemente, que es una subsolucién débil de
Lu =0 si

n
/ Z aij (2 ) Uz Vg, dz <0, para toda v € Hy (), v > 0.
Q=1

(a) Verificar que u € C%(Q) es subsolucién débil de Lu = 0 si y s6lo si Lu > 0.

robar que si u es subsolucién débil de Lu = 0y u™ € es decir u < 0 en , se tiene
b) Prob i bsolucion débil de L 0 te HYQ decir u < 0 en 0N i
que u < 0 en Q.

7. Consideremos el siguiente problema de autovalores

—Au = Au enf)
% = 0 endf

donde 99 € C1.

Probar que existe una sucesién 0 = Ay < Ay < -+ < A 7 oo de autovalores del problema con
autofunciones uy € H'(Q) donde uy = cte y {ux}72, forman una base ortonormal de L*(Q) y una
base ortogonal de H'().

8. Sea V:R"™ — R tal que 0 < V(x) — oo si |z] — oo.

(a) Probar que si {fx}ren C H'(R™) es una sucesién acotada, entonces existe una subsucesién
{fr;}jen C {futren y f € L (R™) tal que

fr, = f  en L*(B,), paratodor > 0.

(b) Probar que si, ademas,
1 fell72 @y = fAV(z)de < C para todo k € N,
v (R™) R

entonces f € L2(R") y
T, = f en L2(R™).

(¢) Concluir que V = HY(R™) N L} (R™) verifica

V cc L*(R™).



(d) Probar que existe una suceciéon 0 < F; < Fy < .-+ 2 oo de autovalores de la ecuacion de

Schroedinger
—Au+V(z)u = Eu en R",

ueV,

y que las autofunciones forman una base ortonormal de L?(R").

9. Lema de Cea
Se intenta construir una aproximacién de la solucion del siguiente problema

—Au=f en ()
u=0 en 0N

Para eso, se toma un subespacio de dimensién finita V. C HE(Q), V = (¢1,...,6,) v se define la
solucion aproximada @ € V como la solucion del problema

/VﬂVq{)idx:/fgi)idx i=1,...,n.
Q Q

(a) Probar que @ estd bien definida (es decir, existe una tunica solucién del problema aproximado).

(b) Probar que se tiene la siguiente estimacion de error
— U < Cinf |ju—
Ju UHH[%(Q) > CUGV Ju 'UHH(%(Q)
es decir, el método da la “mejor aproximacién” que permite el subespacio V.

10. Sea

n

Lu=— E (aij(z)us,; )z, -
i,j=1
Decimos que el operador u; + Lu es uniformemente parabdlico si el operador L es uniformemente

eliptico, i.e. existe 6 > 0 tal que
n

> ai(@)&g > 0/
ij=1
para todo z € €, £ € R". Supongamos que a;; € L¥(Q) y ug € L*(2). Consideremos el siguiente

problema parabdlico:
w+Lu = 0 enQx(0,7)
u = 0 end2x(0,7)
u = ug enx{t=0}

(a) Dar una definicién adecuada de solucién débil y demostrar que si una solucién débil es suficien-
temente regular, entonces es una solucion clasica.

(b) Probar que existe una tnica solucién débil.

11. Considerar la siguiente ecuacién del calor con condiciones de Neumann

u—Au = f enQx(0,7)
Ju = 0 endQx(0,T)
u = wug enf)

(a) Dar una definicién adecuada de solucién débil y demostrar que si una solucién débil es suficien-
temente regular, entonces es una solucién clésica.

(b) Probar que existe una tunica solucién débil.



