
Ecuaciones Diferenciales – 1◦ cuatrimestre 2012
Ecuaciones de Primer Orden

1. Hallar la solución del problema{
ut + divx(u) = 0 x ∈ Rn, t ∈ R,

u|t=0 = f(x) x ∈ Rn.

2. Resolver {
div(u) = e−

∑n
i−1 xi x ∈ Rn,

u|x1=0 = x2

3. Resolver {
x · ∇u = |x|2, x ∈ Rn,
u|x1=1 = 3xn.

Estudiar el dominio de definición de la solución.

4. Mostrar, por consideraciones geométricas, que la solución general de

x
∂u

∂x
− y∂u

∂y
= 0

es u(x, y) = f(xy) con f ∈ C1(R).

Encontrar la solución cuyo gráfico contiene a la recta de ecuación y = x.

¿Qué pasa con el problema de valores iniciales cuando estos se dan sobre la curva y = 1/x?

5. Probar que no existe solución de la ecuación

ux + uy = u

que satisfaga las condiciones iniciales u = 1 en la recta y = x.

6. Probar que la solución de la ecuación
ux + uy = u2

cuyo gráfico contiene a la recta x = −y = u no está definida sobre la hipérbola x2 − y2 = 4.

7. Sea u(x, t) la solución clásica del problema{
ut + f(x, t)ux = ψ(x, t),

u|t=0 = u0(x).

Ver que sobre las trayectorias (x(t), t), u se expresa como

u(x(t), t) = u0(x(0)) +

∫ t

0
ψ(x(ξ), ξ)dξ.

8. Hallar la solución de la ecuación

(x2 + y2)ux + 2xyuy = (x+ y)u

que satisface u(0, y) = y.

9. Dado

Lu ≡ x∂u
∂x

+ 2y
∂u

∂y
+
∂u

∂z
− 3u,

resolver:
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(a)

{
Lu = 0,

u(x, y, 0) = xy.

(b)

{
Lu = 0,

u(x, y, 0) = f(x, y),

imponiendo condiciones adecuadas de diferenciabilidad a f .

10. Usar el principio de Duhamel para resolver el problema{
ct + vcx = f(x, t) x ∈ R, t > 0
c(x, 0) = 0 x ∈ R.

Hallar una fórmula expĺıcita cuando f(x, y) = e−t sinx.

Recordar que el método de Duhamel consiste en hallar w(x, t; s) que verifique{
wt + vwx = 0 x ∈ R, t > s
w(x, s; s) = f(x, s) x ∈ R.

y luego encontrar u como

u(x, t) =

∫ t

0
w(x, t; s) ds.

11. Considerar el siguiente problema (a > 0):
ut + aux = f(x, t) 0 < x < L, t > 0
u(0, t) = 0 t > 0
u(x, 0) = 0 0 < x < L.

Probar la siguiente estimación de estabilidad∫ L

0
u2(x, t) dx ≤

∫ L

0
et−s

∫ L

0
f2(x, s) dx ds.

Sugerencia: Multiplicar la ecuación por u, usar que a > 0 y la desigualdad 2fu ≤ f2 +u2 para obtener

d

dt

∫ L

0
u2(x, t) dx ≤

∫ L

0
f2(x, t) dx+

∫ L

0
u2(x, t) dx

A partir de ah́ı, usar que E′ − E = (Ee−t)′et.
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