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Resumen

En esta tesis, se lleva a cabo un exhaustivo anélisis de un método basado en Ecua-
ciones en Derivadas Parciales (EDPs) aplicado al procesamiento de imagenes. Especi-
ficamente, el proposito es desarrollar un método de regularizaciéon de imégenes con el
objetivo de eliminar el ruido presente en algunas de ellas.

Lo mas destacado de este método es que no se establecen hipotesis sobre la natu-
raleza del ruido, excepto la condicién de que este sea pequeno en comparacion con la
imagen.

El operador diferencial utilizado en la EDP es el denominado p(z)—Laplaciano, que
presenta la ventaja de contar con un efecto de regularizacion variable. Esto posibili-
ta suavizar las oscilaciones introducidas por el ruido, al tiempo que se preservan las
transiciones bruscas generadas por los bordes internos de la imagen.

El analisis de este operador conlleva diversas dificultades, tanto desde el punto de
vista teérico como computacional, principalmente debido a su fuerte no linealidad y
falta de homogeneidad.

En esta tesis, se introduce el modelo para posteriormente desarrollar un méto-
do numeérico basado en Elementos Finitos y el llamado método de descomposicion-
coordinacion. Este ultimo permite, a través de un proceso iterativo, descomponer el
problema no lineal resolviendo, en cada paso de la iteracién, una ecuacion diferencial
lineal junto con una ecuacién algebraica no lineal. El método resultante, asi como el
algoritmo implementado, se revelan como eficientes y simples.

En este trabajo, se realiza primero un andlisis teérico del método, comparando las
soluciones calculadas por nuestro algoritmo con algunas soluciones exactas conocidas.
Posteriormente, se aplica el método a la eliminacion de ruido en imégenes. En el contex-
to de trabajo con imégenes, se inicia con el estudio de imagenes perturbadas de forma
sintética para ajustar adecuadamente los parametros del método, antes de aplicarlo a
imagenes reales.






Abstract

In this thesis, we conduct a comprehensive analysis of a novel approach utilizing
Partial Differential Equations (PDEs) for image processing. Specifically, our focus is
on developing a versatile method for image regularization with the aim of mitigating
noise inherent in certain images.

A notable aspect of our method lies in its ability to address noise without presuming
specific characteristics, except for its relative smallness compared to the image itself.

The central PDE operator employed in our methodology is the p(x)—Laplacian.
Its key advantage lies in its variable regularization effect, enabling us to smooth out
noise-induced oscillations while preserving the abrupt transitions at inner boundaries
within the image.

However, the analysis of this operator poses various challenges, both theoretically
and computationally. These challenges primarily stem from the operator’s strong non-
linearity and lack of homogeneity.

To tackle these complexities, we introduce the model and subsequently develop
a numerical solution based on the Finite Element Method and the decomposition-
coordination method. This iterative procedure allows us to decompose the nonlinear
PDE problem into solving, at each iteration step, a linear PDE alongside a nonlinear
algebraic equation. The resulting method and the implemented algorithm prove to be
remarkably straightforward and efficient.

In this study, we initiate with a theoretical analysis of the method, validating the
computed solutions against known exact solutions. Subsequently, we apply our al-
gorithm to denoise synthetic images, adjusting parameters for optimal performance.
Following this, our approach is extended to real noisy images sourced from medical
applications.

By combining theoretical scrutiny and practical application, our work not only
contributes to the understanding of the proposed method but also demonstrates its
efficacy in addressing both synthetic and real-world noise challenges in images.

VIl






Capitulo 1
Introduccion

En este capitulo daremos un muy breve repaso de algunos de los métodos mas
usuales en el procesamiento de iméagenes usando técnicas de Ecuaciones en Derivadas
Parciales (EPDs). Este repaso no pretende ser exhaustivo, sino que simplemente nos
limitaremos a aquellas técnicas directamente relacionadas con las desarrolladas en esta
Tesis.

1.1. Descripciéon general del problema

El procesamiento de iméagenes es un conjunto de técnicas que se aplican a las imé-
genes digitales con el objetivo de mejorar la calidad o facilitar la btisqueda de cierta
informacion en las mismas.

El procesamiento digital de imagenes ha adquirido en anos recientes un papel im-
portante en las tecnologias de la informacién y el computo. Actualmente, es la base
de una creciente variedad de aplicaciones que incluyen diagnostico médico, percepcion
remota atil para la agricultura y el desarrollo urbano, exploracion espacial, etc.

Uno de los principales objetivos del procesamiento de imagenes es el de mejorar la
calidad de las mismas, eliminando el ruido, la distorsiéon y otros artefactos que pueden
afectar la calidad visual y la interpretacion de la misma. También se utiliza para realizar
tareas de andlisis, como la deteccion de bordes, la medicion de objetos y la identificacion
de caracteristicas tinicas en las imagenes.

El propésito de esta tesis es el de desarrollar un método de eliminacién de ruido en
imagenes basado en Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDPs). Una de las principales
virtudes de los métodos basados en EDPs, consiste en que no es necesario realizar
suposiciones sobre la naturaleza del ruido, simplemente se necesita asumir que el mismo
es pequeno.

1.2. Modelado matematico del problema

Una imagen puede considerarse como el conjunto de puntos que conforman una
matriz de informacion para el uso digital. Estos puntos se denominan ‘pixeles’ (picture
element). Un pixel es la menor unidad homogénea en color que forma parte de una
imagen. Podemos interpretar entonces una imagen en escala de grises como una funcién
u:  C R? - R, donde Q es un rectangulo de R?, por ejemplo 2 = (0,1) x (0,1) y tal
que a cada pixel (z,y) € Q se le asigna un valor equivalente al nivel de gris.

La imagen recibida, I, serd entonces una perturbacion de la imagen real u de la
forma

I = u+ ruido, wu = dato real.
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El objetivo entonces, consiste en tratar de eliminar el ruido de la imagen recibida
I para recuperar la imagen real u.

Los métodos basados en ecuaciones en derivadas parciales para la eliminaciéon del
ruido, consiste en buscar a u, minimizando un funcional J (v). Este funcional J consiste
tipicamente en dos términos:

J () =Fw)+ AG(v—1).

El funcional F(v) es un término de reqularizacion que hace que el minimizante u tenga
buenas propiedades analiticas que son esperadas en la imagen original. Por otro lado, el
término G es un término de penalizacion que tiene el objetivo de forzar que la imagen u
no sea muy distante de la imagen recibida [ y el pardmetro A > 0 es un peso que da la
importancia relativa de ese sumando. En este ultimo término es que se usa fuertemente
la tdnica hipotesis sobre el ruido que es que el mismo sea “chico”.

Una vez que se eligen los funcionales F y G, queda determinado el espacio funcional
X en donde se va a trabajar (tipicamente, un espacio de Sobolev). Luego, bajo hipotesis
muy generales en F y G, se puede ver que J tiene un tnico minimo u* y el método
entonces consiste en plantear que esta funcion u* resulta una mejor representacion de
la imagen real u que la recibida I.

1.3. Algunos métodos conocidos

Hay muchos métodos utilizados en la literatura que siguen el esquema que descri-
bimos en la seccion anterior. Por ejemplo,

= Método Isotropico

Método Anisotropico

Método de Variacion Total
Combinaciones de VT e Isotropico
= Método de Isotropia Variable

Describamos cada uno de estos:

1.3.1. Meétodo Isotropico. Es el primer método que se estudié basado en EDPs.
En este método se toma

]—“(v):%/Q|VU|2dx y g(U—I):%/Q(U—[)QdIE.

Luego el funcional J = F + AG queda naturalmente definido sobre el espacio X =
H'(Q), donde H(2) es el espacio de Sobolev

H'(Q) ={v: Q= R:ve L*Q), dweL*N)},

donde 0;v = £% es la i—ésima derivada parcial de v. Es decir, las funciones v: 2 — R
de energia ﬁmta tales que sus derivadas parciales también tienen energia finita. En

términos matematicos,
n
/ lv|* + Z 0,0) dz < oo.
& i=1
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En este caso, se puede ver que J tiene un dnico minimizante entre la funciones v tales
)

que v = I en el borde de €2, que notaremos por 0f), y ese minimizante resulta ser una

solucion de

—Au+du=A en(
u=171 en Of).

Una demostracion de este hecho en un caso mas general se realiza en el Capitulo

Teorema 2.5.12

Esta ecuacion se puede resolver por cualquier método numérico, por ejemplo usando
elementos finitos lineales a trozos y su costo computacional es bajo.

Inconvenientes: Este método no es bueno para reconstruir bordes dado que la solu-

cion u es suave por ende no va a representar bien los bordes internos de la imagen que
tipicamente representan discontinuidades en w.

1.3.2. Meétodo Anisotrépico. Intentando solucionar el problema del método
isotropico, se busca una modificaciéon del mismo que no imponga tanta regularidad en la
solucion de la EDP asociada. Ver [17]. Para eso, se modifica el término de regularizacion
F mediante un parametro de control de la regularidad p € (1, 2], de la forma

1
F(v) :];/Q\Vv]pdx.

Luego, el funcional a minimizar es
1 A
T(0) = Fy(v) £ AG(v = T) = -/ Vol dz + 2 /(v 12ds.
P Ja 2 Jo
Observemos que si p = 2 se tiene el método isotropico.
El espacio funcional natural en donde J, se encuentra definido es el espacio de
Sobolev W1P(Q) dado por
(1.3.1) WP(Q) = {v: Q= R:v € LP(Q), dv € LP(Q)}.

En este caso, J, tiene un tnico minimo u € W?(Q) entre las funciones que verifican
v =1 en 0N y la misma es la tinica solucion de la ecuacion diferencial

—div(|]Vu|P?Vu) + Au =X en Q
u=1 en 0).

Nuevamente, ver el Teorema [2.5.12]del Capitulo 2] para una demostracion de este hecho.
El operador div(|Vu[P~?Vu) se lo denomina el p—laplaciano y se denota como Au.

Observemos que esta ecuacion diferencial es no lineal, eliptica y singular. Recor-
demos que un operador de la forma div(a(z)Vu) se dice eliptico si el coeficiente de
difusion a(z) es no negativo (i.e. a(z) > 0 para todo x € Q) y se dice singular si el
coeficiente de difusion a(z) no es acotado (i.e. existe zg € €2 tal que a(x) — oo cuando
T — xo).

En efecto, en este caso, si 1 < p < 2, el coeficiente de difusion es a(x) = |[Vu(z)[P~2
que es no negativo y se hace infinito en los puntos criticos de u. Esto hace que el
tratamiento computacional de este problema no resulte tan simple como el del caso
isotropico.
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Inconvenientes: La solucion sigue siendo continua y la regularidad se controla usan-
do el parametro p. Es decir, la regularidad de la soluciéon empeora cuando p — 1. Si
bien, tomar p ~ 1 resulta bueno para recuperar los bordes internos de la imagen, esta
regularidad no es la mejor en regiones de la imagen que se encuentran lejos de estos
bordes internos donde seria mas adecuado tener una mayor regularidad.

1.3.3. Meétodo de Variacion Total. El modelo de Variacion Total, estudiado
en [19], consiste en tomar p = 1 en el método anisotropico. Es decir,

jVT(U):]'—1(1))4—)\9(?1—[):/Q|Vv]dac—|—%/9(v—l)2da:.

Este método esta especificamente disenado para la bisqueda de bordes internos en la
imagen, ya que como describimos en la Seccion [I.3.2] el minimizante asociado tendra
muy baja regularidad a lo largo de toda la regién (2.

Este método presenta adicionalmente varias dificultades matematicas y compu-
tacionales. La més importante es que el espacio en donde el funcional F; se encuentra
naturalmente definido es el espacio de Sobolev W11(Q) definido en (1.3.1)) con p = 1.
Este espacio no tiene buenas propiedades matematicas (por ejemplo, no es reflexivo y
tampoco es el espacio dual de otro espacio de Banach) (ver el Capitulo [2] Seccion
para las definiciones y [15] para una demostracion de estos hechos). Para solucionar,
parcialmente, estas dificultades, se modifica el espacio de definiciéon del funcional 7, y
se trabaja en el espacio de funciones de variacidn acotada, BV (). Para la definicién
y un tratamiento completo de este espacio, recomendamos el ya mencionado [15].

Todas estas consideraciones hacen que, para el problema que queremos abordar en
esta tesis, este método no resulte adecuado.

1.3.4. Combinaciones entre Variaciéon Total e isotrépico/anisotrépico.
Este es un método méas moderno que fue introducido por Chambole-Lions en 1997 [7].
El mismo propone minimizar

jCL(’U) = .FCL('U) + )\g(v - ])7

donde
1

Fer(v) = —
ouv) 28 Jyvoi<sy

|Vv|2dx—|—/ |Vl dx
{IVo|>5}

y G es el mismo operador de control de los métodos anteriores. El parametro 5 > 0 es
un parametro de control que se utiliza para determinar las regiones de la imagen en
donde se ubican los bordes internos de la misma. Se asume que un borde interno se
corresponde con una gran variacion del valor de u y eso se traduce en un gradiente de
modulo grande.

El objetivo de este método es utilizar las ventajas del método de variacion total
en regiones donde se supone que existiran bordes internos y el efecto regularizante del
método isotropico en regiones donde se supone que no habrdn bordes internos.

Inconvenientes: Este funcional no tiene un espacio natural en donde esté definido,
ni es claro ver la existencia de minimizantes. Hasta donde sabemos, no estd demostra-
da la existencia de minimizantes para Jy7. Tampoco es claro que este funcional sea
diferenciable y por ende que exista una EDP (ecuacion de Euler-Lagrange) asociada.
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Adicionalmente, sigue presentando los problemas del método de VT y es muy sensi-
ble al parametro 5. Hasta el momento no se ha podido desarrollar una forma automatica
de eleccion del parametro 3, lo que lo hace muy dependiente del operador del método.

1.3.5. Meétodo de Isotropia Variable. Este método fue propuesto por Chen-
Levine-Rao en 2006 [8]. Los autores consideran una funcion de regularizacion p: Q — R,
p(z) € (1,2] y asociada a esta funcion p(z) definen el funcional de regularizacion

|Vv|p(”3
’p(z)

Luego, el método consiste en minimizar el funcional
jCLR(U) = Fp(:ﬁ)(”) + /\g(v - ])’
con G el mismo funcional de control de los métodos anteriores.

Los autores construyen la funcion de regularizacion p(z) de la forma

1
1+ u|VG, * I(2)|?

plz) =1+

donde p, 0 > 0 son pardmetros y G, es una Gaussiana de varianza o2. De esta forma
el exponente p(z) cumple los prerequisitos heuristicos de ser p(x) ~ 1 donde la imagen
I puede tener bordes y p(x) ~ 2 donde I no tiene bordes.

Para este funcional, el espacio natural donde resulta definido es el espacio de Sobolev
de exponente variable WP () definido como

W@ (Q) = {v: Q—>R: / v|P@ da < oo, ¥ / |0,0|P@) da < o0, i = 1,2} :
Q Q

En el Capitulo 2| Teorema [2.5.12] se demuestra que el funcional Jo1 g tiene un tnico
minimo u € WP (Q) entre todas las funciones que verifican v = I en 9§ y la misma
es la tinica solucién de la ecuacién

—div(|VulP®=2Vu) + Au = Al en
u=1 en Of).

El operador div(|Vu|P®~2Vu) se denomina el p(x)—laplaciano y se nota por A u.

Observemos que la EDP resultante es no lineal, singular (al igual que en el caso
anisotropico). En este caso, se tiene la dificultad adicional de la falta de homogeneidad.
Eso significa que

Ap@)(pu) # p*Apayu,  para todo p > 0,

salvo que p(z) sea constante. Esta falta de homogeneidad trae nuevas dificultades tanto
tedricas como computacionales a la hora de resolver la ecuacion diferencial.

Inconvenientes: La eleccion del exponente p(z) que se realiza resulta muy sensible
a los pardmetros pu y o. Por otro lado, su calculo no es simple. Serfa mas deseable
una eleccion de la funcion de regularizacion p(z) que sea menos arbitraria y de calculo
simple.
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1.3.6. Variaciones del método de Isotropia Variable. Observemos que el
método de isotropia variable, incluye como caso particular tanto al método isotrépico
como al método anisotropico. Estos se obtienen tomando p(x) = 2 y p(x) = p para
todo x € (2 respectivamente.

Variaciones del método propuesto por Chen-Levine-Rao consisten en diferentes for-
mas de seleccionar el pardmetro de regularizacion p(z). Una alternativa posible que
acerca el método de isotropia variable al método de Chambole-Lions de combinacion
entre variacion total e isotropico es considerar p(x) como constante a trozos, por ejem-
plo

l+e si|VI|>p
plz) = .
2 si|VI|I< 8.

En este trabajo de tesis hacemos un andlisis exhaustivo de esta eleccion de p(z) para
distintos tipos de imagenes.



Capitulo 2
Preliminares

En este capitulo hacemos un repaso de los conceptos matematicos que utilizaremos
en esta tesis. Los mismos son el estudio de minimizacién de funcionales convexos en
espacios de Banach, el Método Directo del Calculo de Variaciones, espacios de Sobolev
de exponente variable y el calculo de las ecuaciones de Fuler-Lagrange asociados a la
minimizacién de funcionales en espacios de Sobolev.

2.1. Minimizacién de funcionales convexos

Como describimos en la introduccion, los métodos que usaremos en esta tesis para
el procesamiento de imégenes, se basan en minimizar ciertos funcionales en espacios
adecuados. En esta seccion revisaremos los resultados fundamentales que van a a ser
aplicados luego.

Todos los resultados de esta seccidén pueden encontrarse en cualquier libro de anélisis
funcional, por ejemplo el excelente libro de H. Brezis [5].

2.1.1. Espacios de Banach. Durante esta seccién, notaremos por X un espacio
vectorial sobre los niimeros reales R.

Empecemos con la definiciéon de norma.

DEFINICION 2.1.1. Una aplicacion || - ||: X — R se dice una norma en el espacio
vectorial X si verifica lo siguiente:

1. (no negativa) |lul| > 0 para todo u € X y |lul]| = 0 si y s6lo si u = 0.
2. (homogénea) Para todo A € Ry u € X, ||[Au| = |A|||u]].
3. (desigualdad triangular) Para todo u,v € X, ||u+v|| < ||ul| + ||v].

DEFINICION 2.1.2. Un espacio vectorial X en donde hemos definido una norma || - ||

se lo llama un espacio normado, Notaremos esta situacion como (X, || - ||).

Una vez que tenemos definida una norma, queda naturalmente definida una nocién
de convergencia de sucesiones.

DEFINICION 2.1.3. Sea (X, || - ||) un espacio normado y sea {ux}ren C X una
sucesion. Diremos que ui — v € X cuando k — o0 si

lim ||ug —ul| = 0.
k—o0

Una nocién importante es la de sucesiones de Cauchy.

DEFINICION 2.1.4. Sea (X, - |) un espacio normado y sea {uy}ren C X una
sucesion. Diremos que {uy}ren es una sucesion de Cauchy si, para todo € > 0, existe
K € N tal que |luy — u;|| < € para todo k,j > K.

7
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Es facil observar que si {uy}reny C X es una sucesion tal que up — u € X, entonces
{u }ren resulta ser una sucesion de Cauchy. El reciproco no es cierto en general. Esto
motiva la definicion:

DEFINICION 2.1.5. Sea (X, || - ||) un espacio normado. Decimos que X es un espacio
de Banach si toda sucesion de Cauchy resulta convergente. Es decir, si {ugreny C X
es una sucesion de Cauchy, entonces existe u € X tal que u, — u.

2.1.2. Convergencia débil y espacios de Banach reflexivos. Dos propieda-
des fundamentales de los espacios de Banach que seran de vital importancia en lo que
sigue son las nociones de convergencia débil y de reflexividad.

Empecemos definiendo el espacio dual de un espacio de Banach.

DEFINICION 2.1.6. Dado X un espacio de Banach, se define el espacio dual de X,
notado como X', a

X' ={p: X = R: ¢ es lineal y continua}.
El espacio X' resulta a su vez un espacio de Banach con la norma

lell =" sup  [p(u)].
ueX, |lul<1
Con la ayuda del espacio dual, es posible definir la nocién de convergencia débil
para sucesiones en espacios de Banach.

DEFINICION 2.1.7. Sea X un espacio de Banach y {ug}tren C X una sucesion.
Decimos que {ug }ren converge débil a u € X, que se denota por u, — u, si p(ux) —
(u) para toda ¢ € X'.

OBSERVACION 2.1.8. Observemos que si u;, — u en X, entonces se tiene que uy — u.
En [5] se ve que la reciproca es en general falsa.

Una nocion importante y asociada a las diferentes nociones de convergencia es la
nocion de ser secuencialmente cerrado.

DEFINICION 2.1.9. Sea X un espacio de Banach y F' C X. Decimos que F' es débil-
secuencialmente cerrado si para toda sucesion {uy}reny C F tal que up — u, entonces
uel.

OBSERVACION 2.1.10. Se deduce de la Observacion que si F' es débil-secuencialmente

cerrado, entonces es cerrado. El reciproco es falso en general. Ver nuevamente [5].

Un caso muy importante en donde el reciproco de la observacion anterior es cierta
es si el conjunto tiene la propiedad adicional de ser convezo.

DEFINICION 2.1.11. Sea X un espacio de Banach y sea C C X. Decimos que C es
convexo si para todo u,v € C y t € [0, 1] se tiene que tu + (1 —t)v € C.

Tenemos entonces el siguiente resultado.

TEOREMA 2.1.12. Sea X un espacio de Banach y C C X un conjunto convexo y
cerrado. Entonces C es débil-secuencialmente cerrado.
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La demostracion de este teorema se encuentra en [5].

Al ser X’ un espacio de Banach, tiene a su vez definido su espacio dual (X') = X”.
Este espacio se la llama el doble dual de X.

Observemos entonces que X” = {®: X’ — R: ® es lineal y continua}. Luego, dado
u € X, esto induce un elemento en X" de la forma u — @, ®,(p) = p(u).

Esta aplicacion nos da una inclusion candnica de X en X", J: X — X" J(u) = ®,,.
Es facil ver que J es una isometria (es decir ||J(u)|| = ||u||) y via esa isometria se tiene
que X C X".

DEFINICION 2.1.13. Un espacio de Banach X se dice reflexivo si la inclusion cano-
nica J: X — X" es biyectiva.

EJEMPLO 2.1.14. Dado 2 C R™ se definen los espacios de Lebesgue LP(2) para
1 <p<oodelaforma

LP(Q):{u:Q—HR: /|u(:z)|pdx<oo} para 1 < p < oo,
Q

L®(Q) = {u: Q - R: sup|u(z)| < oo}.

€
En estos espacios se definen las normas

1/p
el = vy = ( / |u<x>|ﬁdx) para 1 < p < oo,
Q
lloe = flull =gy = sup Ju(a)]
=19

Se demuestra (ver [5]) que estos espacios resultan ser espacios de Banach y son reflexivos
siy solo si 1 < p < oo. Adicionalmente se demuestra en [5], que (L'(Q)) = L>(Q).

La siguiente propiedad fundamental es la que hace tan importantes a los espacios
reflexivos.

TEOREMA 2.1.15. Sea X un espacio de Banach reflexivo y sea {uy}reny C X una
sucesion acotada, es decir
sup |Jug|| < oo.
keN

Entonces existe una subsucesion {ug, }jen C {urfren y u € X tal que ug, — u (conver-
gencia débil). Es decir,
o(ug,) = @(u), para toda ¢ € X'
2.1.3. Funcionales convexos. Estudiemos ahora funcionales (no necesariamen-

te lineales) sobre espacios de Banach. Diremos que J es un funcional definido sobre X
si J: X — R es continuo. Es decir uy, — w en X implica que J(uy) — J(u).

Comencemos con la definicion de convexidad.
DEFINICION 2.1.16. Un funcional 7: X — R se dice convexo, si
J(tu+ (1 —t)w) <tJ(u)+ (1 —1t)T(v), paratodot e [0,1].

Adicionalmente, J se dice estrictamente convexo si la desigualdad anterior es estricta
para t € (0,1), u # v.
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El siguiente resultado es de vital importancia

TEOREMA 2.1.17. Sea J: X — R un funcional convexo.
Entonces J es débil-secuencialmente-semicontinuo-inferior. Fs decir, si up — u
(i.e. p(ur) — p(u) para toda p € X'), entonces

J(u) < h’gn inf J (ug,).

Necesitamos ahora la nocién de coersividad para funcionales. No daremos la defi-
nicion mas general posible, pero si una que se ajusta a nuestras aplicaciones futuras.

DEFINICION 2.1.18. Sea J: X — R un funcional. Decimos que J es coersivo si
J(u) = oo cuando [jul] — oo.
Es decir, dada M > 0, existe K > 0 tal que J(u) > M si ||u]| > K.

Finalmente, necesitamos la nocién de acotaciéon inferior.

DEFINICION 2.1.19. Sea J: X — R un funcional. Decimos que J es acotado infe-
riormente si

inf J(v) > —o0.

veX

Todas estas definiciones y resultados confluyen en el siguiente teorema conocido
como el método directo del calculo de variaciones.

TEOREMA 2.1.20 (Método Directo del Célculo de Variaciones). Sea X un espacio de
Banach reflexivo y J : X — R un funcional convexo, coersivo y acotado inferiormente.
Entonces existe u € X tal que

J(u) = inf J(v).

veX
Mds aun, si J es estrictamente convero, entonces el minimo u es unico.

Si bien la demostracion de este teorema es elemental y puede encontrarse en cual-
quier texto de andlisis funcional (por ejemplo en el ya citado [5]), damos aca una prueba
para que pueda verse co6mo se usan las hipotesis requeridas en el teorema.

DEMOSTRACION. Como J es acotado inferiormente, existe £ € R tal que
¢ = inf J(v).
veEX
Sea entonces {uy}reny C X una sucesion minimizante. Es decir, J (ug) — £.

En particular, J (u) es acotado y como J es coersivo, esto dice que {ug }ren resulta
acotada. Luego, por el Teorema [2.1.15, existe una subsucesion {ug, }jen C {ur}tren y
u € X tal que ug;, — u.

Ahora, usamos la semicontinuidad inferior de 7, Teorema [2.1.17] para concluir que
(< J(u) <liminf J(ug,) = Hm J(ug) = L.
J—00 k— o0

Finalmente, si J es estrictamente convexo y asumimos que w1, us son minimos de
J, uy # ug, entonces

<o

1
5 < —j(ul) + 5;7(2@) = E,

U1—|—U2 1
2
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Lo que es una contradicciéon. Esto prueba la unicidad de minimo y termina la demos-
tracion. ]

En muchos contextos resulta ttil poder aplicar el Método Directo de Calculo de
Variaciones a funcionales que estan definidos en un subconjunto convexo C del espacio
de Banach X en lugar de en todo el espacio.

TEOREMA 2.1.21. Sea X un espacio de Banach reflexivo, J: X — R un funcional
convexo, coersio y acotado inferiormente y C C X un conjunto convexo y cerrado.
Entonces existe u € C tal que

I(u) = it I ()

Mds aun, si J es estrictamente convero, entonces el minimo u es unico.

La demostracion de este teorema es completamente andloga a la del Teorema [2.1.20
con la ayuda del Teorema [2.1.12

2.2. Espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev son de gran utilidad en la bisqueda de soluciones a ecua-
ciones en derivadas parciales. Los espacios de Sobolev son espacios de Banach formados
por funciones de L” y su(s) derivada(s), equipados con una norma que es combinacion
de las normas L? de dicha funcion y su(s) derivada(s).

Para un desarrollo completo de estos espacios, sus propiedades y aplicaciones, se
puede consultar el clasico libro de Adams [1].

Dado Q C R" y p € [1,00), de Sobolev W1?(Q) se definen como
W) ={v: Q= R:v e LP(Q)y |Vv| € LP(Q)}.

La norma de estos espacios se define

1o = (I0ll5 + [IVolp) 7.

Los espacios de Lebesgue LP(2) junto con sus respectivas normas || ||, fueron definidos
en el Ejemplo [2.1.14]

Estos espacios W'P(Q) con la norma || - ||;, resultan ser espacios de Banach y si
1 < p < oo son reflexivos.

HUHWLP(Q) = ||U

Consideremos ahora el caso de exponente variable p: 2 — R. So6lo repasaremos las
propiedades estrictamente necesarias para esta tesis. Para un estudio pormenorizado
de este caso, se puede consultar el libro [13].

Asumiremos que el exponente variable p(x) verifica, para x € €,

1 <p_ = mf p(z) < p(z) < py =supp(z) < oco.
zef e
Luego, se define el espacio de Lebesgue de exponente variable LP(*)(Q2) como
LPO(Q) = {v: Q—R: / |v|P@) da < oo} .
Q

Es facil ver que Lp(x)(Q) es un espacio vectorial, pero no es evidente la forma de
definir una norma en el mismo. Si bien existen distintas formas equivalentes de hacerlo,
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la mas usual en la literatura es considerar la llamada norma de Luzemburgo que se
define como sigue

) u(z) [P®
HUHLp(z)(Q) = ||v]|p(z) = Inf {/\ > 0: / (/\) de <15,.
Q
Es facil ver que si p(z) = p constante, entonces ||v||p) = ||[v||p,- Més atin, se tiene
que
2.2.) i [0l 0125, < [ 0P do < e ol 012, ).

De (2.2.1)) se deduce que

lur — ul|p@y — 0 siy solo si / lug, — u[P® dz — 0.
0

El espacio LP®)(Q) con la norma || - [l resulta ser un espacio de Banach y si
1 <p_ <p, < oo el mismo es reflexivo.

Asociados a estos espacios de Lebesgue con exponente variable, se definen los co-
rrespondientes espacios de Sobolev con exponente variable,

WP (Q) = {v: Q = R: v, |Vv| € L (Q)}.
En este espacio se considera la norma
[0ll1.p@) = 1V]lp@) + [11VOlllp@),

y con esta norma resulta un espacio de Banach. Mas atn, si 1 < p_ < p; < oo el
mismo resulta reflexivo.

En nuestra aplicaciéon, necesitaremos que si una funciéon u estd en el espacio de
Soboley W1P(®)(Q), entonces la misma también esté en el espacio de Lebesgue L?(Q2).
Necesitaremos para esto la siguiente observacion.

PROPOSICION 2.2.1. Sea 2 C R™ un dominio acotado y p: 2 — R un erponente
tal que

1 <p-=infp(z) <supp(z) = py < oo
Q
Entonces WYP@(Q) € WP-(Q) con inclusion continua. Es decir que eziste una cons-
tante C' > 0 (que depende solo de Q y p) tal que
[0l < Clloll1 pia-

Esta observacion la combinamos con el teorema de inmersion de Sobolev.

TEOREMA 2.2.2 (Teorema de Inmersion de Sobolev). Sea 2 C R™ un dominio
acotado y 1 < q < oco. Se define el exponente conjugado de Sobolev como

ng_ ]
e stqg<mn
oo stqgZ>mn.

Entonces se tiene que WH4(Q) C L"(Q) para todo 1 < r < ¢* con inclusion continua.
Es decir, existe C' > 0 que depende de 2, n, q y r tal que

[v]lr < Cllvflyq-
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La demostracién de la Proposicion es elemental y se encuentra en [13]. El
Teorema se puede encontrar en [1].

Si combinamos la Proposicion [2.2.1] con el Teorema se obtiene

COROLARIO 2.2.3. Con las mismas hipdtesis que en la Proposicion se tiene
que existe una constante C > 0 que depende de ), n y p tal que

[oll2 < Cllvllpe)
sip- >2n/(n+2).
DEMOSTRACION. Si combinamos la Proposicion con el Teorema [2.2.2], tene-

mos que el resultado es cierto si 2 < (p_)*. Usando la definicion de (p_)* se ve facilmente
que esto es equivalente a p_ > 2n/(n + 2). O

OBSERVACION 2.2.4. Observemos que si n = 2 que es el caso de interés en imagenes,
la condicion del Corolario [2.2.3] es exactamente p_ > 1.

2.3. Minimizacién de funcionales en espacios de Sobolev

De acuerdo a lo que vimos en la introduccién, estaremos interesados en minimizar
funcionales de la forma

030) () = Fy) £ 260 1) /’V“‘WM A

definidos sobre el espacio de Sobolev W 1P(*)

Queremos entonces usar el Método Dzrecto del Cdlculo de Variaciones, Teoremas
[2.1.20] y [2.1.21] para ver que J tiene un dnico minimizante. Para eso necesitamos
verificar los siguientes hechos:

1. WHP@(Q) es un espacio de Banach reflexivo.
2. J es un funcional estrictamente convexo, coersivo y acotado inferiormente.

Si verificamos estas propiedades, el Teorema [2.1.20| nos dara la existencia y unicidad
de minimizante.

El uso del Teorema [2.1.21], lo haremos cuando en lugar de minimizar en todo el
espacio W@ () lo hagamos en el subconjunto We'™ () que se define como

W, (Q) = {v € WH(Q): v = g en 90},

con ¢g: X2 — R una funciéon dada.
En la seccion previa, ya vimos que WP®)(Q) es un espacio de Banach reflexivo si
p— > 1. Luego asumiremos esa hipotesis a lo largo de toda la tesis.

Veamos ahora que el conjunto ng’p(m)(Q) es un subconjunto convexo y cerrado de
Wir)(Q).

PROPOSICION 2.3.1. Sea 2 C R™ un dominio acotado, g: 90 — R una funcion
acotada y p: 0 — R un exponente tal que 1 < p_ < p, < co. Entonces ng’p(m)(Q) es
un subconjunto convezo y cerrado de WP@(Q).
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DEMOSTRACION. La teoria de trazas de funciones de Sobolev (ver, por ejemplo, el
libro de Adams [1] o [13]) dice que si {ug tren € WHPE(Q) es tal que |Jug, —ul|1 @) — 0
entonces, pasando eventualmente a una subsusecion, u; — u en casi todo punto de 0f2.
Luego si uy € ng’p(x)(Q), tenemos que ur = g en 0f) para todo k € N de donde u =g
en 0f) y en consecuencia u € W;’p(‘r)(Q). Esto prueba que ng’p(x)(Q) es cerrado.

Para ver que es convexo, si u,v € Wa?™(Q) y t € [0, 1] entonces en casi todo punto
x € 011,

tu(z) + (1 = t)o(x) = tg(x) + (1 = )g(x) = g(x),
de donde tu + (1 — tyv € Wy "™ (Q) como queriamos demostrar. O

Empecemos entonces a verificar las distintas hipotesis sobre J.

PROPOSICION 2.3.2. El funcional J: W@ (Q) — R definido en (2.3.1)) es estric-

tamente convexo.

DEMOSTRACION. El resultado es una consecuencia inmediata de la convexidad es-
tricta de la funcién real z — 2" con r > 1.

En efecto, observemos que
(tv+ (1 —thu) = I =tv—-D+1A—=t)(u—-1)*<tlv—-1)72+(1—t)(u—1)>

con desigualdad estricta si v # v y 0 < t < 1. Entonces

G(ltv+ (1 — t)u] — I) = %/Q((“’ + (1= ) — 1) da

A A
< t—/(v—])2d$+(1 —t)—/(u—])2d$
2 Ja 2 Ja
=tGv—0)+(1—-t)G(u—1).
con desigualdad estricta si v Zu y t € (0,1).
Por otro lado,
IV(tv + (1 — t)u) P = [tVo + (1 — ) VuP® < (¢Vo] + (1 — t)|Vu|)P@
< VP 4 (1 - t)|VulP™,
con desigualdad estricta si Vu # Vv y t € (0,1). Luego

v — ) P@)
Fo)(tv+ (1 —t)u) = /Q V(t +1(91(x) t)u)] d
tVo@ + (1 — )| Vulr@
< /Q () dx
< t‘FP(CC) (U) + (1 - t)fp(x) (U)

X

con desigualdad estricta si v #u y t € (0,1).
De la convexidad estricta de Fp) y G se deduce la de J. O

PROPOSICION 2.3.3. El funcional J definido en (2.3.1) es coersivo y acotado infe-
riormente en WoP™(Q).
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DEMOSTRACION. Claramente J(v) > 0 para todo v, asi que es acotado inferior-
mente. Para ver la coersividad, se observa simplemente que
T (0) Z Fya)(v).

En [13] se ve que existen constantes A, B > 0 tales que

1 1

Fow)(v) 2 Amin{|[o][{ ), [1]l1 50} — B
para toda v € W, P™(Q) de donde se deduce la coersividad. O

Combinando las Proposiciones y con el Teorema [2.1.21| obtenemos el
siguiente resultado,

TEOREMA 2.3.4. Sea 2 C R"™ un dominio acotado y p: 2 — R una funcion tal que

l<p. = igfp(x) <supp(x) =py < o0.
Q

Sea I € L*(Q) y J: WH@(Q) — R definido por (2.3.1)). Sea g: 9Q — R una funcion
acotada.

Entonces existe un unico u € ng’p(m)(ﬂ) tal que

J(u) < J(v), para toda v € ng’p("”)(Q).

2.4. El p(x)—Laplaciano

En esta seccion introducimos el p(z)—Laplaciano, damos la definicion de solucion
que se usard en esta tesis y probamos un resultado de unicidad para el problema de
Dirichlet asociado.

Dado Q C R" y p: © — R una exponente tal que 1 < p(z) < oo para casi todo
x € €, se define el p(z)—Laplaciano como

(2.4.1) Apyu = div(|VuP") 72 Vu) = V - (|VuP" 72 V).

Observemos que si el exponente p(z) = 2 para todo z € (), se tiene que el
p(x)—Laplaciano coincide con el operador de Laplace usual. i.e. Agu = Au = V?3u.

Cuando p(z) es constante, p(x) = p para todo = € Q el operador se llama el
p—Laplaciano y es un operador muy estudiado en la literatura como modelo de difusion
en fluidos no-Newtonianos.

El estudio del operador p(z)—Laplaciano, tuvo su origen en el estudio de problemas
de difusion en fluidos electrorheolégicos. Estos son fluidos que modifican sus propiedades
difusivas en presencia de un campo electromagnético. Para una discusiéon de estas
aplicaciones y diferentes propiedades de los mismos se puede consultar [18]. Como
mencionamos en la introduccion, la aplicacion del p(z)—Laplaciano al procesamiento
de imégenes fue introducido por [8].

El problema de Dirichlet asociado al p(x)—Laplaciano consiste en lo siguiente:
Dadas f: Q = Ry g: 002 — R, encontrar u: Q — R tal que

{—Ap(m)u =f en(

2.4.2
( ) u=4g en 0.
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Tipicamente, en EDPs, para encontrar soluciones de problemas del tipo (2.4.2)), uno
necesita debilitar la nociéon de solucion.

DEFINICION 2.4.1. Decimos que u: Q — R es una solucion débil de (2.4.2) si
we Wy"(Q) y

(2.4.3) /|Vu|p($)_2Vu-Vv dr = / fvdz,
Q Q

para toda v € W, P™(Q),

Observemos que si u, v € W@ (Q), entonces la integral de la izquierda en (2.4.3))
estd bien definida. Esto es una consecuencia inmediata de la desigualdad de Young

v 11
s paratodoa,b>()y_+_,:1‘
p p P

/

p
abﬁa——l—
p

En efecto, el integrando lo podemos estimar como
|Vu|p@) N |Vo|p®)
P(z) p(x)

donde hemos usado que p/(p — 1) = p. Por otro lado, la integral de la derecha resulta
finita si f € LY(Q) con g > (p*) =np_/(np_ —n+p_)sip_<noqg>1sip_>n.

||vu|p($)—2vu . VU} < |Vu|p(x)—1|vv| <

9

OBSERVACION 2.4.2. Observemos que en el modelo de imagenes se tiene que n = 2,
p_ =1+4+¢€y q=2, luego la condicién se verifica siempre.

Para el problema (2.4.2) se tiene existencia y unicidad de soluciéon débil. Este re-
sultado es una consecuencia de la monotonia estricta del operador p(x) — Laplaciano.
En efecto, en [20] se demuestra la siguiente desigualdad vectorial.

LEMA 2.4.3 (|20], Lema 6.13). Sea 1 < p < oo. Entonces, para cada n € N existe
una constante ¢ > 0 que depende de n y p tal que

clx—y? sip>2
(P2 = lyp~2) - (o) 2 U 2
MEEMEEEC S

Con la ayuda del Lema se ve facilmente que el operador p(z)—Laplaciano
resulta estrictamente mondtono y por ende el problema ([2.4.2) posee una tnica solucion
débil. Para una demostracion de este hecho, se puede consultar el libro [13] o [14].

TEOREMA 2.4.4. Sea 2 C R" un dominio acotado, p: 2 — R un exponente tal que

I <p- =infp(z) <supp(x) = p; < oo.
Q

Sea ¢ € R tal que ¢ > (p*) =np_/(np_ —n+p_) sip- <noq>1sip_ >n.
Entonces, dada f € LI(Q) y g € W'P@)(Q) eziste una tinica solucion débil de (2.4.2).

En este capitulo introductoreo, daremos una demostraciéon alternativa del Teorema
basado en el método del calculo de variaciones (ver la Seccion [2.5.2)).



2.5. CALCULO DE VARIACIONES Y LA ECUACION DE EULER-LAGRANGE 17
2.5. Caéalculo de variaciones y la ecuacién de Euler-Lagrange

El célculo de variaciones (también llamada derivada funcional) tiene sus origenes en
el S. XIX con la formulacion Lagrangiana de la mecanica clasica. La idea de Lagrange
fue la de reformular las leyes de Newton de movimiento como aquellas trayectorias que
minimizan un cierto funcional de accion. Luego, con la ayuda de la derivada funcional,
se deduce que esas trayectorias deben verificar una cierta ecuacion diferencial que es la
que se conoce con el nombre de ecuacion de Fuler-Lagrange.

Esta idea fue luego llevada a diferentes campos de aplicaciones. Por ejemplo Lord
Rayleigh a fines de S. XIX y principios del S. XX utiliz6 estas ideas para la deduccion
de la ecuacién de la membrana eléstica. Ya a partir de mediados del S. XX, con los
trabajos de Sobolev y Schwartz estas ideas se formalizaron mateméaticamente para dar
lugar a lo que hoy se conoce como Cadlculo de Variaciones.

En esta seccion damos los conceptos basicos de este tema y luego aplicamos esas
ideas al estudio de minimizantes del funcional definido en (2.3.1)).

2.5.1. Introduccién al Calculo de Variaciones. Empecemos dando la nocién
de derivada para funcionales definidos en espacios de Banach.

DEFINICION 2.5.1. Sea X un espacio de Banch y sea J: X — R un funcional (no
necesariamente lineal). Decimos que J es Gateaux diferenciable en uy € X (o que
posee derivadas direccionales), si para toda v € X existe el limite

T (ug + tv) — T (ug) d
! _1¢ P
T (wo)() =l t = G+ 1)
En ese caso llamamos a J'(up)(v) la derivada de Gateaux de J en ug en la direccion
de v.

t=0

A la derivada de Gateaux se la conoce en la literatura fisica como la derivada
funcional.

Si bien no necesitaremos mas que esta nociéon en lo que sigue de la tesis, por com-
pletitud nos parece importante relacionarla con la nocién usual de diferenciabilidad de
funciones reales.

Observemos que en la Definicién no se asume nada de la regularidad o de-
pendencia de J'(ug)(v) respecto de v o respecto de ug. En general es deseable que [J’
sea, para cada ug fijo, una funcion lineal en v y continua. Es decir, para ug € X fijo,
J(ug): X = Ry J'(ug) € X'.

Por otro lado, es también deseable que esta aplicacion J'(ug) € X' varie continua-
mente cuando varia ug. Es decir, que J': X — X’ sea una funcion continua.

DEFINICION 2.5.2. Sea X un espacio de Banach y sea J: X — R un funcional
diferenciable Gateaux para u € X. Decimos que J es de clase C! (o que J € C(X))
si J': X — X' es continuo.

Por otro lado, de manera analoga a lo que se tiene para funciones reales, se define
la nocion de diferenciabilidad.

DEFINICION 2.5.3. Sea X un espacio de Banach y 7: X — R un funcional. Decimos
que J es diferenciable (o Fréchet diferenciable) en uq si existe un funcional lineal p € X’
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tal que

T (uo + h) = T (uo) + @(h) + o([[1]]),
para todo h € X.

OBSERVACION 2.5.4. Por o(||h||) nos referimos a que

1w | T (ug + h) — T (ug) — @(h)]|
(= Al

= 0.

OBSERVACION 2.5.5. Es facil ver que si J es diferenciable en u, el funcional ¢ es
tnico. En ese caso se nota dJ (ug) y se lo denomina el diferencial de J en wy.

OBSERVACION 2.5.6. Es también facil de ver que si J es diferenciable en ug, en-
tonces J es Gateaux diferenciable y se tiene que

dJ (uo)(h) = T (uo)(h).

Al igual que ocurre en funciones reales, el reciproco no es cierto. Es decir que existen
funcionales Gateaux diferenciables que no son (Fréchet) diferenciables. Sin embargo se
tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 2.5.7. Sea X un espacio de Banach y J € CY(X). Entonces J es Fréchet
diferenciable.

Para una excelente introduccién sobre este tema, donde en particular se encuentra
la demostracion del Teorema recomendamos el libro [2].

El principal uso de la derivada de Gateaux se encuentra en el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.5.8. Sea X un espacio de Banach y J: X — R un funcional.
Supongamos que ug € X es un minimo local de J. Es decir, existe v > 0 tal que

T (ug) < J(v) para todo v € X tal que ||v — ug|| <.

Entonces si J es Gateaus diferenciable en ug y se tiene que J'(up)(v) = 0 para todo
veX.

DEMOSTRACION. La demostracién es elemental. Sea v € X, v # 0. Entonces,
llamando h = ug + tv tenemos que |ug — h|| = |t|]jv]| < 7 si [t] < r/||v] = 9.

Llamemos entonces j: (—6,0) — R a la funcion
() = T (o + o).

Por hipotesis se tiene que j tiene un minimo en ¢ = 0y por ende j'(0) = 0. Pero usando
la definiciéon de derivada de Gateaux se obtiene que

7'(0) = T (uo)(v),

lo que termina la demostracion. O]
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2.5.2. Ecuaciéon de Euler-Lagrange. En esta seccién usaremos el calculo de
variaciones aplicado al funcional definido en (2.3.1)) y de ahi deduciremos la Ecuacion
de Fuler-Lagrange asociada que caracteriza al minimizante encontrado en el Teorema

2.3.4

Empecemos viendo que el funcional 7 definido en (2.3.1) es Gateaux diferenciable
y calculemos su derivada

PROPOSICION 2.5.9. Sea 0 C R™ un dominio acotado y p: 0 — R un exponente
tal que

1 <p- =infp(x) <supp(x) = py < oo,
Q

Sea Fyzy: WHPO(Q) — R dado por

|Vv|p(‘”
p(w)

Entonces Fpy es Gateaux diferenciable en u para toda u € Wir@)(Q) y

Foay () (v) :/Q|Vu|p(x)_2VU-Vvdx.

DEMOSTRACION. Sean u,v € WP (). Recordemos que la derivada de Gateaux

de F,)(u)(v) se define (Definicion como

d
Fo)(@)(v) = = Fpiay (u + tv)

t=0
Luego se tiene

d |Vu + tVo|P@)
dt]: y(u+tv) = pr / )

- |4 (Wu ;g| ) o

= / |V + tVou|P@~2(Vu + tVo) - Vo dz.
Q

Evaluando en ¢ = 0 se deduce el resultado. O

PROPOSICION 2.5.10. Sea Q2 C R™ un dominio acotado. Sea p: €2 — R un exponente
tal que

l<p.= igfp(a:) <supp(x) = py < o0.
Q
Asumamos que p_ > 2n/(n + 2). Entonces el funcional G: W'P@)(Q) — R dado por

1
:—/|v|2dx
2 Ja

es Galeauzr diferenciable para toda u € W@ (Q) y se tiene que

G'(u)(v) :/qudx.
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DEMOSTRACION. La demostracion es similar a la de la proposicién anterior, pero
los calculos son atin més simples. Observemos que la condicion p_ > 2n/(n + 2) es
necesaria de acuerdo al Corolario 2.2.3] El resto de la demostracion es inmediata. [

Tenemos entonces el siguiente corolario.

COROLARIO 2.5.11. Con las mismas hipdtesis y notaciones que en las Proposicio-
nes 2.5.9 y|2.5.1( se tiene que J(v) = Fya)(v) + AG(v — I) con I € L*(Q) resulta
diferenciable Gateaur para todo u € WHP@(Q) y

j’(u)(v):/|Vu|p($)_2Vu-Vvdx+)\/uvdx—/\/Ivdx.
0 Q Q

Con estos preliminares ya podemos encontrar la ecuacion de Euler-Lagrange que
verifican los minimizantes de [J. Si combinamos el Teorema que nos da la exis-

tencia y unicidad de un minimo para J en W;?” (), con la Proposicion y el
Corolario [2.5.11] obtenemos que el tinico minimizante u € ng P (x)(Q) de J verifica que

/|Vu]p(’”)_2Vu-Vvdm—i—)\/uvdx:/\/lvdx,
0 0 0

para toda v € Wol’p(x)(Q). Luego, de acuerdo a la Definicion obtenemos el si-
guiente resultado

TEOREMA 2.5.12. Sea J el funcional definido en (2.3.1). Entonces el dnico mi-

nimizante u € ng’p(m)(Q) de J es la unica solucion débil de la siguiente ecuacion de
Euler-Lagrange

(2.5.1)

—Apyu+Au=A en)
u=yg en 0.

DEMOSTRACION. Como mencionamos antes del enunciado del teorema, el hecho de
que el minimizante u es solucion débil de (2.5.1)) es una consecuencia de la Proposicion
y el Corolario [2.5.11} Si bien la unicidad es una consecuencia del Teorema [2.4.4

podemos dar una demostracion alternativa usando la unicidad del minimizante.

En efecto, probemos que toda solucion débil de (2.5.1]) es un minimizante de J lo
que concluiria la demostracion.

Sea entonces u € W, (Q) una solucién débil de @.5.1) y v € W, *™(Q) arbitra-
ria. Luego, u — v € W™ (Q) y entonces se verifica

/|Vu|p($)_2Vu- (Vu—Vv)dx—i-/\/(u—I)(u—v)d:L’:0.
0 0

Reagrupando términos, se obtiene

/]Vu|p(m) dx+)\/(u—f)2dx:/|Vu\p(z)_2Vu-Vvdx—i—)\/(u—f)(v—])dx.
0 0 0 0

Observemos ahora que, si llamamos p'(z) = p(x)/(p(z) — 1),
|V [P) N |Vo|P®)
P'(@) p(z)

|Vul|P®) 2V - Vo < |VuP@ Vo <
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(w—1)*  (v-1)
> T2

(u—Dw-=I)<|lu=I|v-1I| <

de donde facilmente se obtiene que

2
g = [T gy [0,
Q 2

/va“” Y=
Q 2

como queriamos ver. Esto ﬁnahza la demostracion.
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Capitulo 3
El método numeérico

3.1. Introduccion

En este capitulo desarrollaremos un método numeérico para soluciones débiles del
problema de Dirichlet para el p(x)—Laplaciano. Recordemos que el p(z)—Laplaciano
se define como

Apyu =V - (|[VuP?)2va) .

Como hemos mencionado anteriormente, este operador fue utilizado por diferentes au-
tores en vista de sus aplicaciones a diferentes campos de la ciencia tales como el estudio
de fluidos electrorheoldgicos y procesamiento de imagenes. Una buena descripcion de
estas aplicaciones se encuentra en los ya mencionados articulos [18] y [8] respectiva-
mente.

Desde un punto de vista matemético, este operador presenta dificultades interesan-
tes y desafiantes, dado que cuando el exponente p(z) no es constante, el operador no
es homogéneo.

Cuando p(x) = p es constante, el p(x)—Laplaciano se denomina el conocido opera-
dor p—Laplaciano que ha sido muy estudiado en la literatura, tanto desde un punto de
vista tedrico como computacional. Ver [3], por ejemplo.

En este capitulo presentaremos una implementacién numérica basada en el llamado
método de descomposicion-coordinacion para resolver el problema de Dirichlet asociado
al p(x)—Laplaciano

3.1.1
( ) u=yg en 02,

{—Ap(x)u = f €en Q,
donde © es un dominio acotado con borde Lipschitz en R®y f: Q@ — R, g: 00 — R
son datos.

La implementacion del codigo la hemos realizado en MATLAB pero esto es una
eleccion arbitraria y nuestro codigo puede ser facilmente adaptado a cualquier otro
lenguaje de programacion.

El problema de computar eficientemente la solucion de presenta varias difi-
cultades debido a la fuerte no linealidad y, mas importantemente, al caracter degenera-
do/singular de la ecuacion en puntos = € Q donde Vu(z) = 0 dependiendo si p(x) > 2
o p(x) < 2 respectivamente.

Hasta donde sabemos, el primer analisis riguroso de aproximaciones numéricas para
3.1.1) fue realizado en [10]. En ese articulo, los autores estudian la aproximacion de
3.1.1)) utilizando el método de Elementos Finitos y demuestran la convergencia del
método. Ver también [4), 12].
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En un trabajo posterior, [11], los autores introducen el llamado método de descom-
posicion — coordinacion para el problema, que es un procedimiento iterativo que
tiene la ventaja de que en cada paso de la iteracion, uno debe resolver una EDP lineal
y una ecuacion no lineal algebraica lo que en teoria hace el problema mucho méas simple
y eficiente desde un punto de vista computacional.

Luego, nuestro objetivo es el de implementar el método introducido en [11], ase-
gurando la simplicidad y eficiencia para la resolucién computacional de en di-
mension dos. Més atin, daremos una demostracion de la convergencia del método bajo
ciertas hipotesis naturales sobre los datos.

El codigo, como mencionamos anteriormente, estd implementado en MATLAB, y
puede descargarse del enlace
https://bit.ly/3Ec1T5s.

Para finalizar esta introduccion, queremos mencionar al trabajo [6] donde los au-
tores presentan un método alternativo para el calculo numérico de con técnicas
muy diferentes a las utilizadas en esta tesis. De hecho, en [6] los autores usan un pro-
cedimiento de minimizacion del funcional asociado J definido en para lo cual
deben cuidadosamente tener en cuenta el caracter degenerado/singular de la ecuacion.
Si bien ambos métodos se comportan eficientemente, creemos que nuestro enfoque es
més simple, elegante y sencillo de implementar.

3.2. Descripcion del método

En esta seccion, daremos una descripcion del método de descomposicidon—coordinacion.
Como mencionamos anteriormente, el mismo es un proceso iterativo y se realiza de la
siguiente manera:

Primero se definen dos campos vectoriales 1, v5: Q — R2.

Luego, recursivamente, si asumimos calculados u,_1, 1, ¥y vn_1 se calculan u,, 1,41
y v, de la siguiente forma:

1. Se calcula u, resolviendo la siguiente EDP lineal

{—Aun =V~ Var) + [ enQ

3.2.1
( ) Uy, = ¢ en 0€).

2. Se calcula v, resolviendo la siguiente ecuacion algebraica no lineal
(3.2.2) VP20, + vy = 1+ V.

3. Finalmente, se calcula 7,4, como
(3.2.3) Nna1 = N + VU, — Uy.

En [11] se demuestra la convergencia de este procedimiento. La sucesion {uy, }nen
definida en (3.2.1) converge a la solucion u de (3.1.1). En esta tesis incluimos una
demostracion de este hecho en el Teorema 3.5.3

Recordar que para el problema planteado en (3.2.2) p = p(z).

Observemos que en este método, en cada paso de la iteracion, es necesario resolver
una EDP lineal. Esta EDP la discretizamos usando el método de elementos finitos y
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nuestro codigo utiliza elementos lineales a trozos. Un punto importante es que la matriz
del método es la misma en cada paso.

Observemos también que la ecuacion algebraica no lineal (3.2.2)) si bien es una
ecuacion vectorial, se puede resolver de la siguiente forma: notemos por t, = |v,|,
luego t,, € R es la solucion de la ecuacion escalar

t (P24 1) =1y,

donde 7, = |n, + Vu,|. Esta ecuacién escalar se resuelve de manera sencilla, por
ejemplo, usando el método de biseccion o el método de Newton-Raphson. Una vez
calculado t,,, se resuelve
~ nt+ Vuy,
ot

El paso 3 en la iteracién es una simple evaluacion.

3.3. Resolucién de (3.2.1) por elementos finitos

En esta secciéon vamos a dar una brevisima descripciéon del método de resolucion
de elementos finitos para . El objetivo de esta seccion es que la tesis sea lo més
autocontenida posible y de ninguna manera intentamos ser exhaustivos. Una excelente
referencia para este tema que incluye en particular lo descripto en esta seccion es [9].

3.3.1. Descripciéon general del método. Para resolver la ecuacion (3.2.1)),
buscamos calcular la solucion en forma débil, es decir, buscamos u,, € H*(2) tal que

(3.3.1) LVun~V¢dx:—/ﬂ(nn—l/n_l)-ngﬁdx%—/ﬂfgzﬁdx,

para toda ¢ € H}(Q2) con u, = g en 0.

Para esto, utilizamos el método de elementos finitos. Este método, a grandes rasgos,
consiste en aproximar el espacio H'(€)) por una sucesion de subespacios de dimension
finita V;, € H'(Q) con la propiedad de que para toda u € H(),

(3.3.2) dist(u, V) — 0, si h — 0.
Luego, para cada h > 0 tenemos que el subespacio V, = gen{¢y,...,¢q, } donde
dh = dlm(Vh)

Entonces para resolver (3.3.1]), buscamos u" € V; que verifique (3.3.1]) para toda
¢ € V},. Equivalentemente,

/VUZ'V@d:c:_/(nn—vn1)-V¢id:c+/f¢ida:, i=1,....d.
Q Q Q

: S h _ dn G o1 h o _ 1 dp,
Si escribimos u, = > ", u},¢;, tenemos entonces que el vector u; = (u, ..., ug")
verifica

h _ ph
(3.3.3) Au" = b,

donde A € R%* A = (a;;), es la matriz de rigidez que esta dada por

Q35 = / VQbZ . VQb] dx
Q
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y bl € R bh = (bL, ... bir) esta dado por

b = — /Q(nn — VUp1) - Vo;dr + /Q foidx.

3.3.2. Triangulacién. Para aplicar este método es necesario entonces disefiar
una familia de subespacios V; de manera tal que se verifique (3.3.2)) al mismo tiempo
que la matriz de rigidez A sea simple de calcular, inversible y simple de invertir.

La forma méas habitual de obtener estar propiedades es utilizando los llamados
elementos finitos lineales a trozos que se construyen de la siguiente manera:

1. Se toma un parametro h > 0.

2. A la clausura dominio €2 se supone que se lo puede describir como una uniéon
de triangulos cerrados no solapados de manera tal que ningtin vértice intersecte
una arista de otro triangulo. Notamos esto como

3. Cada tridngulo de la descomposicion debe tener didmetro menor que el para-
metro h.

4. Los tridangulo no pueden degenerar. Por ejemplo, debe existir una constante
¢ > 0 tal que el radio interior de cada tridangulo (el radio del disco mas grande
contenido en el triangulo) es mayor o igual que ch.

Una familia de triangulaciones que verifican estas condiciones la notaremos como

{Thn}n>0, donde

Np
To-qmy v o=

=1

Un ejemplo simple de algunas triangulaciones se puede ver en la Figura |3.1]

Figura 3.1. Triangulacion del dominio © = [0, 1] x [0, 1] para diferentes
valores de h > 0
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3.3.3. Elementos finitos lineales a trozos. Una vez obtenida la triangulaciéon
descripta en la seccion [3.3.2] para cada h > 0 se construye el subespacio V; de la
siguiente manera:

1. Para la triangulacién T, se numeran los vértices de todos los tridngulos T7,
i=1,..., N,y se obtiene el conjunto de vértices Vj, = {vy,...,vq, }.

2. Se definen las funciones ¢;(z) como la dnica funcion ¢;: @ — R tal que ¢;|z»
es lineal y ¢;(v;) = &;;, donde §;; es la delta de Kroneker, ver Figura [3.2] l

FIGURA 3.2. Gréfico de ¢;(x)

Luego definimos Vj, = gen{¢1, ..., ¢4, }-
Se demuestra en [9] que estos subespacios V), verifican la propiedad (3.3.2)).

Asi mismo, se demuestra en [9] que la matriz de rigidez A resulta ser inversible y
rala (es decir con gran mayoria de coeficientes nulos) lo que hace que la resolucion del

problema ({3.3.3]) sea simple.

3.3.4. Convergencia. Este método resulta ser convergente para cada n fijo
cuando h — 0. En el caso en que el dominio €2 es un poligono convexo, se tiene
que

[un = wpllmi) < Ch y  lun — bl 20 < O,

donde u, es la solucion de (3.2.1)), u” es la solucién del método de elementos finitos
dada en (3.3.3) y C es una constante independiente de h.

3.4. Descripcion del codigo

Asumimos que la malla 7 y la matriz de rigidez para el operador de Laplace A
fue generada anteriormente. Mas precisamente la informacion que se necesita sobre la
triangulacion T es proporcionada por las siguientes variables que deben ser cargadas
en el ambiente:

= vertex_coordinates es una matriz de tamano N, x 2 tal que la k—ésima fila
de la matriz proporciona las coordenadas del k—ésimo vértice.

= elem_vertices es una matriz de tamano N, x 3 tal que la j—ésima fila de
la matriz proporciona los nimeros de los tres vértices que definen al j—ésimo
elemento.

» dirichlet es una matriz de tamano Ny X 1 que enumera los nodos del borde
de la region.
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La matriz de rigidez A es de tamano N, x N, y se calcula como
Atid) = [ Vorvsds
Q

donde {¢;} es la usual base de los elementos finitos lineales a trozos.
Luego, se crean las funciones requeridas en la ecuacion (3.1.1]), por ejemplo

= p=Q(x,y)1,5
» f=Q(z,y)1
= g =@Q(z,y)0

Acé p es el exponente variable en (3.1.1) y f, g son la fuente y el dato de contorno
respectivamente. En este ejemplo, se esta calculando el p—Laplaciano con exponente
constante p = 1,5, dato de contorno homogéneo y fuente f = 1.

3.4.1. Inicio del algoritmo. El algoritmo comienza con tres tareas simples:

1. Primero define p como una matriz de tamano N, X 1 que representa el valor del
exponente que se toma constante en cada elemento. En nuestra implementacion,
calculamos p(7) como el valor de p en el baricentro del i—ésimo tridgulo.

2. Se calcula £ como una matriz de tamafnio N, x 1 de la forma

20) = [ fouds

Para el calculo de esta integral se utiliza algiin método de cuadratura.
3. Finalmente el algoritmo ajusta la matriz de rigidez A y el término de fuente £
de manera de imponer el dato de contorno g.

3.4.2. El proceso iterativo. Primero se definen de manera arbitraria dos matri-
ces 1y v de tamano Ny x 2. Nosotros las definimos como matrices aleatorias (pequenas)
para iniciar la iteracion. Nuestra decision de elegir estas matrices n y v de manera alea-
toria es simplemente para mostrar la robustez del método, pero en general es mejor
simplemente tomar n = v = 0.

1. Se calcula la divergencia de n — v de la forma

) = [ (9= )Vonds

Esta integral se resuelve usando un método de cuadratura y recordemos que h
es una matriz de tamano N, x 1.

2. Se resuelve la ecuacién lineal Au = (h+ £).

3. Se calcula gradu como una matriz de tamano N, x 2 tal que gradu(i,:) es el
gradiente de u en el 1—ésimo triangulo.

4. Se resuelve la ecuacion algebraica no lineal

233, ) [PD=20(i, ) + 0(4,:) = n(i,:) + gradu(i, )

Para resolver esta ecuacion, en cada triangulo ¢, se definen las cantidades esca-
lares r = |n(i,:) + gradu(i,:)| y s = p(i). Luego se resuelve la ecuacion escalar

4 =r, x> 0.
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Este problema tiene una tnica solucion = € [0,7]. Resolvemos este problema
usando el algoritmo de biseccion.
Luego, se toma v(i,:) = (n(i,:) + gradu(i,:))/(x* % 4+ 1) y se actualiza la
variable v = 1.
5. Para terminar el paso de la iteracion, se define = n+ gradu — v y se actualiza
n=1-

Este proceso iterativo se repite hasta que se verifica un criterio de parada.

3.4.3. Criterio de parada. Existen varias alternativas de criterios de parada
posibles y no hemos podido encontrar uno ideal. En nuestra opinién, dependiendo del
problema particular ciertos criterios de parada funcionan mejor que otros. Sin embargo,
el criterio de parada que fue més robusto y en particular el que hemos usado en los
experimentos de esta seccion, es el siguiente:

= Se define un error de tolerancia € > 0. Luego se ejecuta la iteracion hasta que
el error entre dos soluciones consecutivas sea menor a €.

Luego, se denota
Jo(u) == / |u(z)|P@ dx
Q
como el p—modular del vector u, y definimos el p—error como
p — error := (Jp(u — ﬁ))ﬁpm

donde u es la solucidon wvieja calculada en la iteracion previa y 4 es la soluciéon nueva
calculada en la tltima iteracion. La integral es, como siempre, calculada via un método
de cuadratura.

3.5. Convergencia del algoritmo

En esta seccion damos una demostracion de la convergencia del algoritmo descripto
anteriormente. La convergencia del mismo es una consecuencia de un método general
que fue descripto en [16]. Por simplicidad, consideraremos el caso donde el dato de
borde g se lo toma idénticamente cero (es decir, consideraremos el caso de condiciones
de Dirichlet homogéneas). Las modificaciones necesarias para considerar condiciones
de contorno generales son inmediatas (ver [16] para mas detalles).

En [16], Chapter VI|, se introduce el siguiente método general para la aproximacion
de problemas de minimizaciéon de la forma

(3.5.1) min F(Bv) + G(v),

veV

donde V' y H son espacios de Banach, B: V — H es lineal y continuo, F': H - Ry
G:V — R son funcionales convexos y semicontinuos inferiormente.

En nuestro caso, H = (LF@(Q))", V = WoP™(Q), Bv = Vo, y

p|p)
F(V):/Q| | dr 'y G(v):—/ﬂfvd:c
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Para resolver el problema (3.5.1) introducimos, para cada r > 0, el llamado La-
grangiano aumentado que se define como

L.(v,v,n) = F(v)+ Gv) +/

n-(Vv—u)d:z:—l—i/\Vv—l/Fda:.
o 2 Ja

n

L, WED(Q) x (LP ()" (Lp’<x>(9)) —R.
Necesitamos la siguiente definicion:
DEFINICION 3.5.1. Decimos que (u*,v*,n*) es un punto silla de £, si
Lo(u*,v*m) < L(u',v",n") < Ly(u,v,n")
para todo n € (LP' @) (Q))" y todo (u,v) € WoP™(Q) x (LP@(Q))".

En [16, Chapter VI, Theorem 2.1|, se demuestra lo siguiente

TEOREMA 3.5.2. (u*,v*,n*) es un punto silla de L, si y solo si u* es una solucion

de B5.0) y Vur = v

Luego, para encontrar la solucién de (3.5.1)) necesitamos encontrar puntos silla de
L. En [16, Chapter V1] el autor introduce el método de descomposicion — coordinacion
para aproximar estos puntos silla.

Si especializamos ese método a nuestro caso se obtiene lo siguiente:

1. Sea (vg,m) € (LP@(Q)™ x (LY ®(Q))" dado.
2. Asumamos que es conocido (vx_1,m;) v definimos
= 1y tal que

(3.5.2) /Qf(uk —v)dr + /Q(nk +r(Vug —vg_1)) - (Vo — Vug)de >0

para todo v € Wy P™(Q).
= 1, tal que

(3.5.3) / (| P20 =y + 7(v — V) - (v — vg) dz > 0
0

para todo v € (LP®)(Q))".
" 741 tal que

(3.5.4) Mer1 = Nk +17(Vug — vg).

Para aplicar el resultado de convergencia de [16] se necesita imponer una restriccion
en el exponente variable p(z).

TEOREMA 3.5.3. Asumamos que p(x) > 2. Sea (u*,v*,n*) un punto silla de L, y
sea (ug, Vg, Mer1) la sucesion definida por el algoritmo f. Entonces
up — ut en Hy ()
v, — v* en (L*(Q))"
Mer1 — e — 0 en (L*(Q))"
ne  es acotado en (L*(Q))".
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DEMOSTRACION. La demostracion es exactamente como en el Teorema 5.1 de [16]
Chapter VI| con las obvias modificaciones en nuestro caso. La necesidad de la condicion
p(z) > 2 es para que el Lagrangiano aumentado esté bien definido. O

Queda por ver que el algoritmo del Teorema |3.5.3| es exactamente el descripto en
la Seccion 3.2

TEOREMA 3.5.4. La sucesion definida en (3.5.2)—(3.5.4) con r =1 es la misma que
la definida en (3.2.1]) ~(3.2.3)).

DEMOSTRACION. Empecemos viendo que (3.5.2)) es lo mismo que (3.2.1). Para eso
tomamos en (3.5.2)) v = uy, + w, con w € CX(Q) arbitraria. Entonces obtenemos

—/fwdm—i—/(nk—l/k1)-dex+/Vuk-dex20.
Q Q Q

Como w es arbitraria, podemos intercambiar w por —w y llegamos a

—/fwdx—l—/(nk—l/k_l)~dex+/Vuk'dex:0
Q Q Q

que es exactamente ({3.2.1]) en forma débil.
Veamos ahora que (3.5.3) es equivalente a (3.2.2)). En efecto, si en (3.5.3)) tomamos

v = v + U, sigue que
/ (|Vk|p($)_21/k — e + (v — Vuk)) -vdx > 0.
Q

Nuevamente, intercambiando 7 por —v llegamos a

/ (‘I/}JMI)iQV]C — Nk + T(Vk - Vuk)) D
Q

y como I es arbitraria, obtenemos exactamente (3.2.2)).

Finalmente, (3.5.4) es igual a ([3.2.3)). O

OBSERVACION 3.5.5. La restriccion p(z) > 2 en el Teorema es de naturaleza
puramente técnica y no aparenta ser relevante en la implementacion de nuestro al-
goritmo. En nuestros experimentos el algoritmo se comporta bien para todo el rango
1 < p(z) < oo. Ver los experimentos de la siguiente seccion y del Capitulo

N
3
8
I

3.6. Experimentos numéricos

En esta seccién ilustramos nuestra implementacién comparando algunas soluciones
exactas con las calculadas con nuestro método. En todos los experimentos hemos usado
elementos finitos lineales a trozos descriptos en la Seccion [3.3]

Finalizamos esta seccién con unos experimentos en donde la solucion exacta no esté
disponible,

Para comenzar, consideramos un exponente constante p(x,y) = p y miramos dos
casos, uno con p > 2 en donde la ecuacion es degenerada y otro en donde
1 < p < 2 en donde la ecuacién es singular. Luego damos un ejemplo con
exponente variable p(x,y).
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Ejemplo 1. En este primer ejemplo, consideramos un exponente constante p > 2.
En este caso, la funcion
—2
u(z,y) = (@* +y7) %2
verifica que —A,u = 0.
Tomamos entonces 2 = (0,1) x (0,1), p = 20 y la misma u como condicién de
contorno.
En el dominio 2 realizamos una particion regular de 100 x 100.

Si denotamos por uy, a la soluciéon calculada, los errores obtenidos son
-3 -3
|l — uplloo ~ 2 x 1077, luw —wup|l, ~ 10

y el tiempo empleado en la iteracion fue de ~ 75s.
La solucion calculada para este ejemplo se muestra en la Figura [3.3

Adicionalmente comparamos nuestro criterio de parada definido en la subseccién
con la misma funcion de error evaluada en uj, — u (la diferencia entre la solucion
calculada y la exacta). Se observa que ambos errores se comportan de manera similar
en este ejemplo y que el cociente es asintoticamente constante. En este ejemplo esa
constante es aproximadamente 56. En la Figura se grafica el error exacto y el
criterio de parada multiplicado por 56.

F1GUrA 3.3. La solucion calculada en el Ejemplo 1

Ejemplo 2. En este ejemplo consideramos el llamado problema de torsion,
—Ayu=1.

Una solucién exacta para este problema esta dada por
u(z,y) = ¢, (1 — (2* + yﬂﬁ) ,

donde ¢, es una constante, ¢, = %2_1/(1’_1).

Consideramos el dominio Q = (—\/Li, \/Li) X (_\/Li’ %) y exponente constante p,
= 1,1. Como dato de contorno tomamos la misma funcién u y nuevamente realizamos
una particion regular de 2 de 100 x 100.
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FiGURA 3.4. En asteriscos rojos se grafican los errores exactos y en
puntos azules el producto de 56 por el criterio de parada para cada
iteracion del Ejemplo 1

Nuevamente llamamos u;, a la solucién calculada, los errores obtenidos son
lu — uplloo ~ 2 x 1074, |lu —upl, ~3 x 1074

y el tiempo empleado para las iteraciones fue de ~ 80s.
La solucion calculada para este ejemplo se muestra en la Figura [3.5

Al igual que en el ejemplo anterior, comparamos el criterio de parada definido en
la subseccion [3.4.3] con la misma funcion de error evaluada en u, — u. Nuevamente,
ambos errores se comportan de manera similar y nuevamente ocurre que el cociente es
aproximadamente constante. En este ejemplo, esa constante es aproximadamente 70.
En la Figura se grafican el error exacto y el criterio de parada multiplicado por 70.

F1GURA 3.5. La solucion calculada en el Ejemplo 2

Ejemplo 3. En este ejemplo consideramos un exponente variable p

—1
p(z,y) =1+ (%ﬂ + 2) y u(z,y) = \/iez(e%(“y) —1).

Esta funcion u es una solucion de —A,, yu = 0.
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FiGUurRA 3.6. En asteriscos rojos se grafican los errores exactos y en
puntos azules el producto de 56 por el criterio de parada para cada
iteracion del Ejemplo 2

Consideramos el dominio 2 = (—1,1) x (—1,1) con una particiéon regular de 100 x
100 y como dato de contorno a la misma w.

Una vez mas, llamamos u; a la solucion calculada y los errores obtenidos son
I —uplloo ~ 1,5 x 1072, flu — up||, ~ 2,7 x 107

El tiempo empleado en las iteraciones fue de ~ 81s.
La solucion calculada para este ejemplo se muestra en la Figura 3.7

Como en ambos ejemplos previos, comparamos el criterio de parada con la misma
funcion de error evaluada en u, —u. Una vez méas, ambos errores se comportan similar-
mente y nuevamente el cociente es aproximadamente constante, siendo esa constante
aproximadamente 50. En la Figura [3.6)se grafican el error exacto y el criterio de parada
multiplicado por 50.

F1GURA 3.7. La solucién calculada en el Ejemplo 3

En lo que sigue utilizamos nuestro método para el calculo de soluciones de (3.1.1)
en situaciones en donde no se conoce la solucién exacta.
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FiGurA 3.8. En asteriscos rojos se grafican los errores exactos y en
puntos azules el producto de 56 por el criterio de parada para cada
iteracion del Ejemplo 3

Ejemplo 4 - El problema de torsiéon. En este ejemplo trabajamos con el pro-
blema de torsion, con condiciones de Dirichlet homogéneas y exponente constante p.
Esto es

—A,u=1 en(
u=20 en 0f).

Consideramos el dominio Q = (—1,1) x (—1, 1) (para el cual no se conoce la solucion
exacta) y una particion regular de 100 x 100. Obtenemos las siguientes soluciones para
diferentes valores del exponente p ilustradas en la Figura [3.9

FicurA 3.9. A la izquierda la solucién calculada con p = 1,15, en el
centro la solucion calculada con p = 4 y a la derecha la solucién calculada
con p = 50 para el problema de torsiéon en el Ejemplo 4

Observemos que para valores pequenos del exponente p la solucion es plana y a
medida que el valor del exponente p crece, la solucién se vuelve mas parecida a la
pirdmide con maximo en el centro del dominio.

Ejemplo 5 - exponente variable. Finalmente, analizamos el problema de torsion
con exponente variable

—Apzypyu=1 en €,
u=20 en 0f),
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FiGURA 3.10. El problema de torsiéon para exponente variable y discon-
tinuo del Ejemplo 5

Consideramos un exponente discontiuo,

12 <0,
pz,y) = L =0

y un dominio rectangular Q = [-2,2] x [—1, 1].
Nuevamente, no se conoce la soluciéon exacta.

Nuestro método puede manejar sin problemas el caso de exponentes discontinuos y
la solucién calculada se muestra en la Figura [3.10

Como era esperado, la solucion es plana en la region {z < 0} en donde el exponente
es pequeno (p(z,y) = 1,2) y tiene forma piramidal en la region {x > 0} en donde el
exponente es grande (p(z,y) = 4).

El tiempo empleado en las iteraciones fue de ~ 52s.



Capitulo 4
Aplicaciones a imagenes

4.1. Introducciéon

En este capitulo estudiaremos distintas aplicaciones del método propuesto en la
Seccion para el procesamiento de distintas imagenes.

Recordemos que el método consiste en asumir que la imagen recibida [ es una per-
turbaciéon de una imagen real que llamaremos u en donde asumimos que la perturbacion
es pequena, es decir I = u + ruido donde estamos suponiendo que el ruido es chico.

Luego, el método descripto en la Seccion consiste en encontrar u como la
soluciéon del problema de minimizacion

J(u) = min 7 (v),
donde w ,
Vol /Wv—ﬂ
jv:fIer/\gv—]:/—dqu/\ —dx.
) = Fo0) + 3600 =) = | 255 5
La eleccion del parametro de regularizacion, p(x), se realiza de la siguiente manera:

) 1+e si|VI(z)]>p
“w‘{2 i [V1()| < 7

con >0y e>0 dos pardmetros a determinar.

Como describimos en el Capitulo 2] mas precisamente en la Seccion Teorema
2.5.12 este funcional J admite un unico minimo y ese minimo es la tnica solucion de
la ecuaciéon

(4.1.1)

—Apyu+Au= A en ()
u=1 en 0S2.

Recordemos el rol de cada uno de los parametros que aparecen en (4.1.1)):

= El pardmetro A es un parametro de peso que mide cuanto queremos que la
imagen procesada se parezca a la recibida. Si A es grande estamos exigiendo
que se parezca mucho, con lo cual si la perturbacion (ruido) es importante, la
imagen resultante se verd afectada. Si A es chico estamos diciendo que la imagen
procesada se parezca poco a la recibida, con lo cual el proceso podria generar
bordes donde no hay y/o homogeneizar regiones no queridas. Este compromiso
dependera del operador y de la naturaleza de cada imagen, de lo que se pretenda
o se busque con el procesamiento.

» El pardmetro € (¢ ~ 0), define el exponente. Dicho exponente serd 1 + € en
regiones donde presupondremos que existen bordes de modo que si € es chico el
exponente serd cercano a 1 y el programa hard mas definidos los bordes. En el

37
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resto de la imagen, tomaremos como exponente 2. En estas regiones el programa
actuara como el Método Isotropico (ver Seccion y suavizard de manera
homogénea.

= El pardmetro (3 se usa para delimitar las regiones donde se debe usar el expo-
nente p = 1 + € y en qué regiones se debe usar el exponente p = 2. Se asume
que las regiones con bordes son regiones de gran variacion en los valores de la
imagen, por ende debe tener un gradiente grande, de tal manera que si estamos
en una regiéon donde el gradiente de la imagen recibida es mayor que 3 definimos
el exponente p = 1+ € con lo cual p ~ 1, caso contrario definimos el exponente
p = 2y en esas regiones hara un suavizado homogéneo.

En una primera parte, tomamos distintas imagenes de internet, a las que perturba-
mos sintéticamente para luego realizar un anélisis cuidadoso del procesamiento con el
fin de detectar la mejor eleccion de los parametros del método, €, Ay 5.

En una segunda instancia trabajamos con imagenes provistas por distintos inves-
tigadores. En estos casos desconocemos la naturaleza del ruido y su percepcién de
“chico”. En cada imagen la elecciéon de los parametros se debi6 al resultados de pruebas
y observaciones, dependiendo de los objetivos a estudiar en cada una de ellas.

4.2. Algunos experimentos

En lo que sigue mostraremos resultados de la aplicaciéon del método a distintas
imagenes.

En esta seccion trabajamos con imagenes tomadas de internet, algunas de uso habi-
tual en la literatura, a las que perturbamos con ruido sintético. Esto nos permitio6 tener
més precisién en la eleccion de los parametros segin lo que esperabamos recuperar de
cada imagen.

El tipo de perturbaciéon que realizamos es el siguiente. La imagen recibida I es
una matriz de n x m. Luego, se genera una matriz aleatoria A de tamano n X m
donde cada coeficiente se elige con una distribucion uniforme en el intervalo (—1,1). A
continuacion se define un parametro de perturbacion r € (0,1) y a cada coeficiente de
la matriz imagen I;; se lo perturba multiplicAndolo por 1+ rA;;. Esto se traduce en la
imagen perturbada en un r x 100 % con distribucion uniforme.

4.2.1. Punto Negro. En nuestro primer ejemplo buscamos una imagen bien
simple y de baja resolucién. Trabajamos con un punto negro de 60 x 60 pixeles. Pri-
meramente la perturbamos al 10 %. Ver Figura

Procesamos las soluciones usando el Método Isotropico descripto en la Seccion [1.3.1]
y lo comparamos con nuestro método dado por la ecuaciéon que fue resuelta
usando el método numérico del Capitulo |3l Los pardmetros utilizados fueron A\ = 50,
e =10"%y 8= 1072 Los resultados se observan en la Figura

Conclusiones: Al utilizar un ruido chico, observamos que nos permite usar un para-
metro A grande dado que la imagen original ya se encuentra proxima a la perturbada.
Se observa adicionalmente que el Método Isotropico difumina toda la imagen, per-
diendo definicion en el borde del circulo. Vemos que nuestro codigo se porta muy bien
recuperando la definicién del borde del circulo y difumina el fondo en un gris aceptando
el compromiso de parecerse a la imagen perturbada.
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FIGURA 4.1. A la izquierda vemos la imagen original (punto negro de 60 x 60 pixeles), a la
derecha vemos la imagen perturbada en un 10 %.

FIGURA 4.2. A laizquierda vemos el resultado del Método Isotrépico, a la derecha el resultado
de procesamiento con nuestro cédigo.

Luego repetimos el experimento incrementando el tamano del ruido. En esta oca-
sion, perturbamos la imagen en un 25 % tal como podemos ver en la Figura [4.3]

Nuevamente, procesamos la imagen perturbada con el Método Isotropico descripto
en la Seccion m y con nuestro codigo, esta vez con pardmetros A = 25, ¢ = 1075 y
= 1075. Podemos ver estos resultados en la Figura

4.2.2. Shepp-Logan phantom. Nuestra segunda imagen es la conocida “Shepp-
Logan phantom” la cual se usa como modelo de una cabeza humana en el desarrollo
y prueba de algoritmos de reconstruccion de imagenes. La perturbamos al 50 %. Las
imagenes se pueden ver en la Figura 4.5

Al igual que en la secciéon previa, la procesamos con el Método Isotrépico y con
nuestro codigo. Los valores de los parametros en esta oportunidad, fueron de A = 50,
e =10"%y B =107 Podemos ver los resultados del procesamiento en la Figura [4.6]

Conclusiones: Vemos que con una perturbacion del 50 % y un factor de compromiso
con la realidad de A = 50 el Método Isotrépico homogeneiza toda la imagen poniendo
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FIGURA 4.3. Alaizquierda vemos la imagen original, a la derecha vemos la imagen perturbada
en un 25 %.

FIGURA 4.4. A la Izquierda los resultados del Método Isotrépico, a la derecha los resultados
de nuestro coédigo.

-

i

FIGURA 4.5. A la Izquierda Shepp-Logan phantom de 60 X 60 pixeles, a la derecha la imagen
perturbada al 50 %.
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FIGURA 4.6. A 1aIzquierda método Isotrépico, a la derecha los resultados de nuestro codigo.

bordes en regiones donde no hay. Nuestro codigo en cambio recupera bordes difusos y
homogeneiza regiones suaves.

4.2.3. Degradé de grises. Nuestro siguiente ejemplo fue una imagen que contie-
ne un degradé de grises. La intencion fue comprobar si con nuestro método se producia
la aparicion de bordes internos, un fenémeno conocido como el staircasing problem que
fuera observado en otros métodos (ver la discusion en [8]). Esta imagen fue perturbada
en un 15%. La imagen original y su perturbacion se observan en la Figura

FIGURA 4.7. A lalzquierda la imagen Original, a la derecha perturbada en 15 %.

Como vemos la imagen no posee bordes pronunciados y la perturbaciéon es muy
notoria.

La procesamos con el Método Isotrépico y con nuestro método usando los parame-
tros A = 20, e = 107* y 8 = 10~*. Podemos ver los resultados obtenidos en la Figura

438

Conclusiones: Vemos que nuestro cdédigo hace un muy buen trabajo respetando los
bordes pronunciados y homogeneizando las regiones suaves y no se observa el fenémeno
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FIGURA 4.8. A la izquierda Método Isotrépico, a la derecha los resultados de nuestro codigo.

de staircasing (es decir la aparicion de bordes internos no presentes en la imagen origi-
nal). Observamos también que el parametro A condiciona mucho los resultados, siendo
estos muy sensibles a la elecciéon de este parametro.

4.3. Estudio del error

En esta seccion, estudiaremos el error en los ejemplos analizados en la seccion
previa en donde conocemos la imagen sin perturbar. Comenzamos definiendo lo que
para nosotros serd el Error Base:

DEFINICION 4.3.1. Llamando [, la imagen original e [ a la imagen perturbada,
definimos:
Error Base = ||I, — I||,

donde la norma considerada es la norma de L?((2).

Luego, el Error Base mide cuanto se diferencian en norma L? la imagen perturbada
de la original.

Al ejecutar nuestro método de procesamiento, obtenemos, a partir de I la funcién
u y medimos el error cometido.

DEFINICION 4.3.2. Dada la imagen original I, y la imagen perturbada I, conside-
ramos u la solucion de (4.1.1). Luego definimos el error cometido

Error = || Iy — ul|,
donde la norma es considerada es la norma de L?*().

OBSERVACION 4.3.3. Observemos que el error cometido, depende de los parametros
elegidos A, e y 3.

Es de esperar que el error cometido en cada procesamiento sea menor que el Error
Base dado por la Definicion

En la siguiente tabla se muestran los errores base y errores obtenidos en algunos de
los ejemplos de la seccion anterior para los paradmetros utilizados en esa misma seccién



4.3. ESTUDIO DEL ERROR

U.
Error Base | Método Isotrépico | Nuestro método
Mo—1 | Il —al 1o — ul

Punto negro 0,0944 0,0768 0,0568

(pert. 25%, A = 17)
Shepp-Logan 0,0622 0,0562 0,0484

(pert. 50 %, A = 50)
Grises 0,0586 0,0490 0,0324

(pert. 15%, A = 20)
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y los comparamos con el error que se obtiene usando la solucién del Método Isotropico,

En estos ejemplos, los valores de los parametros € y 8 son los indicados en la seccion
anterior.

Tal como esperamos, vemos que en todos los casos el error obtenido en cada caso
resulta menor que el Error Base.

4.3.1. Seleccién de Parametros. Como ya mencionamos en la Observacion
4.3.3] el error obtenido depende fuertemente de la eleccion de los parametros en el

método y seglin se observa en los experimentos el error es muy sensible a la elecciéon
del parametro A fundamentalmente.

Para ilustrar esta dependencia, trabajamos con el ejemplo de la imagen del punto
negro (ver Figura [4.3)) perturbado al 25 % y manteniendo constantes los parametros e
y [ graficamos la dependencia del error obtenido en funciéon de A.

Tomamos € = 107%, 3 = 107% y corrimos el experimento para distintos valores de

A. Observamos que el error obtenido se minimiza aproximadamente con A = 17. Ver
Figura 4.9
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FIGURA 4.9. ||Ip — u|| en funcién de A para e = 107% 3 =10"°
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4.4. Ruido sintético

En esta seccion continuamos aplicando nuestro método a imagenes descargadas de
internet perturbadas sintéticamente, pero ahora trabajamos con imagenes mas grandes.
En los distintos ejemplos vemos que el algoritmo se comporta muy bien con tiempos
de computo muy razonables.

4.4.1. Lena. Trabajamos con la conocida imagen de Lena de 256 x 256 pixeles
que es usualmente usada para el testeo de programas de procesamiento de imagenes.
A la imagen la perturbamos un 25 % con ruido aleatorio de distribuciéon uniforme.

Luego la procesamos con nuestro codigo con los pardmetros e = 107%, 3 =106y
A = 30. Los resultados estan en la Figura

FIGURA 4.10. A la izquierda vemos la imagen original, a la derecha la imagen perturbada,
abajo la imagen procesada con nuestro codigo.

4.4.2. Shepp-Logan phantom. Trabajamos con una imagen de mas resolucion
de Shepp-Logan phantom de 256 x 256 pixeles (comparar con la Seccion . En esta
ocasion cambiamos la distribuciéon del ruido y la perturbamos un ruido gaussiano con
varianza 0.08.

Luego obtuvimos la solucién de procesamiento con nuestro c6digo con los parame-
tros: € = 1075, 8 = 1077 y A = 20. Podemos ver los resultados en la Figura m
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Imagen original agr ruido i con var=0.08

solucion con p=1.0001beta=1e-07t=20

FIGURA 4.11. A la izquierda vemos la imagen original, a la derecha la imagen perturbada,
abajo la imagen procesada con nuestro codigo.

4.4.3. Tomografia abdominal. Trabajamos con una tomografia abdominal ob-
tenida de internet de 600 x 356 pixeles y la perturbamos un 25 % con una distribucion
uniforme.

La procesamos con los siguientes parametros: ¢ = 107%, f = 1075 X\ = 40. Los
resultados se pueden ver en la Figura [4.12

4.4.4. Conclusiones. En todos estos ejemplos donde el ruido es artificial y pe-
queno, podemos ver que nuestro método hace un muy buen trabajo. Respeta y recom-
pone bordes y suaviza regiones homogéneas. Los tiempos de computo para este tamano
de imagenes es muy bueno.

4.5. Ruidos reales

En esta seccion trabajamos con imagenes provistas por distintos investigadores que
en sus trabajos necesitaban realizar reducciéon de ruido para el procesamiento de la
imagen.

4.5.1. Imagen de microscopio de Trypanosoma Brucei. Esta es una ima-
gen obtenida en microscopio para el estudio del Trypanosoma Brucei. Este es un pa-
rasito que se encuentra en la sangre.

En esta imagen lo que se busca es poder contar los parasitos y observar sus caracte-
risticas. Esta es una imagen grande de 1024 x 1280 pixeles que fue proporcionada por
la Dra. Gabriela Levy del IIBB-UNSAM.
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FIGURA 4.12. Arriba imagen original, al medio la imagen perturbada, abajo la imagen pro-
cesada con nuestro codigo.
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Observamos que la imagen del microscopio muestra unas manchas no deseadas en la
parte superior derecha y en la parte media baja y manchas menores similares a puntos.
Es deseable que estas manchas desaparezcan sin perder informacion. Ver Figura [4.13]

FIGURA 4.13. Imagen Trypanosoma Brucei, 1024 x 1280

Como la imagén es muy grande y se dificulta el procesamiento, nos quedamos con
una parte mas chica que incluye el ruido. Esta nueva imagen es ahora de 256 x 256
pixeles. Nos quedaremos con la parte senalada en la Figura

La procesamos con los pardametros € = 0,5, 3 = 107 y A = 30 y obtenemos las
iméagenes que mostramos en la Figura [4.15

Conclusiones: Entendemos que el ruido es grande, con los parametros elegidos no
conseguimos hacer desaparecer las manchas més importantes, si algunas menores. Lo-
gramos con estos pardmetros tener una buena definicion de los Trypanosoma Brucei.

4.5.2. Problema del parpadeo en resonancias. La siguiente imagen prove-
niente de una resonancia de tronco cerebral presenta un ruido provocado por el parpa-
deo del paciente. El parpadeo del paciente se muestra en esas hondas tipo “humo” de
cada lado del cerebro cercano al 16bulo de los ojos. Ver Figura 4.16]

Esta imagen fue proporcionada por el Dr. Federico Biafore, quien actualmente se
dedica al procesamiento y cuantificacion de imégenes neurologicas en resonancia y
medicina nuclear. La imagen provista tiene un tamano de 964 x 623 pixeles.

La imagen fue procesada con los parametros ¢ = 0,15, f = 0,001 y A = 13 y los
resultados se observan en la Figura [4.17]

Conclusiones: Vemos que si bien no disminuimos del todo el ruido provocado por el
parpadeo, logramos suavizarlo sin perder definicion de bordes.
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FIGURA 4.14. Nueva imagen para procesar de 256 X 256 pixeles

FIGURA 4.15. A la izquierda imagen original, a la derecha imagen procesada.

4.5.3. Tomografia de cerebro. La siguiente es una imagen proveniente de una
tomografia computada de cerebro que posee “artefacto” que provoca ruido en forma de
anillos concéntricos. Esta imagen es de 726 x 726 pixeles y también fue proporcionada
por el Dr Federico Biafore.

La procesamos con € = 1072, f = 0,15 y A = 5. Podemos ver los resultados en la
Figura

Conclusiones: Si bien no se logro6 eliminar el ruido, el mismo esta disminuido aunque
se pierde levemente la definicion en algunas partes sensibles de la tomografia.
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FIGURA 4.17. Solucién con e = 0,15, 8 = 0,001 y A = 13

4.5.4. Conclusiones finales. Vemos que los resultados en general son buenos,
sobre todo cuando hay mayor conocimiento sobre el nivel de ruido. En los casos donde
el nivel de ruido es desconocido, resulta més dificil obtener una mejora sustancial de la
imagen. Por otro lado, en los casos donde las hipotesis sobre el ruido (el ser pequenio)
se satisface, el método tiene una muy buena performance.
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4. APLICACIONES A IMAGENES

FIGURA 4.18. A la izquierda imagen original, a la derecha imagen procesada



[1]
2]
3]
[4]

[5]
[6]
[7]
18]
[9]

[10]
[11]
[12]

[13]

[14]
[15]
[16]

[17]

[18]

[19]

Bibliografia

Robert A. Adams and John J. F. Fournier. Sobolev spaces, volume 140 of Pure and Applied
Mathematics (Amsterdam). Elsevier/Academic Press, Amsterdam, second edition, 2003.
Antonio Ambrosetti and Giovanni Prodi. A primer of nonlinear analysis, volume 34 of Cambridge
Studies in Advanced Mathematics. Cambridge University Press, Cambridge, 1993.

John W. Barrett and W. B. Liu. Finite element approximation of the p-Laplacian. Math. Comp.,
61(204):523-537, 1993.

Luigi C. Berselli, Dominic Breit, and Lars Diening. Convergence analysis for a finite element
approximation of a steady model for electrorheological fluids. Numer. Math., 132(4):657-689,
2016.

Haim Brezis. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations. Universitext.
Springer, New York, 2011.

M. Caliari and S. Zuccher. Quasi-Newton minimization for the p(z)-Laplacian problem. J. Com-
put. Appl. Math., 309:122-131, 2017.

Antonin Chambolle and Pierre-Louis Lions. Image recovery via total variation minimization and
related problems. Numer. Math., 76(2):167-188, 1997.

Yunmei Chen, Stacey Levine, and Murali Rao. Variable exponent, linear growth functionals in
image restoration. STAM J. Appl. Math., 66(4):1383-1406, 2006.

Philippe G. Ciarlet. The finite element method for elliptic problems, volume 40 of Classics in
Applied Mathematics. Society for Industrial and Applied Mathematics (STAM), Philadelphia,
PA, 2002. Reprint of the 1978 original [North-Holland, Amsterdam; MR0520174 (58 #25001)].
Leandro M. Del Pezzo, Ariel L. Lombardi, and Sandra Martinez. Interior penalty discontinuous
Galerkin FEM for the p(z)-Laplacian. STAM J. Numer. Anal., 50(5):2497-2521, 2012.

Leandro M. Del Pezzo and Sandra Martinez. The decomposition-coordination method for the
p(zx)-laplacian, 2014.

Leandro M. Del Pezzo and Sandra Martinez. Order of convergence of the finite element method
for the p(z)-Laplacian. IMA J. Numer. Anal., 35(4):1864-1887, 2015.

Lars Diening, Petteri Harjulehto, Peter Hastd, and Michael Ruzicka. Lebesgue and Sobolev spaces
with variable exponents, volume 2017 of Lecture Notes in Mathematics. Springer, Heidelberg,
2011.

Lawrence C. Evans. Partial differential equations, volume 19 of Graduate Studies in Mathematics.
American Mathematical Society, Providence, RI, 1998.

Lawrence C. Evans and Ronald F. Gariepy. Measure theory and fine properties of functions.
Textbooks in Mathematics. CRC Press, Boca Raton, FL, revised edition, 2015.

Roland Glowinski. Numerical methods for nonlinear variational problems. Scientific Computation.
Springer-Verlag, Berlin, 2008. Reprint of the 1984 original.

Mila Nikolova. Weakly constrained minimization: Application to the estimation of images and
signals involving constant regions. Journal of Mathematical Imaging and Vision, 21(2):155-175,
2004.

Michael Ruzicka. Electrorheological fluids: modeling and mathematical theory, volume 1748 of
Lecture Notes in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2000.

Leonid I. Rudin, Stanley Osher, and Emad Fatemi. Nonlinear total variation based noise removal
algorithms. volume 60, pages 259-268. 1992. Experimental mathematics: computational issues in
nonlinear science (Los Alamos, NM, 1991).

51



52 Bibliografia

[20] Jacques Simon. Régularité de la solution d’une équation non linéaire dans RY. In Journées
d’Analyse Non Linéaire (Proc. Conf., Besangon, 1977), volume 665 of Lecture Notes in Math.,
pages 205-227. Springer, Berlin, 1978.



	Contenido
	Resumen
	Abstract
	Capítulo 1. Introducción
	1.1. Descripción general del problema
	1.2. Modelado matemático del problema
	1.3. Algunos métodos conocidos

	Capítulo 2. Preliminares
	2.1. Minimización de funcionales convexos
	2.2. Espacios de Sobolev
	2.3. Minimización de funcionales en espacios de Sobolev
	2.4. El p(x)-Laplaciano
	2.5. Cálculo de variaciones y la ecuación de Euler-Lagrange

	Capítulo 3. El método numérico
	3.1. Introducción
	3.2. Descripción del método
	3.3. Resolución de (3.2.1) por elementos finitos
	3.4. Descripción del código
	3.5. Convergencia del algoritmo
	3.6. Experimentos numéricos

	Capítulo 4. Aplicaciones a imágenes
	4.1. Introducción
	4.2. Algunos experimentos
	4.3. Estudio del error
	4.4. Ruido sintético
	4.5. Ruidos reales

	Bibliografía

