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Capitulo 1

Introduccion

El problema de autovalores para ecuaciones diferenciales elipticas de se-
gundo orden es uno de los problemas fundamentales de la fisica-matematica
y, probablemente, uno de los problemas mas estudiados en los tltimos tiem-
pos. Ver [9].

Ma4s precisamente, si € es un abierto de R, el problema de autoval-
ores para el operador de Laplace con condiciones de Dirichlet homogéneas se
formula como sigue: Encontrar A y u(z) tales que satisfagan

—Au = MAuen
{ v = 0 en 0N (1.1)

donde Au = div(Vu) es el Laplaciano.

A los de valores A € R que satisfacen (1.1) para alguna funcién u(z) no
nula se los llama autovalores y a las funciones u se las llama autofunciones
asociadas.

Sobre este problema, la teoria clasica del andlisis funcional da una
respuesta casi completa. Es decir, se sabe que existe una sucesion de auto-
valores (Ag)ren tal que

O< A <A< <N oo,

las autofunciones asociadas (ux)reny forman una base ortonormal de L?(2)
y son un sistema ortogonal y completo del espacio de Sobolev H}(Q) (ver
Capitulo 3 para la definicién y propiedades de este espacio). El primer au-
tovalor \; es un autovalor principal, es decir, el autoespacio asociado es de
dimensién uno y las autofunciones asociadas no nulas son de signo constante.

La teoria de autovalores se generaliza a operadores elipticos en forma de
divergencia de manera bastante natural (ver Capitulo 4).

7



8 Indice General

Al estudiar el problema cuando el operador eliptico es no lineal, pero
homogéneo, la teoria clasica ya no funciona, si bien varias de sus ideas pueden
aun aplicarse y se obtienen resultados parciales. Ver, por ejemplo, Garcia
Azorero-Peral Alonso [12], [13], Cuesta [7], Anane [2] etc. Algunos de estos
resultados estan descriptos en el Capitulo 6.

Dentro de la teoria de autovalores para operadores elipticos diferenciales,
un problema de especial importancia es el de optimizacién de estos autoval-
ores con respecto a los diferentes parametros en consideracion.

Consideraremos operadores de Schroedinger, es decir operadores uni-
formemente elipticos L bajo perturbaciones dadas por un potencial V', en
regiones acotadas.

Estos operadores aparecen en diferentes campos de aplicaciones tales co-
mo mecanica cuantica, estabilidad de la materia, teoria de scattering, etc.

En Ashbaugh-Harrell [4] se estudia el problema siguiente: Supongamos
que ||V za(q) esta restringida, pero aparte de eso el potencial V' es arbitrario.
..Se puede entonces estimar el maximo valor que el primer autovalor asociado
al operador L+ V puede alcanzar? ;Y el minimo valor? ; Existen potenciales
optimales? (i.e. potenciales V* y V, tales que el primer autovalor asociado a
L 4+ V* sea maximo y el primer autovalor asociado a L + V, sea minimo).

En Ashbaugh-Harrell [4] se responde a estas preguntas de manera satis-
factoria y, més aun, se de una caracterizacion de estos potenciales optimales.

Llegamos entonces al resultado principal de este trabajo que es la exten-
sién de los resultados de Ashbaugh-Harrell [4] al caso no lineal. Consideramos
como operador no lineal modelo el p—Laplaciano que se define como

Ayu = div(|VulP~2Vu).

Este operador ha sido intensamente estudiado en anos recientes y es un
modelo para el estudio de operadores degenerados (si p > 2) y singulares
(si1 < p < 2). En el caso p = 2 coincide con el Laplaciano. Este oper-
ador tambien sirve de modelo en el estudio de fluidos no Newtonianos. Ver
Arcoya-Diaz-Tello [3] y Atkinson-Kalli [5].

En esta tesis, hemos demostrado que si uno considera pertubaciones del
p—Laplaciano por un potencial V' y se restringe ||V||zq(), entonces existen
potenciales optimales en el sentido descripto arriba y se da una caracteri-
zacion de los mismos.

Estos resultados son originales de este trabajo.
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Esta Tesis se divide en dos partes. La primera consiste en una introduc-
cién breve a la teoria de funciones integrables, espacios LP y a funciones
de Sobolev. En la segunda se aplican estas herramientas al estudio de al-
gunos problemas de contorno para ecuaciones diferenciales elipticas. Princi-
palmente, nos ocupamos del problema de autovalores para operadores dife-
renciales de segundo orden.

El resto de esta Tesis esta organizado como sigue: En el Capitulo 2 se
da un repaso de los espacios LP(2) que seréan de utilidad en el transcurso de
este trabajo. En el Capitulo 3 se da una breve introduccién a los espacios de
Sobolev que son el marco funcional en donde se desarrollara la teoria de las
ecuaciones diferenciales elipticas. Para estos dos primeros capitulos hemos
seguido la presentacion del libro de Brezis [6].

En el Capitulo 4, repasamos algunos resultados basicos en la teoria de
ecuaciones lineales elipticas de segundo orden siguiendo la presentacion de
Gilbarg-Trudinger [14].

En el Capitulo 5, adaptamos los resultados del capitulo 4 para tratar con
el operador —A,+V. Estos resultados, si bien son conocidos por los expertos,
estan esparcidos en la literatura.

Llegamos finalmente al Capitulo 6, que es el mas importante de este
trabajo. En el mismo estudiamos y resolvemos el problema de existencia y
caracterizacién para potenciales maximales del operador —A, + V.






Capitulo 2

Los Espacios LP

En todo lo que sigue,  designa un abierto de RY dotado de la medida
de Lebesgue dx. Se supone que el lector esta familiarizado con las nociones
de funcién integrable, funcién medible, conjunto de medida cero, espacios
de Banach, espacios Reflexivos y espacios Separables; ver por ejemplo Rudin
[20], [21], Kolmogorov-Fomin [17], Wheeden-Zygmund [23], Brézis [6], etc. Se
designa por L'(Q) el espacio de las funciones integrables sobre €2 con valores
de R. Se escribe,

||f||1=/9|f<x>|dx.

Como es habitual, se identifican dos funciones de L'(Q2) que coinciden c.t.p.
= para casi todo punto (= excepto en un conjunto de medida nula).

Extraordinariamente tutiles, recordemos...

2.1. Algunos Resultados de Integracion

Teorema 2.1.1 (Teorema de Convergencia Mondétona de Beppo Levi)
Sea (fn)nen wuna sucesion creciente de funciones de L'(Q) tal que

Sup { Jo falz)dzn € N} < 00. Entonces (fn)nen converge ct.p. en

Q a un limite finito c.t.p. denotado por f(z); ademds f € LYQ) y
1fo = fll = 0.

Lema 2.1.2 (Lema de Fatou) Si (f,)nen es una sucesion de funciones no
negativas,

n—oo n—oo

/ liminf f, de < lim inf/ fndax.
Q Q

11



12 Los Espacios L?

Teorema 2.1.3 (Teorema de Convergencia Mayorada) Sea  (fp)nen
una sucesion de funciones de L*(S2). Supongamos que

1. folz) — f(z)ct.p. en

2. existe una funcién g en L*(Q) tal que para cada n, | f,(z)] < g(x)c.t.p.
en €.

Entonces f esta en LY () y || fn — fll1 — 0.

Notacién 2.1.4 Se designa por C.(Q2) el espacio de funciones continuas en
Q y con soporte compacto.

Teorema 2.1.5 (Teorema de Densidad) El espacio C.(Q2) es denso en
LY(Q).

2.2. Definicion y Propiedades Elementales de
los Espacios L”

Definicién 2.2.1 Sean p en R con 1 < p < 0o, se define

LP(Q)={f:Q—R: f medible y |f|" € L*(Q)}

151 = | [ 156 ac] "

Definicién 2.2.2 Se define

Y se nota

L) ={f:Q—R: f medible y existe C tal que |f(x)| < C c.t.p. en Q}

Y se nota

| fllooc = If{C : |f(x)] < Cc.t.p.en Q}.

Notacién 2.2.3 Sea 1 < p < o00; se designa por p' el exponente conjugado

de p, i.e.%—l—]%:l, 1'=00 yoo =1.

Los siguientes resultados son clasicos.
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Teorema 2.2.4 (Desigualdad de Young) Sean 1 < p < co. Entonces

/

P
ab< =+ (a,b>0).
p p

Demostracion.La funcion z — e* es convexa, y por lo tanto

ab = elos(a)tlogh) _ eilog(a’]Hﬁlog(b”/)
1 1 / P
< —om) el _ T 7

p p p p

&

Teorema 2.2.5 (Desigualdad de Holder) Sean f € LP(Q) y g € L' (Q)
con 1 < p < oco. Entonces fg € L'(Q) y

/Q F@)g(@)]dz < [ fllg]-

Demostracién. Por homogeneidad, podemos asumir que || f||, = ||g]l,, = 1.
Entonces, por la desigualdad de Young,

/Q F@g(@)dz < }3 / rf<x>rpdm+]§ / g(@)P dz
= 1=l = Nl
&

Corolario 2.2.6 (Desigualdad de Interpolacién) Si f € LP(Q) N L4(Q2)
con 1 < p < q< oo, entonces f € L"(Q) para todo p < r < q y se verifica la
desigualdad de interpolacion

£l < IFIGlfIl=e

donde 1 = ¢ 4 1=2
T p+ q

Demostracién. [, |f["dz = [,|f]*"|f|"""dz, por la desigualdad de

Holder
/|f\rdl’§ </ | flomar d:(;) ’ (/ |f| e dx)
Q Q Q

(1—a)r
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Teorema 2.2.7 (Desigualdad de Minkowski) Sean 1 < p < oo y
f, g € LP(Q). Entonces

1f+all, < Iflp + llgllp-
Demostracién.

If+ly = /If(x)Jrg(w)lpdl’S/|f($)+g(fr)|”_1(|f(w)|+Ig($)|)dfr

< ([ +g|m0 (/v wwf(@mmwﬂé

= [IF + gl 11l + llglly)-

&
Teorema 2.2.8 LP(2) es un espacio de Banach para todo 1 < p < 0.

Demostracién.

1.- LP(Q2) es un espacio vectorial y || - ||, es una norma.
Es un corolario de la Desigualdad de Minkowski.

2.- LP(€2) es un Banach.

a.- Supongamos primero que p = 00. Sea (fy,)nen una sucesion de Cauchy en
L*>(Q). Dado un entero k > 1 existe ny tal que

i = fulle < 7 para > .
Y asi existe Fj de medida cero tal que
) = fa(2)] < 3 Vo € QN By i > . (2.1)
Poniendo £ = |J, Ex (E es de medida cero), se observa que para todo

x € Q\ E, la sucesion (f,(z))nen es de Cauchy (en R). Sea f,(x) — f(x)
para x € Q \ E. Al pasar al limite en (2.1) cuando m — oo se obtiene

[f(z) = fulz)] < % Vo e Q\ Eg, n > ny.

Asi f € L=(Q) v ||f = fullo < 1 para todo n > ny. Por consiguiente
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b.- Supongamos ahora que 1 < p < 0o. Sea (f,,)nen una sucesion de Cauchy
en LP(Q2). Para concluir la demostracién es suficiente probar que una sub-
sucesion es convergente en LP(€).

Se extrae un subsucesion (f,,, Jken tal que

1
||fnk+1 - fnka S ? para k Z 1

(se procede como sigue: existe ny tal que ||fn, — full < % para m,n > nq;
se toma después ny > ny tal que ||fi, — ful < 2% para m,n > ng, etc.).
Demostraremos que (fy, )ren converge en LP(2). Para simplifica la notacién

escribimos fj en lugar de f,, de forma que se tiene

1
1 firr = filly < 5 para k> 1. (2.2)
Poniendo N
(@) =) | frar(z) = fulz)]
k=1
resulta

lgnll, < 1.

Del Teorema de Convergencia Monétona se deduce que c.t.p. en Q, (¢,())nen
converge a un limite, que se denota por g(z), con g € LP(Q2). Por otra parte,
para cada n > k > 2 se verifica

[fu(z) = fe(x)] < |ful®) = facr(@)| + o+ | foga(2) = fi(2)]
< g9(7) — gr-1(2).

Y resulta de esto que c.t.p. en Q (fi)ren es de Cauchy y converge a un limite,
designado por f(z). Se tiene c.t.p. en Q

|f(x) — fr(x)| < g(z) para k > 2.

De donde resulta que f € LP(€2). Por ltimo || fi — f|l, — 0; en efecto, se
tiene |fx(z) — f(z)|P — 0 ctp. y |f(z) — fr(z)]? < g(x)P una mayorante
integrable. Y se concluye gracias al Teorema de Convergencia Mayorada. &
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2.3. Reflexividad. Separabilidad. Dual de L?

Teorema 2.3.1 LP(Q) es reflexivo para 1 < p < oc.
La demostracion se lleva a cabo en tres etapas.

1* etapa (Primera desigualdad de Clarkson). Sea 2 < p < oo; se

verifica
f + g H f—g

%(anp +lgl) (23)

para todo f,g € LP(Q).

Demostracion. Claramente, es suficiente demostrar que

a—>
2

a+bl? P

2

1
< (P + bl?)

para todo a, b € R.
Se tiene
o + 3 < (& + 322 Vo, 3 >0

(reducir al caso § = 1 y observar que la funcién (224 1)% — 2P — 1 es creciente
dobre [0, +00)). Tomando a = |%2] y 8 = |%52| resulta

[SIS]

a+bl" |a—>bl" a+bl®> la—b|*\2 a2 b2
< — - +_
2 2 - 2 2 2 2
1 1
B R
7"ty

(esta ultima desigualdad resulta de la convexidad de la funcién x — |z|2 por
ser p > 2). &

2% etapa: LP({2) es uniformemente convexo, y por lo tanto reflexivo para
2<p<o0.

Demostracién. En efecto, sea ¢ > 0 fijo. Se supone que

Ifllp < Lllglly <1y If —gll, > e

Se deduce de (2.3) que
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y entonces

p

=0 3)) e

Por consiguiente LP()) es uniformemente convexo, y por tanto reflexivo. &

con

VS|

3% etapa: LP(Q2) es reflexivo para 1 < p < 2.

Demostracion. Sea 1 < p < 2. Se considera el operador
T:LP(Q) — (L (Q))

definido como sigue:
Sea u € LP(Q) fijo; la aplicacién f € LP' () — Jouf dz es una forma lineal
y continua sobre L” (), designada Tu, de forma que

Tu(f):/gufd:v

para toda f € LP ().
Se tiene (por la desigualdad de Holder)

[ Tu(F)] < Nullpll 1l

y entonces
1T ull (o g2y < Nullp. (2.4)

Por otra parte, pongamos
folx) = |u(@)["*u(z) (fo(z) = 0si u(z) =0).

Se tiene fy € L' (), || folly = [ullP=" y Tu = [[ullp. Y entonces

HTUH(LP'(Q))’ > = [|ull. (2.5)

Al compara (2.4) y (2.5) se obtiene ||T'ul[ gy, = l[ull,- Resulta de ello que
T es una isometria de LP(€2) sobre un subespacio cerrado (por ser LP((2)

completo) de (L (Q2)). Pero L¥ () es reflexivo (2% etapa) y asi (L” (Q2)) es
reflexivo. Se sigue que T'(LP(f2)) es reflexivo, y por tanto también LP(Q2). &
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Observaciéon 2.3.2 Sip =10 co entonces LP()) no es reflexivo, para una
demostracion de esto ver Brézis [6].

Teorema 2.3.3 (Teorema de Representacién de Riesz) Sean
l<p<oo y ¢ € (LP(Q)). Entonces existe u € LP(Q) tnico tal
que

o(f) = /Q uf da

para toda f € LP(Q).
Ademds se verifica
lully = llellzr@)-

Demostracién. Se define el operador T : L (Q) — (LP(Q))’ por

Tu(f) = / uf dx
Q
para toda f € LP(2) y se tiene

| Tull (e = |lully

para toda u € L” (Q) (proceder como en la demostracién del Teorema 2.3.1,
3% etapa). Hemos de probar que T es sobreyectivo. Se pone E = T(L¥ (Q)).
Como E es un subespacio cerrado, basta demostrar que E es denso en
(LP(S2)). Sea h € (LP(Q2))" (igual a LP(Q2) por ser LP(2) reflexivo) tal que
Tu(h) = 0 para toda u € L” (Q); comprobemos que h = 0, alcanza con es-
to para ver que E es denso por la Forma Geométrica de Hahn-Banach, ver
Brézis [6]. Se tiene

/ uhdzx = Tu(h) =0
Q

para toda u € L” (). Y se concluye que h = 0 eligiendo u = |h|P~2h. &

Observaciéon 2.3.4 El Teorema 2.3.3 es muy importante. Expresa que toda
forma lineal continua sobre LP(§) con 1 < p < 0o se representa por medio de
una funcion de LPI(Q). La aplicacion ¢ — u es un operador lineal isométrico
y sobreyectivo que permite identificar al dual de LP(Q2) con LP (Q). En lo que
sigue, se hard sistemadticamente la identificacion

(LP() = L' ().

También se puede ver que el dual de L*(Q2) es L*>(2), ver Fava-Zé [11].
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Definiciones 2.3.5 Sean (fn)neny v f € LP(R2)
1. Diremos que (f,)nen converge a f en LP(Q), se nota
fa— [ en LP(Q),

St
Tim ||~ fll, = 0.

2. Diremos que (fn)nen converge débil a f en LP(Q2), se nota
fo— f en LP(Q),

si para toda g € LV (Q)

n—oo

lim fngdx:/fgdx.
Q Q

19

El siguiente es un lema técnico que sera de vital importancia en la

demostracion del proximo Teorema.

Lema 2.3.6 Si x,y > 0 entonces

2P — yP| < plz — y[(zP + 7).

Demostracion. Supongamos x > y por lo tanto, por Young

1 1
yrP~t < —a? + =y
p p

Por otro lado,
yP~te > yP por ser x > y.

Entonces 1
S T (=)
de donde
plya?™' — P~ le) < (p— 1) (P — o).
Luego
a? —yP < opla? —yP) — plya? Tt —yP ) = pla? +yP e — yP — ya? )

= pla@ ' +y" ) —y@ "+ )] =pla —y) @+ "),

Como queriamos ver.

L]



20 Los Espacios L”

Teorema 2.3.7 Sea (fn)nen una sucesion de LP1(Q2), con 1 < p,q < 00. Si
fo— f en LPY(Q) (2.6)

entonces

[ful” = [fPen L7(S2). (2.7)

Demostracién. Usando el Lema 2.3.6

1fal? = [FPL < pllfal = LAl + 1A
< plfa = FIASlP 7+ LA,
Luego
[ fal? = LFP1T < P2 fo = ISP+ AP
Ahora

/ 1l = 1fPlde < po / = FI2 P+ 1FP ) de
Q Q

1/p , 1/p
q L — flPad np—l p—1\r'a 4
< ([ 1= sman) ([ Qnl 1o ya)
= P fu = FUGM L™ [FPHIE
< pUfn = PN UL g + NP )

P = FEg 1 fallfs ™ + 1F 115, ) 7

De (2.6) tengo que lim,, . || fro — fllpg = 0¥ (|| fnllpg)nen €s acotada, luego de
* se deduce (2.7). &

Definicién 2.3.8 Sea 1 < p < oo, se dice que una funcion f : Q — R
pertenece a Ly () si fxx € LP(Q2) para todo compacto K C Q, donde xx
es la funcion caracteristica de K.

Lema 2.3.9 Sea f € L} (Q) tal que

loc

/ fudz =0 (2.8)
Q
para toda u € C.(Q2). Entonces f =0 c.t.p. en Q.

Demostracién. Se lleva a cabo en dos etapas:

/
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1.- Supongamos que ademas se verifica f € L'(Q) y || < oo L.
Dado € > 0 existe f; € C.(Q2) tal que ||f — fi]]1 < e. Por (2.8) se tiene

'/Qfludx

< ellullse (2.9)

para toda u € C,(2).
Sean

Ky = {ze€Q: fi(x)
KQ = {.TGQZfl(ZE)

Como K7 y K, son compactos disjuntos, se puede construir gracias al Teo-
rema de Tietze-Urysohn (ver Dieudonné [8])

’LL(QL’)* +1 SiIL'EKl
N7 =1 size K,

lup(z)| < 1 Vo € Q.
Poniendo K = K; U K, resulta

/f1UQdZL‘:/ f1U0lef+/ f1U0d£B
Q O\K K

y asi, gracias a (2.9)

/|f1]dx:/f1u0da:§£+/ \fluo\dxga—l—/ | f1]| d.
K K Q\K Q\K

Por consiguiente
/|f1|d$ = /|f1|d95+/ |f1] dz
Q K O\K

< 5‘|—2/ ‘f1|d;€
QK

< e+ 29|

ya que
|fil <een Q\ K.

Entonces
£l < f = fulls + [ filln < 2e +2¢]9).

'Dado A C Q, se designa por |A] la medida de A.
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Como esta desigualdad es valida para todo € > 0, se concluye que
f=0ctp. en Q.

2.- Consideremos ahora el caso general.
Se escribe Q = U,, con (, abierto, 2, es compacto, Q,, C Q (tomar, por
ejemplo Q,, = {z € Q : dist(x,09Q) >  y |z| < n}). Aplicando lo anterior a
Q. v fla, se ve que f =0 c.tp.en €, yseconcluye que f =0 c.t.p. en Q. &

Teorema 2.3.10 (Densidad) El espacio C.(Q2) es denso en LP(Q2) para
1<p<oo.

Demostracién. Se sabe ya que C.(Q) es denso en L'(Q2). Supongamos que
1 < p < oco. Para demostrar que C.(Q2) es denso en LP(2) es suficiente con
probar que si h € LP'(Q) verifica Jo hudx = 0 para toda u € C,(Q), entonces
h = 0. Pero h € L} () ya que

loc
1
[ Vol o < 1 < oc
Q
y entonces se puede aplicar el Lema 2.3.9 para concluir que h =0 c.t.p. &

Teorema 2.3.11 LP(Q)) es separable para 1 < p < oc.

Demostracién. Se designa por (R;);cs la familia (numerable) de rectangulos
R de la forma

N
R = H(ak,bk) con ap, b, € Q y RC Q.
k=1

Se designa por E el espacio vectorial sobre Q generado por las funciones
Xr; (i-e. las combinaciones lineales finitas con coeficientes racionales de las
funciones xg,); de modo que E es numerable. Demostremos que E es denso
en LP(Q2). Sean f € LP(Q2) y € > 0 fijos. Sea f; € C.(Q2) tal que || f— fill, <€
(Teorema 2.3.10). Sea U un abierto acotado tal que sop(f;) C U C Q. Como
f1 € C.(U), se construye facilmente una funcién fo € E tal que sop(fy) C U

y que |fo(x) — fi(z)] < —=1 c.t.p. en U (se comienza recubriendo sop(fi)
\uf»
con un numero finito de rectangulos R; sobre los cuales la oscilacién de f; es
inferior a —=1). Resulta de esto que || fo — fi|, < € y entonces tenemos que
\uf»

If = fallp < 2e. s
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2.4. Convolucion y Regularizacion

Teorema 2.4.1 Sean f € L'(RY) y g € LP(RY) con 1 < p < co. Entonces,
para casi todo v € RN, la funcion y — f(x —y)g(y) es integrable sobre RN,
Se define

(Feg)@) = | fl=y)gly)dy.
Entonces f* g€ LP(RY) y

1F *gllp < ([ £l llgllp-

Demostracién.
1.- El caso p = oo es evidente.
2.- El caso p = 1 es un resultado usual del andlisis real, ver Fava-Zé [11].

3.- Supongamos que 1 < p < oo por 2, se sabe que para casi todo punto
r € RY fijo, la funcién y — | f(x — y)||g(y)|P es integrable sobre RY | i.e.,

f(x = )|7|g(y)| € L(RY).

S

Como |f(z —y)|” € Lgl (RY), se deduce de la desigualdad de Holder que

1
7

(@ = 9lla®)| = f(x = y)[FlgW)l| f(x —y)|¥ € LLYRY)

[ = llslan = ([ 11 - wllawray) 1117,
RN RN
i.e. ,
(f * g)(@) P < (|f]* gl (@) 11T
Aplicando el resultado del caso p = 1, se ve que

frge LP®Y)y |If*glls < IFIllalipllF1If

1.e.
1f*gll, < 1Nl llgllp-

Notacién 2.4.2 Dada una funcion f se escribe f = f(—x).
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Proposicién 2.4.3 Sean f € L'(RY), g € LP(RY) y h € L¥ (RN). Entonces
se verifica
/(f*g)hZ/g(f*h)-

Demostracién. La funcién F(z,y) = f(z — y)g(y)h(x) pertenece a
LYRNxRY) ya que

/RN W@V(/RN |f(w —y)Hg(y)\dy) dz < oo

gracias al Teorema 2.4.1 y a la desigualdad de Holder.
Por consiguiente

[ a@has = [ @[ Fepay

= / dy/ F(x,y)dx
RN RN

= [ s = ma

Proposicién 2.4.4 Sean f € C.(RY) y g € Ll _(RY). Entonces

loc

f*xgeCRY).

Demostracién. Observemos primero que para todo z € R la funcién
y — f(z —y)g(y) es integrable sobre RY y asi (f * g)(z) tiene sentido para
todo x € RY.

Sea x,, — T y pongamos

F.y) = flon—y)gy)
F(y) = flz—y)g(y)

de modo que F,(y) — F(y) c.t.p. en RY. Por otra parte, sea K un compacto
fijo tal que (z, — sop(f)) C K para todo n. Asi f(x, —y) =0 paray ¢ K
y por tanto |F,(y)| < [|flleoxx(¥)g(y), mayorante integrable. Se deduce de
Teorema de Convergencia Mayorada que

(f * 9) () = / Fuw)dy — [ Fly)dy = (f *g)().

RN RN
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Notacién 2.4.5 C*(Q) designa el espacio de las funciones k veces continu-
amente diferenciables sobre ).

C=(Q) = [(CHQ)
Ci(Q) = CHQ)INC(Q)
C(Q) = C=(Q)NC(Q)

c*Q) = {UEC(Q): sup M<oo con 0<a<1}.
z,y€) ’x_y’a

Proposicién 2.4.6 Sean f € C*(Q) y g € L, (RY) (k € N). Entonces

loc

fxgeC* () y D(fxg)=(Df)xg?

En particular, si f € C®°(RY) y g € L} (RY), entonces f * g € C>(Q).

loc

Demostraciéon. Por recurrencia, se reduce inmediatamente al caso k = 1.
Sea z € R¥ fijo; demostremos que f * g es diferenciable en = y que

V(f*g)(w) = (V[ xg)(x).*
Sea h € RY con |h| < 1 Se tiene
[fle+h—y) = fle—y) —hVf(z—y)| =
_ ‘/l[th(x+sh—y) _ AV f(r — y)] ds
< \h\os(|h|) para todo y € RY
co]\rfn) e(]h|) — 0 cuando |h| — 0 (ya que V f es uniformemente continuo sobre
R™Y).

Sea K un compacto fijado suficientemente grande para que
x+ B(0,1) — sop(f) C K. Se tiene

fle+h—y)—flx—y)—hVf(r—y)=0

2aqui D* designa una cualquiera de las derivadas parciales

o o

ky _
D f = 0r. " Oa,

: 2] d
3Vf = (an ay{qy).

feon a; + ...+ a, =k.
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para todo y € RY y para todo h € B(0, 1), entonces

[f(@+h—y) = flz—y) = hV [z —y)| < [hle((h])xx(y)

para todo y € RY y todo h € B(0,1).
Por consiguiente

(Fg)(o+ 1) = (F + 9)a) = WV * 9)a)| < bl [ Toto)]dy
K
De donde resulta que f * g es diferenciable en z y que

V(fxg)=(Vfx*g)z)

Sucesiones regularizantes.

Definicién 2.4.7 Se llama sucesion regularizante a toda sucesion (pp)nen
de funciones tal que

pn € C(RY), sop(p,) C B(0,1), /Npmdx: 1,y pn>0en RY.
R

En adelante, se utilizara sisteméticamente (p,, )nen para designar una suce-
sién regularizante.

Observemos que existen sucesiones regularizantes. En efecto, basta fijar
una funcién p € C(RY) con sop(p) € B(0,1), p>0en R y [on pda =1;
tomar por ejemplo la funciéon

ple) = { T s fa] < 1

0 si|z| > 1.
-1
Y considerar a continuacién p,(z) = Cn¥p(nz) con C' = (fRN pdx) :

Proposicién 2.4.8 Sea f € C(RY); entonces p, x f — f uniformemente
sobre todo compacto de R .

Demostracién. Sea K C RY un compacto fijo. Para todo ¢ > 0 existe § > 0
(dependiente de K y de €) tal que

lf(x —y)— f(x)| <e Ve e K, Vy € B(0,0).



2.4. Convoluciéon y Regularizacion 27

Se tiene

pue @) = [ [fe—n) =t = [ | 1@y~ Sl

RN

Y entonces, para n > % yre K,

Wm*ﬁ@ﬂ—f@NSe/ oo di = ¢

RN

&

Teorema 2.4.9 Sea f € LP(RY) con 1 < p < co. Entonces p, x f — f en
LP(RY).

Demostraciéon. Sean ¢ > 0y f1 € C.(RY) fija tal que ||fi — f|l, < € (ver
Teorema 2.3.10). Por la Proposicién 2.4.8 se sabe que p, * fi — fi uniforme-
mente sobre todo compacto. Por otra parte, se tiene (resultado conocido del

Anélisis Real)

sop(pn * f1) C B(0, %) + sop(f1) C K, K compacto fijo.
Por consiguiente se deduce que
1im [lo.* fi — All, =0.
Finalmente, se escribe
prx f=f = lpn* (f = SOl + lpm * fr = fil + [f1 = /]
de donde resulta que
lon* f = Fllp < llpn* fr = All + 2011 = fllp
(en virtud del Teorema 2.4.1). Se tiene entonces

limsup ||pn * f — fll, < 2eVe > 0.
ie.
limsup [lon * £ — fll, = 0.

n—oo
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Corolario 2.4.10 Sea 2 C RY un abierto arbitrario. Entonces C°(Q2) es
denso en LP(Q) para 1 < p < oc.

Demostracién. Sean f € LP(2), e > 0y fi € C.(Q2) tales que

If = fill, <e.

Se considera la funcién f; definida por

— | filx) size
fl(‘”)_{ 0 siz e RV\Q

de modo que f; € LP(RY) y (Teorema 2.4.9) p, * fi — f1 en LP(RY). Por
otra parte

sop(pn * f1) C B(0, %) + sop(f1) C Q

para n suficientemente grande.

Sea u, = (pn * f1)|o- Entonces, para n suficientemente grande,

u, € C°(2) y ademds u,, — fi en LP(Q2). Asi, para n suficientemente grande,
[tn = fllzri) < 2¢. &

2.5. Criterio de Compacidad Fuerte en L?

Es importante saber cuando una familia de funciones de LP({2) es relati-
vamente compacta en LP(€)) para la topologia fuerte. Recordemos primero el
Teorema de Ascoli, que responde a esta misma pregunta en C'(K), siendo K
un espacio métrico compacto.

Teorema 2.5.1 (Ascoli) Sean K un espacio métrico compacto y $ un sub-
conjunto acotado de C(K).

Supongamos que $) es uniformemente equicontinua, i.e. para todo € > 0 existe
0 > 0 tal que

si dist(z1,x2) < d entonces |f(x1) — f(ae)| < e

para toda f € 9.
Entonces § es relativamente compacta en C(K).

Para la demostracién del Teorema de Ascoli ver Diudonné [8].
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Notaciones

1. Se escribe (7,f)(x) = f(x + h) (tralacién de f por h).

2. Sea 2 C RY abierto; se dice que un abierto U esta fuertemente incluido
en ), y se escribe U CC Qsi U C Q y si U es compacto.

El siguiente teorema (y su corolario) son «versiones LP» del Teorema de
Ascoli.

Teorema 2.5.2 (Frechet-Kolmogorov) Sean € C RY wun abierto,
U CC Q yF un subconjunto acotado de LP(2) con 1 < p < 0o. Supongamos
que para todo € > 0 existe 0 < § < dist(U, RN\ Q) tal que

| Tnf = fllzey < €

para todo h € RY con |h| < § y para toda f € §.*Entonces §|u es relativa-
mente compacto en LP().

Demostracion. Siempre se puede suponer que €2 es acotado. Para f € § se
pone

- flz) size
ﬂx):{ 0 sizeR¥\Q

Se escribe B B
S=1{f: €3}

de forma que § esta acotada en LP(RY) y en L'(RY). Se procede en tres
etapas:

a.- Se tiene
lpon * f— fllr) <e

To= 1
para toda f 6.3 y todo n > s.
En efecto, se tiene

(s @) =T < [ [Fa=0) = F@)lpulo) dy

< ([ Fe-n-Tornw dy)’l’

4Obsérvese que si x € U y |h| < § < dist(U, RN\ Q) entonces x + h € Qy f(x + h)
tiene sentido.
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y por lo tanto

|

(o * ) (@) — Fla)P < / Fla—y) -

B(0,%)

n

(@)Ppa(y) dy.
Luego

/U (o ) (&) — Fla)P da < / ouly) dy / Fla—y) - F@)Pde <&

©.3)
para n > % (por hipétesis).

b.- La familia & = (p, * §)|g verifica, para cada n, las hipStesis del
Teorema de Ascoli, En efecto, en primer lugar se tiene

lon * fllzmy < llpnllooll flls < Co VF €.

Y por otra parte, se tiene para todo z1, o € RV, para toda 7 €3

[(0n * F)(@1) = (pn * F)(@2)| < 21 — o[l pnllinll F111,°
entonces

|(:0n *7)(171) - (pn *?)(IQM < Cn|x1 - :L‘2| \Vlf € §
De donde resulta que £ es relativamente compacto en C(U) y a fortiori en
LP(U).

c.- Fin de la demostraciéon. Dado € > 0 se fija n > % de forma que

[(p* f) = fllrw) <e

para toda f € §. Como R es relativamente compacto en LP(U), se puede
recubrir 8 con un ndmero finito de bolas de radio € (en LP(U)). Las bolas
correspondientes de radio 2¢ recubren entonces §|y. Por consiguiente §|y es
relativamente compacto en LP(U). L]

5 o [pn (21)—pn (22)]
lonllLip = SUPg, —q, [21—22] .
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Corolario 2.5.3 Sean Q C RN un abierto, y § un subconjunto acotado de
LP(2) con 1 < p < c0. Supongamos que

1. para todo € > 0 y todo U CC Q, existe § > 0, § < dist(U,RY \ Q) tal
que || mnf — flle@y < € para todo h € RN con |h| < § y para toda f € §,

2. para todo € > 0 existe U CC Q) tal que || f||r\v) < € para toda f € .

Entonces § es relativamente compacta en LP(§2).

Demostracion. Dado € > 0 se fija U CC € tal que

I fllzroy < € Vf €3

Por el Teorema 2.5.2 se sabe que §|y es relativamente compacta en LP(U).
Se puede entonces recubrir §|y con un nimero finito de bolas de radio ¢ en
LP(U). Sea
k
Slu C UB(QWE) con g; € LP(Q2)
i=1

(estas bolas se consideran en LP(£2)). Se pone

v S gilx) sixelU
gz(x)—{o stz e Q\U.

Se comprueba con facilidad que § C Ule B(7gi, 2¢) (estas bolas se consideran
en LP(§2)). &

2.6. El Tangente de la Bola en [”

En lo que sigue 1 < p < co. Comencemos un lema técnico.
Lema 2.6.1 Sea o : (—1,1) — R dado por

aft) = [lo+ twl,

donde v,w € LP(Q2). Entonces « es diferenciable y

1 /
a(0) = =|l|I;V*" [ o~ 20w da.
P
p Q
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Demostracion. Basta ver que

d
—/|v+tw|pdx :/|v|p_2vwdm.
dt Q =0 Q

Observemos que - |z[P = |z[P~%z, luego

v+ tw|Pdr — v|P dx
lim le | fQ’ | —/|’U‘p2’UUJdJZ’ —
t—0 t 0
1 |U+tU)|p— ‘U‘p—tlvyp_va
N lg% /Q ; dz|.
St fe = lv+tw|p_|vlf_t‘v‘p72w tenemos que f; — 0 p.p. Por otro lado, por el
Lema 2.3.6
5l = '“+tw|p—lv|p—t|v|p2vw‘
e t
v+ tw|? — |v|P 3
< | 1’5 i + |vP wl
v+ tw| — |v||(Jv + twP~! + vl
< pll | — [ol[(] t | |v] )Hv‘p,l’w’
< plwll(o] 4wl + [0 + o~ u]
< Cy(Jw|[v[P~" + |w[”) que es integrable.

Por el Teorema De Convergencia Mayorada

/ |v + tw|?P — |v]P — t]v|P~ 2w
Q t

lim
t—0

dx’:O
&

Teorema 2.6.2 (El tangente de la bola en L?(Q2)) Sea S = 0B(0,1)
incluida en LP(2) y v € S entonces

T,S = {w € LP(Q) : /Q lv[P~2vw dr = o}. (2.10)

Demostraciéon. Sea v € S. Por definicién de tangente, se tiene
T,S ={w € LP(Q) : existea : (—1,1) — S diferenciable tal que a(0) = vy &(0) = w}.

Sean w € T,S y a: (—1,1) — S diferenciable tal que a(0) = v y &(0) = w.
Definimos
p:(—1,1) = R,
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p(t) = lla@®lly = 1.

Luego se tiene p(t) = 0 para t € (—1,1).
Es decir,

d
= — p
0 dt/ﬂ|a(t)| dz

Con lo cual [, [v[P~?vw dz = 0.
Reciprocamente. Sea w € L?(Q) tal que [, [v[’">vwdz = 0.
Definimos

_ / pla(t)P2a(t)i(t) de
t=0 Q

:p/ [v[P~ 2w da.
t=0 Q

a:(-1,1) =S8
t
a(t) = L1
[o +twll,

Notar que a(0) = v. Veamos que &(0) = w. En efecto

1 v+ tw , 1/ v+tw
| —————v)—w|]| = lm (— v — tw
t \ v+ twl],

lim - —
0 ¢ o+ tul,

t—0

p p

I 1
= hm — ——]. v+tw
w5 | 7\ Tfo + tuoll,

1/1— t

p

t=0 t ||v+tw||p p
— lim 1= [l + twll

t—0 t
el = o+t

t—0 t

1 /

= —Hv|];1/p/]v|p_2fuwdaspor el Lema 2.6.1
p Q

= 0.

Luego w € T,S. [ )






Capitulo 3

Los Espacios WP

3.1. Definicion y Propiedades Elementales de
los Espacios W17

Sean QCRY ypeRcon1<p<oo.

Definicién 3.1.1 Sea u € L, (). Decimos que v; € Li,.(Q) es la derivada

loc loc
débil de f con respecto a x; si

para toda @ € CHQ).
Observacion 3.1.2 v; es unica.

Notacion 3.1.3

ou
(91;2- )

ou ou
VU = (a—xl,,a—xn>

Definicién 3.1.4 El espacio de Sobolev W'P(Q) consiste de todas las fun-

ciones u € LP(Q) tales que para cada i = 1,..., N eziste la derivada débil
ou

v, =

con respecto a x; y 5 € LP(Q).

35
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Notacién 3.1.5 H'(Q) = W2(Q).
Definicién 3.1.6 Siu e W' (Q), 1 <p< oo

1p = ([l + Val)r.

el

Sip =00
|u|l1.00 = supess(|u| + |Vu]).

Observacién 3.1.7 El espacio H'(Q) estd dotado del producto escalar

< U,V >piq /uvdx—l—Z/ggg;)

la norma asociada
1
2)

Proposicién 3.1.8 El espacio W'P(Q) es un espacio de Banach para
1 <p< oo

. (mm

8:61

es equivalente a la norma de W2(Q).

Demostracién.

- || - [[1 es una norma.
Es claro que
[Aullp = [Alllell1p,

y
|lul|1, =0 siy solo si u=0 c.t.p.

Sean u, v € W1P(Q). Entonces si 1 < p < oo, por la desigualdad de
Minkowski,

8u ov
lut oy = @u+mv+§jﬂ *3 W)
ZT;
8u
E]F—W)

< wai}v—w) OWW )’

= |ullip + [[v]l1p-

< Oww+mw
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2.- WHP(Q) es completo.
Sea (Un)nen una subsucesiéon de Cauchy en W1P(Q). Entonces (un)nen ¥
(%242),en (1 <4 < N) son sucesiones de Cauchy en LP(€2). Como LP(Q) es
corflpleto, existen u, uy,...,uy € LP(Q2) tal que

up, — uen LP(92)

y
ng —wen LP(Q) (i=1,...,N).
3.- Veamos que
1 ou _
u e WHr(Q), =u; (i=1,...,N). (3.1)
a.ﬁlﬁ'i

Sea ¢ € C°(Q2). Entonces,

9 dzr = Ilim un% dz

Q 81’2 n—oo Jo 6:171

— [ pan

= — lim [ w;¢dx.

Luego (3.1) es verdadero. Usando 2 tenemos que u,, — u en WP(Q), como
queriamos. &

Definiciones 3.1.9 Sean (u,)nen, u € WHP(Q)

1. Diremos que (uy,)nen converge a u en WHP(Q), se nota
U, — u en WH(Q),

S1
lim ||u, —ulj1, = 0.
n—oo

2. Diremos que (uy)nen converge débil a u en WHP(Q), se nota
U, — u en WHP(Q),

St
ou ou

—\

u, — u en LP(2)
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Proposicién 3.1.10 WP(Q) es reflexivo para 1 < p < oo y separable para
1 < p < oo. El espacio H'(Q) es un espacio de Hilbert separable.

Demostracién.

1.- W2(Q) es reflexivo para 1 < p < oo.
En efecto, el espacio producto E = (LP(Q))¥*! es reflexivo. El operador
T : W(Q) — E definido por Tu = (u, Vu) es una isometria de WP(Q) en
FE; por lo tanto T(W'?(€2)) es un subespacio cerrado de E. Resulta entonces
que T(WP(Q)) es reflexivo -y por consiguiente también lo es W'P((Q).

2.- WHP(Q) es separable para 1 < p < oo.
En efecto, el espacio producto E = (LP(Q2))V*! es separable, por tanto tam-
bién T'(W'P(Q2)) es separable. Por consiguiente WP((2) es separable. [ )

Observacién 3.1.11 Es claro que si u € C'(Q) N LP(Q) y si % e LP(Q))
para todo 1 = 1,2,..., N (aqui g—;i designa la deriwada parcial de u en el
sentido usual), entonces u € WP(Q); ademds, las derivadas parciales en
el sentido usual coinciden con las derivadas en el sentido de W'P(2). En
particular, si Q) es acotado, entonces C*(Q) € WHP(Q) para todo 1 < p < oo.
Inversamente se demuestra que siu € WH(Q)NC(Q) con1 < p < ooy si
g—; € C(Q) para todoi=1,2,...,N (g—; designa aqui la derivada parcial en

el sentido de W'P(Q)), entonces u € C'(Q).

Observacién 3.1.12 Seau € L;,.(Q); la teoria de las distribuciones permite
dar sentido a g—; g—; es un elemento del «enorme» espacio de distribuciones
D'(Q) -espacio que contiene en particular a L},.()). Utilizando el lenguaje
de distribuciones se puede decir que W'P(Q) es el conjunto de funciones de
u € LP(Q) tales que todas las derivadas parciales g—;, 1 <i <N (en el
sentido de las derivadas distribucionales) pertenece a LP(S).

Cuando Q = RY yp = 2 también se pueden definir los espacios de Sobolev con
la transformada de Fourier; ver por ejemplo Lions-Magenes [18], Goulaouic

[15] o Malliavin [19]. Aqui no tendremos en cuenta este punto de vista.

Observacion 3.1.13 FEs conveniente retener los siguientes hechos:

a.- Sea (Up)neny una sucesion en WHP(Q) tal que u, — u en LP(Q)
y (Vn)nen converge a un limite en (LP(Q))Y, entonces u € WHP(Q) y
|lun —ull1p — 0. Cuando 1 < p < o0, es suficiente saber que u, — u
en LP(Q) y que (Vup)nen estd acotada en (LP())N para concluir que
u € WHP(Q).
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b.- Dada una funcién f definida en Q, se define por f su extension por 0
fuera de §2, es decir

- f(x) sixze
f(x):{O sizeRVN\ Q.

Sean u € WP(Q) y o € CH(Q). Entonces
danu ou n O
= u.
La misma conclusién es valida si en lugar de suponer a € CL(Q) se toma

a € CHRYN) N L®(RY) con Va € (L®(RY))N y sop(a) C RV \ 99,

au € WH(RY) y

He aqui un primer resultado de densidad.

Teorema 3.1.14 (Friedrichs) Sea u € W'P(Q) con 1 < p < oo. Entonces
existe una sucesion (U, )nen en C tal que
Uply — u en LP(Q) (3.2)
Vun|ly — Vu en (LP(U))N VYU cc Q (3.3)
Recordemos que la notacién U CC (2 significa que U es un abierto tal
que U C Q y U es compacto.

En la demostracién se utilizara el

Lema 3.1.15 Sean p € LY(RY) y v € WIP(RY) con 1 < p < co. Entonces

prv € WPRN) gy

0 ov .
&ri(p*v):p*@xi Vi=1,2,...,N.

Demostracion. Supongamos primero que p es de soporte compacto. Se sabe
que pxv € LP(RY). Sea ¢ € CH(RY); por la Proposicién 2.4.3 y 2.4.6 se tiene,
para todoi=1,2,..., N,

Jorogz = [upe52)
= [oaes)
= —/g;;(/ﬁw)
= —/(p*aa;)so.
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De donde

prve WHRY) y

0 v .
8xi(p*v)_p*8xi Vi=1,2,...,N.

Si p no es de soporte compacto se introduce una sucesion (p,, )pen de C.(RY)
tal que p, — p en L'(RY). Por lo anterior se tiene,

Pn* V€ Wl?p(RN) y
ov

Ahora bien, p, xv — p*xven LP(Q) y p, * % — p* % en LP(Q), para todo
i=1,2,...,N, (ver Teorema 2.4.9). Se concluye

prveWHRY) y
ov
8%

(pn * V) = ppy * Vi=1,2,...,N.

5 (pxv)=p* Vi=1,2,...,N.
T

Demostracién del Teorema de 3.1.14 Se nota

a(z) = u(x) siz e
TV 00 sizeRY\Q,

y se pone v, = p, *u (donde p,, es una sucesién regularizante). Se sabe que
v, € C®(RY) y v, — uen LP(RY).

Demostremos que Vv, |y — Vu|y en LP(U)N para todo U CC €.

Dado U CC Q se fija una funcién a € C}(Q), 0 < a <1, tal que a = 1 en
un entorno de U. Observar que para n suficientemente grande se tiene

Pn * QU = p, %0 en U. (3.4)
En efecto,
SOP(pn * U — pp x W) = sop[py * (1 — ow)]
C sop(pa) + sop[(1 — @)(w)]
C B(0, %) +sop(l —@) CRY\ U

para n suficientemente grande. De donde (3.4).
Segun el Lema 3.1.15 y la Observacién 3.1.13b se tiene

i( * Q) = P, * a@u—l—aa
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y por consiguiente

0 ou O
- p
o (pn *x a@) — a(%i + v en LP(U),
y en virtud de (3.4)
0 (pn x 1) — LP(U)
8l’i fn % 4 8951 o ’

Finalmente se «trunca» la sucesién (vy,)nen, se fija una funcién ¢ € C°(RY)
con0<(<1ly
1 sifz| <1
() _{ 0 silz|>2,
y se pone G, (7) = ((£) y un = (uvp, n = 1,2,.... Se comprueba sin dificultad
que la sucesién (u,)nen tiene las propiedades deseadas; es decir u, € C2°,

u, — uen LP(Q) y Vu, — Vuen LP(U)N. &

He aqui una caracterizacion sencilla de las funciones WP (Q):

Proposicién 3.1.16 Sea v € LP(Q) con 1 < p < oo. Las siguientes
propiedades son equivalentes:

1. ue Whr(Q).

2. Ezxiste una constante C' tal que

Sde

fu3
Q (3.%

para toda p € C°(Q) y todo i =1,2,...,N.

< O”SO”LP’(Q)

3. Emiste una constante C tal que para todo abierto U CC Q y todo h € RN
con |h] < dist(U,RY \ Q) se verifica

It — sy < CIA
Ademds, se puede tomar C = ||Vul| ey en 2y 8.

Demostracién.
1 = 2 Evidente.
2 = 1 La forma lineal

wGQWDH/ua
q O

14 dx
X
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definida en un subespacio denso de L (Q) es continua para la norma de
LP'(Q). Por tanto, se extiende a una forma lineal y continua F; en LF'(Q).
Segtin el Teorema de Representacién de Riesz existe g; € LP(Q) tal que

Fi(p) = / gip dz
Q
para todo ¢ € L (Q). De donde en particular

/uagp dx:/gigodm
Q 0z Q

para todo ¢ € C(Q) y as{ u € WHP(Q).
1 = 3 Comencemos suponiendo que u € C®(RY). Sea h € RY y pongamos

v(t) = u(x +th), t € R.
Entonces v/(t) = h.Vu(z + th) y entonces
1 1
u(x+h) —u(z) =v(l) —v(0) = / V'(t)dt = / h.NVu(x + th) dt.
0 0

Por tanto )
mpu(z) — (@) < [P / Vu(z + th)]? dt
0

1
/|Thu(x)—u(x)|pdx < |h|p// |Vu(x + th)|P dt dz
U uJo
1
_ |h|p/ /|Vu(x+th)|pdxdt
0o Ju

1
= \h|p// \Vu(y)|?P dz dt.
0 JU+th

Fijando |h| < dist(U, RV \ Q), existe un abierto U’ CC Q tal que U +th C U’
para todo t € [0, 1], y entonces

v = iy < A [Vl da (35

Ahora para u € WP(Q) y p # oo existe una sucesion (uy, )neny en C°(RY)
tal que u, — w en LP(Q) y Vu, — Vu en LP(Q) para todo U CC Q. Se
aplica la desigualdad (3.5) a u,, y en el limite se obtiene 3.
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Cuando p = oo, se aplica lo anterior (para p < 00) y después se hace tender
p a infinito.

3 = 2 Sea p € C°(Q2); se considera un abierto U tal que el

sop(p) C U CC Q. Sea h € RY con |h| < dist(U,RY \ Q). Gracias a 3 se
tiene

| = wypda| < Clbllplv

Por otra parte, como

/Q (u(z + h) — u(z))p(x) dz = / u(y) (o y — 1) — o)) dy,

Q

resulta

‘/Qu(y) (ply = h) = ¢(y)) dy| < Cll¢]l -

Id
Eligiendo h = te;, t € R, y pasando al limite cuando ¢ — 0, se obtiene 2. &

Proposicién 3.1.17 (Derivacién de una composicién) Sea G € C*(R)
tal que G(0) = 0 y |G'(s)| < M para todo s € R. Sea u € W'P(Q), entonces

0 , Ju
axi(Gou) = (G ou)axi.

Goue W'(Q)y
Demostracién. Se tiene |G(s)] < M|s| para todo s € R y
asi |Gou| < Mlu|; por consiguiente G o u € LP(Q2) y también
(G' ou) 2~ € LP(Q). Falta comprobar que

dp . , ou 1
/Q(G ou) o1, dor = /Q(G ou) axigpdx Vo e C.(). (3.6)

Cuando 1 < p < oo, se elige una sucesién (up)neny en C°(RY) tal que
u, — wen LP(Q) y ct.p. en Q, Vu,, — Vu en LP(U)Y para todo U CC Q
(Teorema 3.1.14). Se tiene

Oy B , ou,, 1
/Q(G o un)axi de = — /Q(G 0 Up,) o pdx para todo ¢ € C.(Q).

Pero Gowu, — Gouen LP(Q) y (G'o un)% — (G'o u)g—;‘i en LP(U) por el
Teorema de Convergencia Mayorada. Y se deduce (3.6).
Cuando p = oo, se fija un abierto ' tal que sop(u) C Q' CC Q. Entonces

u € WHP(Q) para todo p < oo y se deduce (3.6) por lo anterior. s
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Corolario 3.1.18 Sea v € W' (Q), entonces vt = max{0,u},
u” = —min{0,u} y |u| estdin en WP(Q).

Demostracién. Fijemos € > 0 y definimos

240293 — ¢ sir>0
Fr) — (r*4e?)z —e sir>
(r) {0 sir <0.

Entonces F. € CYR), F! € L*(R), por el Teorema 3.1.17, para todo

p e Ce()
dp . . Ou
/QFE<U>8_:CZ dz = —/QFE(u)axigodx.

Haciendo tender € a 0 tenemos

/u+a—gpdx:—/ augpdm.
o O QN {u>0} Ox;

Entonces u™ € WP(Q) y

Du c.t.p. {u >0}
+
Du™ = { 0 ctp {u<0}.

Las otras afirmaciones se siguen de estas teniendo en cuenta que

u = (—u)", |ul=ut+u".

3.2. Operadores de Prolongacion

Con frecuencia es comodo establecer propiedades de las funciones de
WhP(Q2) comenzando por el caso 2 = RY. Asf pues, es ttil poder prolongar
una funcién u € WH(Q) a una funcién @ € W?(RY). Esto no siempre es
posible. Sin embargo, cuando el abierto €2 es «regular», si se puede construir
tal prolongacion. Comencemos precisando la nociéon de abierto regular.

Notacién 3.2.1 Dado x € RN se escribe

' = (1’1, "7$N—1)

1

,125
x| .

=1

2

r=(2,xn) con o' € RN7L 2

o= (

Y Se pone

=
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Se denota
RY = {z=(2,z,): |zn| > 1}
Q = {z="zy): |2 <1y |zny] <1}
Q+ = QﬂRf

Qo = {z=("zy): 2| <1y axy =0}

Definicién 3.2.2 Se dice que un abierto ) es de clase C si para to-
do x € 00 emiste un entorno U de x en RN y una aplicacion biyectiva
H:Q — U tal que

He oY Q), H' e CYU), HQy) =UnNQ y H(Qy) = U N oA.

Teorema 3.2.3 Supongamos que ) es de clase C' con ) acotada (o bien
Q= Rf) Entonces existe un operador de prolongacion

P W (Q) — WP(RY)
lineal, tal que para toda v € WhP(£2)
1. Pulg=wu
2. [[Pull vy < Cllull o @)
3. |[Pullwrs@yy < Clluflwir@)

donde C sélo depende de ().

Comencemos demostrando un lema sencillo, pero fundamental, a
proposito de la prolongacion por reflexién.

Lema 3.2.4 Dado u € W'P(Q,) se define sobre Q la funcién u* prolon-
gacion por reflexion es decir

e oy Joul@,xy)  sian >0
u(x,x)—{ u(z', —xy) siazy <O0.

Entonces u* € WH(Q) y

1w o @) < 2[[ullr@y)y W lwirg) < 2lullwriegy)-
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Demostracion. Comprobemos que

gz = (885) para 1 <i< N —1 (3.7)
ou* ou \"
dry (%) (38)

ES

donde 6‘9—; designa la prolongacién por reflexién de g—; y se pone, para f

definida en @,

. _ f@' xy) sizy >0
fD(x,x)—{ _f(m’7]V—mN) si x§<0.

Se utilizara la sucesion (7 )ren de funciones C*°(R) definida por
me(t) =nkt) te REk=1,2,...
donde 7 es una funcion fija, n € C*°(R) tal que
0 sit<
i) = { 1 sit>

Demostremos (3.7); sea ¢ € C°(Q), para cada 1 <i < N — 1 se tiene
/ u’ 0 dr = / uaw dz (3.9)

V(' xn) = (@, zy) + @@, —zn).

NN

donde

En general la funcién ¢ no pertenece a C}(Q,) y no se puede utilizar como
funcién test, pero

m(zn)0 (e, zy) € CHQ4)

y entonces

0 ou
/Q+ u@xi (mptp) do = — /Q+ axinkl/) dx.

Por otra parte %(nkw) = nk%, y por consiguiente

0 ou
/Q+ unk8$i¢ de = — /Q+ axinkg/) dz. (3.10)
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Pasando al limite en (3.10) cuando k — oo, por el Teorema de Convergencia
Mayorada, se obtiene

/ axlz/zdx— —/Q+ mwdx (3.11)

Combinando (3.9) y (3.11) se tiene

L, 0p ou _ ou\"
/ 8xld /Q+ 8xiwd$__/cz(8xi) yd.

De donde se sigue (3.7).
Demostremos (3.8); sea ¢ € C1(Q), se tiene

« Op 9¢
dx d 3.12
/Q ox; / 8:16, . ( )
donde
(b(x/a xN) = gp(xlj xN) - Qp(x,a _xN)'
Obsérvese que ¢(2',0) = 0, luego existe una constante M tal que
|p(2, xn)] < M|zy| en Q. Como np¢ € CHQ) se tiene
0 ou
— — o d 3.13
| g merdr == | Fonoar (3.13)
Pero 5 96
= ! . 14
S () = mr + b (k) (314)
Demostremos que
lim ukn' (kxn)¢dz = 0. (3.15)
k= Jo,
En efecto, se tiene
'/ukn’(k;xN)gbdx < kMC’/ |ulzy da
Q 0<33N<,1c

< MC/ |u| dz
0<$N<%

con C' = sup{|n'(t)| : t € [0,1]}; de donde (3.15).
Se deduce entonces de (3.13), (3.14) y (3.15) que

09 4
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Finalmente se tiene

ou ou \"

Combinando (3.12) y (3.16)se obtiene (3.8). &

Observacién 3.2.5 La conclusion del Lema 3.2.4 permanece vdlida si se
sustituye Q4 por ]R_]X (la misma demostracidn), y esto demuestra el teorema
para @ = RY.

En lo que sigue utilizaremos el

Lema 3.2.6 (Particién de la Unidad) Sean I' un compacto de RN y
Ui, ..., Uy abiertos tales que I' C Ule Us.
Entonces existen funciones O, ..., 0, de C°(RY) tales que

1. 0<0; <1 para todo i =0,... .,k nyZOQizl en RY

9 sop(6;) es compacto y sop(0;) CU;  para todo i =1,... k
' sop(fpy) C RV \ T

Si Q es un abierto acotado y I' = 0N, entonces Oylg € C ().

Este lema es clasico; se puede encontrar un enunciado cercano a este en
Malliavin [19].

Demostracién del Teorema 3.2.3. Se «rectifica» 02 con cartas locales y
se introduce una particién de la unidad. Més exactamente, como 0f2 es com-
pacto y de clase O, existen abiertos (U;)i<i<x de RN tal que 99 c UL, U;
y existen aplicaciones biyectivas H; : ) — U; tales que

H; € CYQ), H7' € CHUh), Hi(Q1) =U;NQ, vy Hi(Qy) = U; N ON.

Se consideran las funciones 6, ..., #; introducidas en el Lema 3.2.6. Dado
u € WHP(Q) se escribe
k k
T I
=0 1=0

donde u; = 6;u.
Ahora se prolonga cada una de las funciones u; a RY distinguiendo entre ug
y las otras (u;)1<i<k-
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a.- Prolongacion de wy.
- up(r) siz e
Up(x) = { 00( ) si RV \ Q.

Recordemos que 6y € CYRN) N L¥(RY) y VO, € L*RY) ya que
Voo = —S.F | Vb; es de soporte compacto y sop(fy) C RV\. Se sigue
entonces (Observacién 3.1.13) que

iy € WH(Q) vy

0 ~_9§g+0%
(%L'Z- o= 0833'1' 83&2

u.

Asi pues
[do|[wrreyy = Cllullwrre)-

b.- Prolongacién de u;, 1 < i < k.
Se considera la restriccion de w a U; N ) y se «transporta» esta funcién a @
con ayuda de H;; més exactamente, se pone v; = u(H;(y)) para y € Q. Se
sabe, por la Formula de Cambio de Variables, que v; € WHP(Q, ). Se define
a continuacién en @ la prolongacion por reflexién de v; (Lema 3.2.4), sea v];
se sabe que v} € WP(Q). Se «transporta» v} a U; con ayuda de H; ', sea

w;i(z) = vi(H (x)) para x € U,.
Se tiene entonces w; € WH(Q), w; =uw en U; NQ 'y
[willwro@,y < Cllullwr@,ne)-
Finalmente, se pone para z € RV

. ] bi(v)u(x) sizel;
W@*‘{o si RN\ U;,

de forma que 4; € WP(RY)(Obaservacién 3.1.13), 1; = u; en Q y
[ [[wrr @y < Cllullwrewing)-

Conclusion. El operador Pu = g + Zle 1; posee todas las propiedades
pedidas. &

Observacion 3.2.7 El Teorema 3.2.3 sigue siendo vdlido si €2 es acotado y
08 es Lipschitz. Para una demostracion de esto ver Evans-Gariepy [10].
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3.3. Desigualdades de Sobolev

Comencemos considerando el:

A. Caso en que ) = R".

Teorema 3.3.1 (Gagliardo, Nirenberg, Sobolev) Sea 1 < p < N, en-
tonces
WHP(RYN) c LF"(RY)

donde p* viene dado por 1% = 110 — %, y existe una constante C' = C(p, N)!

tal que

I

p < OVl
para toda uw € W'P(RM).

Observaciéon 3.3.2 El valor de p* se puede obtener con un argumento de
homogeneidad muy sencillo. En efecto, si existen constantes C'y 1 < q < 0o
que verifican

[ully < ClIVull, (3.17)

para toda uw € WHP(RY).
Entonces necesariamente ¢ = p*. Para verlo, se pone en (3.17) uy(x) = u(Ax)
(A > 0) en lugar de u. Resulta

_N
P

N
lully < A5 | Tal,

para todo A > 0 y esto implica ¢ = p*.

Definicién 3.3.3 Si1 < p < N, el conjugado de Sobolev de p es

«_ Dp
p_N—p'
Notar que
1 1 1 ‘s
—=-—=,0 >p
p p N

En la demostracién del Teorema 3.3.1 utilizaremos el

(N=1)

1Se puede tomar C(p, N) = Ni_pp, pero esta constante no es éptima.
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Lema 3.3.4 Sean N > 2 y fi, ..., fy € LY Y(RY"L) Para z € RY y
1 <i< N se pone
T = (T1,. .., Tio1, Tig1,...,0y5) € RVTL
Entonces la funcion
flx) = fi(@)... fy(@y) € RY

pertenece a LY(RY) y
N
HfHLl(RN) < H Hfz’HLN—l(RN—1).
i1

Demostracion. El caso N = 2 es trivial. Consideremos el caso N = 3; se
tiene

/’f($>|d$3 = |f3(1317l‘2)|/\f1(I2,553)Hf2($1,$3)’dil?g
R R

< |f3($1>$2)‘(/R|f1($2>$3)‘2d373>2(/R’fz(ﬂfl,xs)’Qdﬂﬁg)Q

(por Cauchy-Schwarz). Aplicando nuevamente la desigualdad de Cauchy-
Schwarz se tiene

[ 1@l de < Wl llves iz,
R
En el caso general se obtiene por induccién; admitamos el resultado para N

y demostrémoslo para N + 1.
Se fija xy; gracias a la desigualdad de Holder se tiene

, N
/ |f(l’)’d$1 .. .dilf]v S HfN-HHLN(RN)(/ ’fl .. .fN|N dl’l .. dZEN> .
RN RN

Aplicando la hipétesis de induccién a las funciones | f1|N', ..., |fx|Y resulta

N
/R;N ’fl .. .fN’N/ d.CEl .. .dilf]v S H HfZHg]:f(RN,l)
=1

De donde

N

[ 1@l dey < il [T 1,

i=1
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Ahora se hace variar xy1; cada una de las funciones xn 1 — || fil| v @y-1y
pertenecen a LY(R), 1 < 4 < N. Por consiguiente el producto

Hf\il | fill L~ ®~-1) pertenece a L'(R) y

N+1

/RN |f(x)|dzy .. . doyy < H ||fi||LN(RN).

=1

Demostracion del Teorema 3.3.1.

1.- Asumamos primero que p = 1y u € CH(RY).
Se tiene

1
|U(1’1,...,ZL‘N)| = ‘/ tl’g,... $N)dt‘

/ 8u
<

dt
82:1
ool du
|U(l’)| S / ‘01}(1‘1,. ey Li—15 i1y - - - ,fL’N)
—00 7

(t x?a"wa)

e igualmente para 1 <i < n

at

Asi pues

N
)N <] fis
=1

Se deduce del Lema 3.3.4 que

N

[t |N’dx<H||fz||L1(RN -11

8xz

LY(RN )
Por Consiguiente se tiene

N

el v vy H

, (3.18)
L1(RN)

8@

y como

< [[Vull gy

H ou
LYRN)

(9.1'1'
para todo 1 <7 < N. Resulta

||u||LN'(]RN) < [[Vull g1~
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para toda u € C}(RY). Notar que 1* = N'.

2.- Consideremos el caso 1 < p < N y como en 1 tomemos u € C(RY).
Sea t > 1; se aplica (3.18) a |u|"'u en lugar de u. Resulta

N

< tHUHLp ! (t— U(]RN) H
LI(RN) =1

n

HuHEtN’(RN) S tH

i=1

1
N

ou
a!lfi

ou ||V
yt-1o%
|ul o

LP(RN)'
(3.19)

Se elige entonces t de forma que =5 tN =p(t—1),loquedat= NNlp* (t>1

puesto que 1 < p < N).

Se obtiene

[ w]] e (RN

6951

LP(]RN)
Asi pues
||u||LP*(RN) < OHVUHLP(RN)

para toda u € CH(RY).

3.- Tomemos ahora v € WP(RY) con 1 < p < N.
Se sabe que existe una sucesion (un)pen C CH(RY) tal que u, — u en
WLP(RY). Se puede suponer también (extrayendo una subsucesion si es nece-
sario) que u, — u c.t.p. Para todo n, se tiene

[tnl Lo @y < CllVun| o @ny.-
Y resulta del Lema de Fatou que

ue L (RN) y que ||u||LP*(]RN) < CHVUHLF(RN)-

Corolario 3.3.5 Sea 1 < p < n. Entonces
Whe(RY) ¢ LYRY)
para todo q € [p,p*| con inyeccion continua.

Demostracion. Dado p < ¢ < p* se escibe

1 a 11—«
-—=—+——com 0<a<l
q b p

Se sabe (por la Desigualdad de Interpolacién, Corolario 2.2.6) que

”UHq >
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(por la Desigualdad de Young). Se concluye gracias al Teorema 3.3.1 que
[ullg < Cllullwp@yy

para toda u € W1P(RY). &

Corolario 3.3.6 (El caso limite p = N) Se verifica
WHNRY) c L1(Q)
para todo q € [N, +00) con inyeccion continua.
Demostracién. Supongamos que u € C}(RY); aplicando (3.19) con p = N

se tiene
Huﬂi\,% < |Jull'tyw | Vul|§ para todo ¢ >0

N-1
y gracias a la Desigualdad de Young se obtiene
[ull v < Cflulle-nx + [[Vullw). (3.20)
-1 N—-1

En (3.20) se elige t = N; resulta
Jull x2 < Cllully,~
N-—-1

y por la Desigualdad de Interpolacién se tiene

[ully < Cllullyx (3.21)
para todon < ¢ < NN—fl
Reiterando este argumento con t = N + 1, t = N + 2, etc. se llega a

[ully < Cllullv (3.22)

para toda u € C}(RY) y para todo n < ¢ < co con una constante C' que
depende de ¢ y de N 2.
La desigualdad (3.22) se extiende por densidad a WV (Q). &

Teorema 3.3.7 (Morrey) Sea p > N, entonces
WP (RY) c C*(RY) (3.23)

con inyeccion continua.
Ademds, para toda u € WIP(RYN) se verifica

fu(2) - uly)| < Cle — y|*|Vall, etp. 2,y € RY (3.24)

cona=1-— % y C' una constante (que sdlo depende de p y N).

2ya que «explota» cuando g — oo.
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Observacion 3.3.8 La desigualdad (3.24) implica la existencia de una fun-
cion u € C(RY) tal que u =u c.t.p. en RN. Dicho de otro modo, toda fun-
cionu € WYP(RYN), p > N, posee un representante continuo. En lo que sigue
sustituiremos sistemdticamente u por su representante continuo siempre que
sea util.

Demostracién. Se comienza por establecer (3.24) para u € C}(RY). Sea Q

un cubo abierto que contiene a 0, cuyas aristas (de longitud r) son paralelas
a los ejes de coordenadas. Para x € () se tiene

u(x) —u(0) = /0 %u(t:v) dt

y entonces

lu(z) — / Z |:z:Z dt < TZ/

Pongamos (u)q =@ Q| fQ z)dz ((u)g es la media de u sobre Q). Integrando
(3.25) en @ se obtiene

(3.25)

axz

u)o —u(0)| < /dx /
(e —u(0)] < et
N
= ! dt
0 QZ 1 &r,
dy
&vl tN

Pero por la desigualdad de Hoder se verifica

ou ou
y)|dy < (/

(ya que tQ C @ para 0 <t < 1).
De donde se deduce que

(y) dy) EItQIi

1 n [TtV
(o —u0)] < —=IVullwer? [ at
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Por traslacién, esta desigualdad es valida para todo cubo () de lado r cuyas
aristas son paralelas a los ejes de coordenadas; de donde

1-N
—_ ror
- ()] < T IVl (3.26)

p

para todo x € Q).
Sumando (y aplicando la Desigualdad Triangular) se tiene

1-N
roop
ju(e) = u(y)] < g IVl (3.27)

p

para todo z, y € Q.

Para dos puntos cualesquiera z, y € R existe un cubo @ de aristas
r = 2|r — y| que contiene a x e y. Y se deduce (3.24) para u € CH(RY).
Cuando u € WHP(RY), se utiliza la sucesion (uy,)nen de CHRY) tal que
U, — u en WHP(RN) y u,, — u c.t.p.

Demostremos ahora (3.23). Sea u € CL(RY), z € RY y @ un cubo de aristas
r =1 que contiene a x. Por (3.26) se tiene

()] < [l + ClIVulle@) < Cllullwre) < llullwrr@y)
donde C solo depende de p y N. Entonces

ullgemny < [luflwrp@n

para toda u € C}(RY).
Cuando u € WIP(RY) se utiliza una sucesién (u,)n,ey de CHRY) tal que
U, — u en WHP(RN) y u,, — u c.t.p. &

Observacién 3.3.9 De (3.23) se deduce que siu € W'P(RY) con

N < p < o0, entonces
lim u(x) = 0.

|| —o0

En efecto, existe una sucesion (up)neny de CHRYN) tal que u, — u en
WLP(RN); por (3.23) u tabién es limite uniforme sobre RN de las u,.

B. Caso en que Q) C RV,

Supongamos que € es un abierto de clase C'* con 9 acotada, o bien 2 = Rf :
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Corolario 3.3.10 Sea 1 < p < 0. Se verifica

R 1 1 1

si 1<p<N entonces W"P(Q) C LV (Q) donde — =~ — —,

prp N

si  p=n  entonces WP(Q) C LYQ) para todo q € [p, ),
si p>N  entonces WH(Q) C L™(Q),

con inyecctones continuas.
Ademds, sip > N, se verifica para toda v € WHP(£2)

u(z) — u(y)| < Cllulliplz —y|* ctp. z, y€Q
con o = 1—% y C depende sdlo de Q, p y N. En particular W'P(Q) C C(Q).

Demostracion. Se introduce el operador de prolongacién
P:Wh(Q) — WHP(RY)

(ver Teorema 3.2.3); a continuacién se aplican el Teorema 3.3.1, el
Corolario 3.3.6 y el Teorema 3.3.7. &

Teorema 3.3.11 (Rellich-Kondrachov) Supongamos Q acotado de clase
Ct. Se verifica

1
N?

1
si p< N entonces W"P(Q) C LI(Q) para todo q € [1,p") donde — =
p

=

si p= N entonces W'P(Q) C LY(Q) para todo q € [1,00),
si p> N entonces W'(Q) Cc C(Q)

con inyecciones compactas.’

Demostraciéon. El caso p > N resulta del Corolario 3.3.10 y el Teorema de
Ascoli. El caso p = N se reduce al caso p < N. Se aplica el Corolario 2.5.3
con § la bola unidad de W'?(Q). Verifiquemos 1y 2 del Corolario 2.5.3.
1.- Como 1 < g < p*, se puede escribir
1 -«
— = _|_ »
q p
Sean U CC Q, u € § y |h| < dist(U,RY \ Q). En virtud de la Desigualdad
de Interpolacién se tiene

con 0<a<l.

e = ullzay < llrn = ulls ol — w55,

3En particular W1P(Q) C LP(£2) con inyeccién compacta para todo p.
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Pero segtin la Proposicién 3.1.16 se tiene ||75u — ul| L1y < [h]||Vu|| L. Por
consiguiente

17w = ull 2wy < (1AIVull ) @llull o)~ < ClAI°

(aplicar la desigualdad de Holder y el Corolario 3.3.10). Se concluye que
|7 — ul| Loy < € para |h| suficientemente pequeno.
2.- Sea u € §; por la desigualdad de Holder se tiene

g
3

el ooy < lullp @y R\ U7 < [Q\T[7 <e

para U elegido adecuadamente, por ejemplo U = {z € Q : dist(x,09Q) > §}
y 0 > 0 suficientemente pequeno. &

Notacion 3.3.12 Sean E y F dos espacios de Banach. Notaremos E CC F
st EE C F' con inyeccion compacta.

Lema 3.3.13 Sip < N, para todo € > 0 existe M. tal que si 1 < q < p*
[ully < el Vullp + Mc[ull, (3.28)
para toda u € WP(Q).

Demostracién. Supongamos que no vale (3.28). Entonces existe g, tal que
para todo n existe u,, € W1P(Q) tal que

* ol Vullp + nljunll, <1

y
[tnlg = 1.

Por « se tiene g¢||Vuyll, < 1y nlju,|, < 1 es decir (u,)nen es acotada en
WP(Q). Como W'P(Q) es reflexivo, existe u € WHP(Q) y (uy, ) ;en Subsuce-
sién de (uy,)

nen tal que

Up.

,—uen WH(Q)
y como 1 < g < p*, la compacidad de la inclusién W'?(Q) CcC L9(2) nos da
Un; — uen LY(Q).

En particular |lul|, =1 con lo cual u # 0 en (.

Usando una vez més x n||uy,||, < 1 luego u,; — 0 en LP(Q2) entonces para
una subsucesion u,, — 0 en c.t.p. de Q luego u = 0 en c.t.p. de {2 lo que es
una contradiccion. &

El préximo lema sera de utilidad en los capitulos siguientes.
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Lema 3.3.14 St p< N yq > o bara todo € > 0 existe D, tal que

/Q V() [ul? da

< IVil{Ivully + Deull; | (3.29)
para todo V € LY(Q) yu € WhHP(Q).
Demostracién. Sean V € L4(Q) y u € W (Q)

)/QV(Q;)\UV’ dw

<V kgl g

Veamos que pq’ < p*
/ * N
pq <p <:>q(N—p)<N(q—1)<:>g<q
entonces dado € > 0 por el Lema 3.3.13 existe M, tal que

[ullby < el Vullp + MeJull}

luego
’ / V(z)|u|P dz
Q
Tomo D, = M,. &

< Vil {lully + Ml }.

3.4. El Espacio W,”(Q)

Definicién 3.4.1 Sea 1 < p < co: WyP(Q) designa la clausura de CH(2) en
WhP(Q). Se nota
Hy () = Wy™(Q).

El espacio W, ?(€) dotado de la norma inducida por W'?(Q) es un espacio
de Banach separable; es reflexivo si 1 < p < co. H}(€) es un espacio de
Hilbert con el producto escalar de H'((Q).

Observacion 3.4.2 Se comprueba facilmente que C°(QQ) es denso en
Wy ().
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Proposicién 3.4.3 Supongamos que Q es de clase C'. Sea u € LP() con
1 < p < 00. Las siguientes propiedades son equivalentes:

1. u e WyP(Q).

2. Eziste una constante C' tal que

< Cllelly

14 dz
X

I
0"

para todo ¢ € CHRN) y todoi=1,...,n.

3. La funcion

u(z) six e
@%_{0 siz€RV\Q

1,p(MN ou _ Ou
pertenece a WP(RY) y en este caso 2. = B

Demostracién.

1.- Veamos primero que 1 = 2. Sea (uy,)nen una sucesién en C1(Q) tal
que u, — u en WP(Q). Para p € CL(R") se tiene

Oy ou,,
n—dx| = d

En el limite se tiene 2.

< [[Vunllpllellp-

2.- 2= 3. Sea ¢ € CHRY); se tiene

ou
d
/QaiUigp v

Y entonces u € WP(RY)(por la Proposicién 3.1.16).

< Cllell @) < Cliel L @ny-

3.- Por ultimo 3 = 1. Siempre se puede suponer que {2 es acotado (en
caso contrario se considera los truncamientos (,u de u). Con cartas locales y
una particién de la unidad se reduce al siguiente problema: sea u € LP(Q);
supongamos que la funcién

v Julx) sizeQ,xy>0
M@_{o si zy <0

pertenece a W1?(Q); demostremos que

au € Wy*(Qy)
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para toda a € CH(Q).
Sea (pn)nen una sucesion regularizante tal que

1 1
sop(pn) C {x cRY: — <ay< —}.
2n n

Entonces p,, x (o) — au en WIP(RY) (obsérvese que au extendidad por 0
fuera de Q pertenece a WHP(RY)). Por otra parte,

sop(pn * aw) C sop(pn) + sop(au) C Q4

para n suficientemente grande. Por consiguiente

Pn ¥ QU € Ccl(Q-l-)

y entonces
au € Wy*(Qy).

[ )

Observaciéon 3.4.4 La demostracion del Corolario 3.3.10 wutiliza un
operador de prolongacion, y para eso se debe suponer que €1 es reqular. Si
se sustituye W'P(Q) por Wy P(Q), se dispone de la prolongacién candnica
por 0 fuera de Q), que es vdlida para un abierto cualquiera (obsérvese que en
la demostracion de la Proposicion 3.4.3, la implicaciom (1) = (3) no uti-
liza ninguna hipétesis de regularidad sobre ). Resulta, en particular, que
el Corolario 3.3.10 es cierto para Wol’p(Q) con Q un abierto cualquiera; del
Teorema 3.3.11 es cierto para Wy*(Q) con Q cualquier abierto acotado. Del
Teorema 3.3.1 se deduce también que si ) es un abierto cualquiera y si
1 <p < N entonces

lu

pr < Clp, N)[[Vull,
para toda u € W, P(Q).

Corolario 3.4.5 (Desigualdad de Poincaré) Supongamos que Q es un
abierto acotado. Entonces existe una constante C (dependiente de 0 y de

p) tal que
[ull, < C[[Vull,

para todo u € WyP(Q) (1 <p < 00).

Observaciéon 3.4.6 Combinando el Teorema 3.3.11 y el Corolario 3.4.5,
tenemos que, para todo 1 < p < N y todo 1 < q < p* emiste C' > 0 tal que

lully < ClIVull, Yu € We™(€2).
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Definicion 3.4.7 Sean 1 <p < N y 1 < g < p* definimos

[Vl

whie flullg

Sq =

3.5. El Espacio Dual de W,”(Q).

Notacién 3.5.1 Se designa por W=P(Q) el espacio dual de W, (),
1 <p<ooypor HYQ) el dual de Hy ().

Se identifica L*(2) y su dual, pero no se identifica H}(Q2) y su dual. Se
tiene el esquema
Hy(Q) c L*(Q) c H'(Q)

con inyecciones continuas y densas.
Si 2 no es acotado, se tiene

WyP(Q) € L2(Q) € WHP(Q) si <p<2

N +2

Los elementos de W~1P(Q) se pueden caracterizar con la

Proposicién 3.5.2 Sea F € W~YP(Q), entonces existen fy, f1,..., [n en
LP(Q) tales que

N
F(v):/gfovdx—l—Z/ﬂfi%dx
i=1 ¢

max || filly = [|F]]-

1<i<N

Si Q) es acotado, se puede tomar fo = 0.

Demostracién. Se dota al espacio E = (LP(Q))N*! de la norma

N
12l = llhill, donde h = (ko ha, ..., hy).

1=0

La aplicacion
T:-WyP(Q) — E
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ou ou

U,a—xl,...,%)

es una isometria de Wy?(Q) en E. Se pone G = T(W,7(9Q)), dotado de
la norma inducida por Ey S = T-' : G — Wy"(Q). La aplicacién
heG— F(S(h)) es una forma lineal y continua sobre G. Gracias al Teo-
rema de Hahn-Banach se la puede extender a una forma lineal y continua
sobre E notada ¢, con ||¢||g = || F||. Por el Teorema de Representacion de
Riesz se saben que existen fy, fi,..., fy € L? (Q) tales que

T(u) = (

N
d(h) = /Q fohdz + " fih;dz Vh € E.
i=1

Es facil comprobar que [|¢||p = méxo<i<n || fillp-

Cuando Q es acotado se dota W,?(€) de la norma |Vul|, (ver Coro-
lario 3.4.5). Se aplica el razonamiento anterior con E = (LP(Q))V y
T:ueW,?(Q) — Vu e (LP(Q)N. &






Capitulo 4

Ecuaciones Lineales Elipticas
en Forma de Divergencia

En esta capitulo supondremos que 2 C RY es abierto, acotado y conexo y
estudiaremos los operadores elipticos que tienen su parte principal en forma
de divergencia. Consideremos el operador L de la forma

N
Lu:Z—

i=1

[Z oy (x)g—; + bi(z)u| + ¢i(x) gz +d(x)u (4.1)

0
8@-
donde los coeficientes a;;, b;, ¢;, d (i, j= 1,..., N) son funciones medibles en
Q C RN, Siue HY(Q) y las funciones Zjvzl i (z) 2 + bi(z)u, ¢;(z) % +

d(x)u i = 1,..., N son integrables entonces decimos que u satisface Lu =
0(>0, <0)en Qsi

Slup) = 'N { /Q {i%(x)g—;w(z)u] g;i + [Ci(x)gz —i—d(:v)u}v}dx
— 0(<0,>0) (4.2)

para todo v € C} ().
Sea f integrable en Q, u € H'(Q2) es una solucién débil de la ecuacién

Lu=f (4.3)

en (2 si
L(u,v) = F(v) := /va dz Vv € Cy (). (4.4)

65
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Nuestro plan es estudiar el problema de Dirichlet para la ecuacién (4.3).
Supongamos que L es estrictamente eliptico en €2, esto es, existe A > 0 tal
que

N

Z 2)&6€; > MEP Vo € Q VE € RY. (4.5)
También asumimos que L tiene coeficientes acotados, o sea que para algunas
constantes A y v > 0 tenemos, para todo = € €2

N

> ag(x)P < A% A Z|b + lei(x)? + X7Yd(z)) < V2. (4.6)

,j=1

Una funcién v € H(2) se dice solucién débil del problema de Dirichlet

Lu fen Q
u = 0 en 0f2

si u es solucién débil de (4.3) y u € H(Q).

Notar que por la condicién de (4.6) tenemos

>{ [ 3]0

_|_

ou Ov
8:1: ; 0x;
u
v

oz, + 'd(:c)uv }dx
< Ollullgv@llvll i) por la desigualdad Schwarz.  (4.7)

ov
a.ﬁlﬁi

+ |bi(z)u

CLZ]

¢i(x)

De esto se deduce, para u € H'(Q) fijo, que la aplicacién v — £(u,v) es un
funcional lineal y continuo en H'(). Por lo tanto la validez de la relacién
(4.2) para v € C3(Q) implica su validez para v € H'(Q). La estimacién (4.7)
también es significativa en la teoria de existencia para (4.3) y muestra que el
operador L define a través de (4.2) una forma bilineal y continua sobre los
espacios de Hilbert H'(Q), HJ ().

Fijado u € Hj(2), Lu define un elemento elemento del espacio dual de
H}(Q) Lu(v) = £(u,v), v € HY(Q). Por el Teorema de Representacién de
Riesz, H} (2) puede ser identificado con su dual, y en consecuencia el operador
L induce una aplicacién H'(Q) — HJ(£2). Mostraremos mas adelante que la
solucién del problema de Dirichlet para la ecuacién (4.3) es reducida a la
inversivilidad de esta aplicacion.
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4.1. Principio Débil del Maximo

Notacién 4.1.1 Seau € H' () diremos que u < 0 en OS2 si la parte positiva
ut = max{u,0} € H}(Q).

En lo que sigue supondremos que

/Q (d(x)v — ibi(x)aa;}) dz <0 Vo € Cy(2) v > 0. (4.8)

Como b; y d son acotados, la desigualdad (4.8) puede ser extendida a fun-
. . 1,1
ciones no negativas v € W, (Q).

Teorema 4.1.2 (Principio Débil del Maximo) Sea u € H'(Q) tal que
Lu>0 (<0) en Q. Entonces

< T infu>infu |. 4.9
sgpu_s;g)u (1?2 u_lal}zu) (4.9)

Demostracién. Si u € H'(Q) y v € HYQ) entonces uv € Wy (Q) y
V(uwv) = uVv + vVu.
Podemos escribir la desigualdad £(u,v) < 0 en la forma

A { EN:: ($>§7u§; - é[bxﬂc) +a@logs } dr <
< /Q {d(l’)uv - ibi(:c)aéz?:)} dz <0

para toda v > 0 tal que uv > 0, (por (4.8)). De aqui, por la acotacién de los
coeficientes (4.6), tenemos

al ou Ov N/ ou\*M?
() — < 4.1
/QE aw(:v)axj oz dz < QAV/QU[ E (axl) } dz (4.10)

ij=1 i=1

para todo v > 0 tal que uv > 0. En el caso especial b; +¢; =01 <7 < N, la
demostracién es inmediata tomado v = max{u — {,0} donde | = supyq u™.
Para el caso general, tomemos k € R tal que | < k < supquyv=(u—Fk)".
(Si no existe tal k£ hemos terminado). Por la regla de la cadena, tenemos que
v e Hg(Q) y
Vv:{ Vu para u >k (i.e. v #0)
0 para u <k (ie v=0).
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En consecuencia obtenemos a partir de la formula (4.10)

N N 271/2
ov Ov ov
()2 < E
/Q.Z:am(x)al‘j dz; dx_QAy/Fv{ (8%) } &

i=1

con I' = sop(Vv) C sop(v) y de aqui por la elipticidad estricta de L, (4.5),

L[S ()] e <o oS (22)] "

< 2v|v]| L2 | VY 22 ()

entonces
HVUHLQ(Q) < QVH’U”Lz(p).

Aplicando ahora la desigualdad de Sobolev, para N > 3, obtenemos

101l 3, g < Cllollz2ry < Clsop(Vo)["Nlv]] 4

LN-2(Q N-2(Q)

donde C' = C'(N, v) entonces
|sop(Vv)| > C~V.

En el caso N = 2 se tiene una desigualdad de este tipo con C' = C(N, v, |§2|)
se sigue también de la desigualdad de Sobolev reemplazando % por algin
numero mas grande que 2. De esto se sigue que las desigualdades son inde-
pendientes de k lo que muestra que no cambia cuando k tiende al supg u.
Entonces la funciéon u debe alcanzar su supremo en {2 sobre un conjunto
de medida positiva, donde al mismo tiempo Vu = 0. Esto contradice la
desigualdad precedente, entonces supg u < [. &

Corolario 4.1.3 Sea u € H}(Q) tal que Lu = 0 en . Entonces u = 0 en
Q.

4.2. Resolucion del Problema de Dirichlet

Teorema 4.2.1 Sea L un operador que satisface las condiciones (4.5), (4.6)
y (4.8). Entonces para f € L*(Q) el problema de Dirichlet

Lu = f en Q
u = 0 en 0N

tiene una unica solucion.
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Demostracion. El Teorema 4.2.1 sera derivado de la alternativa de
Fredholm para el operador L.
Definimos
— / fudx
Q
para v € H}(£2). Observar que
[F )] < [[fll2llv]l1,2,

entonces F' € H~1(Q).
Si la forma bilineal £ definida por (4.2) es coerciva entonces el problema de
Dirichlet para L tiene una tnica solucién por Lax-Milgram.

Relacionado con la coercividad de £ tenemos

Lema 4.2.2 Sea L que satisface las condiciones (4.5) y (4.6). Entonces
A
L(u,u) > —/ |Vul?dz — )\VQ/UQ dz. (4.11)
2 Ja Q

Demostracion.

N N

Sluu) — /{Z g;g—;+2[bi(x)—c( 2)u gxl d(x)u }d:v

[P5 () 35 () v

(por la desigualdad de Schwarz)

_ /Z(ax) dx—)\VQ/QUZd:U.

Para o € R definimos el operador L, por L,u = Lu—ocu. Por el Lema 4.2.2 el
operado L, es coerciva si o es suficientemente grande o |€2| es suficientemente
chica.

v

&

Definimos una inclusién I : H}(Q2) — H1(Q) por

Tu(v) = /qu dz v e Hi(Q). (4.12)
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Lema 4.2.3 [ es compacto.

Demostracién. Escribimos [ = II; donde I : Hj(Q2) — L*(Q) es la in-
clusién natural e I : L3(2) — H () que es definida por (4.12). Por el
Teorema de Rellich-Kondrachov, 5 es compacto y, como [; es continua, se
sigue que I es compacto. &

Tomamos oy de manera que la forma £,, es continua y coerciva en el espacio
de Hilbert H} (). La ecuacién Lu = F, para u € Hy(Q) y F € H1(Q), es
equivalente a la ecuacion

Lo,u+ oolu = F.

Como L, es continua, uno a uno de H'(Q) a Hj(Q) y si, se la aplicamos
a la ecuacién, obtenemos la siguiente ecuacién equivalente

u+ooL, Tu=L,!F. (4.13)

La aplicacion T = —UOL;(}]U es compacta por Lema 4.5 y de aqui por la
alternativa de Fredholm, la existencia de una funcién u € H}(Q) que satisface
la ecuacién (4.13) es una consecuencia de la unicidad en Hj () de la solucién
trivial de la ecuaciéon Lu = 0. El Teorema 4.2.1 se sigue del resultado de
unicidad, Corolario 4.1.3. &

4.3. Principio Fuerte del Maximo

Definicién 4.3.1 Sea v € H'(Q2). Se dice que u es una supersolucidén (sub-
solucion) de la ecuacion (4.3) en Q si

£(u,v) > /Q foda (E(u,v)g /Q fvdx)

para todo v € C§(2) v > 0.
Usaremos el siguiente resultado , el cual no demostraremos

Teorema 4.3.2 (Desigualdad Débil de Harnack) Sea L un operador
que satisface (4.5), (4.6) y supongamos que f € Lz(Q) para algin ¢ > N.
Entonces si u € H'(Q) es una supersolucion de la ecuacion (4.3) en 2, no
negativa en una bola B(y,4R) CQ y1<p< % tenemos

=N , _ _N
R ||ulle(By,2r)) < C(Bg}%)qu)\ 1201 q)HfHL%(Q)> (4.14)

donde C = C(N, %, VR, q,p).

)
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Demostracién. Ver Gilbarg-Trudinger [14], Teorema 8.18. &

Teorema 4.3.3 (Principio Fuerte del Maximo) Sean L un operador
que satisface las condiciones (4.5), (4.6) y (4.8) yu € H'(Q) tal que Lu >0
en ). Entonces, si para alguna bola B C ) tenemos

supu = supu > 0 (4.15)
B Q
la funcion u es constante en S y se tiene la igualdad en (4.8) cuando u # 0.

Demostracién. Escribimos B = B(y, R), y sin perdida de generalidad
podemos suponer que B(y,4R) C . Sea M = supgu y aplicamos la De-
sigualdad Débil de Harnack (4.14) con p = 1 a la supersoluciéon v = M — w.
Obtenemos

RN/ (M —u)dz <C inf (M —u)=0.
B(y,2R) B(y,R)

Por lo tanto u = M en B(y,2R). De donde se deduce que
Qu={reQ:ulz)= M}

es un abierto relativo en ().

Para finalizar veamos que €2, = 2. Supongamos que no, entonces existe
r € 0y NQyr >0 tal que B(x,4r) CcC Q. Como Qy N B(x,4r) # 0,
repitiendo el procedimiento anterior, se tiene que u = M en B(x,2r). Por lo

tanto x € (2, lo que es una contradiccién, provino de suponer que 2 G .
Luego Q= Q. &

4.4. Desigualdad de Harnack

Para una demostracién de los siguientes resultados ver Gilbarg-Trudinger
[14], Teorema 8.20 y Corolario 8.21.

Teorema 4.4.1 (Desigualdad Completa de Harnack) Sean L un oper-
ador que satisface las condiciones (4.5) y (4.6), y u € H'(Q) tal que u > 0
en Q y Lu =0 en Q. Entonces si B(y,4R) C Q) tenemos

sup u < C inf u (4.16)
B(y,R) B(y,R)

donde C = C(N, %, vR).
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Corolario 4.4.2 (Desigualdad de Harnack) Sean L y u que satisfacen
las hipdtesis del Teorema 4.4.1. Entonces para todo Q' CC Q, tenemos

supu < Cmfu (4.17)
Q/

donde C'= C(N, 5,v,QV, Q).

7)\7

4.5. El Problema de Autovalores

La teoria de Fredholm, garantiza que un operador eliptico de la forma
(4.1) tiene a lo sumo un conjunto numerable de autovalores. Probaremos
en esta seccién que un operador autoadjunto tiene autovalores y consider-
aremos algunas de sus propiedades bésicas. Aunque la existencia de auto-
valores se sigue del analisis funcional standard, consideramos bueno hacer la
demostracion para este caso particular.

Supongamos ahora que el operador L es autoadjunto y que lo podemos
escribir como

N

Lu = Z_ai,- (;az‘j(w)g—; +bz‘(9ﬁ)u) — bi(z )gxz +c(z)u

i=1

donde (a;;) es simétrica. La forma cuadrética asociada en Hg () es dada por

ou Ou ou .2
L(u,u) Z/{ axlaxj—i-%() 8xl+c() }dz.

La relacién

J(u) = ﬁ‘ﬂj’,;) ue HY(Q)\ {0}

es llamada el cociente de Rayleigh de L. Comencemos por estudiar el prob-
lema variacional de minimizaciéon de J. Primero, es claro por el Lema 4.2.2
que J es acotado inferiormente, entonces podemos definir

o= inf J. (4.18)
H§(2)\{0}

Es claro ahora que o es el menor autovalor de L en H}(Q), que es, de existir
una funcién no trivial u € HJ(2) tal que

Lu+ ou =0, (4.19)
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y o es el numero mas pequeno para el cual esto es posible. Mostremos esto
escogiendo una sucesiéon minimizante (u,)nen € Ha(Q) tal que |Juylz = 1
para todo n € Ny J(u,) — o. Por (4.5) y (4.6) tenemos que (up)nen €S
acotada en HJ(f2), entonces tenemos una subsucesion de (u,),en que con-
verge en L%*(2) a una funcién u con ||ull; = 1 (por la inclusién compacta
H}(Q) C L*(Q), Teorema de Rellich-Kondrachov). Como Q(u) = £(u,u) es
cuadratica tenemos para todo [ y n

Q) 1 Q(E) = (@) + Q(un)
entonces
- Un 1 n 2
Q™) < 5(Qw) + Q) — o “ 22 = o

Usando nuevamente el Lema 4.2.2, vemos que (u,),eny €s una sucesion de
Cauchy en H}(Q). Por lo tanto u, — u en H}(Q), y ademds Q(u) = o.
La verificacién de la ecuacién de Euler (4.19) es standard en el calculo de
variaciones: Se sigue tomando

f(t) = J(u+ tv)

para v € H}(Q) y calculando

f(0) = Q(S(U,v) —a/ﬂuv dx) = 0.

Es claro que o es el menor autovalor, puesto que algiin autovalor mas pequeno
contradeciria la formula (4.18). Si ordenamos los autovalores de L en forma
creciente oy, 09, ..., v designamos sus correspondientes autoespacios por
Vi, Va, ..., podemos caracterizar los autovalores superiores de L, solo si es
autoadjunto, por la forma

Om = inf{J(u) cu#0 /uvdx =0Wve Vl,...,le}. (4.20)
Q

Las resoluciones de estos problemas variacionales esencialmente como en el
caso m = 1y, ademds, el procedimiento (4.20) muestra todos los posibles
autovalores de L, las autofunciones resultantes forman un conjunto completo
en L*(2). Por lo tanto tenemos el siguiente Teorema

Teorema 4.5.1 Sea L un operador autoadjunto que satisface (4.5) y (4.6).
Entonces L tiene un conjunto numerable de autovalores ¥ = {0, }men, dado
por (4.20), cuyos subespacios generados por las autofunciones son densos en

HL(Q).
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Para terminar con esta seccién observemos una propiedad especial del
primer autovalor

Teorema 4.5.2 Sea L un operador autoadjunto que satisface (4.5) y (4.6).
Entonces el primer autovalor es simple y tiene una autofuncion positiva.

Demostracién. Si u es una autofuncién de oy, se sigue de la formula
(4.18) que |u| también lo es. Por la Desigualdad de Harnack, Corolario 4.4.2,
tenemos que |u| es positiva en Q, por lo tanto u tiene signo constante, y
entonces o, tiene una autofunciéon positiva. Este argumento también mues-
tra que las autofunciones de o; son positivas o negativas y por lo tanto es
imposible que dos de ellas sean ortogonales, de donde V) tiene dimensiéon uno
y o7 es simple. &
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Sean © C RY abierto y acotado de clase C* y V € L4(Q) (1 < ¢ < 00).
Consideramos el operador Hy de la forma

Hyu = —Apu+ V(x)|ulP>u. (5.1)

Si asumimos que u € W'?(Q) y que ¢ > %, decimos que u satisface Hyu = 0
(>0,0<) en si

D(u,v) = /|Vu\p_2Vqudx—|—/V(x)|u\p_2uwdx (5.2)
Q Q
= 0(<0, 20)

para todo w € C} ().
Sea f € L¥(Q), u € W'P(Q) es solucién débil de la ecuacién

Hyu=f (5.3)

en (2 si

D(u,w) = G(w) = /wa dr Yw € C;(Q). (5.4)

Estudiaremos el problema de Dirichlet para la ecuacién (5.3).

Definicién 5.0.3 Una funcion u € W'P(Q) se dice solucion débil del prob-
lema de Dirichlet

—ANpu+ V(@) |ufu = f enQ (5.5)
u = 0 en 09 '

siu es solucion débil de (5.3) y u € Wy().

75
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Notar que

D, w)| < HWH§1I\Vw|!p+/Q(IV(x)\5’\U|p1)(!V(rv)\’1’\w\)dw

‘ =

< ||Vu||§-1||w||p+( / |v<x>||u|pd:c) < / |v<x>||w|pdx>
< IVul Vel + CIVlal?; w], por ol Lema 3.3.14
< @+ VIl ]y

De esto se deduce, para u € W'?(Q) fijo, que la aplicaciéon w — D (u, w)
es una funcional lineal y continua en W, (Q). Por lo tanto la validez de la
relacién (5.2) para w € C1(Q) implica su validez para w € Wy (€).
Observar que fijado u € WHP(Q), Hyu define un elemento del espacio dual
de W, 7(Q), Hyu(w) = D (u, w), w € Wy (Q).

5.1. Resolucion del Problema de Direchlet

Teorema 5.1.1 Sea V € L), con q > %. Si ||V, < S., donde S,y es

pq’’
la constante definida en la Definicion 3.4.7, 6 V > 0 el problema de Direchlet

(5.5) tiene por lo menos una solucion débil para toda f € Lp'(Q).

Demostracién.

1.- Definimos ¢ : Wy *(Q) — R

1 P e+ L P e —
gb(u):];/Q]VM d$—{—p/QV(:E)|u| dz /qud:v.

2.- ¢ es acotada inferiormente.
SiV >0

1 1
o(u) = —/\Vu|pda:+—/V(x)]u\pdx—/fudaz

P Ja P Ja Q
1

> = [Vully = [[flly [l
p
1

= SVl =1l Clvels

Como la funcién a : [0, +00) — R

1
a(t) = z—)tp = [IfllCt
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esta acotada inferiormente, entonces existe K; > 0 tal que
1 1
o(u) = ];IIVUI|Z — 1/l ClIVull, = K1 Vu € Wy"(2).

Si|V, < Sp*(}

ou) = ]1)/9|Vu|pdx+%LV(Z‘)Wde—/ﬂfudx

1 1
vl - / V@)l dz — |l llull,

1 1
HIVels = ];HVHqHUHiq/ = [NVl

Vv

v

Observemos que

pN q N
— <—
N—p q—1<N—p

« N
pqg <p'= <:>(N—p)q<(q—1)N<:>;<q.

Entonces [[ul|}, < Spy||Vul/b. Por lo tanto

¢(u) = ~(1 = [[VllgSp ) Vully = DIIVull,

=

donde D = || f||,C.
Como, por hipétesis, ||V||4Spy < 1, la funcién p : [0,4+00) — R

1
u(t) = ]_9(1 = [VllgSpg)t" — Dt
esta acotada inferiormente, entonces existe Ky > 0 tal que

o(u) = ~(1 = [[V]|ySp) I Vully — DI Vull, > K Vu € Wy(9).

S

3.- Por el punto 1, m = infwg,p(m ¢(u) > —oo. Veamos que se alcanza.
Sea (U )nen C Wol’p(Q) tal que

lim ¢(u,) = m.

n—oo

Como (uy)nen €s una sucesion minimizante, existe C' > 0 tal que

SiV >0 .
C > o(uy,) > ]—)||Vu||§ — D||Vu,|, > K1 Vn € N.
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Si [V, < Sp_j

C 2 ¢(un) = =(1 = [[VlIgSpa ) Vunlly = DI Vun|l, > Ky ¥n € N.

Sl

Entonces, en cualquiera de los dos casos, (||Vu,||,)nen €s una sucesién acota-
da en R, o sea que (uy,)nen es acotada en W, P(Q). Entonces existe una sub-
sucesién de (uy,)nen, a la cual también notaremos con (U, )nen, ¥ Uo € VVO1 P(Q2)
tal que

u, — ugenW,"(Q), (5.6)
u, — ugen LP(Q), 5.7
U, — ugenLP7 (). (5.8)

Por (5.7),
lim fundx—/fuodx

n—oo

puesto que f € LP'(Q).
Por (5.8) y el Teorema 2.3.7

[tn|” = Juol” en LY (92),

con lo cual

i [ V(@) de = / V() ul? dz
por que V € L1(Q).
Como

lim p/|Vun|”dx—l— / (:B)|un|pdx—/fundgp:m
n—oo Q

resulta que

1
lim — /|Vun|pdx—m+/fuodx—1—)/V($)|u0|pdx.
Q

n—oo p

Por otro lado, usando (5.6),

1 1 1
m+/fu0da:——/V(x)]uo|pdx: lim — [ |Vu,|Pdz > —/ |Vuo|P de,
Q P Ja Q P Ja

n—oo p

con lo cual

1 1
m > —/|Vu0|pdx—|——/V(x)|u0|pdx—/fuodx.
D Ja D Ja Q
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Como uy € Wy P(Q), resulta que m = ¢(up).

4.- ug es una solucién débil del problema (5.5).
Sea w € Wy P(R) definimos
iR—=R

i(t) = o(ug + tw).

Por el punto 3 7 tiene un minimo en 0. Entonces #'(0) = 0. Usando el Teorema
de Convergencia Mayorada, se puede ver que

i'(0) = /Q |Vu0|p_2Vu0dex+/S2V(:U)|u0|p_2u0w da:—/ﬂfw dz.
Entonces tenemos que
/Q |Vuo|P2Vug Vo do + /Q V(2)|uo|P 2upw d = /wa dz Yw € W, P(Q),
por lo tanto u es solucién débil del problema (5.5). &

Teorema 5.1.2 Si V € L=(Q) y f € L”(Q), toda solucion débil del proble-
ma de Dirichlet (5.5) es acotada.

Demostracién. Es analégo Gilbarg-Trudinger [14], Teorema 8.15. &

5.2. Principio del Maximo
Teorema 5.2.1 (Principio Débil del Maximo) Sean V € L%(), con

q> %, f € LY (Q) yu una solucion débil del problema de Dirichlet (5.5). Si
IVllg < S,y 6V >0,y ademds f >0, entonces u > 0 en Q.

Demostracién. Hacemos la demostracién para el caso |V, < Sz;;' Como
u es solucién débil del problema de Dirichlet (5.5), tenemos que

/ |VulP?VuVwdz + / V() |ulP2uw dz = / fwdzVw € W, P(Q).
0 0 0
Tomemos w = u~, entonces

—/ |Vu_|pdm—/V(x)|u_|pdx = / fu~dz >0 (por ser fu~ >0)
Q Q Q
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O Ssea que

0 > /|Vu_|pdx+/V(x)|u_|pdx
Q Q

> V|2 - / V(@) |u | da
> Va | = [Vl |2,
> Va2 — VIS Va2 (por que g > N/p)

(1= [VIISpa ) Ve |[5-
Como ||V||, < SI;]}, tenemos que
0> [[Vu~ |y = Cllu”[l}
entonces ||u~||, =0, y por lo tanto u~ =0 en Q. Luego u > 0 en Q.

El caso V' > 0 es anélogo. &

Teorema 5.2.2 (Desigualdad de Harnack) Sea u una solucion débil de
(5.5) en un cubo K = K(3p) C Q, con 0 <u < M en K. Entonces

maxu < C'minu,
K(p) K(p)

donde C'= C(N, M, p).
Demostracién. Ver Trudinger [22]. L]

Teorema 5.2.3 (Principio Fuerte del Maximo) Sea
w e WP (Q) N L=(Q) una solucidn débil del problema (5.5). Entonces,si
f >0 tenemos

u>0 en €.

Demostracién. Se deduce de los Teorema 5.2.1 y 5.2.2. &

5.3. El Problema de Autovalores

Sean © C RY abierto y acotado de clase C' y V € LY(Q)(1 < ¢ < 00).
Tenemos el siguiente problema

{—Apu+V(:c)|u]p_2u = AMuP?u en Q

u = 0 en Of). (5.9)
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El primer autovalor asociado a este problema es

E(V) = inf {/ |VulP dz + / V(z)|luPdz :u e Wol’p(Q), ull, = 1}.
Q Q

Veremos que existe ug solucién débil de (5.9) cuando A = E(V), ug se lla-
mara una autofuncién asociada al autovalor E(V'), y demostraremos algunas
propiedades interesantes de uy.

Definicién 5.3.1 Sea V € LU(Q) definimos Jy : WyP(Q) — R como

Jy (u) :/ |Vu|pdx+/V(x)|u|pdx.
Q Q
Observaciéon 5.3.2 De acuerdo a la ultima definicion tenemos que

E(V) = inf {Jv(u) cu € WP(Q), [ull, = 1}.

En el proximo teorema mostraremos la existencia de una autofuncién.

Teorema 5.3.3 Si ¢ > %, entonces dado V' € LI(Q), existe ug € Wy (Q)
tal que
{ E(V) = [,Vu|Pdz + [,V (x)]uel dz
1.

luolly =

Demostracién. Sean V € LUQ) v (tn)nen € WP (Q) una sucesién mini-
mizante para E(V), i.e.,

iy, oo fo [Vupl? dz + [, V(z)|u,Pdz = E(V)
lunll, = 1 Vn e N.

Por ser (u,)nen una sucesién minimizante, existe C' > 0 tal que
/ |Vu,|P dz + / V(z)|upPdxr < C Vn e N.
Q Q
Veamos que para todo £ > 0 existe D. > 0 tal que

(1—5)/ VP da — ||V||qDE§/|Vun|pdx+/V(x)|un|pdx§C’
Q Q Q



82 p-Laplaciano

para todo n.
En efecto, como ¢ > %, por el Lema 3.3.14 se tiene que dado € > 0 existe D,

tal que
‘/ x)|u,|P dz

para todo n.
Entonces tenemos que

IA

Vil T 1913+ Dl
q
< < Vulf + 1V 1 De

(1—5)/|Vun|pdx—||V||qD5S/|Vun|pdm+/V(x)|un|pdx§C’
0 0 0

para todo n.
Tomando € < 1 tenemos, para todo n,

D

y por lo tanto (u,),en €s acotada en Wol’p(Q).
Observemos que
pN q N

N

/ *

pq <p'f=— = < <~ (N—-p)g < (¢—1)N <= — < q.
N—p q—1 N-—p ( ) ( ) P

Entonces existe una subsucesion de (u,)nen , a la cual también notaremos
1
con (up)nen, ¥ ug € Wy () tal que

u, — ugenW,"(Q), (5.10)
u, — ugen LP(Q), (5.11)
u, — ugen L’ (Q). (5.12)

Por (5.11) se tiene [juo||, = 1, con lo cual uy # 0.
Por (5.12) y el Teorema 2.3.7

[t — Juol” en L7 (52),

con lo cual

lim V(x)]un]pdx:/V(x)|ug|pda:
Q

n—o0 o)

por que V' € L4(Q2). Como

n—oo

lim |Vun|p dz + / V(z)|up|P dz = E(V)
Q
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resulta que
lim [ |Vu,|[Pdz=E(V) - / V(z)|upl? da.
Q Q

n—oo

Por otro lado, usando (5.10),

E(V)—/QV(x)|u0|pdx:nh;rgo/QWun]pdx2/Q\Vu0|pdx

V) 2/|Vuo|pdx+/\/(a:)|u0|pdx
Q Q

Como ug € Wy P(Q) v ||lugll, = 1 resulta que

V):/ |Vu0|pdm+/V(x)|uo|pdx.
Q Q

En el siguiente teorema demostraremos que ug es solucion débil del
problema 5.9 con A = E (V).

con lo cual

L]

Teorema 5.3.4 Sean V € Li(S2), con q > % yug € WyP(Q) tal que

uoll, =
Entonces ug es solucion débil de
—Apu+ V(@) |ulP2u = E(V)uP"2u en Q (5.14)
u = 0 en Of). '

Demostracién. Sean

I:WyP(Q) =R

/ |ul? dx

A= {uecW,”(Q): I(u)=1}.

Entonces Jy (up) = ming, ey Jy (u).
Sea w € WyP(Q) tal que [, [uo|P~*upw da # 0, pues ug # 0.
Dada u € Wy(Q) definimos

jiRxR—R
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J(t,s) = I(up + tu + sw) — 1.

Observemos que j(0,0) = I(ug) — 1= 0.
Calculemos %(0,0).
Como

m lug + sw|P — |ug|P

s—0

= p|u0|p_2u0w

|up + sw|? — |ug|?

. < plw|(Jup + sw|P~t + JugP~) € L),

ya que |w| € LP(Q), |up + sw[P~' y |uglP~* € LP (). Por el Teorema De
Convergencia Mayorada

9

—j(0,0) = / |uo P upw da # 0.

s QO

Entonces por el Teorema De La Funcién Implicita existe ¢ € C1(£2) tal que

¢'(0) = C50,0)  J luolPPuguda
%(O’O) fQ |Uo|p‘2uow dz’

Sea z(t) = tu + ¢(t)w, entonces uy + 2(t) € A para todo t € (—¢,¢).
Definimos i(t) = Jy (up+z(t)). Luego i(t) tiene un minimo en ¢ = 0, entonces

0 = (0) = S Jlug + (1)

t=0

_ %(/Q|V(u0+z(t>>ypdw+/QV(x)\uo+z(t)ypdx>

t=0

= /Q |V (1o + 2(1)) P2V (ug + 2(1))(Vu + ¢' (1) Vw) dx

t=0

+ /Q V(2)|uo + 2(8) P2 (uo + 2(2)) (u + ¢ (t)w) dz

t=0

= / |Vuo|P*Vug(Vu + ¢'(0)Vw) dz + / V() |uol?*uo(u + ¢/ (0)w) dz
0

Q

= /|Vu0|p_2Vu0Vudx+/V(x)|u0|p_2u0udx
0 Q
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+ /qb'(O) {(|Vuo|p_2Vu0Vw + V(@) ug /P 2upw) | dz
0

= /|Vu0|p_2Vu0Vudx+/V(x)|u0|p_2u0udx
Q Q

p—2 d
ST s [ (190l 2909w + V@) ol o)
Q

fQ |uo|P~2upw dz

Tomando
Jo(IVuo[P2VugVw + V() [ue[P*uow) dz

o, [woP~2uow dz

A\ =

)

se tiene
0:/|Vu0|p_2Vu0Vudx+/V(x)|u0|p_2u0udx—>\/ |uo|P~ 2ugu da.
Q Q Q

Por tanto ug es solucién débil de

—Apu+V(z)|uf2u = Aulf"?uen Q

{ u = 0 en Of). (5.15)
Para terminar veamos que A = E(V).
Como ug es dolucién débil de (5.15) vale que

/ |Vug|P da +/ V(z)|uo|P dx = )\/ lup|? de = A,
Q Q Q

entonces

E(V) = / |Vuol? dz +/ V(x)|uglP dx = .

Q Q
L

Luego ug se llama la autofuncién asociada al autovalor E (V).
Teorema 5.3.5 Si V € L®(Q) entonces ug tiene signo constante.

Demostracién. Como uy es solucién débil del problema (5.14), |up| también
lo es. Dado que V € L>(Q), por el Teorema 5.1.2, |ug| € L>(2). Entonces
por el Teorema 5.2.3 |ug| > 0 en €, por lo tanto v, tiene signo constante. &

Proposicién 5.3.6 E(V) es el primer autovalor para el problema (5.9).
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Demostracién.Sea A otro autovalor del problema (5.9), i.e. existe
w e WyP(R), w # 0, tal que w es solucién débil de

—Apu+ V(2)|uf?u = AuP?uen Q
u = 0 en Of).

Entonces
_ Jo IVwlPda + [, V(z)|w[’ dz > B(V)

A
Jo lw|p dz -

[ )

Enunciaremos algunos resultados adicionales, a modo informativo, sobre
este problema. Los mismos no seran usados en lo que resta de esta tesis.

Proposicién 5.3.7 Siq > %, entonces dado V' € L1(Q), existe una susecion
creciente y no acotada de autovalores para el problema (5.9).

Demostracién. Es andloga a Garcia Azorero-Peral Alonso [12], [13]. &

Proposicién 5.3.8 Si V € L*(Q), el primer autovalor del problema (5.9)
es aislado.

Demostracién. Es andloga a Cuesta [7]. L3

5.4. El Espacio de Autofunciones Asociado al
Primer Autovalor

A continuacién demostraremos que el espacio de autofunciones de E(V')
esta generado por ug. Para esto necesitaremos el siguiente resultado

Teorema 5.4.1 (Identidad de Picone) Sean v > 0, u > 0 diferenciables
y p > 1. Definimos

» uP » uP~! p—2
L(u,v) = |Vu| +(p—1)E|Vv| —pvp71Vu|Vv| )
P
R(u,v) = |W|p—v( “_l)ywﬂw
VP

Entonces
L(u,v) = R(u,v).

Ademds
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1. L(u,v) > 0.

2. L(u,v) = 0 c.t.p. Q sisolo si V(%) =0 ctp. Q,i.e u= kv para alguna
constante k en cada componente conexa de §2.

La siguiente demostracién esta basada en la hecha por Allegreto-Hunag [1].

Demostracion.
1.- L(u,v) = R(u,v).
Basta ver que

uP~1

P
Vu|Vol 2V — (p — 1)%1%1?.

pp—1

v vop-2ve =
o1 [Vl v=p

Como, para todo 1 <7 < N,

g [ u\ pup‘lg—givp_l - (- 1)upvp_2§—gz wP Ou ( )up ov
Ox; \vr—1 ) p2(p—1) n pvp—l ox; b VP Ox;
Entonces

Por lo tanto

()| volr-2ve =
’Up_l | Ul v=Pp

uP~1

vp — 1

p
Vu| Vo2V — (p — 1)%|vu|p.

2.- L(u,v) > 0.
Usando la Desigualdad de Young

p—1 p _ p
|VU|(U|V0\) < |Vul WP 1<u|Vv]> .

v D D v
Entonces
u™! -1 uP
P (VolP~HVu| < [Vul? + (p — 1)U_p|VU’p'
Luego
P u p up—l p—2
L(u,v) = |Vu| —I—(p—l)ﬁ|vv| —pvp71VU|W| \VZ)
w p—1 u”! p—2
> P Vol Vul = pg V| Vol Ve
uP~1 )
= P |VolP~*(|Vo||Vu| — VuVv)
> 0.
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3.- L(u,v) =0 ct.p Qsiysolosi V(%).

uP~1

up
_ P - - P _ p—2
L(u,v) = |Vul’P+(p 1)UP|VU| pvp_IVu|Vv| \)
—1
= IVl + (p— 1)L TP — e [P V|Vl
VP vp—l
ub~! —2 ub~! -2
+ pvp_1|Vv|p ]Vv\|Vu\—pvp_1Vu|Vv|p Vv
—1
= IVl + (p— 1)L TP — e [TelP 2 V|Vl
VP pp—1

up

-1
o |VoP~2(|Vo||Vu| — VoVau).

+p

Observar que

ub~1

- |Vo[P~2|Vo||[Vu| > 0

uP
p _ P _
IVl + (p = 1) ZIVul” —p-
p—1

pzp_l |VolP~2(|Vv||[Vu| — VoVu) > 0.

Sea z € 2 tal que u(z) # 0, entonces L(u,v)(x) = 0 si y solo si

Vu@)F + (= 1>Z§Z§§f§ Vo)l - nggz_l V(@) V()] =0 (5.16)
y -
Zggpl |Vo(x)|P~2(|Vo(z)||Vu(z)| — Vo(z)Vu(z)) = 0. (5.17)

Ahora, la ecuancion (5.17) es equivalente a |Vu(x)||Vv(z)| = Vu(z)Vu(x) y
esto ocurre si solo si existe k € Ry tal que Vu(z) = kVu(z).
Entonces (5.16) se convierte en

Tur |1+ - 0 (45%) - p(%k)} 0

Tengo dos posibilidades:
a.- |[Vu(z)] =0

Entonces u y v son constante en un entorno de x y por lo tanto V(%)(x) =0

b1+ (p = V(R — pight™" = 0.

O sea que %k es un cero de
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f:RzoﬁR

ft) =14 (p—1)t" — pt".
Para terminar veamos que el tnico cero de f est = 1.
Sit > 1entonces f(t) >14+(p—1)—p=0.
Sit < 1entonces f'(t) = (p—1)pt?~2(t—1) < 0y por lo tanto f es decreciente
en [0,1).
Luego t = 1 es el tinico cero de f entonces “( k = 1, y por lo tanto existe

un entorno de z en el cual ¥ = 7, lo que nos dlce que V(%)(z) = 0. s

Corolario 5.4.2 Sean Q C RY abierto, conexo y acotado con frontera requ-
lar, V € L1(Q) (q > %) yug € WyP(Q) tal que

{E(V) = Jo [Vuol”dz + fo V(2)[uol” dr

luoll, = 1.

Entonces para toda autofuncion w asociada a E(V) eziste k € R tal que
w = kug c.t.p. en €.

Demostracion. Podemos asumir que ug > 0 y w > 0. Entonces, dados n y
M eN, up+ = >0y wy =min{w, M} > 0. Luego

1 1
/ L(U)M,Uo + —) de = / R(wM,uo + —) dx
Q n Q n

P
_ \V4 P _ | VuelP 2 VunV Y d

Por Hipétesis y como € Wy?(Q), tenemos que

Wt
(up+L)p—1
/L(wM uo—l—l)d:c = / [Vwp P — [VueP2VueV _ W dz
Q ’ n 0 ('LLO -+ l)p—l

ugfl
— [ 1Vunlrda - <>/ T &
Uo

+ /Q (:U)wﬁ’wmdx.

Por el Teorema de Convergencia Mayorada, tenemos que
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ub™! ub ™!
/ p . vy 0 P 0
fiics ( vl ar—pw) [t D AL T Lyt dx)

:/ ]VwM\pdx—E(V)/wﬂdx—i—/V(x)wﬂdx.
Q 0 0

Entonces,

1
lim [ L(wy,u+—)de = /
n

IVaw [P da— B(V) /

wh, dx+/ V(x)wh, dz.
Q Q

Por el Lema de Fatou
/L(wM,uo)dx < / |Vwp P do —E(V)/wﬂ”w dx—l—/V(z)wa dz.
Q Q 0 0

Por el Teorema de Convergencia Mayorada,

lim [ L(wp,up)de < / \Vw]pdx—E(V)/wpdx—i-/V(x)wpdx.
Q Q 0

M—oco Q

Por el Lema de Fatou
/L(w,uo) dzx < / |Vwl|P dz — E(V)/wpdm+/V(x)wpdx.
Q Q Q Q

Entonces, si w es autofuncién de E(V),

/ L(w,up)dz <0.
0

Como L(w,up) > 0 en 2, resulta que L(w, ug) = 0 c.t.p. en () entonces existe
k € Rog tal w = ku c.t.p. en Q. )

Para ver otras aplicaciones interesantes de la Identidad de Picone ver
Allegreto-Huang [1].



Capitulo 6

Potenciales Criticos

Sea 2 C RY abierto, conexo y acotado con frontera regular. Consideramos

el operador diferencial
HV = —Ap + V(I)

con V€ L(Q) y1<p<oo. Sea E(V) el primer autovalor de Hy, tenemos
los siguientes problemas: Si B C L?(£2) es convexo, cerrado y acotado.

1. ;Cual es el supremo de E(V) sobre el conjunto B y para que V lo
alcanza, si hay alguno?

2. ;Cual es el infimo de E(V') sobre el conjunto B y para que V' lo alcanza,
si hay alguno?

En este Capitulo responderemos estas preguntas, siguiendo lo hecho por
Harrell [16] y Ashbaugh-Harrell [4] para el casop =2y 1 < N < 3.

6.1. Propiedades de E(-)

Acontnuacion demostramos alguna propiedades importantes de la funcién

Lema 6.1.1 £ : B — R es cdncava.

Demostracion. Sean V;, Vo, € By 0 <t < 1. Entonces
BV (1-0%) = i {dwiewonelu) s w e WGH(@), ull, =1}

91
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o {uvm (= () : € W), [full, = 1}
> inf {tJVl(U) tu e Wol’p<9)a [ull, = 1}

+ inf {(1 —t)Jy,(u) su € Wol’p(Q), ull, = 1}
= tE(V) + (1 —=t)E(V3).
Por lo tanto E es céncava. &

En lo que sigue denotamos con M a la cota de B (ie. ||[V|, < M para
todo V' € B).

Proposicion 6.1.2 Eziste una constante C' > 0, dependiendo sélo de p, q,
M y Q) tal que
E(V)<C

para todo V € B.

Demostracién. Sea uy € C§(Q) tal que ||ugl|, =1 fija.

EV) < [ Fupdes [ Vlulde < [ [Vulde+ fuls [ Vi) ds
Q Q Q Q
< [ 19wl o+ o200 71V < [ 1Vuol do o+ ol 01
= C(p,q, M,Q).
&

6.2. Potencial Maximal

En esta seccion demostraremos que existe un inico V* € B tal que
E(V*)=sup{E(V):V € B}
y lo caracterizaremos.

Teorema 6.2.1 Si ¢ > %, existe un V* € B que mazimiza E(V). Ade-
mas st Vi y Vo € B son dos potenciales maximales en B y us y uy son las
autofunciones de E(Vy) y E(V3) respectivamente, entonces up = ug y Vi = Vo

c.t.p. en sop(uy).
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Demostracién. Sean E* = sup{E(V) : V € B} y (Va)nen C B sucesién
maximizante, i.e.

lim E(V,) = E*.

n—oo

Notar que, por la Proposicion 6.1.2, E* es finito.

Tenemos que (V,,)neny € By B es acotado entonces (V,)nen es acotada en
Li(Q) y como L%(S2) es reflexivo, existe V* € L4(Q2) y una subsucesién de
(Vi)nen, a la cual también notaremos con (V,,),en tal que

Vi, — V¥en L1(Q).

Por el Teorema de Mazur (ver Yosida [24]) un conjunto cerrado y convexo
en un espacio de Banach es cerrado débil, y entonces V* € B.

Veamos que E* = E(V*).

Dado ¢ > 0, existe up € C3(Q) tal que

E(V*) > / VP dz + / V(@) o P de — .
Q Q
Como ug € CH(Q) v Q es acotado resulta que |ug|? € LY (£2), entonces

lim [ V,(x)|upl? dx = / V*(x)|up|P dz.
0

n—oo Q

Por lo tanto,
E(V)+e > /|Vu0|pdx+/V*(x)|u0|pdx
Q Q

= /|Vuo|pdx+ h’m/Vn(m)|u0|pda:
Q n—oo Q

= lim [ |Vue|’dx+ / V(@) |uo|? de
Q 0

n—oo
> lim E(V,) = E".

n—oo
Luego, como V* € B, E(V*) = E*.
Acabamos de demostrar la existencia, veamos ahora la unicidad.
Supongamos ahora que hay dos potenciales maximales V; y V5, y sea
Vs = % su promedio. Como B es convexo y E(+) es concavo se tiene que
Vi€ By E(V3) > w = E*, por lo tanto V3 es un potencial maximal.
Denotamos las correspondientes autofunciones por wuy, us y usz. Si ug es distin-
ta de uy 0 ug, como existe una tnica autofuncién positiva en c.t.p. de norma
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LP(§2) uno asociada al primer autovalor, tenemos que

B = E(vg,)z/ ]Vuglpdx+/%(x)]u3|pdx
Q Q

1
_ —(/|Vu3|”dx+/V1(x)|u3|pdx+/|Vu3|pdx—|—/\/2(x)|u3|pdx)
2 Q Q Q Q

E(V1) + E(V3)

2
= FE*absurdo.

Luego u; = us = ug

—Apuy + V(@) ln [Py = Effun|P?uy etp.

—Apuy + Vo(z)|ur|P 2wy = Ef|ug [P 2wy etp. (6.2)
Sia (6.1) le resto (6.2) tenemos

(Vi(z) — Va(@))|[ua[P"*ur = 0 c.t.p.

Entonces
Vi = Va5 c.t.p. en sop(uy).

L3

Observacion 6.2.2 En la demostracion del ultimo teorema se usa que
q> % solo en la unicidad para poder asegurar que hay una autofuncion aso-
ctada al primer autovalor.

Teorema 6.2.3 Si B = B(0, M) C L), el potencial mazimal es inico.

Demostracion. Sea £* : R>y — R
E*(M) =max{E(V):V e LYQ)||V|l, < M}.

Veamos que E*(-) es estrictamente creciente.

Sean 0 < M; < M,, existe V; € B(0, M;) tal que E*(M;) = E(V;). Como
Villq < My < M,, existe t € Ryg tal que ||[V4 + t||, < M. Entonces dado
u e WyP(Q), |lull, = 1, tenemos

/|Vu|pdx+/(\/1(x)+t)|u|pdx = /|Vu|pdx+/l/1(a:)|u|pdx+t
" Q 0 Q
> BE(Vi)+t.
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Tomando infimo tenemos que

E(Vi +1) > E(V}) +t > E(V}).

Como (V3 +t) € B(0, My),
E*(My) > E(Vi +t) > E(V}) = E*(M,).

Luego E*(-) es estrictamente creciente.
Sean V* € B un potencial maximal y u la autofuncién asociada a E(V*). Si
V* # 0 en un subconjunto de medida positiva de €2\ sop(u), definimos

V*(x)  siz € sop(u)
V*(ﬂﬁ){ 0 siersSOP(u)-

Observar que [|[Vi|l, < [|[V¥|lq v E(V*) = E(V,), lo que contradice el hecho
que E*(-) es estrictamente creciente. Luego V* = 0 en c.t.p. de Q \ sop(u).
Ahora usando el Teorema 6.2.1 tenemos la unicidad. &

Observaciéon 6.2.4 En la demostracion anterior mostramos que la funcion
E*(+) es estrictamente creciente, de esta también se deduce que E*(-) no esta
acotada superiormente.

Sea q > % y consideremos el caso B = B(0, M) C L4(f2), para simplificar
las cuentas tomaremos M = 1. Es claro que B es convexo, cerrado y acotado.
Sean V* € B tal que E(V*) = mix{E(V):V € B} y Vj = jy=1- € 9B = 5.
Sea uy € W, P(Q) tal que ||uoll, =1y

E(%):/|Vu0|pdx+/ 14 S"’") [ P d.
Q o [IV*lg

Entonces

E(Vy) > /|Vu0|pdx+/V*(x)|u0|pdx
Q Q
> E(V) = E".

Luego, por la unicidad, Vy = V* de donde |V*||, =1y V* > 0.
Por lo tanto si tomamos S = 0B(0, 1), existe V5 > 0 en S tal que

E(Vp) =max{E(V):V € S} =max{E(V):V € B}.

Ahora trataremos de caracterizar Vj.
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Sea «: (—1,1) — S diferenciable tal que
a(0) =Voy &(0) =W € Ty,S.

Observamos que

lim a(t) = Voen LY(Q)

t—0

L a(t) a0
t—0

Notamos con V; = a(t) y A(t) = E(a(t)).

Sea u,; la autofuncion asociada a A(t), ie. [|ull, =1y

=Wen L)

/\(t):/ |Vut|pdx+/vt(:p)|ut|pdx.
Q Q

Lema 6.2.5 Siq > %, A es continua en 0, i.e.
lim A(t) = A(0) = E(Vp) = E™.

t—0

Demostracién.Por la Proposicién 6.1.2, existe C' = C(2, ¢, p) > 0 tal que

C>/]Vut]pda:—l—/‘/2(x)|ut|pdx
0 0

y como q > %, por el Lema 3.3.14, dado € > 0 existe D, tal que

\ [ vi@apas
Q

< &Vl + Delluely

para todo t. Luego si tomo € < 1 resulta que

C+D.

[Vl < -

Entonces (u)re(_11) es acotado en W,?(Q) y por lo tanto es acotada en
L7 (). Como
limV; = Vyen LY(Q)

t—0

resulta que

lim | (Vi(x) — Vo(2))|uelP dz = 0.

t—0 Q
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Luego

At) = /Q|Vut|pdx+/g\/t(x)|ut|pdx
= [ vt [P ae+ [ (Vi) - Vol s

> A0) + / (Vi) — V()| dz

y
A0) = /Q\Vuo\pda:—l—/g%(az)\uolpda:
_ /Q\Vu0|pdx+/QVt(x)|u0|pdx—|—/Q(Vo(cc)—Vt(q:))|u0|pdx
> () + / (Vo) — Vil@))uol? da
entonces

A(0) + / (Vi) — Vo)) uol? dz > A(£) > A(0) + / (Vi) — V() us]? d.

Luego,
lim A(t) = A(0).

t—0

Lema 6.2.6 Siq > %, A(t) es derivable en 0y
A(0) = / W () |uo? dr.
Q
Demostracién. Sea (t,)nen tal que lim, o ¢, = 0, como (uy, )nen €s acotada

en WyP(Q) y Wy () es reflexivo, existe una subsucesion (t,, )ren de (£, )nen
tal que existe u € Wy (Q) y

ug, —— uen Wy (Q). (6.3)
ug, —— uwen LP(Q). (6.4)
uy, — uen LP(Q). (6.5)

Veamos que u = uy.
Por (6.4) se tiene |lul|, = 1.
Usando (6.3), tenemos que

liminf/|Vutnk|pd$2/|Vu|pdx.
Q Q

k—o0
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Por (6.5) y el Teorema 2.3.7
[, , [P = JulP en L7(Q),

y cOmo

Vi, — Voen LI(Q)

N

resulta que

tm [ Vi, ()]s, P de = / V() ul? da.
(9] 0

k—o0

Por el Lema 6.2.5

A(0) = lim / Vg, |pdx—|—/thk(az)]utnk\pdx.
0 0

k—oo

Entonces

)\(O)—/Vo(x)]u\pdx: lim / Ve, ]pdxzf\vmpdx,
) k=0 Jo Q
0 sea
A(0) 2/|Vu|pda:+/%(az)\u|pdx.
0 0
Por lo tanto

)\(0):/Q|Vu|pdm+/ﬂvo(x)|u|pdx.

Y como existe una unica autofuncién asociada al autovalor E(V;) de norma

uno y positiva en c.t.p., resulta que u = uy.

Entonces para toda (&, )nen, lim, o t, = 0, existe (t,, )ren subsucesion de

(tn)nen tal que ,
ug, — ug en LPT(Q),

"k

por el Teorema 2.3.7,
[t [P = [uol” en LY (%),

con lo cual

lim
k—o00

(thk () = Vo(z)

tn

)\utnk P dx = / W (x)|ug|P dz.
Q

k

Com para toda sucecién que tiende a cero tengo una subsucesion convergente
a [o, W(x)|uolP dz, entonces

m <M>\ut]pdx:/W(x)|uo\pdx.
t—0 Q t Q
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Recuerdo que
A(0) + / (Vi) — Va(a)) ol dz > A(t) > A(0) + / (Vi) — V(@) (&) fue]? e

o lo que es lo mismo
[ i) = Va(aDuaP dz = A0 = A©) 2 [ (Vta) = Vafa el da
Q Q
por lo tanto

[ (Bl )y g NOZNO) [ (V)

t t

entonces A(t) es derivable en 0 y

A(0) = /QW(JJ)\uO]pdx.

Luego como A tiene un méaximo en 0 tengo que

/ W(z)|uo|P dx = OVW € Ty, S. (6.6)
0

Proposicién 6.2.7 sop(ug) € sop(Vp).

Demostracion. Supongamos que es falso.
Sea z € sop(uy) tal que x ¢ sop(Vp). Como el sop(Vp) es cerrado existe r > 0
tal que
B(z,r) C Qy B(z,r)Nsop(Vy) =0
entonces W = xpr) € Ty, S ya que [, [Vol7 *VoXB(a, dz = 0.
Luego por (6.6)

|up|? dz = 0,
B(z,r)
entonces
up = 0en c.t.p. B(z,r).

Como z € sop(ug), ug # 0 en un subconjunto de medida positiva de B(z, ),
lo que es una contradiccion. Luego sop(ug) C sop(Vp). )
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Observaciéon 6.2.8 Si V € L*(Q), por el Principio Fuerte del Mdximo
ug > 0, y por lo tanto sop(ug) = €. Luego por la Proposicién 6.2.7 tenemos
que 2 C sop(Vp).

Proposicién 6.2.9 Sean Vi un potencial mazimal y ug la autofuncion aso-
ciado a E(Vy). Entonces existe una constante k tal que

|u|” = k[ Vo|*™! (6.7)
en ().

Demostracién. Sean T} y T, dos subconjuntos del sop(Vp) definimos

X1, (JZ) _ XT, (ZL“)
le [Vole~! da fTQ [Vole—! da

W(z) =

Veamos que W € Ty, S. Como Vj es un potencial maximal, sabemos que V}
es positiva entonces

/|v0|q2v0de = /v(;”de;
Q Q
Jo ViTtde [, Vi da

le Ve de - fT2 Vi da
=0

entonces por el Teorema 2.6.1 W € Ty, S. Ahora, usando (6.6), se tiene

0 = /W\uolpda:
0

le |uol? d B ng |up|P d
Jo, Vole=tdz o, [Volo=t da

Entonces
le |uo|? d fT2 |uo|P dx

Jr Volo=tda [, [Volo~t da”

Luego, existe una constante k£ tal que

fT |uo|P dx B
fT [Voletdx B

para todo T subconjunto del sop(Vj). En particular si tomamos

T = {x € sop(Vp) : k|Vo(2)|T" > |ug(z) [P}
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/|u0|pda::k/|\/0|q_1dx
T T
/|v0|q 1dx—/|u0|pdx0

Como k|Vy(2)]9! > |ue(z)|P para todo z € T, la medida de T es cero.
De manera similar se ve que la medida de

{z € sop(Vo) : Vo (x)|"™" < Juo(2)"}

tenemos que

O sea que

es cero.
Luego
luolP = k|Vo|7 en c.t.p. sop(Vj).

Por la Proposicion 6.2.7
luolP = k|Vp|7 ! en Q.
&

De (6.7) tenemos una relacién puramente algebraica entre el potencial
maximal y su autofuncién asociada. Notar que la ecuacion del autovalor es
homogénea de grado p en la autofuncién, entonces puedo elegir la constante
en (6.7) igual a 1, esto se logra tomando como atuofuncién 75 en lugar de
ug. Reemplazando en la ecuacion (5.9) tenemos que la autofuncién asociada

al autovalor maximal satisfaces
—Ayu+u® = BuP! (6.8)

donde E es el autovalor asociado al potencial maximal y a = pq q“ y la
ecuacion puede ser escrita en términos de la autofuncion asoc1ada

Una interesante consecuencia del Teorema 6.2.1 es, en estos términos, una
demostracion de existencia y ciertas propiedades de la solucion de la ecuacién
(6.8). Mds precisamente,

Corolario 6.2.10 Sean Q C RY abierto y acotado con frontera regular,
l<p<ooya€R. Para todo A > E(0), donde E(0) es el autovalor princi-
pal del operador —A, en Wol’p(Q), el problema de autovalores no lineales

—Apu+u* = AP~ en Q
u > 0 en (6.9)
u = 0 en 0fX)

tiene una solucion en los siguientes casos:
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2p—2 (p—l)N}'

1. 8i1 < p <2, tomando o < max{ =,

2. Sip>2, tomando o > 1.

Demostracién. La existencia de un potencial ; maximizante de —A, +V
sujeto a ||V||, = M, para algin M > 0 es conocida del Teorema 6.2.1, con
a = pq%fl. Si el autovalor maximal es E* = E(V}), entonces la condicién
necesaria (6.8) se convierte en (6.9) con u igual a la autofuncién asociada a
E*y A= FE".

El corolario quedara probado si vemos que E* crece continuamente de E(0)
a oo cuando M va de 0 a oco.

Por la Observacién 6.2.3, E*(-) es estrictamente creciente y no esta acotada
superiormente, entonces nos resta demostrar la continuidad.

Notemos con Vi al potencial maximo asociado a E*(M). Sea t > 0, entonces

E(VMY = B*(M +t) > E*(M).

Tomemos V = MlHVOMH, notar que ||V, = M, entonces E(V) < E*(M).

Dado u € W, (), ||ull, = 1, tenemos
M
/|Vu|pd:c+/V(x)|u|pdx = /|Vu|pdx+/ VI () |ul? do
Q Q Q oM+t
_ M (/|Vu]pd:c+/%M+t($)|u\pdx)

M
= Pq
+(1 MH)/Q|W| x

M
M+t(/Q|Vu]pda:+/QV0M+t(x)|u|pdx).

v

Tomando infimo tenemos que

B(V) = Bo W) 2 S B = 2 B (M 41
entonces, por ser E(V) < E*(M),
M * * *
T (M 1) < BY(M) < BY(M + ) (6.10)
Anéalogamente,
M —1
E*(M —t) < E*(M) < E*(M —t). (6.11)

M
Entonces, pasando al limite en (6.10) y (6.11),

lim E*(M +1) = E*(M).
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6.3. Potencial Minimal

En esta seccion demostraremos que existe un V, € B tal que
E(V,) =if{E(V):V € B}

y lo caracterizaremos.
Teorema 6.3.1 Si g > %, existe V, € B que minimiza E(V').

Demostracién. Sean E, = inf{E(V) : V € B} y (Vo)nen C B sucesién
minimizante, i.e.

lim E(V,) = E..

Tenemos que (V,,)neny C By B es acotado entonces (V},)nen es acotada en
Li(Q) y LI(Q) es reflexivo, existe V, € L9(Q2) y una subsucesion de (V;,)nen,
a la cual también notaremos con (V,,).en tal que

V, — Vien LY(Q).
Por el Teorema de Mazur (ver Yosida [24]) un conjunto cerrado y convexo
en un espacio de Banach es cerrado débil, y entonces V, € B.

Veamos que E, = E(V,)
Por el Teorema 5.3.3 existe (uy,)neny C Wy (Q) tal que para todo n € N

{E(Vn) = [ |Vu,|Pdz + [, Vi(2)|u, [P dx
[unll, = 1.

Por lo tanto

n—oo

lim [ |Vu,|Pdz+ / Vo(2)|up P de = E,.
Q Q
Por la Existe C' > 0 que no depende de n tal que

/]Vun\pdx—l—/Vn(x)\un\pdxga
Q 0

Veamos que para todo ¢ > 0 existe D, > 0, que no depende de n, tal que

(1—5)/\Vun|pdx—MD€§/|Vun|pdx—|—/Vn(x)|un|pdx§C’
Q Q Q
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para todo n.

En efecto, como ¢ > %, por el Lema 3.3.14 se tiene que dado € > 0 existe D,

tal que

/ Vo(x)|u,|P dz
Q

£
< Wall{ 571 ulg + Dalal}
< el|Vu|lh + M D ||, ||?

para todo n.
Entonces tenemos que

(1—5)/ |Vun|pdx—MDE§/|Vun|pdx+/Vn(x)|un|pdx§C
Q Q Q

para todo n.

Luego (uy,)nen €s acotado en Wol’p(Q). Como pqg’ < A’,’—N por ser q > % tengo

—-p

una subsucesiéon de (u,)nen, @ la cual también notaremos con (up)nen, ¥

u, € WyP(Q) tal que

u, — u,en WyP(Q)
U, — u,en LP(Q)

U, — u,en LP(Q)

Por 6.13 tenemos que [Ju.||, = 1.
Por 6.14 y por el Teorema 2.3.7

[un|P — |us|? en L7 ().

Como V,, — V, en L(Q) resulta que

lim [ V,(2)|u,P dx = / Vi()|u,|P dex.
Q

n—oo Q

Por otro lado

lim E(V,) = lim [ |Vu,[’dz + / Vo(x)|u,|P doe = E,
Q Q

n—oo n—oo

entonces
E, — / Vi(@)|us|P dz = lim | |Vu,|Pdz > E(V))
Q n—oo Q

luego
E. Z/|Vu*|pdx+/\/*(a:)|u*|pdx2E(V*).
Q Q

(6.12)
(6.13)
(6.14)
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Osea que E, = F (Vi) v u. es la autofuncién asociada. )

Sea q > % y consideremos el caso B = B(0, M) C L%(f?), para simplificar
las cuentas tomaremos M = 1. Es claro que B es convexo, cerrado y acotado.

Como una funciéon céncava sobre un convexo alcanza su minimo en el
borde, existe Vy € OB tal que

E(V) =min{E(V):V € 9B} =min{E(V) : V € B}.

Ademas como —|Vy| < Vi v E(+) es no decreciente podemos suponer que
Vo <0.

Ahora trataremos de caracterizar V4. Sea o : (—1,1) — S diferenciable
tal que
a(0) =V y a(0) =W € Ty, S.

Observamos que
lim a(t) = Voen LI(Q)

t—0

L a(t) ~ a(0)
Notamos con V; = a(t) y p(t) = E(a(t)).

Sea u; la autofuncién asociada a pu(t), ie. ||uell, =1y

=Wen LYQ).

,u(t):/ |vutypdx+/w(x)\utypdx.
Q Q

Lema 6.3.2 Siq > %, i es continua en 0, i.e.

lim u(t) = p(0).

t—0

Demostracion. Andloga a la demostracién del Lema 6.2.5. &

Lema 6.3.3 Siq > %, w(t) es derivable en 0y
£(0) = / W (x)|ug|? de.
Q

Demostracion. Anéloga a la demostracién del Lema 6.2.6. &

Luego como p tiene un minimo en 0 tengo que

/ W (z)|uo|P dx = OVW € Ty,.S (6.15)
0



106 Potenciales Criticos

Proposicién 6.3.4 sop(ug) C sop(Vp).
Demostraciéon. Analoga a la demostraciéon del Lema 6.2.7. &

Proposicién 6.3.5 Sean Vi un potencial minimal y ug la autofuncion aso-
ciado a E(Vy). Entonces existe una constante k tal que

|uol? = K[ Vo] "™ (6.16)
en €.

Demostracién. Analoga a la demostracion del Lema 6.2.9. &

De (6.16) tenemos una relaciéon puramente algebraica entre el potencial
minimal y su autofuncién asociada. Notar que la ecuacién del autovalor es
homogénea de grado p en la autofuncion, entonces puedo elegir la constante
en (6.16) igual a 1, esto se logra tomando como atuofuncién 73 en lugar de
up. Reemplazando en la ecuacién (5.9) tenemos que la autofuncién asociada

al autovalor minimal satisfaces

—Apu —u* = EuP™? (6.17)

pg—g+1
q—1

donde E es el autovalor asociado al potencial minimal y a = y la
ecuacion puede ser escrita en términos de la autofuncion asociada.

Una interesante consecuencia del Teorema 6.3.1 es, en estos términos, una
demostracion de existencia y ciertas propiedades de la solucién de la ecuacién

(6.17). M4s precisamente,

Corolario 6.3.6 Sean Q C RY abierto y acotado con frontera reqular, 1 <
p < oo ya€R. Para todo A\ < E(0), donde E(0) es el autovalor principal
del operador —A, en Wol’p(Q), el problema de autovalores no lineales

—Aju—u® = P! en
u > 0 en €2 (6.18)
u = 0 en OS2

tiene una solucion en los siguientes casos:

1. Si1<p<2, tomando o < %.

2. Sip>2, tomando o > 1.

Demostracion. Analoga a la demostracion del Corolario 6.2.10. &
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