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8.2. Una aplicación del Teorema de Šverák. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

8.3. Restricciones de perı́metro. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95



Agradecimientos.

A Gaby por haberme ayudado tanto. Gracias por tu paciencia, tu tiempo y tu generosidad. A
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Estudio de medidas capacitarias
asociadas a espacios de Sobolev con

exponente variable.
(Resumen)

En esta tesis estudiamos las medidas capacitarias asociadas a espacios de Sobolev con espo-
nente variable. Esas medidas permiten obtener información puntual de las funciones de Sobolev
de W1,p(x)(Ω) que, a priori, se encuentran definidas en casi todo punto con respecto de la medida
de Lebesgue.

Como consecuencia de dicho estudio, damos algunas aplicaciones a la resolución de cier-
tos problemas de diseño óptimo cuando la ecuación de estado viene modelada por el operador
p(x)−Laplaciano.

Palabras Claves: Espacios de exponente variable, medidas capacitarias, problemas de op-
timización .

v





Capı́tulo 1

Introducción.

1.1. Motivaciones.

El propósito de esta tesis es el estudio de ciertas medidas capacitarias que aparecen de ma-
nera natural al intentar describir ciertas propiedades puntuales de funciones de Sobolev que, a
priori, se encuentran definidas en casi todo punto de acuerdo a la medida de Lebesgue.

En particular, nos interesa el estudio de aquellas funciones de Sobolev definidas a partir de
los espacios de Lebesgue de exponente variable.

El estudio de estos espacios se ha visto revitalizado en los últimos a nos debido a novedosas
aplicaciones en problemas concretos. Entre ellas se destacan dos: el modelado matemático de
los fluidos electrorehológicos y el procesamiento de imágenes.

Los fluidos electrorehológicos son fluidos que cambian drásticamente sus propiedades mecáni-
cas ante la presencia de un campo magnético. Luego de ciertas simplificaciones, el problema
puede reducirse al estudio de las soluciones de la ecuación− div(|∇u|p(x)−2∇u) = f (x) en Ω ⊂ RN

u = 0 en ∂Ω.
(1.1)

Una descripción detallada de este modelo puede encontrarse en [19]. Es fácil ver que las solu-
ciones de esta ecuación se obtienen como mı́nimos del funcional

F (u) :=
∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x)
dx −

∫
Ω

f (x)u dx

de donde la existencia de exponentes variables surge naturalmente.

Por otro lado, en el artı́culo [3] los autores proponen un modelo para el procesamiento de
imágenes que consiste en minimizar el siguiente funcional∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x)
+ f (|u − I(x)|) dx→ mı́n

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN.

donde p(x) es una función que varia entre 1 y 2 y f es una función convexa. En su aplicación,
ellos elijieron p(x) cerca de 1 en los lugares donde presuponen que hay bordes y p(x) cerca de 2
en los lugares donde presuponen que no hay bordes. De esta manera los autores pueden remover
el ruido de la imágen preservando los bordes.

Vamos a comenzar dando algunas definiciones básicas.

En el transcurso de esta tesis llamaremos a Ω ⊂ RN un abierto conexo y acotado y conside-
ramos el conjunto

P(Ω) := {p : Ω→ (1,+∞) medibles},

que es el conjunto de los exponentes finitos.

Asociado a cada exponente p ∈ P(Ω) se define el espacio de Lebesgue Lp(x)(Ω) como

Lp(x)(Ω) :=
{
f ∈ L1

loc(Ω) :
∫

Ω

| f (x)|p(x) dx < ∞
}
.

Este espacio tiene una norma natural asociada que lo convierte en un espacio de Banach. Dicha
norma es la llamada norma de Luxemburg y está definida como

‖ f ‖Lp(x)(Ω) = ‖ f ‖p(x),Ω = ‖ f ‖p(x) := sup
{
λ > 0:

∫
Ω

∣∣∣∣ f (x)
λ

∣∣∣∣p(x)
dx < 1

}
.

Los espacios de Sobolev se definen luego como

W1,p(x)(Ω) :=
{
f ∈ W1,1

loc (Ω) : f ∈ Lp(x)(Ω) y ∂i f ∈ Lp(x)(Ω) i = 1, . . . ,N
}
,

donde ∂i f representa la i−ésima derivada parcial débil de f . Estos espacios poseen una norma
dada por

‖ f ‖W1,p(x)(Ω) = ‖ f ‖1,p(x),Ω = ‖ f ‖1,p(x) := ‖ f ‖p(x) + ‖∇ f ‖p(x).

En el capı́tulo 2 damos una breve reseña de estos espacios junto a sus principales propieda-
des.

Al intentar dar propiedades puntuales de las funciones de W1,p(x)(Ω) la elección del repre-
sentante es crucial, dado que a priori estas funciones están definidas en casi todo punto.

Para funciones de W1,2(Ω) = H1(Ω) es bien sabido, ver por ejemplo [10], que es posible ha-
llar un representante, llamado el representante preciso, para cada elemento de H1(Ω) de manera
tal que dicho representante sea continuo salvo un conjunto arbitrariamente pequeño medido de
acuerdo a la medida capacitaria. Estos resultados son luego extendidos a los espacios de Sobolev
W1,p(Ω) de manera natural. Ver el libro [5]. La medida p−capacitaria para un conjunto compacto
K ⊂ Ω se define como

capp(K,Ω) := ı́nf
{ ∫

Ω

|∇ f |p + | f |p dx : f ∈ C∞c (Ω) tal que f ≥ 1 en un entorno de K
}

y luego se extiende de manera usual a conjuntos medibles de RN . Ver el capı́tulo 3.
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Luego, el objetivo de esta tesis, es la extensión de estos conceptos a espacios de exponente
variable. En particular, poder definir el concepto de representante preciso para una función de
W1,p(x)(Ω) y poder estudiar propiedades puntuales de dicho representante.

Estos resultados se encuentran, básicamente, el la excelente monografı́a [4]. Algunos resul-
tados son tomados del artı́culo [11].

Finalmente, como aplicación de los resultados descriptos damos algunos resultados de con-
tinuidad de la solución de (1.1) con respecto a perturbaciones en el dominio y, posteriormente,
una generalización de un Teorema de Šverák a nuestro contexto.

1.2. Descripción de la Tesis.

Luego de esta introducción, el resto de la tesis se compone de seis capı́tulos que describimos
brevemente.

En el capı́tulo 2 damos un repaso sobre los espacios Lp(x)(Ω) y W1,p(x)(Ω) donde se prueban
sus propiedades funcionales y algunos resultados generales que serán de de suma importancia
en el resto del trabajo.

En el capı́tulo 3 presentamos algunos resultados sobre densidad de los espacios Lp(x)(Ω) y
W1,p(x)(Ω).

En el capı́tulo 4 se define la p(x)−capacidad y se dan sus principales propiedades.

En el capı́tulo 5, se utiliza la p(x)−capacidad para definir el representante preciso de funcio-
nes en W1,p(x)(Ω) y se da una caracterización puntual del espacio W1,p(x)

0 (Ω).

En el capı́tulo 6 damos unos resultados de existencia y unicidad para (1.1) y luego proba-
mos un resultado de continuidad para dichas soluciones bajo perturbaciones del dominio. Los
resultados de este capı́tulo son originales de esta tesis. Resultados análogos para los exponentes
constantes se encuentran, por ejemplo, en [12].

En el capı́tulo 7 damos la extensión de un teorema de Šverák que da la existencia de do-
minios optimales en la clase de dominios cuyo complemento tiene una cantidad acotada de
componentes conexas. Para la validez de estos resultados es necesario un teorema de Wiener
sobre la continuidad hasta la frontera para las soluciones de (1.1). Este tipo de resultados, según
sabemos, son válidos para exponentes constantes (ver [16]) y el problema continúna abierto para
exponentes variables. En esta tesis, hemos decidido probar la extensión del teorema de Šverák
para exponentes variables, asumiendo la validez de las condiciones de Wiener para exponentes
variables. La extensión del teorema de Šverák para exponentes constantes (el teorema original
de Šverák era para p(x) ≡ 2) se encuentra en [2] y la extensión a exponentes variables es original
de este trabajo.

Finalmente, en el capı́tulo 8 presentamos algunos ejemplos de aplicación de los resultados
obtenidos en los capı́tulos 6 y 7. Damos además una aplicación a un problema de optimización
donde suponemos que el dominio Ω está ocupado con dos materiales cada uno con una conduc-
tividad diferente y se determina cómo deben ser distribuidos dichos materiales para minimizar
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el funcional asociado. Estas aplicaciones son también originales de esta tesis.



Capı́tulo 2

Preliminares.

Para el desarrollo de este capı́tulo seguiremos las referencias [4, 7, 13, 18].

2.1. Espacios de Lebesgue Lp(x)(Ω).

Definición 2.1. Sea Ω ⊆ RN abierto, definimosP(Ω) el conjunto de las funciones p : Ω→ (1,∞)
medibles para la medida de Lebesgue N−dimensional.

Llamaremos exponentes variables en Ω a las funciones p ∈ P(Ω).

Definición 2.2. Sea Ω ⊆ RN abierto y p ∈ P(Ω), definimos el espacio de Lebesgue con expo-
nente variable como

Lp(x)(Ω) =

{
u ∈ L1

loc(Ω) : ρp(x)(u) :=
∫

Ω

|u(x)|p(x)dx < ∞
}
.

Observación 2.3. Notemos que ρp(x) resulta convexo y, por lo tanto,

ρp(x)(tu + (1 − t)v) ≤ tρp(x)(u) + (1 − t)ρp(x)(v), 0 < t < 1, u, v ∈ Lp(x)(Ω).

Notaremos por p− = ı́nf
x∈Ω

p(x) y p+ = sup
x∈Ω

p(x). Tanto acá, como en el resto de la tesis, por

ı́nf y sup nos referiremos al ı́nfimo y supremos esencial con respecto a la medida de Lebesgue.

Definición 2.4. Definimos el exponente conjugado de p ∈ P(Ω) como la función p′ ∈ P(Ω) tal
que 1

p(x) + 1
p′(x) = 1 para todo x ∈ Ω.

Notemos que p′(x) =
p(x)

p(x)−1 para todo x ∈ Ω.

Proposición 2.5. La aplicación

‖u‖Lp(x)(Ω) = ‖u‖p(x),Ω = ‖u‖p(x) := ı́nf
{
λ > 0:

∫
Ω

∣∣∣∣u(x)
λ

∣∣∣∣p(x)
dx ≤ 1

}
.

define una norma en Lp(x)(Ω).

5



6 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES.

Demostración. Sea α un escalar,

‖αu‖p(x) = ı́nf
{
λ > 0: ρp(x)

(αu
λ

)
≤ 1

}
= |α| ı́nf

{
λ > 0: ρp(x)

(u
λ

)
≤ 1

}
= |α|‖u‖p(x).

Veamos ahora que vale la desigualdad triangular. En efecto, sean u, v ∈ Lp(x)(Ω) y a, b > 0
tales que ρp(x)( u

a ) ≤ 1 y ρp(x)( v
b ) ≤ 1. Entonces, dado que ρp(x) es convexa,

ρp(x)
(u + v
a + b

)
= ρp(x)

( a
a + b

u
a

+
b

a + b
v
b

)
≤

a
a + b

ρp(x)
(u
a

)
+

b
a + b

ρp(x)
( v
b

)
≤ 1

Luego, a + b ∈ {λ > 0: ρp(x)( u+v
λ ) ≤ 1}. Por lo tanto,

‖u + v‖p(x) = ı́nf{λ > 0: ρp(x)(
u + v
λ

) ≤ 1} ≤ a + b

de donde tomando ı́nfimo sobre todos los a, b > 0 resulta la desigualdad triangular.

‖u + v‖p(x) ≤ ‖u‖p(x) + ‖v‖p(x)

Claramente ‖0‖p(x) = 0. Para terminar, sea u ∈ Lp(x)(Ω) tal que ‖u‖p(x) = 0. Luego, existe
{λn}n∈N ⊂ {λ > 0: ρp(x)( u

λ ) ≤ 1} tal que λn → 0. Luego, dado α > 0, existe n0 tal que α ≤ 1
λn

para todo n ≥ n0 y por lo tanto ρp(x)(αu) ≤ ρp(x)( u
λn0

) ≤ 1.

Concluimos ası́ que ρp(x)(αu) ≤ 1 para todo α > 0.

Sea 0 < β ≤ 1,

ρp(x)(λu) = ρp(x)
(λβ
β

u
)

=

∫
Ω

∣∣∣∣λβu(x)
β

∣∣∣∣p(x)
dx =

∫
Ω

|β|p(x)
∣∣∣∣λu(x)
β

∣∣∣∣p(x)
dx ≤ βρp(x)(

λ

β
u) ≤ β

Luego, ρp(x)(λu) ≤ β para todo 0 < β ≤ 1 y λ > 0.

Por lo tanto ρp(x)(λu) =
∫
Ω
|λu(x)|p(x)dx = 0 para todo λ > 0. Tenemos entonces que u = 0,

como querı́amos probar. �

La siguiente proposición, resulta .

Proposición 2.6 (Propiedad de la bola unitaria.). Sea u ∈ Lp(x)(Ω). Entonces,

‖u‖Lp(x)(Ω) ≤ 1⇔ ρp(x)(u) ≤ 1.

Demostración. Supongamos ρp(x)(u) ≤ 1. Entonces 1 ∈ {λ > 0: ρp(x)( u
λ ) ≤ 1} y por lo tanto

‖u‖Lp(x)(Ω) = ı́nf{λ > 0: ρp(x)( u
λ ) ≤ 1} ≤ 1.

Recı́procamente, supongamos que ‖u‖Lp(x)(Ω) = ı́nf{λ > 0: ρp(x)( u
λ ) ≤ 1} ≤ 1. Luego,

ρp(x)( u
λ ) ≤ 1 para todo λ > 1. Concluimos entonces que ρp(x)(u) = lı́m

λ→1+
ρp(x)

(u
λ

)
≤ 1. Queda

probada ası́ la equivalencia. �
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Para la demostración de la siguiente proposición nos guiamos por la prueba de [6, Teorema
1.3, página 427].

Proposición 2.7. Sea u ∈ Lp(x)(Ω). Entonces,

1. Si ‖u‖p(x) > 1, entonces ‖u‖p−p(x) ≤ ρp(x)(u) ≤ ‖u‖p+

p(x).

2. Si ‖u‖p(x) < 1, entonces ‖u‖p+

p(x) ≤ ρp(x)(u) ≤ ‖u‖p−p(x).

Demostración. Probaremos 1 La demostración de 2 es completamente análoga.

Llamemos a = ‖u‖p(x). Como a > 1, sabemos que 1
ap+ ≤

1
ap(x) ≤

1
ap− para todo x ∈ Ω. Luego,

1
ap+

ρp(x)(u) =
1

ap+

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx ≤
∫

Ω

∣∣∣∣u(x)
a

∣∣∣∣p(x)
dx ≤

1
ap−

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx =
1

ap−
ρp(x)(u).

Como ‖u‖p(x) = a, entonces
∫

Ω

∣∣∣∣u(x)
a

∣∣∣∣p(x)
dx = ρp(x)

(u
a

)
= 1.

Obtenemos ası́ que 1
ap+ ρp(x)(u) ≤ 1 y 1 ≤ 1

ap− ρp(x)(u), como querı́amos probar. �

Proposición 2.8. Sea u ∈ Lp(x)(Ω). Entonces,

1. ρp(x)(|λ|u) ≤ |λ|ρp(x)(u) para todo |λ| < 1.

2. ρp(x)(|λ|u) ≥ |λ|ρp(x)(u) para todo |λ| ≥ 1.

Demostración. 1. Sea |λ| < 1. Como 0 < 1 − |λ| < 1, por la convexidad del modular, resulta

ρp(x)(|λ|u) ≤ (1 − |λ|)ρp(x)(0) + |λ|ρp(x)(u) = |λ|ρp(x)(u).

2. Supongamos |λ| ≥ 1. Aplicando el punto 1 a 1
|λ| , obtenemos que

ρp(x)
( 1
|λ|

ũ
)
≤

1
|λ|
ρp(x)(ũ) para todo ũ ∈ Lp(x)(Ω).

En particular, para ũ = |λ|u obtenemos

ρp(x)(u) ≤
1
|λ|
ρp(x)(|λ|u),

como querı́amos probar.

�

Corolario 2.9. Sean u ∈ Lp(x)(Ω) y (uk)k∈N ⊂ Lp(x)(Ω), entonces

‖uk − u‖p(x) → 0⇔ ρp(x)(uk − u)→ 0
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Demostración. Basta notar que, por la Proposición 2.7, tenemos que

mı́n{‖u‖p+

p(x) , ‖u‖
p−
p(x)} ≤ ρp(x)(u) ≤ máx{‖u‖p+

p(x) , ‖u‖
p−
p(x)},

de donde se deduce el corolario. �

Observación 2.10. Por la Proposición 2.7, resulta también la siguiente relación:

mı́n{(ρp(x)(u))
1

p− , (ρp(x)(u))
1

p+ } ≤ ‖u‖p(x) ≤ máx{(ρp(x)(u))
1

p− , (ρp(x)(u))
1

p+ }.

El siguiente teorema nos da la completitud de Lp(x)(Ω) con respecto a su norma. Para su
prueba nos guiamos por la demostración presentada en [4, Teorema 3.2.7, página 72].

Teorema 2.11. La norma ‖ · ‖p(x) hace de Lp(x)(Ω) un espacio de Banach.

Demostración. Sea {un}n∈N una sucesión de Cauchy en Lp(x)(Ω). Luego, es una sucesión de
Cauchy en medida sobre Ω y, por lo tanto, existe u : Ω → R medible y una subsucesión
{un j} j∈N ⊂ {un}n∈N tal que un j → u ctp Ω.

Tenemos entonces que |un j(x) − u(x)|p(x) → 0 ctp Ω.

Sean λ > 0 y 0 < ε < 1. Por ser {un}n∈N de Cauchy, podemos afirmar que existe N =

N(λ, ε) ∈ N tal que ‖λ(um − un)‖p(x) < ε para todo m, n ≥ N.

Por la Proposicin 2.6, obtenemos que ρp(x)(λ(um − un)) ≤ ε.

Por el Lema de Fatou, resulta

ρp(x)(λ(um − u)) =

∫
Ω

|λ(um(x) − u(x))|p(x)dx

=

∫
Ω

lı́m
j→∞
|λ(um(x) − un j(x))|p(x)dx

≤ lı́m inf
j→∞

∫
Ω

|λ(um(x) − un j(x))|p(x)dx

= lı́m inf
j→∞

ρp(x)(λ(um − un j)) ≤ ε

Concluimos ası́ que ρp(x)(λ(um − u))→ 0 cuando m→ ∞ para todo λ > 0.

Por el Corolario 2.9, ‖λ(um − u)‖p(x) → 0 y entonces resulta que ‖um − u‖p(x) → 0, como
querı́amos probar. �

Proposición 2.12 (Desigualdad de Hölder.). Sean u ∈ Lp(x)(Ω) y v ∈ Lp′(x)(Ω). Entonces,∫
Ω

|u(x)v(x)| dx ≤ 2‖u‖p(x)‖v‖p′(x)

Demostración. Supongamos primero que ‖u‖p(x) = ‖v‖p′(x) = 1.
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Por la Proposición 2.6, ρp(x)(u) ≤ 1 y ρp′(x)(v) ≤ 1. Luego,

ρ1(
uv
2

) =

∫
Ω

|
u(x)v(x)

2
| dx =

1
2

∫
Ω

|u(x)v(x)| dx =
1
2
ρ1(uv) ≤

1
2

(ρp(x)(u) + ρp′(x)(v)) ≤ 1

Aplicando nuevamente la Proposición 2.6, resulta
∥∥∥∥ uv

2

∥∥∥∥
1
≤ 1 y concluimos que ‖uv‖1 ≤ 2.

Sean ahora u ∈ Lp(x)(Ω) y v ∈ Lp′(x)(Ω). Consideramos ũ = u
‖u‖p(x)

y ṽ = v
‖v‖p′(x)

.

Como ‖ũ‖p(x) = ‖ṽ‖p′(x) = 1, tenemos que ‖uv‖1 ≤ 2. Por lo tanto
∥∥∥∥ u
‖u‖p(x)

v
‖v‖p′(x)

∥∥∥∥
1
≤ 2.

Concluimos ası́ que ‖uv‖1 ≤ 2‖u‖p(x)‖v‖p′(x), como querı́amos demostrar. �

El objetivo en lo que resta de la seccin es demostrar que los espacios de Lebesgue Lp(x)(Ω)
son espacios reflexivos. Para esto probaremos que son uniformemente convexos de donde, por
un resultado conocido del Análisis Funcional, se deduce la reflexividad de los mismo. Ver [1,
Teorema III.29].

Lema 2.13. Sea ε > 0. Entonces, existe δ = δ(ε, p−, p+) > 0 tal que para todo a, b ≥ 0 vale que

|a − b| ≤ εmáx{a, b} o bien
(
a + b

2

)p

≤ (1 − δ)
ap + bp

2

Demostración. Sean 0 ≤ a ≤ b. Debemos probar que para todo ε > 0 vale la siguiente implica-
ción

b − a > εb entonces
(
a + b

2

)p

≤ (1 − δ)
ap + bp

2
.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 0 < ε < 1. Si llamamos t = a
b , entonces

alcanza con probar que
(t + 1)p ≤ (1 − δ)21−p(tp + 1),

para 0 ≤ t < 1 − ε. Definimos entonces

fp(t) = 21−p (1 + t)p

1 + tp .

Es fácil ver que fp(t) resulta monótona creciente, luego fp(t) ≤ fp(1− ε) para todo 0 ≤ t < 1− ε.
Luego, si llamamos δp(ε) = 1 − fp(1 − ε) > 0 se verifica lo pedido.

Falta ver que se puede tomar δ independiente de p ∈ [p−, p+]. Pero esto es consecuencia del
hecho de que δp(ε) es una función continua en [p−, p+] y positiva. Luego

δ(ε, p−, p+) := mı́n
p∈[p−,p+]

δp(ε) > 0.

El lema queda entonces demostrado. �

Lema 2.14. Sea ε2 > 0. Entonces, existe δ2 = δ2(ε2, p−, p+) tal que para todo a, b ∈ R,

|a − b| ≤ ε2 máx{|a|, |b|} o bien
∣∣∣∣∣a + b

2

∣∣∣∣∣p ≤ (1 − δ2)
|a|p + |b|p

2
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Demostración. Sea ε2 > 0. Para ε =
ε2
2 , consideramos δ > 0 como en el Lema 2.13.

Supongamos que |a − b| > ε2 máx{|a| , |b|}. Si ||a| − |b|| > εmáx{|a| , |b|}, basta tomar δ2 = δ.

Supongamos entonces que ||a| − |b|| ≤ εmáx{|a| , |b|}.

Tenemos que |a − b| > ε2 máx{|a| , |b|} = 2ε máx{|a| , |b|} ≥ 2 ||a| − |b||. Luego,∣∣∣∣a + b
2

∣∣∣∣2 =
|a|2

2
+
|b|2

2
−

∣∣∣∣a − b
2

∣∣∣∣2
=
|a|2

2
+
|b|2

2
−

3
4

∣∣∣∣a − b
2

∣∣∣∣2 − 1
4

∣∣∣∣a − b
2

∣∣∣∣2
≤
|a|2

2
+
|b|2

2
−

3
4

∣∣∣∣a − b
2

∣∣∣∣2 − ( |a| − |b|
2

)2

=
( |a| + |b|

2

)2
−

3
4

∣∣∣∣a − b
2

∣∣∣∣2.
donde para afirmar la desigualdad tuvimos en cuenta que |a − b| > 2 ||a| − |b||.

Como |a − b| > ε2 máx{|a| , |b|} ≥ ε2
|a|+|b|

2 , tenemos que − 3
4

∣∣∣∣a−b
2

∣∣∣∣2 < − 3
16ε

2
2

(
|a|+|b|

2

)2
. Por lo

tanto, ∣∣∣∣a + b
2

∣∣∣∣2 ≤ ( |a| + |b|
2

)2
−

3
4

∣∣∣∣a − b
2

∣∣∣∣2
≤

( |a| + |b|
2

)2
−

3
16
ε2

2

( |a| + |b|
2

)2

=

1 − 3ε2
2

16

 ( |a| + |b|2

)2

Considero δ2 = 1 −
√

1 −
3ε2

2
16 > 0. Entonces,

∣∣∣ a+b
2

∣∣∣ ≤ (1 − δ2) |a|+|b|2 . Y ası́,∣∣∣∣∣a + b
2

∣∣∣∣∣p ≤ (1 − δ2)p
(
|a| + |b|

2

)p

≤ (1 − δ2)
|a|p + |b|p

2
,

donde en la última desigualdad hemos utilizado la convexidad de la función xp. �

Observación 2.15. Sean a, b ∈ R tales que |a − b| ≤ ε2 máx{|a|, |b|} con 0 < ε2 < 1.

Si se verifica que, |a − b| ≤ ε2 máx{|a|, |b|} entonces se tiene que |a − b| ≤ ε2(|a| + |b|), de
donde ∣∣∣∣∣a − b

2

∣∣∣∣∣ ≤ ε2
|a| + |b|

2
.

Luego, usando la convexidad de la función xp, se sigue que(
|a − b|

2

)p

≤ ε2
|a|p + |b|p

2
.

Luego, en el lema anterior podemos reemplazar la primera alternativa por esta última desigual-
dad.
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Lema 2.16. El modular ρp(x) es uniformemente convexo, es decir, dado ε > 0, existe δ > 0 tal
que para todo u, v ∈ Lp(x)(Ω) vale que

ρp(x)( u−v
2 ) ≤ ε

ρp(x)(u) + ρp(x)(v)
2

o bien ρp(x)( u+v
2 ) ≤ (1 − δ)

ρp(x)(u) + ρp(x)(v)
2

Demostración. Sean ε2, δ2 > 0 como en el Lema 2.14. Considero ε = 2ε2.

Si ρp(x)(u) = ∞ o ρp(x)(v) = ∞, no hay nada que probar.

Supongamos entonces que ρp(x)(u) < ∞ y ρp(x)(v) < ∞. Luego, por la convexidad del modu-
lar, Observación 2.3, ρp(x)( u+v

2 ) < ∞ y ρp(x)( u−v
2 ) < ∞.

Supongamos además que

ρp(x)(
u − v

2
) > ε

ρp(x)(u) + ρp(x)(v)
2

. (2.1)

Definimos
E =

{
y ∈ Ω : |u(y) − v(y)| >

ε

2
máx{|u(y)|, |v(y)|}

}
.

De la Observación 2.15, resulta(
|u(y) − v(y)|

2

)p(x)

≤ ε2
|u(y)|p(x) + |v(y)|p(x)

2
c.t.p. Ω \ E.

En particular,

ρp(x)(χΩ\E
u−v

2 ) ≤
ε

2
ρp(x)(χΩ\Eu) + ρp(x)(χΩ\Ev)

2
≤
ε

2
ρp(x)(u) + ρp(x)(v)

2
. (2.2)

Por (2.1) y (2.2), tenemos que

ρp(x)(χE
u − v

2
) = ρp(x)(

u − v
2

) − ρp(x)(χΩ\E
u − v

2
) >

ε

2
ρp(x)(u) + ρp(x)(v)

2
.

Por otro lado, teniendo en cuenta la definición de E y la elección de δ2, resulta

ρp(x)(χE
u + v

2
) ≤ (1 − δ2)

ρp(x)(χEu) + ρp(x)(χEv)
2

. (2.3)

Dividiendo la región de integración en E y Ω\E, como 1
2 (|u|p(x)+|v|p(x))−

∣∣∣ u+v
2

∣∣∣p(x)
≥ 0, obtenemos

ρp(x)(u) + ρp(x)(v)
2

− ρp(x)
(u + v

2

)
≥
ρp(x)(χEu) + ρp(x)(χEv)

2
− ρp(x)

(
χE

u + v
2

)
. (2.4)

Combinando (2.3), (2.4) junto con la convexidad de la función xp, concluimos que

ρp(x)(u) + ρp(x)(v)
2

− ρp(x)
(u + v

2

)
≥ δ2

ρp(x)(χEu) + ρp(x)(χEv)
2

≥ δ2ρp(x)
(
χE

u + v
2

)
≥
δ2ε

2
ρp(x)(u) + ρp(x)(v)

2
.

Y ası́, ρp(x)( u+v
2 ) ≤ (1 − δ2ε

2 )ρp(x)(u)+ρp(x)(v)
2 , como querı́amos ver. �
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Observación 2.17. Sea u ∈ Lp(x)(Ω),

ρp(x)(2u) =

∫
Ω

|2u(x)|p(x) dx ≤ 2p+

∫
Ω

|u(x)|p(x) dx = 2p+ρp(x)(u)

Por lo tanto, existe c ≥ 2 tal que ρp(x)(2u) ≤ cρp(x)(u) para todo u ∈ Lp(x)(Ω).

Lema 2.18. Sea K la menor constante que cumple la condición de la Observación 2.17. Enton-
ces,

1. Dado ε > 0, existe δ = δ(ε,K) > 0 tal que si ρp(x)(u) ≤ δ entonces ‖u‖p(x) < ε.

2. Dado ε > 0, existe δ = δ(ε,K) > 0 tal que si ρp(x)(u) ≤ 1− ε entonces ‖u‖p(x) < 1− δ para
toda u ∈ Lp(x)(Ω).

Demostración. 1. Sea ε > 0, tomamos j ∈ N tal que 2− j ≤ ε y δ = K− j.

Supongamos que ρp(x)(u) ≤ δ. Sucesivamente, ρp(x)(2u) ≤ Kρp(x)(u), ρp(x)(22u) ≤ Kρp(x)(2u) ≤
K2ρp(x)(u) . . . Luego, ρp(x)(2 ju) ≤ K jρp(x)(u) ≤ 1.

Por la Proposición 2.6, como ‖2 ju‖p(x) ≤ 1, resulta ‖u‖p(x) ≤ 2− j ≤ ε.

2. Sea ε > 0 y u ∈ Lp(x)(Ω) tal que ρp(x)(u) ≤ 1 − ε. Fijemos a = a(K, ε) ∈ (1, 2) tal
ρp(x)(au) ≤ 1. Por la Proposición 2.6, como ‖au‖p(x) ≤ 1, resulta ‖u‖p(x) ≤

1
a . Basta

entonces tomar 1 − δ = 1
a para obtener el resultado.

�

Con todos estos resultados preliminares estamos en condiciones de probar la uniforme con-
vexidad de los espacios Lp(x)(Ω).

Teorema 2.19. Sea p ∈ P(Ω). Entonces el espacio Lp(x)(Ω) es uniformemente convexo y, en
consecuencia, Lp(x)(Ω) resulta reflexivo.

Demostración. Sean ε > 0 y u, v ∈ Lp(x)(Ω) tales que ‖u‖p(x), ‖v‖p(x) ≤ 1 y ‖u − v‖p(x) > ε. Por
la Proposición 2.6, ρp(x)(u), ρp(x)(v) ≤ 1. Por otro lado,

∥∥∥∥ u−v
2

∥∥∥∥
p(x)

> ε
2 .

Por el punto 1 del Lema 2.18, existe α = α(ε) > 0 tal que ρp(x)
(

u−v
2

)
≥ α.

Concluimos entonces que ρp(x)
(

u−v
2

)
≥ α

ρp(x)(u)+ρp(x)(v)
2 .

Por el Lema 2.16, existe β = β(α) > 0 tal que

ρp(x)
(u + v

2

)
≤ (1 − β)

ρp(x)(u) + ρp(x)(v)
2

≤ 1 − β.

Por el punto 2 del Lema 2.18, existe δ = δ(K, β) > 0 tal que
∥∥∥∥ u+v

2

∥∥∥∥
p(x)
≤ 1 − δ.

Esto concluye la demostración. �
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Observación 2.20. A veces precisaremos utilizar extensiones del exponente p a todo RN . En
estos casos consideraremos p̄ que coincida con p en Ω y valga p− en RN \Ω.

Teorema 2.21. Sea p ∈ P(Ω). Entonces el espacio Lp(x)(Ω) es separable.

Demostración. Supongamos primero que Ω = RN .

Consideremos el conjunto

D :=
{ m∑

i=1

qiχQi : m ∈ N, qi ∈ Q y Qi cubo diádico
}
.

Notemos queD es numerable. Veamos que además resulta denso. Sea f ∈ Lp(x)(RN).

1. Si f = χG con G abierto, podemos escribir G = ∪∞i=1Qi con Qi cubos diádicos no solapados
y, en consecuencia,

f =

∞∑
i=1

χQi .

Notemos que |G| < ∞ (de lo contrario, f no pertenecerı́a a Lp(x)(RN)).

Consideremos fm =
∑m

i=1 χQi ∈ D. Luego, por la Observación 2.10, existe α tal que

‖ f − fm‖p(x) = ‖

∞∑
i=m+1

χQi‖p(x)

= ‖χ∪∞i=m+1Qi‖p(x)

≤ (ρp(x)(χ∪∞i=m+1Qi))
α

=
( ∫
RN

(χ∪∞i=m+1Qi(x))p(x)
)α

=
∣∣∣∣ ∪∞i=m+1 Qi

∣∣∣∣α
≤

( ∞∑
i=m+1

|Qi|
)α
→ 0

2. Si f = χA con A medible.

Dado ε > 0, consideremos G ⊂ RN abierto tal que A ⊂ G y |G \ A| < ε.

Por el punto 1, sabemos que χG ∈ D̄ y, en consecuencia, existe g ∈ D tal que ‖χG−g‖p(x) <

ε. Luego,

‖ f − g‖p(x) = ‖χA − g‖p(x) ≤ ‖χA − χG‖p(x) + ‖χG − g‖p(x).
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Notemos que el primer término puede acotarse del siguiente modo:

‖χA − χG‖p(x) = ‖χG\A‖p(x)

≤ (ρp(x)(χG\A))β

=
( ∫
RN
|χG\A(x)|p(x)dx

)β
= |G \ A|β < εβ.

Concluimos entonces que
‖ f − g‖p(x) ≤ ε

β + ε.

Como ε > 0 era arbitario, concluimos que f ∈ D̄.

3. Si f =
∑m

i=1 aiχAi con ai ∈ R y Ai de medida finita.

Recordemos que, por la Observación 2.10, existe α tal que

‖χAi‖p(x) ≤ (ρp(x)(χAi))
α = |Ai|

α.

Consideremos qi ∈ Q tal que |ai − qi| <
ε

2|Ai |αm .

Por el punto 2, sabemos que existe además gi ∈ D tal que ‖χAi − gi‖p(x) <
ε

2|qi |m
.

Sea fε =
∑m

i=1 qigi ∈ D. Luego,

‖ f − fε‖p(x) =
∥∥∥∥ m∑

i=1

aiχAi −

m∑
i=1

qigi

∥∥∥∥
p(x)

=
∥∥∥∥ m∑

i=1

(ai − qi)χAi −

m∑
i=1

qi(gi − χAi)
∥∥∥∥

p(x)

≤

∥∥∥∥ m∑
i=1

(ai − qi)χAi

∥∥∥∥
p(x)

+
∥∥∥∥ m∑

i=1

qi(gi − χAi)
∥∥∥∥

p(x)
.

Estudiando el primer término obtenemos que∥∥∥∥ m∑
i=1

(ai − qi)χAi

∥∥∥∥
p(x)
≤

m∑
i=1

|ai − qi|‖χAi‖p(x)

≤

m∑
i=1

ε

2|Ai|
αm
|Ai|

α =
ε

2
.

Y para el segundo, ∥∥∥∥ m∑
i=1

qi(gi − χAi)
∥∥∥∥

p(x)
≤

m∑
i=1

|qi|‖gi − χAi‖p(x)

≤

m∑
i=1

|qi|
ε

2|qi|m
=
ε

2
.

Por lo tanto, ‖ f − fε‖p(x) < ε y, en consecuencia, f ∈ D̄.
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4. Si f ≥ 0, consideremos {ϕn}n∈N simples positivas tales que ϕn ↗ f .

Nuevamente por la Observación 2.10, existe α tal que

‖ f − ϕn‖p(x) ≤ (ρp(x)( f − ϕn))α =
( ∫
RN
| f (x) − ϕn(x)|p(x)dx

)α
Notemos que, como |ϕn| ≤ | f |,

| f − ϕn|
p(x) ≤ 2p(x)(| f |p(x) + |ϕn|

p(x)) ≤ 2p++1| f |p(x)

Obtuvimos entonces un mayorante integrable. Luego, por el Teorema de Convergencia
Dominada,

lı́m
∫
RN
| f (x) − ϕn(x)|p(x)dx =

∫
RN

lı́m | f (x) − ϕn(x)|p(x)dx = 0

Como, por el punto 3 sabemos que las funciones simples pertenecen a D̄, resulta que
f ∈ D̄.

5. Si f ∈ Lp(x)(RN) arbitraria. Notemos que f = f + − f − con f + y f − positivas. Además, por
el punto 4, ambas pertenecen a D̄. Luego, existen g1 y g2 enD tales que

‖ f + − g1‖p(x) <
ε

2
y ‖ f − − g2‖p(x) <

ε

2
.

Consideremos g = g1 − g2 ∈ D. Tenemos que

‖ f − g‖p(x) = ‖( f + − f −) − (g1 − g2)‖p(x)

= ‖( f + − g1) − (g2 − f −)‖p(x)

≤ ‖ f + − g1‖p(x) + ‖g2 − f −‖p(x) < ε.

Concluimos ası́ que f ∈ D̄.

Supongamos ahora que Ω es arbitrario. Dada f ∈ Lp(x)(Ω), consideremos f̄ que coincida con
f en Ω y se anule en RN \Ω. Luego, f̄ ∈ Lp(x)(RN).

Por lo visto en la primera parte de la demostración, sabemos entonces que dado ε > 0 existe
fε ∈ D tal que

‖ f̄ − fε‖Lp(x)(RN ) < ε.

Por la Observación 2.10, existe α tal que

‖ f − fε|Ω‖Lp(x)(Ω) ≤ (ρLp(x)(Ω)( f − fε|Ω))α

=
( ∫

Ω

| f (x) − fε(x)|p(x)dx
)α

≤
( ∫
RN
| f̄ (x) − fε(x)|p(x)dx

)α
= ‖ f̄ − fε‖Lp(x)(RN ) < ε.

Resulta entonces que f ∈ D̄, como querı́amos probar. �
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Observación 2.22. Notemos que con la demostración previa hemos probado también que las
funciones simples son densas en Lp(x)(Ω).

Proposición 2.23. Sean p, q ∈ P(Ω) tales que 1 < p ≤ q c.t.p. Ω. Supongamos que Ω tiene
medida finita. Entonces,

Lq(x)(Ω) ↪→ Lp(x)(Ω).

Más aún, las inclusiones son continuas.

Demostración. La demostración es una consecuencia inmediata de la desigualdad de Hölder. En
efecto, si u ∈ Lq(x)(Ω), por la Proposición 2.12 y la Observación 2.10,∫

Ω

|u(x)|p(x)dx ≤ 2‖|u|p(x)‖ q(x)
p(x)
‖1‖(

q(x)
p(x)

)′ ≤ c
( ∫

Ω

|u(x)|q(x)dx
)αp,q

.

Como u ∈ Lq(x)(Ω), obtenemos que u ∈ Lp(x)(Ω). �

Enunciamos, sin demostración, el siguiente lema necesario para la siguiente proposición. Su
prueba puede hallarse en [4, Proposición 4.6.3, página 125]

Lema 2.24. Sean K el núcleo regularizante standard y p ∈ Plog(RN). Entonces, para toda
u ∈ Lp(x)(RN) vale que

‖u ∗ Kε‖p(x) ≤ c‖u‖p(x)‖K‖1.

Proposición 2.25. Sean K el núcleo regularizante standard, p ∈ Plog(RN) y u ∈ Lp(x)(RN).
Entonces, u ∗ Kε → u en Lp(x)(RN).

Demostración. Sea δ > 0 arbitrario. Por la densidad de las funciones simples en Lp(x)(RN),
existe una función simple v tal que ‖u − v‖p(x) ≤ δ. Luego,

‖u ∗ Kε − u‖p(x) ≤ ‖v ∗ Kε − v‖p(x) + ‖(u − v) ∗ Kε − (u − v)‖p(x).

Como g es simple, sabemos que g ∈ L1(RN) ∩ Lp+(RN) y, en consecuencia, v ∗ Kε → v en
L1(RN) ∩ Lp+(RN).

Por la Proposición 2.23, obtenemos que v ∗ Kε → v en Lp(x)(RN).

Por otra parte, por el Lema 2.24,

‖(u − v) ∗ Kε − (u − v)‖p(x) ≤ c‖u − v‖p(x) ≤ cδ.

Concluimos entonces que
lı́m sup ‖u ∗ Kε − u‖p(x) ≤ cδ.

Como δ > 0 era arbitrario, resulta que ‖u ∗ Kε − u‖p(x) → 0 cuando ε → 0, como querı́amos
probar. �
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Observación 2.26. El obstáculo que hallamos en la proposición anterior para replicar para p va-
riable la demostración standard para p constante (Ver [21]) es que Lp(x)(RN) no resulta invariante
por traslaciones. Se puede probar que el operador τh definido por (τh f )(y) := f (y − h) resulta
continuo de Lp(x)(RN) en Lp(x)(RN) si y sólo si p es constante (Ver [4, Proposición 3.6.1, página
92]).

Veamos a continuación que si p ∈ P(RN) no es constante, podemos construir f ∈ Lp(x)(RN)
tal que τh f < Lp(x)(RN).

Ejemplo 2.27. Consideremos h ∈ RN \ {0} tal que τh no es acotada de Lp(x)(RN) en Lp(x)(RN).
Sea { f j} j∈N en Lp(x)(RN) tal que f j ≥ 0, ‖ f j‖p(x) ≤

1
2 j y ‖τh f j‖p(x) ≥ 2 j. Definiendo f =

∑∞
j=1 f j,

resulta

‖ f ‖p(x) ≤

∞∑
j=1

‖ f j‖p(x) ≤ 1 y ‖τh f ‖p(x) ≥ lı́m ‖τh f j‖p(x) = ∞.

Para finalizar esta sección daremos la caracterización del espacio dual de Lp(x)(Ω). La prueba
de este teorema es análoga al caso p constante.

Definición 2.28. Se define el espacio dual de Lp(x)(Ω), notado por (Lp(x)(Ω))′, como

(Lp(x)(Ω))′ := {F : Lp(x)(Ω)→ R lineales y continuas}.

Observación 2.29. Notemos que, para cada v ∈ Lp′(x)(Ω), F definida por F(u) =
∫
Ω

u(x)v(x) dx
para todo u ∈ Lp(x)(Ω) es claramente lineal y, como consecuencia inmediata de la Proposición
2.12, continuo.

Teorema 2.30. Sea p ∈ P(Ω). Entonces, dado F ∈ (Lp(x)(Ω))′, existe un único v ∈ Lp′(x)(Ω) tal
que

F(u) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx,

para todo u ∈ Lp(x)(Ω).

Demostración. Sea F ∈ (Lp(x)(Ω))′. Dado un conjunto A, consideremos ν(A) = F(χA).

Notemos que si A = ∪∞i=1Ai unión disjunta, entonces χA =
∑∞

i=1 χAi .

Como |χ∪n
i=1Ai(x) − χA(x)|p(x) ≤ |χA(x)|p(x) para todo x ∈ Ω, por el Teorema de Convergencia

Dominada, resulta:

ρp(x)
(
χ∪n

i=1Ai − χA
)

=

∫
Ω

|χ∪n
i=1Ai(x) − χA(x)|p(x)dx→ 0.

Como F es continua, F(χ∪n
i=1Ai)→ F(χA) = ν(A). Por otra parte, como F es lineal,

F(χ∪n
i=1Ai) = F

( n∑
i=1

χAi

)
=

n∑
i=1

F(χAi) =

n∑
i=1

ν(Ai).
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Concluimos entonces que
n∑

i=1

ν(Ai) = ν
(
∪∞i=1 Ai

)
.

Por otro lado, si |A| = 0, χA = 0 en Lp(x)(Ω). Luego, por la linealidad de F, ν(A) = F(χA) =

F(0) = 0 y, en consecuencia, ν es absolutamente continua respecto de la medida de Lebegue.

Por el Teorema de Radon Nikodym, existe una única (en el siguiente sentido: si existiera
otra, coincidirı́an ctp) v : Ω→ R tal que

F(χA) =

∫
Ω

v(x)χA(x) dx.

Empleando nuevamente la linealidad de F obtenemos que, para toda φ simple resulta

F(φ) =

∫
Ω

v(x)φ(x) dx.

Por otro lado, dada φ simple,∣∣∣∣ ∫
Ω

v(x)φ(x) dx
∣∣∣∣ = |F(φ)| ≤ ‖F‖(Lp(x)(Ω))′‖φ‖p(x).

Notando M = ‖F‖(Lp(x)(Ω))′ , para toda φ simple podemos afirmar que∣∣∣∣ ∫
Ω

v(x)φ(x) dx
∣∣∣∣ ≤ M‖φ‖p(x).

Considerando, en particular, φ = sgn(v), obtenemos∫
Ω

|v(x)| dx =
∣∣∣∣ ∫

Ω

v(x) sgn(x) dx
∣∣∣∣ ≤ M‖ sgn(v)‖p(x).

Por lo tanto, v ∈ L1(Ω). Luego, dada g ∈ L∞(Ω), existe {φn}n∈N sucesión de funciones simples
tales que |φn| ≤ |g| y φn → g c.t.p. Luego, φn → g en Lp(x)(Ω). Por la continuidad de F,
F(φn)→ F(g).

Por otra parte, como |vφn| ≤ |v|‖g‖∞ ∈ L1(Ω), por el Teorema de Convergencia Dominada,

F(g) = lı́m F(φn) = lı́m
∫

Ω

v(x)φn(x) dx =

∫
Ω

v(x)g(x) dx.

Dada g ∈ L∞(Ω) tenemos entonces que∣∣∣∣ ∫
Ω

v(x)g(x) dx
∣∣∣∣ = |F(g)| ≤ M‖g‖p(x). (2.5)

Veamos que v ∈ Lp′(x)(Ω). Consideremos {φn}n∈N sucesión de funciones simples tales que
φn → v c.t.p. y |φn| ≤ |v|.
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Sea gn = sgn(v)
(
|φn |

‖φn‖p′(x)

) p′(x)
p(x) . Notemos que gn ∈ L∞(Ω) y, por la propiedad de la bola unita-

ria, ‖gn‖p(x) = 1.

Luego, ∫
Ω

|φn|
p′(x)

‖φn‖
p′(x)
p(x)

p′(x)

dx =

∫
Ω

φngn dx ≤
∫

Ω

|v||gn| dx ≤ M.

Por otro lado, si ‖φn‖p′(x) ≥ 1, se tiene

‖φn‖
p′(x)
p(x)

p′(x) ≤ ‖φn‖

p′−
p−
p′(x) y

∫
Ω

|φn|
p′(x) dx ≥ ‖φn‖

p−
p′(x).

Por ende,
‖φn‖p′(x) ≤ C

para todo n ∈ N de donde se concluye lo pedido. �

2.2. Espacios de Sobolev W1,p(x)(Ω).

Definición 2.31. Sea Ω ⊂ RN abierto, definimos el espacio de Sobolev con exponente variable
como

W1,p(x)(Ω) = {u ∈ W1,1
loc (Ω) : u ∈ Lp(x)(Ω) y |∇u| ∈ Lp(x)(Ω)}.

Los elementos de W1,p(x)(Ω) se denominan funciones de Sobolev.

En este espacio, definimos el semimódulo

ρW1,p(x)(Ω)(u) = ρ1,p(x)(u) := ρp(x)(u) + ρp(x)(∇u)

que induce la norma

‖u‖W1,p(x)(Ω) = ‖u‖1,p(x) := ı́nf{λ > 0: ρ1,p(x)(
u
λ

) ≤ 1}.

Observación 2.32. Equivalentemente, se puede considerar la siguiente norma:

‖u‖ := ‖u‖Lp(x)(Ω) + ‖∇u‖Lp(x)(Ω).

Ambas resultan ser equivalentes, se tiene

1
2
‖u‖1,p(x) ≤ ‖u‖ ≤ 2‖u‖1,p(x).

De hecho, como ρ1,p(x)(u) = ρp(x)(u) + ρp(x)(|∇u|), sigue que

‖u‖1,p(x) ≥ ‖u‖p(x) y ‖u‖1,p(x) ≥ ‖∇u‖p(x),
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de donde
‖u‖ ≤ 2‖u‖1,p(x).

Para la otra desigualdad, si tomamos λ = ‖u‖, entonces

ρ1,p(x)( u
λ ) ≤ ρ( u

‖u‖p(x)
) + ρ( ∇u

‖∇u‖p(x)
) ≤ 2,

luego, como 2 < 2p(x), se obtiene
ρ1,p(x)( u

2λ ) ≤ 1,

es decir
‖u‖1,p(x) ≤ 2λ = 2‖u‖.

Veamos que, dotado de esta norma, W1,p(x)(Ω) es un espacio de Banach.

Teorema 2.33. El espacio de Sobolev (W1,p(x)(Ω), ‖ · ‖1,p(x)) es un espacio de Banach.

Demostración. Sea {un}n∈N una sucesión de Cauchy en W1,p(x)(Ω). En particular, {un}n∈N y
{∂ jun}n∈N ( j = 1, . . . ,N) son sucesiones de Cauchy en Lp(x)(Ω), que es un espacio de Banach
por el Teorema 2.11. Por lo tanto, existen u, g1, . . . , gN ∈ Lp(x)(Ω) tales que un → u y ∂ jun → g j

( j = 1, . . . ,N) en Lp(x)(Ω).

Luego, si ψ ∈ C∞c (Ω), entonces∫
Ω

u∂ jψ dx = lı́m
n→∞

∫
Ω

un∂ jψ dx = − lı́m
n→∞

∫
Ω

∂ junψ dx = −

∫
Ω

g jψ dx

Por lo tanto, como u ∈ W1,p(x)(Ω), y ∂ ju = g j.

Concluimos ası́ que un → u en W1,p(x)(Ω), como querı́amos demostrar. �

Observación 2.34. Por el Teorema 2.21, Lp(x)(Ω) es separable y, por el Teorema 2.19, es reflexi-
vo. Por otra parte, W1,p(x)(Ω) ⊂ Lp(x)(Ω)× (Lp(x)(Ω))N es cerrado (la inclusión viene dada por la
aplicación u 7→ (u,∇u)). Concluimos entonces que W1,p(x)(Ω) es también separable y reflexivo.
Ver [1, Proposición III.17].

Observación 2.35. Dada u ∈ W1,p(x)(Ω),

ρ1,p(x)(2u) = ρp(x)(2u) + ρp(x)(∇(2u))

Como 2u ∈ W1,p(x)(Ω), sabemos que 2u ∈ Lp(x)(Ω) y ∇(2u) ∈ Lp(x)(Ω). Por lo tanto, por la
Observación 2.17, existe c ≥ 2 tal que

ρp(x)(2u) ≤ cρp(x)(u)

y
ρp(x)(|∇(2u)|) = ρp(x)(2|∇u|) ≤ cρp(x)(|∇u|)

de donde
ρ1,p(x)(2u) ≤ c(ρp(x)(u) + ρp(x)(|∇u|)) = cρ1,p(x)(u).
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Hemos obtenido entonces para W1,p(x)(Ω) un resultado análogo al probado en la Observación
2.17 para Lp(x)(Ω). Notemos además que ρ1,p(x) es uniformemente convexo por ser suma de
modulares uniformemente convexos. Luego, podemos replicar el Lema 2.18 y el Teorema 2.19,
ahora para W1,p(x)(Ω), concluyendo ası́ que éste es también uniformemente convexo y, por lo
tanto, reflexivo si p ∈ P(Ω).

Como consecuencia inmediata de la convexidad uniforme de W1,p(x)(Ω) (Ver [14]), damos
el siguiente corolario que nos será de utilidad más adelante.

Corolario 2.36. El espacio de Sobolev W1,p(x)(Ω) cumple la condición de Banach-Saks, es decir,
dada {ui}i∈N ⊂ W1,p(x)(Ω) tal que ui ⇀ u, se verifica que

1
m

m∑
i=1

ui → u.

Teorema 2.37 (Teorema de Rellich Kondrachov para exponente variable.). Sean p, q ∈ P(Ω)
exponentes continuos tales que p+ < N y q(x) < N p(x)

N−p(x) para todo x ∈ Ω̄.

Entonces, se tiene la inclusión W1,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω) que resulta continua y compacta.

Demostración. Sea 1 < r < N y llamamos r∗ = Nr
N−r .

Dado x ∈ Ω̄, existe un entorno x ∈ Ux ⊂ Ω̄ tal que

q+(Ux) = sup{q(y) : y ∈ Ux} < (p−(Ux))∗ = ı́nf{p(y) : y ∈ Ux}.

Sea {Ux : x ∈ Ω̄} un cubrimiento por abiertos del compacto Ω̄ y consideremos un subcubrimiento
finito {Ui : 1 ≤ i ≤ s}. Llamemos p−i = p−(Ui) y q+

i = p+(Ui).

Si u ∈ W1,p(x)(Ω), claramente u ∈ W1,p(x)(Ui). Luego, tenemos que u ∈ W1,p−i (Ui).

Por el Teorema de Rellich Kondrachov, ver [1, Teorema IX.16], se tiene que W1,p−i (Ui) ↪→
Lq+

i (Ui) con inclusión continua y compacta.

Más aún, se tiene que Lq+
i (Ui) ↪→ Lq(x)(Ui) con inclusión continua.

Por lo tanto, u ∈ Lq(x)(Ui) para todo 1 ≤ i ≤ s. Concluimos ası́ que u ∈ Lq(x)(Ω), como
querı́amos probar. �

En muchas aplicaciones es importante considerar el espacio de funciones de Sobolev que se
anulan en ∂Ω. Si bien a priori esto puede no tener sentido, dado que una función de Sobolev
está definida en casi todo punto y |∂Ω| = 0, es posible dar un sentido a este hecho de la siguiente
manera:

Definición 2.38. Llamamos W1,p(x)
0 (Ω) a la clausura de las funciones Sobolev de soporte com-

pacto en W1,p(x)(Ω).

Notemos que, por ser cerrado en W1,p(x)(Ω) que es Banach reflexivo, W1,p(x)
0 (Ω) resulta del

mismo modo Banach reflexivo.
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Observación 2.39. Esta definición no es la que usualmente se presenta para p constante. Sin
embargo, en la Proposición 3.8 del Capı́tulo 3 veremos que, bajo ciertas hipótesis, W1,p(x)

0 (Ω)
coincide con la clausura de C∞c (Ω) con respecto a la norma de W1,p(x)(Ω)..

Para funciones en W1,p(x)
0 (Ω) se tiene la siguiente desigualdad de Poincaré.

Teorema 2.40 (Desigualdad de Poincaré.). Sea p ∈ P(Ω) un exponente continuo. Entonces
existe una constante c > 0 tal que

‖u‖p(x) ≤ c‖∇u‖p(x), u ∈ W1,p(x)
0 (Ω).

Demostración. Supongamos que para cada n existe un ∈ W1,p(x)
0 (Ω) tal que ‖un‖p(x) > n‖∇un‖p(x).

Consideremos vn =
un

‖un‖p(x)
. Luego,

‖∇vn‖p(x) =
‖∇un‖p(x)

‖un‖p(x)
<

1
n
. (2.6)

Luego, {vn}n∈N es acotada en W1,p(x)
0 (Ω) y, en consecuencia, por el Teorema 2.37, existe una

subsucesión, que seguiremos notando {vn}n∈N y v ∈ Lp(x)(Ω) tal que vn ⇀ v en W1,p(x)
0 (Ω) y

además
vn → v en Lp(x)(Ω) (2.7)

Sea ϕ ∈ C∞c (Ω), por la Proposición 2.12 y, teniendo en cuenta (2.6) y (2.7), resulta∫
Ω

v(x)ϕxi(x) dx = lı́m
n→∞

∫
Ω

vn(x)ϕxi(x) dx

= − lı́m
n→∞

∫
Ω

(vn)xi(x)ϕ(x) dx = 0

Por lo tanto, ∇v = 0 y, entonces, v es constante. Como v ∈ W1,p(x)
0 (Ω), concluimos que v = 0, lo

cual es un absurdo ya que ‖v‖p(x) = 1 (basta notar que ‖vn‖p(x) = 1 por definición).

Obtenemos ası́ el resultado. �

De manera análoga, podemos obtener el siguiente resultado:

Proposición 2.41. Sea p ∈ P(Ω) un exponente continuo. Entonces, existe una constante c > 0
tal que

‖u − (u)Ω‖p(x) ≤ c‖∇u‖p(x), u ∈ W1,p(x)(Ω).

donde notamos (u)Ω = 1
|Ω|

∫
Ω

u(x) dx.

Demostración. Supongamos que para cada n existe un ∈ W1,p(x)(Ω) tal que ‖un − (un)Ω‖p(x) >

n‖∇un‖p(x).

Consideremos vn =
un−(un)Ω

‖un−(un)Ω‖p(x)
. Notemos que ‖∇vn‖p(x) <

1
n .
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Luego, {vn}n∈N es acotada en W1,p(x)(Ω) y, en consecuencia, por el Teorema 2.37, existe una
subsucesión, que seguiremos notando {vn}n∈N y v ∈ Lp(x)(Ω) tal que vn ⇀ v en W1,p(x)(Ω) y
además vn → v en Lp(x)(Ω).

Como en la demostración anterior, podemos probar entonces que ∇v = 0 y, por lo tanto, v
resulta constante.

Por otra parte, por la Proposición 2.12, obtenemos∫
Ω

v(x) dx = lı́m
n→∞

∫
Ω

vn(x) dx = lı́m
n→∞
|Ω|(vn)Ω = 0

Concluimos entonces que v = 0, arribando a un absurdo pues ‖v‖p(x) = 1.

Queda ası́ probada la proposición. �

Por último, presentamos un resultado que nos será de gran utilidad más adelante.

Proposición 2.42. Sea p ∈ P(Ω). Entonces, W1,p+

0 (Ω) ⊂ W1,p(x)
0 (Ω) ⊂ W1,p−

0 (Ω) con inclusiones
continuas.

Demostración. Sea u ∈ W1,p−
0 (Ω), por la Proposición 2.12, tenemos que

‖u‖p−p− =

∫
Ω

|u(x)|p−dx

≤ 2‖up−‖ p(x)
p−
‖1‖( p(x)

p−
)′

≤ 2 máx{
(
ρ p(x)

p−
(|u|p−)

) 1
p− ,

(
ρ p(x)

p−
(|u|p−)

) 1
p+ }|Ω|αp+ ,p−

≤ Cp+,p−

(
ρ p(x)

p−
(|u|p−)

)βp+ ,p−

= Cp+,p−

( ∫
D
|u(x)|p(x)

)βp+ ,p−

= Cp+,p−(ρp(x)(u))βp+ ,p− .

Como ρp(x)(u) ≤ máx{‖u‖p+

p(x) , ‖u‖
p−
p(x)}, resulta que u ∈ W1,p(x)

0 (Ω) y la inclusión W1,p(x)
0 (Ω) ⊂

W1,p−
0 (Ω) es continua.

La inclusión continua W1,p+

0 (Ω) ⊂ W1,p(x)
0 (Ω) se prueba análogamente. �

2.3. El espacio W−1,p(x)(Ω).

De suma utilidad resulta el estudio del espacio dual de W1,p(x)
0 (Ω). estos espacios se definen

de la siguiente manera
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Definición 2.43. Se define el espacio dual de W1,p(x)
0 (Ω), notado por W−1,p′(x)(Ω) como

W−1,p′(x)(Ω) := { f : W1,p(x)
0 (Ω)→ R lineales y continuas}.

El producto de dualidad se nota como 〈 f , u〉 con f ∈ W−1,p′(x)(Ω) y u ∈ W1,p(x)
0 (Ω).

Observación 2.44. Observemos que si f ∈ Lp′(x)(Ω), entonces f induce una aplicación en
W−1,p′(x)(Ω) de la forma

〈 f , u〉 =

∫
Ω

f u dx.

En efecto, la linealidad de la aplicación es evidente y la desigualdad de Hölder, Proposición 2.12,
implica la continuidad. Haremos abuso de notación y escribiremos Lp′(x)(Ω) ⊂ W−1,p′(x)(Ω).

Observación 2.45. Más generalmente, dadas f0, f1, . . . , fN ∈ Lp′(x)(Ω) estas inducen la aplica-
ción

〈 f , u〉 :=
∫

Ω

f0u +

N∑
i=1

fi∂iu dx.

Al igual que en la observación anterior, esta aplicación es lineal y la continuidad es una conse-
cuencia inmediata de la desigualdad de Hölder.

El siguiente teorema da una caracterización de los elementos de W−1,p′(x)(Ω). En efecto,
se muestra que todo elemento f ∈ W−1,p′(x)(Ω) admite una representación como la dada en la
observación 2.45.

Teorema 2.46. Sea f ∈ W−1,p′(x)(Ω). Entonces existen g0, . . . , gN ∈ Lp′(x)(Ω) tales que

〈 f , v〉 =

∫
Ω

g0v0 +

N∑
i=1

gi∂iv dx,

para toda v ∈ W1,p(x)
0 (Ω).

Demostración. Consideremos i : W1,p(x)
0 (Ω)→ (Lp(x)(Ω))N+1 dada por i(u) = (u, ∂1u, . . . , ∂Nu).

Sea f̂ : i(W1,p(x)
0 (Ω))→ R dada por 〈 f̂ , i(u)〉 = 〈 f , u〉 para toda u ∈ W1,p(x)

0 (Ω).

Notemos que, gracias a la inyectividad de i, f̂ está bien definida. Basta notar que, si i(u) =

i(v), entonces u = v y, en consecuencia, 〈 f̂ , i(u)〉 = 〈 f , u〉 = 〈 f , v〉 = 〈 f̂ , i(v)〉.

Por otra parte, como i(W1,p(x)
0 (Ω)) ⊂ (Lp(x)(Ω))N+1 cerrado, por el Teorema de Hahn-Banach,

[1, Corolario 1.2], existe f̃ extensión de f̂ a (Lp(x)(Ω))N+1.

Luego f̃ ∈ ((Lp(x)(Ω))N+1)′ = (Lp(x)(Ω))′ × · · · × (Lp(x)(Ω))′. Por el teorema 2.30, existen
entonces g0, . . . , gN ∈ Lp′(x)(Ω) tales que

〈 f̃ , v〉 =

∫
Ω

g0v0 + g1v1 + · · · + gNvN dx

para toda v = (v0, . . . , vN) ∈ (Lp(x)(Ω))N+1.
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Sea ahora u ∈ W1,p(x)
0 (Ω), resulta entonces que

〈 f , u〉 = 〈 f̂ , i(u)〉 = 〈 f̃ , i(u)〉 = 〈 f̃ , (u, ∂1u, . . . , ∂Nu)〉

=

∫
Ω

g0u + g1∂1u + · · · + gN∂Nu dx,

como querı́amos probar. �



Capı́tulo 3

Resultados sobre densidad.

En este capı́tulo daremos los resultados más básicos sobre densidad de los espacios de Le-
besgue y de Sobolev con exponente variable, un tema delicado y aún no cerrado. Para un estudio
más detallado ver [4].

Definición 3.1. Decimos que α : Ω → R es localmente log-Hölder continua en Ω si existe una
constante c1 > 0 tal que

|α(x) − α(y)| ≤
c1

log(e + 1
|x−y| )

, x, y ∈ Ω.

Decimos que α satisface la condición de decaimiento log-Hölder si existen α∞ ∈ R y c2 > 0
tales que

|α(x) − α∞| ≤
c2

log(e + |x|)
, x ∈ Ω.

Si α cumple ambas condiciones se dice que es globalmente log-Hölder continua en Ω.

Notamos Plog(Ω) = {p ∈ P(Ω) : 1
p es globalmente log-Hölder continua en Ω}.

3.1. Densidad de C∞c (Ω) en Lp(x)(Ω).

Proposición 3.2. Sea p ∈ Plog(RN). Entonces, C∞c (RN) es denso en Lp(x)(RN).

Demostración. Sea u ∈ Lp(x)(RN). Para cada n ∈ N, consideramos un(x) = u(x)χB(0,n)(x). Ob-
servemos que un es de soporte compacto.

Notemos que, por el Teorema de la Convergencia Dominada, es fácil ver que un → u en
Lp(x)(RN). Luego, dado δ > 0, existe n0 tal que

‖un0 − u‖p(x) <
δ

2
. (3.1)

26
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Sea ρ el núcleo regularizante standard. Entonces, dado ε > 0, un0 ∗ ρε ∈ C∞c (RN) y además, por
la Proposición 2.25, vale que

‖un0 ∗ ρε − un0‖p(x) → 0

Por lo tanto, existe ε0 tal que

‖un0 ∗ ρε0 − un0‖p(x) <
δ

2
(3.2)

Por(3.1) y (3.2), concluimos entonces que

‖un0 ∗ ρε0 − u‖p(x) ≤ ‖un0 ∗ ρε0 − un0‖p(x) + ‖un0 − u‖p(x) < δ,

como querı́amos probar. �

Proposición 3.3. Sea p ∈ P(Ω). Entonces, C∞c (Ω) es denso en Lp(x)(Ω).

Demostración. Por la Observación 2.22, las funciones simples son densas en Lp(x)(Ω).

Como una función simple pertenece a Lp−(Ω) ∩ Lp+(Ω), puede ser aproximada por una su-
cesión de funciones C∞c (Ω) en el mismo espacio.

Luego, como por la Proposición 2.23 sabemos que Lp−(Ω)∩Lp+(Ω) ↪→ Lp(x)(Ω), obtenemos
el resultado. �

3.2. Densidad de C∞c (Ω) en W1,p(x)(Ω).

Lema 3.4. Sea p ∈ P(Ω). Entonces, las funciones de Sobolev acotadas son densas en W1,p(x)(Ω).

Demostración. Sea u ∈ W1,p(x)(Ω). Definamos um ∈ W1,p(x)(Ω) para m ≥ 1 como

um := máx{mı́n{u(x),m},−m}.

Notemos que para todo m ≥ 1 vale la siguiente desigualdad:

|{x ∈ Ω : |u(x)| ≥ m}| ≤ |{x ∈ Ω : |u(x)|p(x) ≥ m}|.

Por otra parte, como u ∈ Lp(x)(Ω), por la desigualdad de Tchebycheff, este último término
converge a 0 cuando m tiende a∞. Luego,

ρ1,p(x)(u − um) =

∫
Ω

|u(x) − um(x)|p(x)dx +

∫
Ω

|∇u(x) − ∇um(x)|p(x)dx

=

∫
|u|<m
|u(x) − um(x)|p(x)dx +

∫
|u|<m
|∇u(x) − ∇um(x)|p(x)dx

+

∫
|u|≥m
|u(x) − um(x)|p(x)dx +

∫
|u|≥m
|∇u(x) − ∇um(x)|p(x)dx
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Como um = u en {|u| < m}, um = m en {u ≥ m} y um = −m en {u ≤ −m}, obtenemos que

ρ1,p(x)(u − um) =

∫
u≥m
|u(x) − m|p(x)dx +

∫
u≤−m

|u(x) + m|p(x)dx +

∫
|u|≥m
|∇u(x)|p(x)dx

≤

∫
|u|≥m
|u(x)|p(x)dx +

∫
|u|≥m
|∇u(x)|p(x)dx

=

∫
|u|≥m
|u(x)|p(x) + |∇u(x)|p(x)dx→ 0

Concuimos entonces, por el Corolario 2.9, que ‖u − um‖1,p(x) → 0, como querı́amos probar. �

Teorema 3.5. Sea p ∈ P(RN). Entonces las funciones de Sobolev de soporte compacto en RN

son densas en W1,p(x)(RN).

Demostración. Sea Br := B(0, r) con r ≥ 1 y ψr ∈ C∞c (RN) una función de corte tal que ψr = 1
en Br, ψr = 0 en RN \ Br+1, 0 ≤ ψr(x) ≤ 1 y |ψr |, |∇ψr | ≤ c.

Notemos que

‖u − uψr‖W1,p(x)(RN ) ≤ ‖u‖W1,p(x)(RN\Br+1) + ‖u − uψr‖W1,p(x)(Br+1\Br) .

Por el Teorema de Convergencia Dominada, ρW1,p(x)(RN\Br+1)(u) → 0 cuando r → ∞. Luego, por
el Corolario 2.9, ‖u‖W1,p(x)(RN\Br+1) → 0 cuando r → ∞.

Por otra parte,
|u − uψr | = |u|(1 − ψr) ≤ c|u|

y
|∇u − ∇(uψr)| ≤ |∇u|(1 − ψr) + |u||∇ψr | ≤ c(|u| + |∇u|).

Luego, una vez más gracias al Teorema de la Convergencia Dominada, tenemos que

ρW1,p(x)(Br+1\Br)(u − uψr) ≤ c̃ρW1,p(x)(RN\Br)(u)→ 0 cuando r → ∞.

Por lo tanto, por el Corolario 2.9, ‖u − uψr‖W1,p(x)(Br+1\Br) → 0 cuando r → ∞.

Concluimos entonces que uψr converge a u en W1,p(x)(RN). �

Damos ahora una consecuencia inmediata del Lema 3.4 y el Teorema 3.5.

Corolario 3.6. Sea p ∈ P(RN), entonces las funciones de Sobolev acotadas de soporte compacto
en RN son densas en W1,p(x)(RN).

Teorema 3.7. Sea p ∈ Plog(Ω). Entonces C∞(Ω) ∩W1,p(x)(Ω) es denso en W1,p(x)(Ω).

Demostración. Sea u ∈ W1,p(x)(Ω). Fijado ε > 0, definimos Ω0 = ∅ y para m = 1, 2, . . . y x0 ∈ Ω

fijo llamamos

Ωm := {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) >
1
m
} ∩ B(x0,m).
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Notemos Um := Ωm+1 \Ωm−1 para m = 1, 2, . . . .

Consideremos {ξm}m∈N en C∞c (Um) tal que
∑∞

m=1 ξm(x) = 1 para cada x ∈ Ω.

Sea K el núcleo regularizante standard. Luego, para cada m existe δm tal que

sop((ξmu) ∗ Kδm) ⊂ Um.

Por otro lado, por la Proposición 2.25, eligiendo un δm más pequeo si fuese necesario, obtenemos
que

‖ξmu − (ξmu) ∗ Kδm‖1,p(x) ≤
ε

2m .

Llamemos

uε :=
∞∑

m=1

(ξmu) ∗ Kδm . (3.3)

Como x ∈ Ω tiene un entorno tal que la suma 3.3 tiene solamente finitos términos no nulos y,
por lo tanto, uε ∈ C∞(Ω). Más aún,

‖u − uε‖1,p(x) = ‖u −
∞∑

m=1

(ξmu) ∗ Kδm‖1,p(x)

= ‖u
∞∑

m=1

ξm −

∞∑
m=1

(ξmu) ∗ Kδm‖1,p(x)

= ‖

∞∑
m=1

uξm − (ξmu) ∗ Kδm‖1,p(x)

≤

∞∑
m=1

‖uξm − (ξmu) ∗ Kδm‖1,p(x)

≤

∞∑
m=1

ε

2m ≤ ε.

Queda ası́ probado el resultado. �

Un corolario sumamente importante del teorema anterior es la siguiente proposición.

Proposición 3.8. Sea p ∈ Plog(Ω). Entonces, W1,p(x)
0 (Ω) coincide con la clausura de C∞c (Ω) con

respecto a la norma de W1,p(x)(Ω).

Demostración. Claramente cualquier elemento de la clausura de C∞c (Ω) con respecto a la norma
de W1,p(x)(Ω) pertenece a W1,p(x)

0 (Ω) ⊂ W1,p(x)(Ω).

Sea u ∈ W1,p(x)
0 (Ω). Por el Teorema 3.7, podemos considerar {ui}i∈N ⊂ C∞(Ω) ∩W1,p(x)(Ω)

tal que ui converge a u en W1,p(x)(Ω).
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Sea ψ ∈ C∞c (Ω) tal que 0 ≤ ψ ≤ 1 y ψ = 1 en el soporte de u. Como ui − ψui = 0 en el
soporte de u, resulta

‖ui − ψui‖W1,p(x)(Ω) = ‖ui − ψui‖W1,p(x)(Ω\sop(u))

≤ cψ ‖ui‖W1,p(x)(Ω\sop(u))

= cψ ‖ui − u‖W1,p(x)(Ω\sop(u))

≤ cψ ‖ui − u‖W1,p(x)(Ω) .

Luego,

‖u − ψui‖W1,p(x)(Ω) ≤ ‖u − ui‖W1,p(x)(Ω) + ‖ui − ψui‖W1,p(x)(Ω) ≤ (1 + cψ) ‖u − ui‖W1,p(x)(Ω) .

Por lo tanto, como ‖ui − u‖W1,p(x)(Ω) converge a 0, concluimos que ψui converge a u en W1,p(x)(Ω).

Como cada u ∈ W1,p(x)
0 (Ω) se puede aproximar por funciones Sobolev de soporte compacto,

podemos hallar una sucesión en C∞c (Ω) que converge a u, como querı́amos probar. �

Extendemos ahora para p variable el siguiente resultado presentado para p = 2 en [12,
Corolario 3.1.13, página 69].

Dado la clase de funciones X = { f : Ω→ R}, notaremos X+ := { f ∈ X : f ≥ 0 ctp}.

Lema 3.9. Sea p ∈ Plog(Ω). Entonces,
(
C∞c (Ω)

)+
es denso en

(
W1,p(x)

0 (Ω)
)+

.

Sea u ∈
(
W1,p(x)

0 (Ω)
)+
⊂ W1,p(x)

0 (Ω). Por la Proposición 3.8, sabemos que es posible aproxi-
marla por funciones un ∈ C∞c (Ω).

Notemos que u+
n converge a u+ = u en W1,p(x)

0 (Ω). Observemos que u+
n podrı́a no pertenecer

a C∞c (Ω). Sin embargo, tiene soporte compacto, y, convolucionando con una sucesión regulari-
zante podemos aproximar en W1,p(x)

0 (Ω) por funciones positivas de C∞c (Ω). De hecho,

‖u+
n ∗ K jn − u‖1,p(x) = ‖u+

n ∗ K jn − u+
n ‖1,p(x) + ‖u+

n − u‖1,p(x).

Eligiendo primero n tal que el segundo término sea menor que ε
2 y, luego, jn tal que el primero

sea menor que ε
2 , obtenemos que

u+
n ∗ K jn → u en W1,p(x)

0 (Ω).

Como además u+
n ∗ K jn ∈

(
C∞c (Ω)

)+
, queda probado el resultado.

Finalmente, damos un resultado de densidad que será de gran utilidad más adelante.

Proposición 3.10. El espacio L∞(Ω) ⊂ W−1,p′(x)(Ω) es denso.

Demostración. Por la Proposición 2.42 tenemos que W1,p+

0 (Ω) ⊂ W1,p(x)
0 (Ω) ⊂ W1,p−

0 (Ω) con
inclusiones continuas. Como C∞c (Ω) ⊂ W1,p+

0 (Ω) y p ∈ Plog(Ω) tenemos que las inclusiones son
densas.
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Luego
W−1,(p−)′(Ω) ⊂ W−1,p′(x)(Ω) ⊂ W−1,(p+)′(Ω),

con inclusiones densas. Finalmente, como L∞(Ω) es denso en W−1,(p−)′(Ω), resulta que L∞(Ω)
es denso en W−1,p′(x)(Ω). �



Capı́tulo 4

p(x)−capacidad de Sobolev.

En adelante consideraremos p ∈ Plog(RN) para asegurar la densidad de las funciones regu-
lares. Sin esta hipótesis, es necesario modificar levemente la definición de p(x)−capacidad. Sin
embargo, los resultados pueden recuperarse análogamente.

Para el desarrollo del este capı́tulo seguiremos la referencia [4].

4.1. Propiedades.

Definición 4.1. Sea E ⊂ RN , consideramos el conjunto

S p(x)(E) =
{
u ∈ W1,p(x)(RN) : u ≥ 0 y u ≥ 1 en un conjunto abierto que contiene a E

}
.

Si S p(x)(E) , ∅, definimos la p(x)−capacidad de Sobolev de E como

capp(x)(E) = ı́nf
u∈S p(x)(E)

∫
RN
|u(x)|p(x) + |∇u(x)|p(x)dx = ı́nf

u∈S p(x)(E)
ρ1,p(x)(u).

Si S p(x)(E) = ∅, establecemos que capp(x)(E) = ∞.

Observación 4.2. Si u ∈ S p(x)(E), entonces mı́n{1, u} ∈ S p(x)(E). Más aún, ρ1,p(x)(mı́n{1, u}) ≤
ρ1,p(x)(u). Luego, basta testear la p(x)−capacidad de Sobolev para u ∈ S p(x)(E) con 0 ≤ u ≤ 1.

Teorema 4.3. Sea p ∈ P(RN). Entonces,

1. capp(x)(∅) = 0.

2. Sea E1 ⊂ E2, entonces capp(x)(E1) ≤ capp(x)(E2).

3. Sea E ⊂ RN , entonces capp(x)(E) = ı́nf
E⊂U

Uabierto

capp(x)(U).

32
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4. Sean E1, E2 ⊂ R
N , entonces

capp(x)(E1 ∪ E2) + capp(x)(E1 ∩ E2) ≤ capp(x)(E1) + capp(x)(E2).

5. Sean K1 ⊃ K2 ⊃ . . . compactos, entonces capp(x)(Ki)→ capp(x)(∩
∞
i=1Ki).

Demostración. 1. Es claro pues la función nula pertenece a S p(x)(∅).

2. Como E1 ⊂ E2, resulta S p(x)(E1) ⊃ S p(x)(E2) y, en consecuencia, capp(x)(E1) ≤ capp(x)(E2).

3. Sea U abierto tal que E ⊂ U. Por 2., sabemos que capp(x)(E) ≤ capp(x)(U). Por lo tanto,

capp(x)(E) ≤ ı́nf
E⊂U

U abierto

capp(x)(U).

Por otro lado, dado ε > 0, como capp(x)(E) = ı́nf
u∈S p(x)(E)

ρ1,p(x)(u), existe u ∈ S p(x)(E) tal

que ρ1,p(x)(u) ≤ capp(x)(E) + ε.

Como u ∈ S p(x)(E), tenemos que u ≥ 1 en un abierto Ũ que contiene a E.

En consecuencia,

capp(x)(Ũ) = ı́nf
u∈S p(x)(Ũ)

ρ1,p(x)(u) ≤ ρ1,p(x)(u) ≤ capp(x)(E) + ε.

Como Ũ es abierto y Ũ ⊃ E, resulta

ı́nf
E⊂U

U abierto

capp(x)(U) ≤ capp(x)(Ũ).

Concluimos entonces que

ı́nf
E⊂U

U abierto

capp(x)(U) ≤ capp(x)(Ũ) ≤ capp(x)(E) + ε.

Tomando lı́mite cuando ε tiende a 0, obtenemos capp(x)(E) ≥ ı́nf
E⊂U

U abierto

capp(x)(U), como

querı́amos probar.

4. Sea ε > 0. Consideremos u1 ∈ S p(x)(E1) tal que ρ1,p(x)(u1) ≤ capp(x)(E1) + ε y u2 ∈

S p(x)(E2) tal que ρ1,p(x)(u2) ≤ capp(x)(E2) + ε.

Notemos que

ρ1,p(x)(u1) + ρ1,p(x)(u2) ≤ capp(x)(E1) + capp(x)(E2) + 2ε.

Como u1 ∈ S p(x)(E1), tenemos que u1 ≥ 1 en un abierto U1 que contiene a E1. Análoga-
mente, u2 ≥ 1 en un abierto U2 que contiene a E2.

Lo cual implica que máx{u1, u2} ≥ 1 en U1 ∪ U2 ⊃ E1 ∪ E2 y, en consecuencia, v1 =

máx{u1, u2} ∈ S p(x)(E1 ∪ E2).
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Ası́ también vale que v2 = mı́n{u1, u2} ∈ S p(x)(E1 ∩ E2).

Supongamos que u1 ≥ u2 (sino, se procede de forma análoga).

Tenemos entonces que máx{u1, u2} = u1 y mı́n{u1, u2} = u2. Por lo tanto,∫
RN
|v1(x)|p(x)dx +

∫
RN
|v2(x)|p(x)dx =

∫
RN
|u1(x)|p(x)dx +

∫
RN
|u2(x)|p(x)dx

y ∫
RN
|∇v1(x)|p(x)dx +

∫
RN
|∇v2(x)|p(x)dx =

∫
RN
|∇u1(x)|p(x)dx +

∫
RN
|∇u2(x)|p(x)dx.

Sumando ambos lados de las igualdades, obtenemos

ρ1,p(x)(v1) + ρ1,p(x)(v2) = ρ1,p(x)(u1) + ρ1,p(x)(u2).

Por otro lado, como v1 ∈ S p(x)(E1 ∪ E2) y v2 ∈ S p(x)(E1 ∩ E2), resulta

capp(x)(E1 ∪ E2) + capp(x)(E1 ∩ E2) ≤ ρ1,p(x)(v1) + ρ1,p(x)(v2).

Concluimos entonces que

capp(x)(E1 ∪ E2) + capp(x)(E1 ∩ E2) ≤ ρ1,p(x)(u1) + ρ1,p(x)(u2).

Finalmente, capp(x)(E1∪E2) + capp(x)(E1∩E2) ≤ capp(x)(E1) + capp(x)(E2) + 2ε para todo
ε > 0.

Haciendo tender ε a 0, queda probado el resultado.

5. Por 3, capp(x)(∩
∞
i=1Ki) ≤ capp(x)(K j) para todo j ≥ 1. Por lo tanto,

capp(x)(∩
∞
i=1Ki) ≤ lı́m

j→∞
capp(x)(K j).

Por otro lado, consideremos U abierto tal que ∩∞i=1Ki ⊂ U.

Como ∩∞i=1Ki es compacto, existe i0 > 0 tal que Ki ⊂ U para todo i ≥ i0.

Por 3, capp(x)(Ki) ≤ capp(x)(U) para todo i ≥ i0. Luego,

lı́m
i→∞

capp(x)(Ki) ≤ capp(x)(U).

Concluimos que

lı́m
i→∞

capp(x)(Ki) ≤ ı́nf
U abierto
∩∞i=1Ki⊂U

capp(x)(U) = capp(x)(∩
∞
i=1Ki),

como querı́amos probar.

�
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Teorema 4.4. Sea p ∈ P(RN). Entonces,

1. Sean E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ R
N , entonces capp(x)(Ei)→ capp(x)(∪

∞
i=1Ei).

2. Sea Ei ⊂ R
N para todo i ∈ N, entonces capp(x)(∪

∞
i=1Ei) ≤

∑∞
i=1 capp(x)(Ei).

Demostración. 1. Llamando E =
⋃∞

i=1 Ei, por el punto 2 del Teorema 4.3, tenemos que
capp(x)(Ei) ≤ capp(x)(E) para todo i. Por lo tanto lı́mi→∞ capp(x)(Ei) ≤ capp(x)(E).

Notemos que, si lı́mi→∞ capp(x)(Ei) = ∞, la otra desigualdad se cumple claramente. Su-
pongamos entonces que lı́mi→∞ capp(x)(Ei) < ∞.

Consideremos ui ∈ S p(x)(Ei) tal que ρ1,p(x)(ui) ≤ capp(x)(Ei) + 1
2i para todo i.

Como {ui}i∈N ⊂ W1,p(x)(RN) es acotada, sabemos que existe una subsucesión, que notamos
nuevamente {ui}i∈N, que converge débil a una cierta u ∈ W1,p(x)(RN).

Definiendo v j = 1
j( j−1)

∑ j2

i= j+1 ui, obtenemos

∥∥∥∥ 1
j2

j2∑
i=1

ui − v j

∥∥∥∥
1,p(x)

=
∥∥∥∥ 1

j2

j2∑
i=1

ui −
1

j( j − 1)

j2∑
i= j+1

ui

∥∥∥∥
1,p(x)

≤

∥∥∥∥ 1
j2

j∑
i=1

ui

∥∥∥∥
1,p(x)

+
∥∥∥∥ 1

j2( j − 1)

j2∑
i= j+1

ui

∥∥∥∥
1,p(x)

≤
1
j

∥∥∥∥1
j

j∑
i=1

ui

∥∥∥∥
1,p(x)

+
1

( j − 1)

∥∥∥∥ 1
j2

j2∑
i= j+1

ui

∥∥∥∥
1,p(x)

.

Este último término converge a 0 cuando j tiende a ∞ dado que, por el Corolario 2.36,
1
m

∑m
i=1 ui → u en W1,p(x)(RN). Concluimos entonces que v j → u en W1,p(x)(RN).

Por otro lado,

ρ1,p(x)(v j) =

∫
RN
|v j(x)|p(x) + |∇v j(x)|p(x)dx

≤

∫
RN

∣∣∣∣ 1
j2( j − 1)

j2∑
i= j+1

ui(x)
∣∣∣∣p(x)

+
∣∣∣∣ 1
j2( j − 1)

j2∑
i= j+1

∇ui(x)
∣∣∣∣p(x)

dx

≤
1

j2( j − 1)

∫
RN

∣∣∣∣ j2∑
i= j+1

ui(x)
∣∣∣∣p(x)

+
∣∣∣∣ j2∑

i= j+1

∇ui(x)
∣∣∣∣p(x)

dx

≤
1

j2( j − 1)

j2∑
i= j+1

∫
RN
|ui(x)|p(x) + |∇ui(x)|p(x)dx

=
1

j2( j − 1)

j2∑
i= j+1

ρ1,p(x)(ui)
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≤
1

j2( j − 1)

j2∑
i= j+1

sup
i≥ j+1

ρ1,p(x)(ui)

=
1

j2( j − 1)
( j2 − ( j − 1)) sup

i≥ j+1
ρ1,p(x)(ui)

≤ sup
i≥ j+1

ρ1,p(x)(ui).

Como {E j} j∈N es una sucesión creciente y ui ∈ S p(x)(Ei) para cada i, concluimos que ui ≥ 1
en un abierto que contiene a E j para todo j ≤ i, podemos acotar este último término del
siguiente modo:

sup
i≥ j+1

ρ1,p(x)(ui) ≤ sup
i≥ j+1

capp(x)(Ei) +
1
2i ≤ sup

i≥ j+1
capp(x)(Ei) +

1
2 j , i ∈ N

Por lo tanto

ρ1,p(x)(v j) ≤ sup
i≥ j+1

capp(x)(Ei) +
1
2 j ≤ lı́m

i→∞
capp(x)(Ei) +

1
2 j . (4.1)

Consideremos ahora una subsucesión de {v j} j∈N que, de ser necesario, podemos suponer
que verifica

‖v j+1 − v j‖1,p(x) ≤
1
2 j .

Definimos w j = v j +
∑

i≥ j |vi+1 − vi| ∈ W1,p(x)(RN).

Dado que w j ≥ sup
i≥ j

vi, tenemos que w j ≥ 1 en un abierto que contiene a E y, en conse-

cuencia, w j ∈ S p(x)(E).

Luego, para todo j ≥ 1, tenemos que

capp(x)(E) = ı́nf
u∈S p(x)(E)

ρ1,p(x)(u) ≤ ρ1,p(x)(w j). (4.2)

Por otro lado, como w j − v j =
∑

i≥ j |vi+1 − vi|, resulta

‖w j − v j‖1,p(x) ≤
∑
i≥ j

‖vi+1 − vi‖1,p(x) ≤
∑
i≥ j

1
2i = 21− j → 0

Concluimos entonces que ρ1,p(x)(w j − v j)
j
→ 0.

Luego, por (4.1) y (4.2), tenemos que

capp(x)(E) ≤ lı́m
j→∞

ρ1,p(x)(w j)

= lı́m
j→∞

ρ1,p(x)(v j)

≤ lı́m
j→∞

lı́m
i→∞

capp(x)(Ei) +
1
2 j

= lı́m
i→∞

capp(x)(Ei).

Obtenemos ası́ el resultado.
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2. Aplicando el punto 4 del Teorema 4.3 inductivamente,

capp(x)(∪
k
i=1Ei) ≤ capp(x)(∪

k
i=1Ei) + capp(x)(∩

k
i=1Ei)

≤

k∑
i=1

capp(x)(Ei)

≤

∞∑
i=1

capp(x)(Ei).

Aplicando el punto 1, dado que {∪k
i=1Ei}k∈N es una sucesión creciente, resulta

capp(x)(∪
∞
i=1Ei) = lı́m

k→∞
capp(x)(∪

k
i=1Ei) ≤

∞∑
i=1

capp(x)(Ei),

como querı́amos probar.

�

Observación 4.5. Notemos que, como consecuencia del punto 2 del Teorema 4.4, si Ei ⊂ R
N es

tal que capp(x)(Ei) = 0 para todo i ∈ N, entonces capp(x)(∪
∞
i=1Ei) = 0.

Proposición 4.6. Sean E ⊂ RN y p, q ∈ P(RN) tales que p ≥ q. Si capp(x)(E) = 0, entonces
capq(x)(E) = 0.

Demostración. Sea η ∈ C∞c (B(0,R + 1)) una función de corte tal que η = 1 en B(0,R), 0 ≤ η ≤ 1
y |∇η| ≤ 2.

Observemos que, por la definición de capp(x)(E ∩ B(0,R)), podemos considerar {un}n∈N en
S p(x)(E ∩ B(0,R)) tal que

ρ1,p(x)(un)→ capp(x)(E ∩ B(0,R)).

Además, como capp(x)(E ∩ B(0,R)) ≤ capp(x)(E) = 0, resulta que ρ1,p(x)(un) → 0 y, en conse-
cuencia, ‖un‖1,p(x) → 0.

Notemos que, por la Proposición 2.12,

‖unη‖Lq(x)(RN ) = ‖unη‖Lq(x)(B(0,R+1))

≤ c‖un‖Lp(x)(B(0,R+1))

≤ c‖un‖Lp(x)(RN )

≤ c‖un‖W1,p(x)(RN ).

Por otra parte,

‖∇(unη)‖Lq(x)(RN ) = ‖∇(unη)‖Lq(x)(B(0,R+1))

= ‖η∇un + un∇η‖Lq(x)(B(0,R+1))

≤ ‖η∇un‖Lq(x)(B(0,R+1)) + ‖un∇η‖Lq(x)(B(0,R+1))

≤ c̃‖un‖W1,q(x)(B(0,R+1))

≤ c̄‖un‖W1,p(x)(RN ).
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Luego, como un ∈ W1,p(x)(RN), tenemos que unη ∈ W1,q(x)(RN). Además, como η = 1 en
B(0,R), podemos afirmar que unη ≥ 1 en un abierto Un que contiene a E ∩ B(0,R). Por lo tanto,
unη ∈ S q(x)(E ∩ B(0,R)).

Por la estimación que probamos tenemos que

‖unη‖1,q(x) ≤ M‖un‖1,p(x) → 0.

Por lo tanto, ρ1,q(x)(unη)→ 0.

Concluimos entonces que

capq(x)(E ∩ B(0,R)) = ı́nf
u∈S q(x)(E∩B(0,R))

ρ1,q(x)(u) ≤ ρ1,q(x)(unη)→ 0.

Obtenemos ası́ que capq(x)(E ∩ B(0,R)) = 0 para todo R > 0.

Como E = ∪∞i=1(E ∩ B(0, i)), por la Observación 4.5, queda probado el resultado. �

Lema 4.7. Sean p ∈ Plog(RN) y K compacto. Entonces,

capp(x)(K) = ı́nf
u∈S∞p(x)(K)

∫
RN
|u(x)|p(x) + |∇u(x)|p(x) dx

donde S∞p(x)(K) = S p(x)(K) ∩C∞(RN).

Demostración. Sea u ∈ S p(x)(K) tal que 0 ≤ u ≤ 1.

Por densidad, existe {ϕ j} j∈N ⊂ C∞(RN) ∩W1,p(x)(RN) tal que ϕ j → u en W1,p(x)(RN).

Consideramos un entorno abierto acotado U de K tal que u = 1 en U.

Sea ψ ∈ C∞(RN) tal que 0 ≤ ψ ≤ 1 y ψ vale 1 en RN \ U y 0 en un entorno abierto de K.

Notemos que, como u − 1 = 0 en U y 1 − ψ = 0 fuera de U, vale que

u − ψ j = (u − ϕ j)ψ + (1 − ψ)(u − 1) = (u − ϕ j)ψ→ 0

Luego,
ψ j = 1 − (1 − ϕ j)ψ→ u en W1,p(x)(RN).

Resulta entonces que ψ j ∈ S∞p(x)(K) como querı́amos probar. �

4.2. p(x)−capacidad relativa.

Definición 4.8. Sea p ∈ P(Ω) y K ⊂ Ω compacto, definimos la p(x)−capacidad relativa como

cap∗p(x)(K,Ω) = ı́nf
u∈Rp(x)(K,Ω)

ρp(x),Ω(∇u)

donde Rp(x)(K,Ω) = {u ∈ W1,p(x)(Ω) ∩C0(Ω) : u > 1 en K y u ≥ 0}.
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Si U ⊂ Ω es abierto, capp(x)(U,Ω) = sup
K⊂U

K compacto

cap∗p(x)(K,Ω).

Si E ⊂ Ω, definifmos la p(x)− capacidad relativa de E respecto de Ω como

capp(x)(E,Ω) = ı́nf
E⊂U⊂Ω
U abierto

capp(x)(U,Ω).

Observación 4.9. Damos a continuación algunas consecuencias directas de la definición.

1. capp(x)(∅,Ω) = 0.

2. Si E1 ⊂ E2 ⊂ Ω2 ⊂ Ω1, entonces capp(x)(E1,Ω1) ≤ capp(x)(E2,Ω2).

Proposición 4.10. Sea p ∈ P(Ω). Entonces,

cap∗p(x)(K,Ω) = ı́nf
u∈R̃p(x)(K,Ω)

ρp(x),Ω(∇u)

donde R̃p(x)(K,Ω) = {u ∈ W1,p(x)(Ω) ∩C0(Ω) : u ≥ 1 en K}.

Demostración. Como Rp(x)(K,Ω) ⊂ R̃p(x)(K,Ω), resulta

ı́nf
u∈R̃p(x)(K,Ω)

ρp(x),Ω(∇u) ≤ ı́nf
u∈Rp(x)(K,Ω)

ρp(x),Ω(∇u) = cap∗p(x)(K,Ω).

Por otro lado, dado ε > 0, existe u ∈ R̃p(x)(K,Ω) tal que

ρp(x),Ω(∇u) ≤ ı́nf
u∈R̃p(x)(K,Ω)

ρp(x),Ω(∇u) + ε.

Tomemos v = (1 + ε)u > 1 en K. Notemos que v ∈ Rp(x)(K,Ω). Tenemos entonces

cap∗p(x)(K,Ω) = ı́nf
u∈Rp(x)(K,Ω)

ρp(x),Ω(∇u)

≤ ρp(x),Ω(∇v) =

∫
Ω

|∇v(x)|p(x) dx

=

∫
Ω

(1 + ε)p(x)|∇u(x)|p(x)dx

≤ (1 + ε)p+ρp(x),Ω(∇u).

Por lo tanto, dado ε > 0, tenemos

cap∗p(x)(K,Ω) ≤ (1 + ε)p+

(
ı́nf

u∈R̃p(x)(K,Ω)
ρp(x),Ω(∇u) + ε

)
Concluimos entonces que

cap∗p(x)(K,Ω) = ı́nf
u∈R̃p(x)(K,Ω)

ρp(x),Ω(∇u),

como querı́amos demostrar. �
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Proposición 4.11. Sean p ∈ P(Ω) y K ⊂ Ω compacto. Entonces,

cap∗p(x)(K,Ω) = capp(x)(K,Ω).

Demostración. De la definición se desprende claramente que cap∗p(x)(K,Ω) ≤ capp(x)(K,Ω).

Por otro lado, dado ε > 0, tomamos u ∈ Rp(x)(K,Ω) tal que

ρp(x)(∇u) ≤ cap∗p(x)(K,Ω) + ε.

Notemos que u > 1 en U = u−1(1,∞), que es un abierto que contiene a K (pues u ∈ Rp(x)(K,Ω)).

Por lo tanto u > 1 en todo compacto K̃ ⊂ U ⊂ Ω y, en consecuencia, u ∈ Rp(x)(K̃,Ω) para
todo K̃ ⊂ U compacto. Luego,

capp(x)(U,Ω) = sup
K̃⊂U

K̃ compacto

cap∗p(x)(K̃,Ω)

= sup
K̃⊂U

K̃ compacto

(
ı́nf

v∈Rp(x)(K̃,Ω)
ρp(x)(∇v)

)
≤ sup

K̃⊂U
K̃ compacto

ρp(x)(∇u)

= ρp(x)(∇u).

Concluimos ası́ que, dado ε > 0,

capp(x)(K,Ω) ≤ capp(x)(U,Ω) ≤ ρp(x)(∇u) ≤ cap∗p(x)(K,Ω) + ε,

como querı́amos ver. �

Estamos ahora en condiciones de verificar la consistencia de nuestras definiciones.

Observación 4.12. Sea K compacto, veamos que capp(x)(K,Ω) = ı́nf
K⊂U

U abierto

capp(x)(U,Ω).

Dado ε > 0, sea u ∈ W1,p(x)(Ω) ∩C0(Ω) tal que u ≥ 1 en K y ρp(x)(∇u) ≤ ε + capp(x)(K,Ω).

Consideremos U = {(1+ε)u > 1} abierto y K1 = {(1+ε)u ≥ 1}, que es compacto (es acotado
pues u tiene soporte compacto y claramente es cerrado). Luego, K ⊂ U ⊂ K1 y, en consecuencia,

ı́nf
K⊂U

U abierto

capp(x)(U,Ω) ≤ capp(x)(U,Ω)

≤ capp(x)(K1,Ω)

≤ ρp(x)(∇((1 + ε)u))

≤ (1 + ε)p+ρp(x)(∇u)

≤ (1 + ε)p+(ε + capp(x)(K,Ω))
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donde tuvimos en cuenta que (1 + ε)u ∈ W1,p(x)(Ω) ∩C0(Ω) y (1 + ε)u ≥ 1 en K1.

Por lo tanto, haciendo tender ε→ 0, obtenemos que

ı́nf
K⊂U

U abierto

capp(x)(U,Ω) ≤ capp(x)(K,Ω).

La desigualdad opuesta es consecuencia directa de la monotonı́a de la p(x)−capacidad. De he-
cho, dado U abierto tal que K ⊂ U, entonces capp(x)(K,Ω) ≤ capp(x)(U,Ω). Luego,

capp(x)(K,Ω) ≤ ı́nf
K⊂U

U abierto

capp(x)(U,Ω).

Presentaremos a continuación una definición equivalente de p(x)−capacidad relativa que
resultará sumamente útil.

Proposición 4.13. Sea E ⊂ Ω. Entonces,

capp(x)(E,Ω) = ı́nf
u∈R̃p(x)(E,Ω)

ρp(x)(∇u).

Demostración. Llamemos

c̃app(x)(E,Ω) = ı́nf
u∈R̃p(x)(E,Ω)

ρp(x)(∇u).

Notemos que c̃app(x)(·,Ω) es monótona creciente. Basta observar que, dados E ⊂ E′, si u ≥ 1 en
E′, entonces u ≥ 1 en E. Por lo tanto,

c̃app(x)(E
′,Ω) = ı́nf

u∈R̃p(x)(E′,Ω)
ρp(x)(∇u) ≥ ı́nf

u∈R̃p(x)(E,Ω)
ρp(x)(∇u) = c̃app(x)(E,Ω).

Supongamos primero que E = K compacto. Luego, por las Proposiciones 4.10 y 4.11, obtene-
mos que

capp(x)(K,Ω) = cap∗p(x)(K,Ω) = ı́nf
u∈R̃p(x)(K,Ω)

ρp(x)(∇u) = c̃app(x)(K,Ω).

Supongamos ahora que E = W abierto.

Sea K ⊂ W compacto, sabemos ahora que

capp(x)(K,Ω) = c̃app(x)(K,Ω) ≤ c̃app(x)(W,Ω).

Luego,
capp(x)(W,Ω) = sup

K⊂W
K compacto

capp(x)(K,Ω) ≤ c̃app(x)(W,Ω).

Resta probar la desigualdad opuesta. Si capp(x)(W,Ω) = ∞, es claro. Supongamos entonces que
capp(x)(W,Ω) < ∞.

Como capp(x)(W,Ω) = sup
K⊂W

K compacto

capp(x)(K,Ω), podemos afirmar que existe {Kn}n∈N una su-

cesión de compactos de W tal que capp(x)(Kn,Ω)→ capp(x)(W,Ω).
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Supongamos, agrandando los Kn si fuera necesario, que W = ∪∞n=1Kn.

Hemos probado ya que

capp(x)(Kn,Ω) = ı́nf
u∈R̃p(x)(Kn,Ω)

ρp(x)(∇u).

Luego, para cada n, existe un ∈ W1,p(x)(Ω) ∩C0(Ω) tal que un ≥ 1 en Kn y

ρp(x)(∇un) ≤ capp(x)(Kn,Ω) +
1
n
≤ capp(x)(W,Ω) +

1
n
.

Por la Observación 2.10, tenemos entonces que {‖∇un‖p(x)}n∈N es acotada y, en consecuencia,
como u ∈ W1,p(x)

0 (Ω), {‖un‖1,p(x)}n∈N resulta también acotada.

Por lo tanto, como W1,p(x)
0 (Ω) es reflexivo, existe una subsucesión, que seguiremos notando

{‖un‖1,p(x)}n∈N tal que un ⇀ u en W1,p(x)
0 (Ω) y ctp.

Notemos además que, como un ≥ 1 en Kn, entonces un ≥ 1 en ∪∞n=1Kn = W. Luego,

c̃app(x)(W,Ω) = ı́nf
u∈R̃p(x)(W,Ω)

ρp(x)(∇u) ≤ ρp(x)(∇un) ≤ capp(x)(W,Ω) +
1
n
.

Haciendo tender n a ∞, concluimos ası́ que c̃app(x)(W,Ω) ≤ capp(x)(W,Ω), como querı́amos
probar.

Consideremos, por último, E ⊂ Ω arbitrario.

Como capp(x)(E,Ω) = ı́nf
E⊂W

W abierto

capp(x)(W,Ω), podemos considerar {Wn}n∈N sucesión de abier-

tos que contienen a E tal que capp(x)(Wn,Ω)→ capp(x)(E,Ω).

Como E ⊂ Wn, y teniendo en cuenta que ya hemos probado el resultado para abiertos,
tenemos que

c̃app(x)(E,Ω) ≤ c̃app(x)(Wn,Ω) = capp(x)(Wn,Ω).

Concluimos entonces que c̃app(x)(E,Ω) ≤ capp(x)(E,Ω).

Resta probar la otra desigualdad. Si c̃app(x)(E,Ω) = ∞, es clara. Supongamos entonces que
c̃app(x)(E,Ω) < ∞.

Por la definición de c̃app(x)(E,Ω), sabemos que existe {un}n∈N en W1,p(x)(Ω) ∩C0(Ω) tal que
un ≥ 1 en E y ρp(x)(∇un)→ c̃app(x)(E,Ω).

Notemos que

ρp(x)(∇un) ≥ ı́nf
u∈S p(x)(E,Ω)

ρp(x)(∇u) = c̃app(x)(Wn,Ω) = capp(x)(Wn,Ω) ≥ capp(x)(E,Ω).

Concluimos entonces que c̃app(x)(E,Ω) ≥ capp(x)(E,Ω), como querı́amos probar. �

Observación 4.14. Análogamente a lo probado para la p(x)−capacidad, se puede demostrar que
dado p ∈ P(Ω),
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1. Sean K1,K2 ⊂ Ω compactos,

capp(x)(K1 ∪ K2,Ω) + capp(x)(K1 ∩ K2,Ω) ≤ capp(x)(K1,Ω) + capp(x)(K2,Ω).

2. Sean Ω ⊃ K1 ⊃ K2 ⊃ ... compactos, entonces

lı́m
i→∞

capp(x)(Ki,Ω) = capp(x)(∩
∞
i=1Ki,Ω).

Lema 4.15. Sean p ∈ P(RN), E1, . . . , Ek ⊂ Ω, Ai ⊂ Ei para todo 1 ≤ i ≤ k y capp(x)(∩
k
i=1Ei,Ω) <

∞. Entonces,

capp(x)(∪
k
i=1Ei,Ω) − capp(x)(∪

k
i=1Ai,Ω) ≤

k∑
i=1

(capp(x)(Ei,Ω) − capp(x)(Ai,Ω)).

Demostración. Supongamos primero que cada Ei y cada Ai son compactos.

Sean K′ ⊂ K y F compactos de Ω, por el punto 1 de la Observación 4.14 obtenemos

capp(x)(K ∪ F,Ω) + capp(x)(K
′,Ω) ≤ capp(x)(K ∪ (K′ ∪ F),Ω) + capp(x)(K ∩ (K′ ∪ F),Ω)

≤ capp(x)(K,Ω) + capp(x)(K
′ ∪ F,Ω).

Concluimos ası́ que

capp(x)(K ∪ F,Ω) − capp(x)(K
′ ∪ F,Ω) ≤ capp(x)(K,Ω) − capp(x)(K

′,Ω). (4.3)

Procedamos ahora por inducción.

Si k = 1, el resultado es claro.

Si k ≥ 2, supongamos que la propiedad vale para k − 1 y veamos que vale para k.

capp(x)(∪
k
i=1Ei,Ω) − capp(x)(∪

k
i=1Ai,Ω) = capp(x)((∪

k−1
i=1 Ei) ∪ Ek,Ω) − capp(x)(Ak ∪ (∪k−1

i=1 Ai),Ω)

=capp(x)((∪
k−1
i=1 Ei) ∪ Ek,Ω) − capp(x)((∪

k−1
i=1 Ai) ∪ Ek,Ω)

+ capp(x)(Ek ∪ (∪k−1
i=1 Ai),Ω) − capp(x)(Ak ∪ (∪k−1

i=1 Ai),Ω)

≤capp(x)((∪
k−1
i=1 Ei),Ω) − capp(x)((∪

k−1
i=1 Ai),Ω)

+ capp(x)(Ek,Ω) − capp(x)(Ak,Ω),

donde hemos usado la desigualdad (4.3) dos veces.

Usando la hipótesis inductiva, se concluye el resultado deseado en el caso en que los con-
juntos {Ei}

k
i=1 y {Ai}

k
i=1 son compactos.

Supongamos ahora que cada Ei y cada Ai son abiertos. Dado ε > 0, consideremos Fi ⊂ Ai

compactos tales que
capp(x)(Fi,Ω) ≥ capp(x)(Ai,Ω) − ε (4.4)
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y K ⊂ ∪k
i=1Ei compacto tal que Fi ⊂ K para todo 1 ≤ i ≤ k y vale que

capp(x)(K,Ω) ≥ capp(x)(∪
k
i=1Ei,Ω) − ε. (4.5)

Sea α = mı́n{dist(K,RN − ∪k
i=1Ei), dist(F1, ∂A1), . . . , dist(Fk, ∂Ak)}.

Consideremos Ki = {x ∈ K ∩ Ei : dist(x, ∂Ei) ≥ α}.

Observemos que, por definición, se tiene que Ki ⊂ Ei. Notemos que además Fi ⊂ Ki y
K = ∪k

i=1Ki.

Por (4.5), tenemos que

capp(x)(∪
k
i=1Ei,Ω) ≤ capp(x)(K,Ω) + ε = capp(x)(∪

k
i=1Ki,Ω) + ε.

Por otro lado, como Fi ⊂ Ai, resulta ∪k
i=1Fi ⊂ ∪

k
i=1Ai. Luego,

capp(x)(∪
k
i=1Fi,Ω) ≤ capp(x)(∪

k
i=1Ai,Ω).

Resulta ası́ que

capp(x)(∪
k
i=1Ei,Ω) − capp(x)(∪

k
i=1Ai,Ω) ≤ capp(x)(∪

k
i=1Ki,Ω) − capp(x)(∪

k
i=1Fi,Ω) + ε.

Por lo visto para el caso anterior, podemos acotar esta última desigualdad por

k∑
i=1

(capp(x)(Ki,Ω) − capp(x)(Fi,Ω)) + ε ≤

k∑
i=1

(capp(x)(Ei,Ω) − capp(x)(Ai,Ω)) + (k + 1)ε.

donde para el último paso tuvimos en cuenta (4.4).

Finalmente hacemos tender ε a 0, obtenemos la prueba del resultado para Ei y Ai abiertos.

Supongamos ahora que Ei y Ai son cualesquiera.

Sea ε > 0, consideramos Ui abierto tal que Ei ⊂ Ui y capp(x)(Ui,Ω) ≤ capp(x)(Ei,Ω)+ε para
todo 1 ≤ i ≤ k y Vi abierto tales que Ai ⊂ Vi ⊂ Ui y capp(x)(∪

k
i=1Vi,Ω) ≤ capp(x)(∪

k
i=1Ai,Ω) + ε.

Tenemos que

capp(x)(∪
k
i=1Ei,Ω) − capp(x)(∪

k
i=1Ai,Ω) ≤ capp(x)(∪

k
i=1Ui,Ω) − capp(x)(∪

k
i=1Vi,Ω) + ε.

Por lo visto para el caso anterior, podemos acotar esta última desigualdad para todo ε > 0 por

k∑
i=1

(capp(x)(Ui,Ω) − capp(x)(Vi,Ω)) + ε ≤

k∑
i=1

(capp(x)(Ei,Ω) − capp(x)(Ai,Ω)) + ε.

Queda demostrado ası́ el resultado para Ei y Ai conjuntos arbitrarios. �

Teorema 4.16. Sea p ∈ P(Ω). Entonces,

1. Sean E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ Ω, entonces lı́m
i→∞

capp(x)(Ei,Ω) = capp(x)(∪
∞
i=1Ei,Ω).
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2. Sean Ei ⊂ Ω para todo i ∈ N, entonces capp(x)(∪
∞
i=1Ei,Ω) ≤

∞∑
i=1

capp(x)(Ei,Ω).

Demostración. 1. Llamemos E = ∪∞i=1Ei. Luego, capp(x)(Ei,Ω) ≤ capp(x)(E,Ω) para todo i
y por lo tanto lı́m

i→∞
capp(x)(Ei,Ω) ≤ capp(x)(E,Ω).

Por otro lado, si capp(x)(Ei,Ω) = ∞, claramente lı́m
i→∞

capp(x)(Ei,Ω) ≥ capp(x)(E,Ω).

Asumamos entonces que lı́m
i→∞

capp(x)(Ei,Ω) < ∞. Supongamos además que existe Ei0 tal

que capp(x)(Ei0 ,Ω) = ∞.

Como {E j} j∈N es una sucesión creciente, sabemos que Ei0 ⊂ E j y, en consecuencia, para
todo i0 ≤ j vale que

capp(x)(Ei0 ,Ω) ≤ capp(x)(E j,Ω).

Concluimos ası́ que capp(x)(E j,Ω) = ∞ para todo i0 ≤ j. Probamos entonces que capp(x)(Ei,Ω) <
∞ para todo i.

Por otra parte, como capp(x)(Ei,Ω) = ı́nf
Ei⊂U⊂Ω
U abierto

capp(x)(U,Ω), dado ε > 0 existe Ui abierto

tal que Ei ⊂ Ui ⊂ Ω y capp(x)(Ui,Ω) ≤ capp(x)(Ei,Ω) + ε
2i .

Por el Lema 4.15,

capp(x)(∪
k
i=1Ui,Ω) − capp(x)(∪

k
i=1Ei,Ω) ≤

k∑
i=1

(capp(x)(Ui,Ω) − capp(x)(Ei,Ω))

≤

k∑
i=1

ε

2i < ε.

Sea K ⊂ ∪∞i=1Ui compacto, entonces K ⊂ ∪k
i=1Ui para algún k. Como ∪k

i=1Ui ⊂ Ω es
abierto,

capp(x)(K,Ω) = ı́nf
K⊂U⊂Ω
Uabierto

capp(x)(U,Ω)

≤ capp(x)(∪
k
i=1Ui,Ω)

≤ capp(x)(∪
k
i=1Ei,Ω) + ε

= capp(x)(Ek,Ω) + ε

≤ lı́m
j→∞

capp(x)(E j,Ω) + ε.

Notemos que para la última desigualdad tuvimos en cuenta que, como Ek ⊂ E j para todo
j ≥ k, tenemos que capp(x)(Ek,Ω) ≤ capp(x)(E j,Ω) para todo j ≥ k.
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Por último, observando que, como Ei ⊂ Ui para todo i, resulta que ∪∞i=1Ui ⊂ Ω es un abier-
to que contiene a E, y, como K es compacto, capp(x)(K,Ω) = cap∗p(x)(K,Ω), obtenemos

capp(x)(E,Ω) = ı́nf
E⊂U⊂Ω
U abierto

capp(x)(U,Ω)

≤ capp(x)(∪
∞
i=1Ui,Ω)

= sup
K⊂∪∞i=1Ui

K compacto

cap∗p(x)(K,Ω)

≤ lı́m
j→∞

capp(x)(E j,Ω) + ε.

Queda ası́ probado el resultado.

2. Se demuestra del mismo modo para la p(x)−capacidad relativa que como lo probamos
para la p(x)−capacidad.

�

4.3. Relación entre la p(x)−capacidad y la p(x)−capacidad relativa.

Lema 4.17. Sean p ∈ P(RN), Ω acotado y K ⊂ Ω compacto. Entonces, existe una constante c
que depende sólo de N y de diam(Ω) tal que

capp(x)(K) ≤ c máx{(capp(x)(K,Ω))
1

p+ , capp(x)(K,Ω)}.

Demostración. Supongamos que capp(x)(K,Ω) < ∞ (sino, el resultado es claro).

Como K es compacto,

capp(x)(K,Ω) = cap∗p(x)(K,Ω) = ı́nf
u∈Rp(x)(K,Ω)

ρp(x)(∇u).

Luego, existe u ∈ Rp(x)(K,Ω) tal que ρp(x)(∇u) ≤ capp(x)(K,Ω) + ε.

Extendemos u considerando ũ que valga u en Ω y 0 fuera de Ω. Para facilitar la notación,
seguimos llamando u a ũ.

Sea v = mı́n{1, u}. Como u ≥ 1 en un abierto que contiene a K, tenemos que v ∈ S p(x)(K).
Por lo tanto

capp(x)(K) = ı́nf
u∈S p(x)(K)

∫
RN
|u(x)|p(x) + |∇u(x)|p(x) dx

≤

∫
RN
|v(x)|p(x) + |∇v(x)|p(x) dx

≤

∫
Ω

|v(x)|p(x) + |∇u(x)|p(x) dx.
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Por otra parte, empleando el Teorema 2.40,∫
Ω

|v(x)|p(x) dx ≤
∫

Ω

|v(x)| dx

≤

∫
Ω

|u(x)| dx

= ‖u‖L1(Ω)

≤ c̃ diam(Ω) ‖∇u‖L1(Ω) .

Por la inmersión Lp(x)(Ω) ↪→ L1(Ω), aplicando la Proposición 2.7 podemos acotar del siguiente
modo:

c̃ diam(Ω) ‖∇u‖L1(Ω) ≤ c̃ diam(Ω)(1 + |Ω|) ‖∇u‖Lp(x)(Ω)

≤ c̄ máx{(ρp(x)(|∇u|))
1

p+ , (ρp(x)(|∇u|))
1

p− }.

Finalmente,

capp(x)(K) ≤
∫

Ω

|v(x)|p(x) dx +

∫
Ω

|∇u(x)|p(x) dx

≤ c̄ máx{(ρp(x)(|∇u|))
1

p+ , (ρp(x)(|∇u|))
1

p− } + ρp(x)(|∇u|).

Llamando a = ρp(x)(|∇u|), estudiando el crecimiento de la función g(x) = ax para a ≤ 1 y a > 1,

podemos observar que máx{a
1

p+ , a
1

p− } + a ≤ 2 máx{a, a
1

p+ }.

Concluimos entonces que para cualquier ε > 0 vale que

capp(x)(K) ≤ c̄ máx{(ρp(x)(|∇u|))
1

p+ , (ρp(x)(|∇u|))
1

p− } + ρp(x)(|∇u|)

≤ 2c̄ máx{(ρp(x)(|∇u|)), (ρp(x)(|∇u|))
1

p+ }

≤ c máx{capp(x)(K,Ω) + ε, (capp(x)(K,Ω) + ε)
1

p+ }.

Finalmente ası́ resulta capp(x)(K) ≤ c máx{capp(x)(K,Ω), (capp(x)(K,Ω))
1

p+ }, como querı́amos
probar. �

Definición 4.18. Un conjunto E ⊂ RN se dice capacitable si

sup
K⊂E

K compacto

capp(x)(K,Ω) = capp(x)(E,Ω) = ı́nf
E⊂U⊂Ω
U abierto

capp(x)(U,Ω)

Observación 4.19. Todo conjunto de Borel E ⊂ Ω es capacitable. (Ver CREAR REFERENCIA
G. Choquet. Theory of capacities. Ann. Inst. Fourier (Grenoble), 5:131295, 1953)

Teorema 4.20. Sean p ∈ P(RN), Ω acotado y E ⊂ Ω. Entonces existe una constante c que
depende solamente de N y de diam(Ω) tal que

capp(x)(E) ≤ c máx{(capp(x)(E,Ω))
1

p+ , capp(x)(E,Ω)}.
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Demostración. Si capp(x)(E,Ω) = ∞, no hay nada que probar.

Supongamos entonces que capp(x)(E,Ω) < ∞.

Como capp(x)(E,Ω) = ı́nf
E⊂U⊂Ω
U abierto

capp(x)(U,Ω), existen Ui abiertos tales que E ⊂ Ui ⊂ Ω y

además lı́m
i→∞

capp(x)(Ui,Ω) = capp(x)(E,Ω).

Llamamos U = ∩∞i=1Ui. Como U es un conjunto de Borel, resulta capacitable.

Como E ⊂ ∩∞i=1Ui, tenemos que

capp(x)(E) ≤ capp(x)(U) = sup
K⊂U

K compacto

capp(x)(K).

Por el Lema 4.17, capp(x)(K) ≤ c máx{(capp(x)(K,Ω))
1

p+ , capp(x)(K,Ω)}. Ası́,

capp(x)(E) ≤ sup
K⊂U

K compacto

capp(x)(K)

≤ c sup
K⊂U

K compacto

máx{(capp(x)(K,Ω))
1

p+ , capp(x)(K,Ω)}

≤ c máx
{

sup
K⊂U

K compacto

(capp(x)(K,Ω))
1

p+ , sup
K⊂U

K compacto

capp(x)(K,Ω)
}
.

Tomando lı́mite cuando i tiende a∞, resulta

capp(x)(E) ≤ c máx{(capp(x)(E,Ω))
1

p+ , capp(x)(E,Ω)},

como querı́amos ver. �

Proposición 4.21. Sea p ∈ Plog(RN). Si E ⊂ Ω es tal que capp(x)(E) = 0, entonces capp(x)(E,Ω) =

0.

Demostración. Supongamos primero que K ⊂ Ω compacto tal que capp(x)(K) = 0.

Por la densidad de las funciones continuas, podemos, análogamente a lo hecho en el Lema
4.7, reemplazar el conjunto de las funciones admisibles en la definición de p(x)−capacidad de
Sobolev por el subconjunto S 0

p(x)(K) := S p(x)(K) ∩C(RN):

capp(x)(K) = ı́nf
u∈S 0

p(x)(K)
‖u‖W1,p(x)(RN )

Luego, como capp(x)(K) = 0, existe una sucesión {ui}i∈N ⊂ S 0
p(x)(K) tal que ‖u‖W1,p(x)(RN ) → 0.

Consideramos η ∈ C∞c (Ω) una función de corte que valga 1 en K.

Notemos que ∇(ηui) = ∇ηui + η∇ui. Por lo tanto,

|∇(ηui)| ≤ |∇η| |ui| + |η| |∇ui| ≤ c(|ui| + |∇ui|).
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Luego,
|∇(ηui)|p(x) ≤ c̃p(x)(|ui|

p(x) + |∇ui|
p(x)).

Por otro lado,

capp(x)(K,Ω) = ı́nf
u∈Rp(x)(K,Ω)

ρp(x)(∇u)

≤ ρp(x)(∇(ηui))

=

∫
RN
|∇(η(x)ui(x))|p(x) dx

=

∫
sop(η)

|∇(η(x)ui(x))|p(x) dx.

Llamando B al soporte de η, podemos acotar del siguiente modo:∫
B
|∇(η(x)ui(x))|p(x) dx ≤

∫
B

c̃p(x)(|ui|
p(x) + |∇ui|

p(x))dx

≤ máx{c̃p+
B , c̃p−B}

∫
RN
|ui(x)|p(x) + |∇ui(x)|p(x) dx

= máx{c̃p+
B , c̃p−B} ‖ui‖W1,p(x)(RN ) .

Y este último término converge a 0. Concluimos entonces que capp(x)(K,Ω) = 0.

Consideremos ahora E ⊂ Ω tal que capp(x)(E) = ı́nf
E⊂U

U abierto

capp(x)(U) = 0. Entonces, existe

una sucesión de abiertos Ui tales que E ⊂ Ui y lı́m
i→∞

capp(x)(Ui) = 0.

Llamamos U = ∩∞i=1Ui ∩Ω. Notemos que U es un conjunto de Borel y U ⊃ E.

Además capp(x)(U) = 0 dado que, como U = ∩∞i=1Ui ⊂ Ui para todo i, resulta capp(x)(U) ≤
capp(x)(Ui) para todo i y, en consecuencia, capp(x)(U) ≤ lı́m

i→∞
capp(x)(Ui) = 0.

Como E ⊂ Ui para todo i, resulta E ⊂ U. Luego, por lo visto en la primera parte de la
demostración,

capp(x)(E,Ω) ≤ capp(x)(U,Ω) = sup
K⊂U

K compacto

capp(x)(K,Ω) = 0.

Obtenemos ası́ el resultado que querı́amos probar. �

Teorema 4.22. Sean p ∈ Plog(RN), B una bola y E ⊂ B. Entonces existe una constante c que
depende solamente de p+ tal que

capp(x)(E, 2B) ≤ c(1 + máx{(diam(B))−p+2B , (diam(B))−p−2B)}capp(x)(E).

Demostración. Sea K ⊂ B compacto.

Como capp(x)(K) = ı́nf
u∈S 0

p(x)(K)
‖u‖W1,p(x)(RN ), podemos asegurar que existe {ui}i∈N ⊂ S 0

p(x)(K)

tal que ‖u‖W1,p(x)(RN ) ≤ capp(x)(K) + ε.
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Sea η ∈ C∞c (2B) una función de corte que valga 1 en K y tal que |∇u| ≤ c
diam(B) .

Como en la demostración anterior, suponiendo ahora c ≥ 1 (para ası́ asegurar que cp+
2B ≥

cp−2B , c), obtenemos que para todo ε > 0 vale∫
2B
|∇u(x)η(x))|p(x) dx ≤

∫
2B
|η(x)∇u(x)|p(x)dx +

∫
2B
|∇η(x)u(x)|p(x)dx

≤

∫
2B
|∇u(x)|p(x) +

∫
2B

(
|u(x)|

c
diam(B)

)p(x)
dx

≤

∫
2B
|∇u(x)|p(x)dx + máx

{( c
diam(B)

)p+
2B ,

( c
diam(B)

)p−2B
} ∫

2B
|u(x)|p(x)dx

≤ c
∫

2B
|∇u(x)|p(x)dx + cp+

2B máx{(diam(B))−p+
2B , (diam(B))−p−2B}

∫
2B
|u(x)|p(x)dx

≤ cp+
2B(1 + máx{(diam(B))−p+

2B , (diam(B))−p−2B})
( ∫

2B
|∇u(x)|p(x)dx +

∫
2B
|u(x)|p(x)dx

)
≤ cp+(1 + máx{(diam(B))−p+

2B , (diam(B))−p−2B})‖u‖W1,p(x)(RN )

≤ cp+(1 + máx{(diam(B))−p+
2B , (diam(B))−p−2B})(capp(x)(K) + ε).

Consideremos ahora E ⊂ B.

Como capp(x)(E) = ı́nf
E⊂U

U abierto

capp(x)(U), existe una sucesión de abiertos {ui}i∈N tales que E ⊂

Ui y lı́m
i→∞

capp(x)(Ui) = capp(x)(E).

Llamamos U = ∩∞i=1Ui. Luego U es un conjunto de Borel y, por lo tanto, es capacitable.
Además, capp(x)(U) = capp(x)(E) dado que

Por un lado, como E ⊂ Ui para todo i, resulta E ⊂ U y, en consecuencia, capp(x)(E) ≤
capp(x)(U).

Por otra parte, para todo i tenemos

capp(x)(U) = ı́nf
U⊂Ũ

Ũ abierto

capp(x)(Ũ) ≤ capp(x)(Ui).

Como lı́m
i→∞

capp(x)(Ui) = capp(x)(E), resulta

capp(x)(U) ≤ capp(x)(E).

Finalmente, como E ⊂ U,

capp(x)(E, 2B) ≤ capp(x)(U, 2B) = sup
K⊂U

K compacto

capp(x)(K, 2B).

Por lo visto en la primera parte de la demostración, podemos acotar este último término del
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siguiente modo:

capp(x)(U, 2B) = sup
K⊂U

K compacto

capp(x)(K, 2B)

≤ sup
K⊂U

K compacto

c (1 + máx{(diam(B))−p+
2B , (diam(B))−p−2B})capp(x)(K)

≤ c (1 + máx{(diam(B))−p+
2B , (diam(B))−p−2B})capp(x)(U)

= c (1 + máx{(diam(B))−p+
2B , (diam(B))−p−2B})capp(x)(E).

Queda ası́ demostrado el resultado. �



Capı́tulo 5

Propiedades finas de las funciones
Sobolev.

Para el desarrollo de este capı́tulo seguiremos la referencia [4].

Definición 5.1. Una afirmación se cumple p(x)−cuasi todo punto (y notamos p(x)−ctp) si no se
cumple en un conjunto de p(x)−capacidad de Sobolev nula.

5.1. p(x)−cuasiabiertos y p(x)−cuasicontinuidad.

Definición 5.2. Sea D ⊂ RN abierto acotado, Ω ⊂ D se dice p(x)−cuasiabierto si existe {Wn}n∈N

sucesión decreciente de abiertos tal que capp(x)(Wn,D) converge a 0 y Ω ∪ Wn es abierto para
todo n.

Proposición 5.3. Sea p ∈ P(Ω). Entonces,

1. Si Ω es abierto, entonces Ω es p(x)−cuasiabierto.

2. Sea Ω abierto tal que capp(x)(E,D) = 0, entonces Ω \ E es p(x)−cuasiabierto.

3. Sean {Ωn}n∈N p(x)−cuasiabiertos, entonces Ω = ∪∞n=1Ωn es p(x)−cuasiabierto.

Demostración. 1. Basta tomar Wn = ∅.

2. Como 0 = capp(x)(E,D) = ı́nf
E⊂U⊂D
U abierto

capp(x)(U,D), existe (Wn)n sucesión decreciente de

abiertos tales que capp(x)(Wn,D) tiende a 0 y E ⊂ Wn ⊂ D. Además, (Ω\E)∪Wn = Ω∪Wn

es abierto por ser unión de abiertos.

3. Como Ωn es p(x)−cuasiabierto para todo n, existen {Wn
j } j∈N sucesiones decrecientes de

abiertos tales que capp(x)(W
n
j ,D) tiende a 0 y Ωn ∩Wn

j son abiertos para todo j.

52
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Consideramos W̃ j = ∪∞n=1Wn
j . Luego, {W̃ j} j∈N resulta una sucesión decreciente de abiertos

tal que Ω ∩ W̃ j = ∪∞n=1(Ωn ∪Wn
j ) es abierto.

Por otra parte,

capp(x)(W̃ j,D) ≤
∞∑

n=1

capp(x)(W
n
j ,D) ≤

∞∑
n=1

1
2 j+n ≤

1
2 j → 0.

Luego, capp(x)(W̃ j)→ 0, como querı́amos probar.

�

Definición 5.4. Una función u : Ω → R es p(x)−cuasicontinua si para todo ε > 0, existe un
abierto U tal que capp(x)(U) < ε y u|Ω\U es continua.

Observación 5.5. Notemos que si u y v son p(x)−cuasicontinuas, entonces u + v, au con a ∈ R,
mı́n{u, v} y máx{u, v} también lo son.

Lema 5.6. Sea p ∈ P(RN). Entonces, para cada sucesión de Cauchy con respecto a la norma
W1,p(x)(RN) de funciones de C(RN)∩W1,p(x)(RN), existe una subsucesión que converge puntual-
mente p(x)−ctp en RN .

Más aún, la convergencia es uniforme fuera de un conjunto de p(x)−capcidad arbitraria-
mente pequeña.

Demostración. Sea {ui}i∈N una sucesión de Cauchy en C(RN) ∩W1,p(x)(RN).

Considerando una subsucesión si fuera necesario, podemos suponer que para todo i ∈ N vale

‖ui − ui+1‖1,p(x) ≤
1
4i .

Llamamos Ui = {x ∈ RN : |ui(x) − ui+1(x)| > 1
2i } y V j = ∪i≥ jUi.

Sea v = 2i |ui − ui+1|, entonces v ∈ W1,p(x)(RN) y ‖v‖1,p(x) = 2i ‖ui − ui+1‖1,p(x) ≤
1
2i .

Luego, por la Proposición 2.6, ρ1,p(x)(v) ≤ 1
2i .

Por lo tanto

capp(x)(V j) = capp(x)(∪i≥ jUi) ≤
∑
i≥ j

capp(x)(Ui) ≤
∑
i≥ j

ρ1,p(x)(v) ≤
∑
i≥ j

1
2i ≤ 21− j → 0

Concluimos ası́ que lı́m
j→∞

capp(x)(V j) = 0.

Llamando V = ∩∞j=1V j, resulta capp(x)(V) ≤ capp(x)(V j)→ 0.

Entonces, {ui}i∈N converge puntualmente en RN \ V y capp(x)(V) = 0.

Por otra parte, dado ε > 0 consideremos j0 tal que capp(x)(V j0) < ε.
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Sea x ∈ RN \ V j0 , entonces x ∈ (V j0)c = (∪i≥ j0Ui)c = ∩i≥ j0Uc
i . Podemos afirmar entonces

que, para todo i ≥ j0,

|ui(x) − ui+1(x)| ≤
1
2i .

Luego, dados k ≥ l ≥ j0,

|ul(x) − uk(x)| ≤
k−1∑
i=l

|ui(x) − ui+1(x)| ≤
k−1∑
i=l

1
2i < 21−l.

Por lo tanto, la convergencia en RN \ V j0 es uniforme. �

Corolario 5.7. Sea p ∈ Plog(RN). Entonces, para cada u ∈ W1,p(x)(RN), existe v ∈ W1,p(x)(RN)
p(x)−cuasicontinua tal que u = v ctp en RN .

Demostración. Sea u ∈ W1,p(x)(RN), por densidad podemos considerar una sucesión {ui}i∈N en
C∞c (RN) tal que ui → u en W1,p(x)(RN).

Por el Lema 5.6, existe una subsucesión de {ui}i∈N que converge uniformemente fuera de
un conjunto de capacidad arbitrariamente pequeña. Como la convergencia uniforme implica
la continuidad de la función lı́mite, obtenemos una función continua fuera de un conjunto de
capacidad arbitrariamente pequeña. �

La siguiente proposición es la extensión para p variable de la propiedad presentada en [4,
Corolario 11.1.5, página 335] para p=2. Aunque la demostración es análoga, la incluimos por
completitud.

Proposición 5.8. Sea p ∈ Plog(Ω). Entonces, dada u ∈ W1,p(x)(Ω), existe v ∈ W1,p(x)(Ω)
p(x)−cuasicontinua tal que u = v ctp Ω.

Demostración. Sea z ∈ Ω. Definimos

Ωi = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) >
1
i
} ∩ B(z, i).

Consideremos {ψi}i∈N ⊂ C∞c (Ω) tal que ψi = 1 en Ωi. Luego, uψi ∈ W1,p(x)(RN) y uψi = u en Ωi.

Como uψi ∈ W1,p(x)(RN), por el Corolario 5.7, existe vi ∈ W1,p(x)(RN) p(x)−cuasicontinua
tal que vi = uψi ctp RN .

Sea j > i. Como uψi = u en Ωi, resulta vi = v j ctp Ωi. Luego, vi = v j p(x)−ctp Ωi.

Sea ε > 0. Consideremos Vi ⊂ R
N tal que vi|RN\Vi es continua, vi = vi−1 en Ωi−1 \ Vi y

capp(x)(Vi) ≤ ε
2i .

Llamemos ũ(x) = vi(x) donde i es el menor natural tal que x ∈ B(z, i) y dist(x, ∂Ω) > 1
i .

Tenemos que ũ = u ctp Ω, ũ|Ω\∪∞i=1Vi es continua y verifica

capp(x)(∪
∞
i=1Vi) ≤

∞∑
i=1

capp(x)(Vi) ≤
∞∑

i=1

ε

2i ≤ ε.
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Como esto vale para todo ε > 0, queda demostrado el resultado. �

Proposición 5.9. Sea p ∈ Plog(Ω). Entonces, para cada u ∈ W1,p(x)
0 (Ω), existe ũ ∈ W1,p(x)(RN)

p(x)−cuasicontinua tal que ũ = u ctp Ω y ũ = 0 p(x)−ctp RN \Ω.

Demostración. Sea u ∈ W1,p(x)
0 (Ω). Consideramos {vi}i∈N ⊂ C∞c (Ω) tal que vi converge a u en

W1,p(x)(Ω). Por lo tanto, {vi}i∈N es una sucesión de Cauchy en W1,p(x)(RN).

Por el Lema 5.6, {vi}i∈N tiene una subsucesión que converge puntualmente p(x)-ctp y unifor-
memente fuera de un conjunto de capacidad arbitrariamente pequeña.

Luego, la función lı́mite ũ es p(x)−cuasicontinua y ũ = 0 p(x)−ctp RN \Ω. �

Teorema 5.10. Sean p ∈ P(RN), u ∈ W1,p(x)(RN) p(x)−cuasicontinua y u = 0 p(x)−ctp RN \Ω.
Entonces u ∈ W1,p(x)

0 (Ω).

Demostración. Veamos que u se puede aproximar por funciones en W1,p(x)(Ω) de soporte com-
pacto en Ω.

Supongamos que u ≥ 0 (sino, basta efectuar la prueba para máx{u, 0} obteniendo ası́ el
resultado para u = máx{u, 0}+ mı́n{u, 0}). También podemos asumir, en virtud del Corolario 3.6,
que u es acotada y de soporte compacto en RN .

Sea δ > 0. Como u es p(x)−cuasicontinua, podemos considerar U abierto tal que u|RN\U es
continua y capp(x)(U) < δ.

Llamemos E = {x ∈ RN \Ω : u(x) , 0}. Notemos que, como u = 0 p(x)−ctp RN \Ω, resulta
capp(x)(E) = 0.

Consideremos ahora wδ ∈ S p(x)(U ∪ E) tal que 0 ≤ wδ ≤ 1 y ρ1,p(x)(wδ) < δ.

Como wδ ∈ S p(x)(U ∪ E), sabemos que wδ ≥ 1 en un abierto V ⊃ U ∪ E. Luego, como
wδ ≤ 1, obtenemos que wδ = 1 en el abierto V ⊃ U ∪ E.

Sea 0 < ε < 1, definimos
uε(x) = máx{u(x) − ε, 0}.

Como u = 0 en x ∈ ∂Ω \ V y u|RN\V es continua, existe rx > 0 tal que u < ε en B(x, rx) \ V y por
ende uε = 0 en B(x, rx) \ V .

Luego, (1 − wδ)uε = 0 en B(x, rx) ∪ V para cada x ∈ ∂Ω \ V . Ası́, (1 − wδ)uε = 0 en un
entorno de RN \Ω.

Por otro lado,

ρ1,p(x)(wδuε) =

∫
RN
|wδ(x)uε(x)|p(x) + |∇(wδ(x)uε(x))|p(x) dx

≤

∫
RN
|wδ(x)uε(x)|p(x) dx+

∫
RN

2p(x)(wδ(x))p(x) |∇uε(x)|p(x) dx+

∫
RN

2p(x) |∇wδ(x)|p(x) |uε(x)|p(x) dx.
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Notemos que podemos acotar la suma del primer y el tercer término del siguiente modo:∫
RN
|wδ(x)uε(x)|p(x) dx +

∫
RN

2p(x) |∇wδ(x)|p(x) |uε(x)|p(x) dx ≤

≤ sup
x∈RN
|uε(x)|p(x)

∫
RN
|wδ(x)|p(x) + 2p+ |∇(wδ(x))|p(x) dx <

< sup
x∈RN
|uε(x)|p(x) 2p+ρ1,p(x)(wδ) < sup

x∈RN
|uε(x)|p(x) 2p+δ.

Concluimos entonces que

ρ1,p(x)(wδuε) ≤ sup
x∈RN
|uε(x)|p(x) 2p+δ + 2p+

∫
RN

(wδ(x))p(x) |∇uε(x)|p(x) dx.

Como wδ converge a 0 en Lp(x)(RN) cuando δ tiende a 0, podemos elegir una subsucesión wδ′

que converja a 0 ctp.

Como además, wp(x)
δ′ |∇uε|p(x) ≤ |∇uε|p(x), por convergencia mayorada,

∫
RN

wp(x)
δ′ |∇uε|p(x)

converge a 0.

Finalmente entonces ρ1,p(x)(wδ′uε) converge a 0 cuando δ′ tiende a 0 y por lo tanto ‖wδ′uε‖1,p(x)
converge a 0 cuando δ′ tiende a 0.

Luego, haciendo tender ε y δ′ a 0,

‖u − (1 − wδ′)uε‖1,p(x) ≤ ‖u − uε‖1,p(x) + ‖wδ′uε‖1,p(x) → 0,

como querı́amos probar. �

Proposición 5.11. Supongamos v j → v en W1,p(x)
0 (D). Entonces, existe {v jk }k∈N tal que ṽ jk → ṽ

p(x)−ctp.

Demostración. Consideremos {v jk }k∈N subsucesión tal que
∥∥∥v jk+1 − v jk

∥∥∥p−
W1,p(x)

0 (D)
≤ 4−kp+ .

Llamemos Ωk = {|ṽ jk+1 − ṽ jk | > 2−k} y Wn = ∪k≥nΩk.

Como capp(x)(Wn,D) = ı́nf
Wn⊂W

W abierto

capp(x)(W,D), existen W̃n abiertos tales que Wn ⊂ W̃n y

además

capp(x)(W̃n,D) ≤ capp(x)(Wn,D) +
1
2n . (5.1)

Asumimos que W̃n ⊂ W̃n+1 (sino, basta reemplazarlo por W̃n ∩ W̃n+1).

Notemos que, como 2k|ṽ jk+1 − ṽ jk | > 1 en Ωk abierto, tenemos que
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Empleando la Proposición 4.13, obtenemos

capp(x)(Ωk,D) ≤
∫

D
|∇(2k|v jk+1(x) − v jk (x)|)|p(x)dx

≤ 2kp+ρp(x)(∇(v jk+1 − v jk ))

≤ 2kp+ρ1,p(x)(v jk+1 − v jk )

≤ 2kp+
∥∥∥v jk+1 − v jk

∥∥∥p−
W1,p(x)

0 (D)
≤ 2kp+4−kp+ = 2−kp+

Por lo tanto,

capp(x)(Wn,D) = capp(x)(∪k≥nΩk,D) ≤
∑
k≥n

capp(x)(Ωk,D) ≤
∑
k≥n

2−kp+ → 0

De (5.1), resulta entonces que capp(x)(W̃n,D)→ 0 y, en consecuencia,

capp(x)(∩
∞
n=1W̃n,D) = lı́m

n→∞
capp(x)(W̃n,D) = 0.

Luego, ṽ jk → ṽ en D − ∩∞n=1W̃n, como querı́amos probar. �

5.2. Potencial capacitario.

En esta sección extendemos para p variable las definiciones y propiedades dadas para p = 2
en [12].

Definición 5.12. Sea A ⊂ D. Llamamos

ΓA = {v ∈ W1,p(x)
0 (D) : ∃ {vn}n∈N ⊂ W1,p(x)

0 (D), vn → v en W1,p(x)
0 (D) y vn ≥ 1 ctp en un entorno de A}.

Definimos el potencial capacitario de A como el uA que verifica∫
D
|∇uA(x)|p(x) dx = ı́nf

v∈ΓA

∫
D
|∇v(x)|p(x) dx.

Observación 5.13. Notemos que ΓA es la clausura de {v ∈ W1,p(x)
0 (D) : v ≥ 1 ctp en un entorno de A}

con respecto a la norma de W1,p(x)
0 (D). Por lo tanto ΓA resulta cerrado.

Proposición 5.14. ΓA es un conjunto convexo.

Demostración. Sean 0 < t < 1 y u, v ∈ ΓA. Entonces, un converge a u en W1,p(x)
0 (D) y un ≥ 1 en

un entorno U de A. Del mismo modo, vn converge a v en W1,p(x)
0 (D) y vn ≥ 1 en un entorno V de

A. Veamos que tu + (1 − t)v ∈ ΓA.

‖tun + (1 − t)vn − (tu + (1 − t)v)‖W1,p(x)
0 (D) ≤ ‖un − u‖W1,p(x)

0 (D) + ‖vn − v‖W1,p(x)
0 (D) → 0

Por lo tanto, tun + (1 − t)vn converge a tu + (1 − t)v en W1,p(x)
0 (D).

Además, tun + (1 − t)vn ≥ t + (1 − t) = 1 en U ∪ V entorno de A. Queda concluida ası́ la
prueba. �
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Proposición 5.15. Si ΓA , ∅, entonces existe un único uA ∈ ΓA tal que

capp(x)(A,D) =

∫
D
|∇uA(x)|p(x) dx.

Demostración. Comencemos probando la existencia.

Por la definición de p(x)−capacidad, sabemos que existe {vn}n∈N ⊂ W1,p(x)
0 (D) tal que vn ≥

1 ctp en un entorno de A y
∫

D
|∇vn(x)|p(x) dx → capp(x)(A,D). Luego, por ser convergente,

{ρp(x)(∇vn)}n∈N resulta una sucesión acotada.

Por lo tanto, por el Teorema 2.40 y teniendo en cuenta la Proposición 2.7, tenemos que

‖vn‖W1,p(x)
0 (D) = ‖∇vn‖Lp(x)(D)

≤ c̃ máx{(ρp(x)(∇vn))
1

p+ , (ρp(x)(∇vn))
1

p− }.

Luego, {vn}n∈N es acotada en W1,p(x)
0 (D), que es reflexivo. Por el Teorema de Alaoglu existe

entonces una subsucesión débil convergente: vn j ⇀ v∞ en W1,p(x)
0 (D).

Como ΓA es cerrado en W1,p(x)
0 (D) y convexo, resulta cerrado débil y, por lo tanto, v∞ ∈ ΓA.

Por otra parte,∫
D
|∇v∞(x)|p(x) dx ≤ lı́m inf

∫
D

∣∣∣∇vn j(x)
∣∣∣p(x)

dx = capp(x)(A,D).

Además claramente tenemos que
∫

D
|∇v∞(x)|p(x) dx ≥ capp(x)(A,D). Concluimos ası́ que vale la

igualdad.

La unicidad es consecuencia inmediata de la estricta convexidad de
∫

D |∇v(x)|p(x) dx, que
asegura que no es posible la existencia de más de un mı́nimo. Basta notar que, si hubieran dos
mı́nimos u1 y u2, entonces

∫
D

∣∣∣∣∣∇(u1(x) + u2(x)
2

)∣∣∣∣∣p(x)
dx ≤

1
2

∫
D
|∇u1(x)|p(x) dx +

1
2

∫
D
|∇u2(x)|p(x) dx =

∫
D
|∇u1(x)|p(x) dx

lo cual es un absurdo ya que u1 era mı́nimo. �

Proposición 5.16. Sea uA el potencial capacitario de A, entonces 0 ≤ uA ≤ 1.

Demostración. Como uA ∈ ΓA, entonces uA ∈ W1,p(x)
0 (D) y existe {vn}n∈N convergente a uA en
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W1,p(x)
0 (D) tal que vn ≥ 1 ctp en un entorno de A.∫

D
|∇ ı́nf{uA(x), 1}|p(x) dx =

∫
uA<1
|∇ ı́nf{uA(x), 1}|p(x) dx +

∫
uA(x)≥1

|∇ ı́nf{uA, 1}|p(x) dx

=

∫
uA<1
|∇uA(x)|p(x) dx +

∫
uA≥1
|∇1|p(x) dx

=

∫
uA<1
|∇uA(x)|p(x) dx

≤

∫
D
|∇uA(x)|p(x) dx

= ı́nf
v∈ΓA

∫
D
|∇v(x)|p(x)dx.

Por otro lado, como uA ∈ W1,p(x)
0 (D), sabemos que ı́nf{uA, 1} ∈ W1,p(x)

0 (D). Como vn ≥ 1 ctp en
un entorno de A, podemos asegurar que ı́nf{uA, 1} ≥ 1 ctp en un entorno de A. Además, dado
que {vn}n∈N converge a uA en W1,p(x)

0 (D), ı́nf{vn, 1} converge a ı́nf{uA, 1} en W1,p(x)
0 (D).

Por lo tanto, ı́nf{uA, 1} ∈ ΓA y, en consencuencia,

ı́nf
v∈ΓA

∫
D
|∇v(x)|p(x)dx ≤

∫
D
|∇ ı́nf{uA(x), 1}|p(x) dx.

Luego,

ı́nf
v∈ΓA

∫
D
|∇v(x)|p(x) dx =

∫
D
|∇ ı́nf{uA(x), 1}|p(x) dx.

Por la unicidad de uA, resulta que ı́nf{uA, 1} = uA. Concluimos ası́ que uA ≤ 1.

Análogamente, considerando sup{uA, 0}, resulta uA ≥ 0, como querı́amos probar. �

En lo que sigue nos dedicaremos al estudio de ∆̂p(x)uA := div(p(x)|∇uA|
p(x)−2∇u) que es,

en principio, una distribución. Veremos que esta distribución define en realidad una medida
soportada en Ā y que esta medida codifica las propiedades fundamentales del conjunto A.

Proposición 5.17. Sea A ⊂ D, entonces −∆̂p(x)uA ≥ 0 en D.

Demostración. Dados ϕ ∈ C∞c (D) tal que ϕ ≥ 0 y t > 0, claramente vale que uA + tϕ ∈ ΓA.
Luego, ∫

D
|∇uA(x)|p(x)dx ≤

∫
D
|∇(uA(x) + tϕ(x))|p(x)dx.

Considerando la función r(t) =
∫

D |∇(uA(x) + tϕ(x))|p(x)dx, resulta entonces que r(0) ≤ r(t).

Concluimos ası́ que r(0) ≤ r(t) para todo t > 0. Por lo tanto,

r′(0) =

∫
D

p(x)|∇uA(x)|p(x)−2∇uA(x)∇ϕ(x) dx ≥ 0
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Es decir, dada ϕ ∈ C∞c (D) tal que ϕ ≥ 0, vale que∫
D

p(x)|∇uA(x)|p(x)−2∇uA(x)∇ϕ(x) dx ≥ 0.

Luego, −∆̂p(x)uA ≥ 0 en D, como querı́amos probar. �

Proposición 5.18. El soporte de −∆̂p(x)uA está incluido en Ā.

Demostración. Sea ϕ ∈ C∞c (D \ Ā). Luego, como ϕ se anula en un entorno de A, sabemos que
uA + tϕ ∈ ΓA para todo t ∈ R.

Considerando la función r(t) =
∫

D |∇(uA(x)+ tϕ(x))|p(x)dx, tenemos que r(0) ≤ r(t) para todo
t ∈ R.

Por lo tanto, r tiene un mı́nimo en t = 0 y ası́ podemos asegurar que

r′(0) =

∫
D

p(x)|∇uA(x)|p(x)−2∇uA(x)∇ϕ(x) dx = 0.

Queda ası́ demostrado el resultado. �

Observación 5.19. Notemos que, como el soporte de −∆̂p(x)uA está incluido en Ā, sabemos que
∆̂p(x)uA = 0 en D \ Ā. Además, dado que uA ∈ W1,p(x)

0 (D), podemos afirmar que uA = 0 en ∂D.
Finalmente resulta claro que uA = 1 en A.

A continuación, probamos algunos resultados que serán de utilidad en el capı́tulo 8. Si bien
se podrı́an extender al caso de exponente variable, elegimos demostrarlos para exponentes cons-
tantes dado que los usaremos de esa forma.

Proposición 5.20. Sea r > 0. Si p(x) = p es constante, entonces uB(0,r)(rx) = uB(0,1)(x).

Demostración. Sea x ∈ B(0, 2) \ B(0, 1), definimos v(x) = uB(0,1)(rx).

Notemos que ∇v(x) = r∇uB(0,1)(rx). Por lo tanto

∆̂pv(x) = div(p|∇v(x)|p−2∇v(x)) = rp−1 p div(|∇uB(0,1)(rx)|p−2∇uB(0,1)(rx)) = rp−1 p∆̂puB(0,1)(rx) = 0.

donde, para establacer la última igualdad, tuvimos en cuenta que rx ∈ B(0, 2r) \ B(0, r) y en este
conjunto sabemos que ∆̂puB(0,1) = 0.

Además, claramente v = 0 en ∂B(0, 2) y v = 1 en B(0, 1) pues uB(0,1) verifica ambas propie-
dades.

Concluimos ası́ que uB(0,r)(rx) = uB(0,1)(x), como querı́amos probar. �

Lema 5.21. Sea t > 0. Si p(x) = p es constante, entonces

capp(B(x, t), B(x, 2t)) = tN−pcapp(B(x, 1), B(x, 2)).
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Demostración. Por simplicidad, asumiremos x = 0. Por el Lema 5.20, sabemos que

uB(0,t)(x) = uB(0,1)
( x

t

)
.

Luego, ∫
B(0,2t)\B(0,t)

|∇uB(0,t)(x)|p(x)dx =

∫
B(0,2t)\B(0,t)

|∇uB(0,1)
( x

t

)
|pdx

=

∫
B(0,2t)\B(0,t)

|∇uB(0,1)
( x

t

)1
t
|pdx

=
1
tp

∫
B(0,2t)\B(0,t)

|∇uB(0,1)
( x

t

)
|pdx

=
1
tp

∫
B(0,2)\B(0,1)

|∇uB(0,1)(y)|ptNdy

= tN−p
∫

B(0,2)\B(0,1)
|∇uB(0,1)(y)|pdy.

Como uB(0,t) = 1 en B(0, t) (y, en consecuencia, ∇uB(0,t) = 0 en B(0, t)) y uB(0,1) = 1 en B(0, 1)
(y, en consecuencia, ∇uB(0,1) = 0 en B(0, 1)), obtuvimos que∫

B(0,2t)
|∇uB(0,t)(x)|pdx = tN−p

∫
B(0,2)

|∇uB(0,1)(y)|pdy.

Es decir,

capp(B(0, t), B(0, 2t) = tN−pcapp(B(0, 1), B(0, 2)).

Queda ası́ probado el resultado si x = 0. En el caso contrario se procede análogamente. �

Veremos a continuación que es posible dar una generalización del lema previo a p variable.

Lema 5.22. Sean p ∈ P(Ω) y 0 < r < 1. Entonces,

capp( ·r )(B(0, r), B(0, 2r)) ≤ rN−p+capp(·)(B(0, 1), B(0, 2))

y

capp(r ·)(B(0, 1), B(0, 2)) ≤ rp−−Ncapp(·)(B(0, r), B(0, 2r))

Demostración. Consideremos v(x) = uB(0,1)( x
r ). Notemos que, como u ∈ W1,p(x)(B(0, 2)), enton-

ces v ∈ W1,p( x
r )(B(0, 2r)). Además, como u = 1 en B(0, 1), tenemos que v = 1 en B(0, r). Luego,
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por la Proposición 4.13, definiendo pr(·) := p( ·r ), obtenemos

cappr(·)(B(0, r), B(0, 2r)) ≤
∫

B(0,2r)
|∇v(x)|pr(x)dx

=

∫
B(0,2r)

(1
r

)p( x
r )∣∣∣∣∇uB(0,1)

( x
r

)∣∣∣∣p( x
r )

dx

=

∫
B(0,2)

(1
r

)p(y)
|∇uB(0,1)(y)|p(y)rNdy

≤

∫
B(0,2)

1
rp+
|∇uB(0,1)(y)|p(y)rNdy

= rN−p+

∫
B(0,2)

|∇uB(0,1)(y)|p(y)dy

= rN−p+capp(·)(B(0, 1), B(0, 2)).

La prueba de la otra desigualdad es completamente análoga, considerando ahora u(x) = vB(0,r)(rx)
y definiendo pr(·) := p(r ·). Queda ası́ probado el lema. �

Observación 5.23. Notemos que, si p es constante, el Lema 5.22 nos permite afirmar que, si
p ∈ P(Ω) y 0 < r < 1, entonces

capp(B(0, r), B(0, 2r)) ≤ rN−pcapp(B(0, 1), B(0, 2))

y
capp(B(0, 1), B(0, 2)) ≤ rp−Ncapp(B(0, r), B(0, 2r))

Por lo tanto,
capp(B(0, r), B(0, 2r)) = rN−pcapp(B(0, 1), B(0, 2)).

5.3. Teorema de caracterización de W1,p(x)
0 (Ω).

En esta sección extendemos para p variable las definiciones y propiedades dadas para p = 2
en [12].

Teorema 5.24 (Teorema de caracterización). Sean D ⊂ RN abierto, Ω ⊂ D abierto y p ∈
Plog(Ω). Entonces,

u ∈ W1,p(x)
0 (Ω)⇔ u ∈ W1,p(x)

0 (D) y ũ = 0 p(x) − ctp D \Ω.

Demostración. Sea {ϕn}n∈N ⊂ C∞c (Ω) ⊂ C∞c (D) tal que ϕn converge a u en W1,p(x)
0 (Ω) y, por lo

tanto, en W1,p(x)
0 (D). Luego, u ∈ W1,p(x)

0 (D).

Sea {ϕn j} j∈N subsucesión de {ϕn}n∈N tal que converge a ũ p(x)−ctp. Luego, como ϕn j = 0 en
D \Ω, resulta ũ = 0 ctp D \Ω.

Recı́procamente, supongamos que D = RN (sino, extendemos por cero).
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0 (Ω). 63

Descomponiendo u = u+ − u−, podemos suponer también que u ≥ 0.

Como mı́n{u, n} ∈ W1,p(x)
0 (D), que es cerrado en W1,p(x)(RN), y converge a u en W1,p(x)(RN),

podemos suponer que u es acotada.

Consideremos ξ ∈ C∞c (B(0, 2)) tal que 0 ≤ ξ ≤ 1 y ξ ≡ 1 en B(0, 1).

Llamemos ξn(x) = ξ( x
n ). Luego, ξnu converge a u en W1,p(x)(RN). Podemos entonces suponer

que u(x) = 0 para todo x ∈ (B(0,R))c para R grande.

Como u es p(x)−cuasicontinua, existe {Wn}n∈N sucesión decreciente de abiertos tales que
capp(x)(Wn,D) tiende a 0 y ũ|RN\Wn es continua.

Supongamos que Wn contiene al conjunto de capacidad nula de RN \ Ω donde ũ , 0. Por lo
tanto, ũ = 0 en (Ω ∪Wn)c = Ωc ∩Wc

n .

Sea δ > 0, llamamos Vn = {x : ũ(x) < δ} ∪ Wn. Como ũ es continua en RN \ Wn, Vn

resulta abierto. Por lo tanto, Vc
n es cerrado. Además, es acotado pues Vc

n ⊂ B(0,R). Luego, Vc
n es

compacto.

Sea uWn el potencial capacitario de Wn, resulta entonces que (u−δ)+(1−uWn) = 0 ctp Ω\Vc
n .

Consideramos {K j} j∈N sucesión regularizante. Luego, para j grande tenemos que

K j ∗
[
(u − δ)+(1 − uWn)

]
∈ C∞(Ω).

Notemos que
ρp(x)(∇uWn) = capp(x)(Wn,D)→ 0.

Por el Corolario 2.9, resulta entonces que
∥∥∥∇uWn

∥∥∥
Lp(x)(D) → 0 .

Por otro lado, por el Teorema 2.40,∥∥∥uWn

∥∥∥
Lp(x)(D) ≤ c

∥∥∥∇uWn

∥∥∥
Lp(x)(D) .

Luego, ∥∥∥uWn

∥∥∥
W1,p(x)(D) =

∥∥∥uWn

∥∥∥
Lp(x)(D) +

∥∥∥∇uWn

∥∥∥
Lp(x)(D) → 0.

Por lo tanto, 1 − uWn converge a 1 en W1,p(x)(D) cuando n tiende a +∞.

Por otra parte, empleando la Proposición 2.7,

‖(u − δ) − u‖W1,p(x)(D) = δ ‖1‖W1,p(x)(D)

= δ(‖1‖Lp(x)(D) + ‖∇1‖Lp(x)(D))

= δ ‖1‖Lp(x)(D)

≤ δmáx{(ρp(x)(1))
1

p+ , (ρp(x)(1))
1

p− }

= δmáx{|D|
1

p+ , |D|
1

p− }.

Cuando δ tiende a 0+, este último término tiende a 0 y, en consecuencia, u − δ converge a u en
W1,p(x)(D). Por lo tanto, (u − δ)+ converge a u+ = u en W1,p(x)(D) cuando δ tiende a 0+.
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Además, como 0 ≤ 1 − uWn ≤ 1, obtenemos∥∥∥1 − uWn

∥∥∥
W1,p(x)(D) =

∥∥∥1 − uWn

∥∥∥
Lp(x)(D) +

∥∥∥∇uWn

∥∥∥
Lp(x)(D)

≤ máx{(ρp(x)(1 − uWn))
1

p+ , (ρp(x)(1 − uWn))
1

p− } + máx{(ρp(x)(∇uWn))
1

p+ , (ρp(x)(∇uWn))
1

p− }

≤ máx{|D|
1

p+ , |D|
1

p− } + máx{(capp(x)(Wn,D))
1

p+ , (capp(x)(Wn,D))
1

p− }.

Como capp(x)(Wn,D) tiende a 0, la sucesión {
∥∥∥1 − uWn

∥∥∥
W1,p(x)(D)}n∈N resulta acotada.

Notemos que ∥∥∥(u − δ)+(1 − uWn) − u
∥∥∥

W1,p(x)(D)

≤
∥∥∥1 − uWn

∥∥∥
W1,p(x)(D)

∥∥∥(u − δ)+ − u
∥∥∥

W1,p(x)(D) + ‖u‖W1,p(x)(D)

∥∥∥uWn

∥∥∥
W1,p(x)(D) .

Finalmente entonces, haciendo tender j a +∞, n a +∞ y δ a 0+, concluimos que

K j ∗
[
(u − δ)+(1 − uWn)

]
→ u,

como querı́amos probar. �

Nuestro objetivo para finalizar esta sección será dar una extensión a todo subconjunto de D
de la caracterización presentada en el teorema anterior para abiertos.

Definición 5.25. Dado A ⊂ D, definimos

W1,p(x)
0 (A) = {v ∈ W1,p(x)

0 (D) : ṽ = 0 p(x) − ctp D \ A}.

Lema 5.26. Sean Ω1,Ω2 ⊂ D p(x)−cuasiabiertos y W1,p(x)
0 (Ω1) ⊂ W1,p(x)

0 (Ω2). Entonces, Ω1 ⊂

Ω2 p(x)−ctp.

Demostración. Supongamos que capp(x)(Ω1 \ Ω2) > 0. Consideremos {Wn}n∈N una sucesión
decreciente de abiertos tales que capp(x)(Wn)→ 0 y Ω1 ∪Wn es abierto.

Notemos uWn al potencial capacitario de Wn relativo a D. Entonces,

0 < capp(x)(Ω1 \Ω2) = capp(x)([{uWn < 1} ∩ (Ω1 \Ω2)] ∪ [{uWn = 1} ∩ (Ω1 \Ω2)])

≤ capp(x)({uWn < 1} ∩ (Ω1 \Ω2)]) + capp(x)(Wn ∩ (Ω1 \Ω2)).

Como capp(x)(Wn ∩ (Ω1 \ Ω2)) ≤ capp(x)(Wn) → 0, para n suficientemente grande podemos
asegurar que

capp(x)([{uWn < 1} ∩ (Ω1 \Ω2)] > 0.

Consideremos ahora {K j} j∈N una sucesión creciente de compactos tal que Ω1 ∪Wn = ∪∞n=1K j y
notemos que uK j al potencial capacitario de K j relativo a Ω1 ∪Wn.

Como uK j ∈ W1,p(x)
0 (Ω1∪Wn), resulta que uK j(1−uWn) pertenece a W1,p(x)

0 (Ω1) y no pertenece
a W1,p(x)

0 (Ω2), lo cual es absurdo. �
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Proposición 5.27. Dado A ⊂ D, existe un único (salvo p(x)−capacidad nula) Ω ⊂ D p(x)−cuasiabierto
tal que W1,p(x)

0 (A) = W1,p(x)
0 (Ω).

Demostración. Notemos que W1,p(x)
0 (A) resulta separable por ser subespacio de W1,p(x)

0 (D), que
es separable.

Consideremos {un}n∈N en W1,p(x)
0 (A) denso y definamos Ω := ∪∞n=1{ũn , 0}, que resulta

p(x)−cuasiabierto por ser unión de p(x)−cuasiabiertos.

Como ũn = 0 en D \ A, sabemos que {ũn , 0} ⊂ A p(x)−ctp para todo n. Luego, Ω ⊂ A
p(x)−ctp.

Por lo tanto, W1,p(x)
0 (Ω) ⊂ W1,p(x)

0 (A).

Recı́procamente, dada u ∈ W1,p(x)
0 (A), por densidad sabemos que existe {un j} j∈N tal que

un j → u en W1,p(x)
0 (D) y ũn j → ũ p(x)−ctp.

Como ũn j = 0 p(x)−ctp D \Ω para todo j, resulta que ũ = 0 p(x)−ctp D \Ω.

Concluimos entonces que u ∈ W1,p(x)
0 (Ω).

Veamos ahora la unicidad. Supongamos que existen Ω1,Ω2 ⊂ D p(x)−cuasiabiertos tales
que W1,p(x)

0 (A) = W1,p(x)
0 (Ω1) = W1,p(x)

0 (Ω2).

Por el Lema 5.26, resulta entonces que Ω1 = Ω2 p(x)−ctp, como querı́amos probar. �



Capı́tulo 6

Continuidad del Problema de Dirichlet
para el p(x)−laplaciano con respecto a
perturbaciones en el dominio.

En este capı́tulo extendemos para p variable las definiciones y propiedades dadas para p = 2
en [12].

Definimos el p(x)−laplaciano como ∆p(x)u := div(|∇u|p(x)−2 ∇u).

El problema de Dirichlet para el p(x)−laplaciano consiste en hallar u ∈ W1,p(x)
0 (Ω) tal que{

−∆p(x)u = f en Ω,

u = 0 en ∂Ω,
(6.1)

donde f ∈ Lp′(x)(Ω) o, más generalmente, f ∈ W−1,p′(x)(Ω).

En su formulación débil, el problema de Dirichlet se escribe como hallar u ∈ W1,p(x)
0 (Ω) tal

que ∫
Ω

|∇u(x)|p(x)−2 ∇u(x)∇v(x) dx =

∫
Ω

f (x)v(x) dx para todo v ∈ W1,p(x)
0 (Ω).

Si definimos
I(v) :=

∫
Ω

1
p(x)

|∇v(x)|p(x) dx −
∫

Ω

f (x)v(x) dx,

el problema puede nuevamente reformularse como hallar u ∈ W1,p(x)
0 (Ω) tal que

I(u) = mı́n{I(v) : v ∈ W1,p(x)
0 (Ω)}.

6.1. Existencia y unicidad.

Lema 6.1. Sea u ∈ W1,p(x)
0 (Ω). Entonces, u es minimizante de I si y sólo si es solución de 6.1.

66
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Demostración. Sea w ∈ W1,p(x)
0 (Ω). Como −∆p(x)u = f , tenemos que∫

Ω

(−∆p(x)u(x) − f (x))(u(x) − w(x)) dx

=

∫
Ω

(−∆p(x)u(x))(u(x) − w(x)) dx −
∫

Ω

f (x)(u(x) − w(x)) dx = 0.

Teniendo en cuenta la definición del p(x)−laplaciano, obtenemos∫
Ω

|∇u|p(x)−2 ∇u∇(u − w) −
∫

Ω

f (u − w) = 0.

Por lo tanto, aplicando la desigualdad de Young,∫
Ω

|∇u(x)|p(x) − f (x)u(x) dx =

∫
Ω

|∇u(x)|p(x)−2 ∇u(x)∇w(x) dx −
∫

Ω

f (x)w(x) dx

≤

∫
Ω

∣∣∣|∇u(x)|p(x)−2 ∇u(x)
∣∣∣p′(x)

p′(x)
dx +

∫
Ω

|∇w(x)|p(x)

p(x)
−

∫
Ω

f (x)w(x) dx

=

∫
Ω

|∇u(x)|p(x)

p′(x)
dx +

∫
Ω

|∇w(x)|p(x)

p(x)
−

∫
Ω

f (x)w(x) dx.

Concluimos entonces∫
Ω

1
p(x)

|∇u(x)|p(x) − f (x)u(x) dx ≤
∫

Ω

|∇w(x)|p(x)

p(x)
−

∫
Ω

f (x)w(x) dx.

Finalmente I(u) ≤ I(w) y, en consecuencia, u es minimizante.

Sea u minimizante, veamos que entonces resulta solución.

Sea ϕ ∈ C∞c (Ω), consideremos h(t) := I(u + tϕ). Luego,

h′(0) =

∫
Ω

|∇u(x)|p(x)−2∇u(x)∇ϕ(x) − f (x)ϕ(x) dx = 0.

Como ϕ ∈ C∞c (Ω) era arbitraria, por densidad se sigue el resultado para toda función en W1,p(x)
0 (Ω),

como querı́amos probar. �

Lema 6.2. Existe un único minimizante de I.

Demostración. Veamos que existe ū ∈ W1,p(x)
0 (Ω) tal que I(ū) ≤ I(v) para todo v ∈ W1,p(x)

0 (Ω).

Sea u ∈ W1,p(x)
0 (Ω), por la desigualdad de Young, tenemos que

〈 f , u〉 ≤ ‖ f ‖−1,p′(x)‖u‖1,p(x) ≤ ε‖u‖
p−
1,p(x) + cε‖ f ‖

p
′

−

−1,p′(x).

Luego,

−〈 f , u〉 ≥ −ε‖u‖p−1,p(x) − cε‖ f ‖
p
′

−

−1,p′(x).
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Supongamos ‖∇u‖p(x) > 1. Luego, por la Proposición 2.7, ‖∇u‖p−p(x) ≤ ρp(x)(∇u). Observemos
que, si ‖∇u‖p(x) < 1, basta reemplazar p− por p+ en la demostración.

Llamando K = cε‖ f ‖
p
′

−

−1,p′(x) y tomando ε > 0 tal que 1
p+
− ε ≥ α > 0, por el Teorema 2.40,

obtenemos

I(u) ≥
∫

Ω

1
p(x)
|∇u(x)|p(x)dx − 〈 f , u〉

≥
1
p+

∫
Ω

|∇u(x)|p(x)dx − ε‖u‖p−1,p(x) − cε‖ f ‖
p
′

−

−1,p′(x)

=
1
p+

ρp(x)(∇u) − ε‖∇u‖p−p(x) − K

≥
1
p+

‖∇u‖p−p(x) − ε‖∇u‖p−p(x) − K

= α‖∇u‖p−p(x) − K

≥ αc‖u‖p−p(x) − K.

Luego, I resulta coerciva y acotada inferiormente.

Consideremos ahora {un}n∈N ⊂ W1,p(x)
0 (Ω) tal que I(un) tiende a ı́nf{I(v) : v ∈ W1,p(x)

0 (Ω)} >
−∞.

Por lo visto antes, sabemos que I(un) ≥ α‖∇un‖
p−
p(x) − K. Luego, {un}n∈N resulta acotada en

W1,p(x)
0 (Ω), que es un Banach reflexivo. Luego, por el Teorema de Alaoglu, existe una subsuce-

sión, que volvemos a llamar {un}n∈N tal que un ⇀ ū en W1,p(x)
0 (Ω).

Recordemos que

I(un) =

∫
Ω

1
p(x)

|∇un(x)|p(x) dx −
∫

Ω

f (x)un(x) dx.

Luego, por la semicontinuidad inferior (consecuencia de la convexidad), obtenemos que

I(ū) ≤ lı́m inf I(un) = ı́nf{I(v) : v ∈ W1,p(x)
0 (Ω)}.

Por otra parte, gracias a la uniforme convexidad de I, el minimizante obtenido resulta único.
Basta notar que, si existieran dos mı́nimos u1 y u2, entonces

I
(u1 + u2

2

)
≤

1
2

I(u1) +
1
2

I(u2) = I(u1),

lo cual es un absurdo ya que u1 era mı́nimo. �

De los Lemas 6.1 y 6.2, se deduce el siguiente resultado.

Corolario 6.3. Existe una única u ∈ W1,p(x)
0 (Ω) (que notaremos u f

Ω
) solución de (6.1).
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6.2. Principio del máximo.

Lema 6.4 (Principio del máximo para exponente variable). Sean u, v ∈ W1,p(x)
0 (D) tales que{

−∆p(x)u ≤ −∆p(x)v en D,
u ≤ v en ∂D

Entonces, u ≤ v en D.

Demostración. Llamemos −∆p(x)u = g y −∆p(x)v = f . Luego, dada ϕ ∈ W1,p(x)
0 (D), vale∫

D
|∇u(x)|p(x)−2∇u(x)∇ϕ(x) dx =

∫
D

g(x)ϕ(x) dx

y ∫
D
|∇v(x)|p(x)−2∇v(x)∇ϕ(x) dx =

∫
D

f (x)ϕ(x) dx.

Restando a ambos lados, obtenemos que, dado, ϕ ∈ W1,p(x)
0 (D),∫

D
(|∇u(x)|p(x)−2∇u(x) − |∇v(x)|p(x)−2∇v(x))∇ϕ(x) dx =

∫
D

(g(x) − f (x))ϕ(x) dx.

En particular, tomando ϕ = (u − v)+ ∈ W1,p(x)
0 (D), como g ≤ f resulta∫

D
(|∇u(x)|p(x)−2∇u(x) − |∇v(x)|p(x)−2∇v(x) dx)∇(u(x) − v(x))+

=

∫
D

(g(x) − f (x))(u(x) − v(x))+dx ≤ 0.

Teniendo en cuenta que ∇(u − v)+ = (∇u − ∇v)χu>v, concluimos entonces que∫
u>v

(|∇u(x)|p(x)−2∇u(x) − |∇v(x)|p(x)−2∇v(x))(∇u(x) − ∇v(x)) dx ≤ 0.

Por otro lado, por el Lema 6.13, existe una constante c > 0 tal que∫
u>v

(|∇u(x)|p(x)−2∇u(x) − |∇v(x)|p(x)−2∇v(x))(∇u(x) − ∇v(x)) dx

≥


c
∫

u>v
|∇u(x) − ∇v(x)|p(x)dx si p(x) ≥ 2,

c
∫

u>v

|∇u(x) − ∇v(x)|2

(|∇u(x)| + |∇v(x)|)2−p(x) dx si p(x) ≤ 2.

Por lo tanto

0 ≥


∫

D
|∇(u(x) − v(x))+|p(x)dx si p(x) ≥ 2,∫

D

|∇(u(x) − v(x))+|2

(|∇u(x)| + |∇v(x)|)2−p(x) dx si p(x) ≤ 2.

Luego, ∇(u − v)+ = 0 en D. Ası́, (u − v)+ es constante en D. Pero como (u − v)+ ∈ W1,p(x)
0 (D),

tenemos que (u − v)+ = 0. Resulta entonces que u − v ≤ 0, como querı́amos probar. �
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Una consecuencia inmediata del lema anterior es el siguiente corolario.

Corolario 6.5 (Propiedad de la monotonı́a respecto del segundo miembro.). Si f ≤ g en D,
entonces u f

D ≤ ug
D.

Observación 6.6. Sea M ≥ 0, entonces vM
Ω
≥ 0 en Ω pues −∆p(x)v = M ≥ 0 en Ω y v = 0 en ∂Ω.

6.3. Propiedad de monotonı́a respecto del dominio.

En esta sección extendemos para p variable los resultados dados en [12] para p = 2.

Lema 6.7. Sean v ∈ W1,p(x)
0 (RN) y w ∈ W1,p(x)

0 (D) tales que |v| ≤ w ctp D. Entonces, v ∈
W1,p(x)

0 (D).

Demostración. Basta ver que v+ ∈ W1,p(x)
0 (D) (para v− se prodece análogamente y una vez

probado el resultado para v+ y v−, sabemos que vale para v = v+ − v−).

Como w ≥ 0, por el Lema 3.9 podemos considerar {wn}n∈N ⊂ C∞c (D)+ tal que {wn}n∈N

converge a w en W1,p(x)(D).

Por lo tanto, ı́nf{wn, v+}, que tiene soporte compacto en D (pues cada wn lo tiene) converge
a ı́nf{w, v+} que coincide con v+ ya que, por hipótesis, |v| ≤ w ctp D.

Luego, tomando una sucesión regularizante adecuada, obtenemos una sucesión de C∞c (D)
convergente a v+, como querı́amos probar. �

Proposición 6.8 (Propiedad de monotonı́a respecto del dominio.). Sean Ω1 ⊂ Ω2 y f ≥ 0.
Entonces, u f

Ω1
≤ u f

Ω2
.

Demostración. Para facilitar la notación llamaremos u1 = u f
Ω1

y u2 = u f
Ω2

.

Sabemos que, dado v ∈ W1,p(x)
0 (Ω1),∫

Ω1

|∇u1(x)|p(x)−2∇u1(x)∇v(x) dx =

∫
Ω1

f (x)v(x) dx (6.2)

y, dado, v ∈ W1,p(x)
0 (Ω2),∫

Ω2

|∇u2(x)|p(x)−2∇u2(x)∇v(x) dx =

∫
Ω2

f (x)v(x) dx.

Dado v ∈ W1,p(x)
0 (Ω1), como Ω1 ⊂ Ω2, extendiendo por 0 resulta que v ∈ W1,p(x)

0 (Ω2) y, en
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consecuencia,∫
Ω1

|∇u2(x)|p(x)−2∇u2(x)∇v(x) dx =

∫
Ω2

|∇u2(x)|p(x)−2∇u2(x)∇v(x) dx

=

∫
Ω2

f (x)v(x) dx

=

∫
Ω1

f (x)v(x) dx.

(6.3)

Restando (6.2) con (6.3), obtenemos que, dado v ∈ W1,p(x)
0 (Ω1),∫

Ω1

(|∇u1(x)|p(x)−2∇u1(x) − |∇u2(x)|p(x)−2∇u2(x))∇v(x) dx = 0.

Como f ≥ 0, tenemos que u2 ≥ 0. Luego, (u1 − u2)+ ≤ u+
1 ∈ W1,p(x)

0 (Ω1) y por lo tanto, por el
Lema 6.7, (u1 − u2)+ ∈ W1,p(x)

0 (Ω1). Por lo tanto∫
Ω1

(|∇u1(x)|p(x)−2∇u1(x) − |∇u2(x)|p(x)−2∇u2(x))∇(u1(x) − u2(x))+dx = 0.

Por otro lado, por el Lema 6.13, existe una constante c > 0 tal que

0 =

∫
{u1≥u2}∩Ω1

(|∇u1(x)|p(x)−2∇u1(x) − |∇u2(x)|p(x)−2∇u2(x))(∇u1(x) − ∇u2(x)) dx ≥

≥


c
∫
{u1≥u2}∩Ω1

|∇u(x) − ∇v(x)|p(x)dx si p(x) ≥ 2,

c
∫
{u1≥u2}∩Ω1

|∇u(x) − ∇v(x)|2

(|∇u(x)| + |∇v(x)|)2−p(x) dx si p(x) ≤ 2.

Por lo tanto, como∇(u − v)+ = (∇u − ∇v)χu>v, concluimos que

0 ≥


∫

Ω1

|∇(u(x) − v(x))+|p(x)dx si p(x) ≥ 2,∫
Ω1

|∇(u(x) − v(x))+|2

(|∇u(x)| + |∇v(x)|)2−p(x) dx si p(x) ≤ 2.

Luego, ∇(u1 − u2)+ = 0 en Ω1. Ası́, (u1 − u2)+ es constante en Ω1. Pero como (u1 − u2)+ ∈

W1,p(x)
0 (Ω1), tenemos que (u1 − u2)+ = 0. Resulta entonces que u1 − u2 ≤ 0, como querı́amos

probar. �

6.4. Teorema de independencia respecto del segundo miembro.

En esta sección extendemos para p variable los resultados dados en [12] para p = 2. El prin-
cipal obstáculo que se presentó en el desarrollo de esta extensión fue la pérdida de la linealidad
de la solución.
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Proposición 6.9. Sea D ⊂ RN abierto acotado tal que Ωn,Ω ⊂ D para todo n. Sea p ∈ P(Ω).
Entonces, {u f

n }n∈N resulta acotada en la norma de W1,p(x)
0 (D).

Demostración. Notemos que, como u f
n ∈ W1,p(x)

0 (Ωn), tenemos que∥∥∥∥u f
n

∥∥∥∥
W1,p(x)(Ωn)

=
∥∥∥∥∇u f

n

∥∥∥∥
Lp(x)(Ωn)

.

Por otra parte, como el soporte de u f
n está incluido en Ωn ⊂ D, resulta∥∥∥∥u f

n

∥∥∥∥
W1,p(x)

0 (D)
=

∥∥∥∥u f
n

∥∥∥∥
W1,p(x)(D)

=
∥∥∥∥u f

n

∥∥∥∥
W1,p(x)(Ωn)

.

Luego, basta acotar la sucesión
{ ∥∥∥∥∇u f

n

∥∥∥∥
Lp(x)(Ωn)

}
n∈N

.

Para cada n, si
∥∥∥∥∇u f

n

∥∥∥∥
Lp(x)(Ωn)

≤ 1, no hay nada que probar. Supongamos
∥∥∥∥∇u f

n

∥∥∥∥
Lp(x)(Ωn)

> 1.

Como u f
n es solución, sabemos que u f

n ∈ W1,p(x)
0 (Ωn) y dado v ∈ W1,p(x)

0 (Ωn), tenemos∫
Ωn

∣∣∣∣∇u f
n(x)

∣∣∣∣p(x)−2
∇u f

n(x)∇v(x) dx =

∫
Ωn

f (x)v(x) dx.

En particular, para v = u f
n ∈ W1,p(x)

0 (Ωn), resulta

ρp(x)(∇u f
n) =

∫
Ωn

∣∣∣∣∇u f
n(x)

∣∣∣∣p(x)
dx =

∫
Ωn

f (x)u f
n(x) dx.

Aplicando la Proposición 2.12 y luego el Teorema 2.40, obtenemos

ρp(x)(∇u f
n) ≤ cp′ ‖ f ‖Lp′(x)(Ωn)

∥∥∥∥u f
n

∥∥∥∥
Lp(x)(Ωn)

≤ cp′ ‖ f ‖Lp′(x)(D) c
∥∥∥∥∇u f

n

∥∥∥∥
Lp(x)(Ωn)

.

Como
∥∥∥∥∇u f

n

∥∥∥∥
Lp(x)(Ωn)

> 1, por la Proposición 2.7, sabemos que
∥∥∥∥∇u f

n

∥∥∥∥p−

Lp(x)(Ωn)
≤ ρp(x)(∇u f

n).

Por lo tanto, ∥∥∥∥∇u f
n

∥∥∥∥p−

Lp(x)(Ωn)
≤ cp′ ‖ f ‖Lp′(x)(D) c

∥∥∥∥∇u f
n

∥∥∥∥
Lp(x)(Ωn)

.

Concluimos entonces que ∥∥∥∥∇u f
n

∥∥∥∥p−−1

Lp(x)(Ωn)
≤ cp′ ‖ f ‖Lp′(x)(D) .

y, en consecuencia, ∥∥∥∥∇u f
n

∥∥∥∥
Lp(x)(Ωn)

≤ c
1

p−−1
p′ ‖ f ‖

1
p−−1

Lp′(x)(D)
.

Concluimos ası́ que la sucesión
{ ∥∥∥∥∇u f

n

∥∥∥∥
Lp(x)(Ωn)

}
n∈N

está acotada por una constante que depende

solamente de f y D, como querı́amos probar. �
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Teorema 6.10 (Teorema de Independencia.). Sean Ωn,Ω ⊂ D abiertos tales que u1
Ωn
→ u1

Ω
en

Lp′(x)(D). Entonces u f
Ωn
⇀ u f

Ω
en W1,p(x)

0 (D) para todo f ∈ W−1,p′(x)(D).

Demostración. Supongamos primero que f ∈ L∞(D). Luego, existe una constante M > 0 tal
que −M ≤ f ≤ M ctp. Podemos asumir que M > 1 (sino, consideramos un M aún más grande).

Una vez más, para facilitar la notación, llamaremos u f
n = u f

Ωn
y u f = u f

Ω
.

Sea k > 1, como u1
n es solución de la ecuación con f ≡ 1, sabemos que∫

Ω

|∇(ku1
n(x))|p(x)−2∇(ku1

n(x))∇ϕ(x) dx =

∫
Ω

kp(x)−1|∇u1
n(x)|p(x)−2∇u1

n(x)∇ϕ(x) dx

≥ kp−−1
∫

Ω

|∇u1
n(x)|p(x)−2∇u1

n(x)∇ϕ(x) dx

= kp−−1
∫

Ω

ϕ(x) dx.

Por lo tanto, ku1
n resulta supersolución: −∆p(x)(ku1

n) ≥ kp−−1 para todo k > 1.

Considerando k = M
1

p−−1 , tenemos que f ≤ M = kp−−1 ≤ −∆p(x)(ku1
n). Como además

0 = u f
n |∂D ≤ ku1

n|∂D = 0, por la Proposición 6.8, resulta u f
n ≤ ku1

n.

Por otro lado, como −∆p(x)(−ku1
n) = ∆p(x)(ku1

n) ≤ −kp−−1 = −M ≤ f , obtenemos −ku1
n ≤ u f

n .

Concluimos entonces que
− ku1

n ≤ u f
n ≤ ku1

n. (6.4)

Por la Proposición 6.9, {u f
n }n∈N es acotada en la norma de W1,p(x)

0 (D), que es Banach reflexivo.
Por lo tanto, por el Teorema de Alaoglu, existe una subsucesión, que volvemos a notar {u f

n }n∈N

tal que u f
n ⇀ u∗ en W1,p(x)

0 (D).

Como, por el Teorema 2.37, sabemos que W1,p(x)
0 (D) está compactamente incluido en Lp′(x)(D),

tenemos que u f
n → u∗ en Lp′(x)(D).

Luego, tomando lı́mite para la convergencia en Lp′(x)(D) en (6.4), resulta

−ku1 ≤ u∗ ≤ ku1.

Por lo tanto, |u∗| ≤ ku1 y, como u1 ∈ W1,p(x)
0 (Ω) por ser solución, por el Lema 6.7, concluimos

que u∗ ∈ W1,p(x)
0 (Ω).

Supongamos ahora que f ∈ W−1,p′(x)(D). Por la Proposición 3.10, existe { f j} j∈N en L∞(D)
tal que f j → f en W−1,p′(x)(D). Ası́, dado ε > 0, existe j0 tal que

∥∥∥ f − f j
∥∥∥
−1,p′(x) < ε para todo

j ≥ j0.

Sea ϕ ∈ W−1,p′(x)(D), ∫
Ω

ϕ(x)(u f
n(x) − u f (x)) dx

=

∫
Ω

ϕ(x)(u f
n(x) − u

f j0
n (x)) dx +

∫
Ω

ϕ(x)(u
f j0
n (x) − u f j0 (x)) dx +

∫
Ω

ϕ(x)(u f j0 (x) − u f (x)) dx.
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Por lo visto en la primera parte de la demostración, el segundo término de la igualdad tiende a 0
cuando n tiende a∞. Estudiemos ahora los otros dos términos.

Como −∆p(x)u j0 = f j0 ,∫
Ω

|∇u f j0 (x)|p(x)−2∇u f j0 (x)∇ϕ(x) dx =

∫
Ω

f j0(x)ϕ(x) dx. (6.5)

Como −∆p(x)u = f , ∫
Ω

|∇u f (x)|p(x)−2∇u f (x)∇ϕ(x) dx =

∫
Ω

f (x)ϕ(x) dx. (6.6)

Notemos que, por densidad, ambas afirmaciones valen también para todo ϕ ∈ W1,p(x)
0 (Ω).

En particular, considerando ϕ = u f j0 − u f ∈ W1,p(x)
0 (Ω) y restando (6.5) y (6.6), obtenemos∫

Ω

|∇u f j0 (x)|p(x)−2∇u f j0 (x)∇(u f j0 (x) − u f (x)) − |∇u f (x)|p(x)−2∇u f (x)∇(u f j0 (x) − u f (x)) dx

=

∫
Ω

( f j0(x) − f (x))(u f j0 (x) − u f (x)) dx ≤
∥∥∥ f − f j0

∥∥∥
(W1,p(x)

0 (D))′
∥∥∥u f j0 − u f

∥∥∥
W1,p(x)

0 (Ω) ≤

≤
∥∥∥ f − f j0

∥∥∥
(W1,p(x)

0 (D))′ (
∥∥∥u f j0

∥∥∥
W1,p(x)

0 (Ω) +
∥∥∥u f

∥∥∥
W1,p(x)

0 (Ω)).

Notemos que, por ser soluciones,
∥∥∥u f j0

∥∥∥
W1,p(x)

0 (Ω) +
∥∥∥u f

∥∥∥
W1,p(x)

0 (Ω) está acotado. Tenemos entonces
que∫

Ω

|∇u f j0 (x)|p(x)−2∇u f j0 (x)∇(u f j0 (x) − u f (x)) − |∇u f (x)|p(x)−2∇u f (x)∇(u f j0 (x) − u f (x)) dx

≤ C
∥∥∥ f − f j0

∥∥∥
(W1,p(x)

0 (D))′ .

Por otro lado, llamando Ω1 = Ω ∩ {p(x) ≥ 2} y Ω2 = Ω ∩ {p(x) < 2}, podemos escribir∫
Ω

(|∇u f j0 (x)|p(x)−2∇u f j0 (x) − |∇u f (x)|p(x)−2∇u f (x))(∇u f j0 (x) − ∇u f (x)) dx =

=

∫
Ω1

(|∇u f j0 (x)|p(x)−2∇u f j0 (x) − |∇u f (x)|p(x)−2∇u f (x))(∇u f j0 (x) − ∇u f (x)) dx

+

∫
Ω2

(|∇u f j0 (x)|p(x)−2∇u f j0 (x) − |∇u f (x)|p(x)−2∇u f (x))(∇u f j0 (x) − ∇u f (x)) dx.

Estudiemos cada una de estas dos integrales por separado. Por el Lema 6.13,∫
Ω1

(|∇u f j0 (x)|p(x)−2∇u f j0 (x) − |∇u f (x)|p(x)−2∇u f (x))(∇u f j0 (x) − ∇u f (x)) dx

≥ c
∫

Ω1

|∇(u f j0 (x) − u f (x))|p(x)dx = cρLp(x)(Ω1)(∇(u f j0 − u f )).
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Analicemos ahora la integral sobre Ω2.

ρLp(x)(Ω2)(∇(u f j0 − u f )) =

∫
Ω2

|∇(u f j0 (x) − u f (x))|p(x)dx

=

∫
Ω2

(|∇u f j0 (x)| + |∇u f (x)|)( 2−p(x)
2 ).p(x)

( |∇(u f j0 (x) − u f (x))|

(|∇u f j0 (x)| + |∇u f (x)|)( 2−p(x)
2 )

)p(x)
dx

≤ 2
∥∥∥∥(|∇u f j0 (x)| + |∇u f (x)|)( 2−p(x)

2 ).p(x)
∥∥∥∥

L
2

2−p(x) (Ω2)

∥∥∥∥∥∥∥( |∇(u f j0 (x) − u f (x))|

(|∇u f j0 (x)| + |∇u f (x)|)( 2−p(x)
2 )

)p(x)
∥∥∥∥∥∥∥

L
2

p(x) (Ω2)

≤ 2(ρ
L

2
2−p(x) (Ω2)

((|∇u f j0 (x)|+ |∇u f (x)|)( 2−p(x)
2 ).p(x)))α

(
ρ

L
2

p(x) (Ω2)

(( |∇(u f j0 (x) − u f (x))|

(|∇u f j0 (x)| + |∇u f (x)|)( 2−p(x)
2 )

)p(x)))β
= 2

( ∫
Ω2

(((|∇u f j0 (x)| + |∇u f (x)|)( 2−p(x)
2 ).p(x)))

2
2−p(x)

)α( ∫
Ω2

(( |∇(u f j0 (x) − u f (x))|

(|∇u f j0 (x)| + |∇u f (x)|)( 2−p(x)
2 )

)p(x)) 2
p(x)

)β
= 2

( ∫
Ω2

(|∇u f j0 (x)| + |∇u f (x)|)p(x)dx
)α( ∫

Ω2

|∇(u f j0 (x) − u f (x))|2

(|∇u f j0 (x)| + |∇u f (x)|)2−p(x)
dx

)β
.

para ciertas constantes α y β. Notemos que, para la primera desigualdad, tuvimos en cuenta la
Proposición 2.12, y, para la segunda, la Observación 2.10.

Acotemos ahora el primer factor.

2
( ∫

Ω2

(|∇u f j0 (x)| + |∇u f (x)|)p(x)dx
)α
≤ 2

( ∫
Ω2

2p(x)(|∇u f j0 (x)|p(x) + |∇u f (x)|p(x))dx
)α

≤ 22αp+

( ∫
Ω

|∇u f j0 (x)|p(x)dx +

∫
Ω

|∇u f (x)|p(x))dx
)α

= 2αp++1(ρLp(x)(Ω)(∇u f j0 ) + ρLp(x)(Ω)(∇u f ))α.

Como u f j0 , u f ∈ W1,p(x)
0 (Ω), sabemos que sus normas correspondientes son finitas y por lo tanto,

por la Proposición 2.7, resulta 2αp++1(ρLp(x)(Ω)(∇u f j0 ) + ρLp(x)(Ω)(∇u f ))α ≤ M.

Notemos ahora que, gracias al Lema 6.13, podemos acotar el segundo término del siguiente
modo: ( ∫

Ω2

|∇(u f j0 (x) − u f (x))|2

(|∇u f j0 (x)| + |∇u f (x)|)2−p(x)
dx

)β
≤

≤ C
( ∫

Ω2

(|∇u f j0 (x)|p(x)−2∇u f j0 (x) − |∇u f (x)|p(x)−2∇u f (x))(∇u f j0 (x) − ∇u f (x)) dx
)β
.

Luego,
1

CM
ρLp(x)(Ω2)(∇(u f j0 − u f )) ≤

≤
( ∫

Ω2

(|∇u f j0 (x)|p(x)−2∇u f j0 (x) − |∇u f (x)|p(x)−2∇u f (x))(∇u f j0 (x) − ∇u f (x)) dx
)β
.
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Concluimos ası́ que

c1ρLp(x)(Ω1)(∇(u f j0 − u f )) + c2(ρLp(x)(Ω2)(∇(u f j0 − u f )))
1
β ≤

∥∥∥ f − f j0

∥∥∥
−1,p′(x) < ε.

Por lo tanto,

ρLp(x)(Ω)(∇(u f j0 − u f )) = ρLp(x)(Ω1)(∇(u f j0 − u f )) + ρLp(x)(Ω2)(∇(u f j0 − u f )) < c3(ε + εβ).

Por otro lado, por el Teorema 2.40,

ρLp(x)(Ω)(∇(u f j0 − u f )) ≥ mı́n{
∥∥∥∇(u f j0 − u f )

∥∥∥p+

Lp(x)(Ω) ,
∥∥∥∇(u f j0 − u f )

∥∥∥p−
Lp(x)(Ω)}

≥ c̃ mı́n{
∥∥∥u f j0 − u f

∥∥∥p+

Lp(x)(Ω) ,
∥∥∥u f j0 − u f

∥∥∥p−
Lp(x)(Ω)}.

Finalmente existe algún r tal que para todo ε > 0 vale que∥∥∥u f j0 − u f
∥∥∥r

Lp(x)(Ω) ≤ c5(ε + εβ).

Notemos que, gracias a la Proposición 6.9, se puede obtener el resultado para
∥∥∥∥u f

n − u
f j0
n

∥∥∥∥
p(x)

.

Luego, al primer término, que por la Proposición 2.12 podemos acotar por 2 ‖ϕ‖p′(x)

∥∥∥∥u f
n − u

f j0
n

∥∥∥∥
p(x)

y al tercero, al que podemos acotar por 2 ‖ϕ‖p′(x)

∥∥∥u f − u f j0
∥∥∥

p(x), los podemos hacer tan pequeños
como se quiera, quedando ası́ demostrado el resultado. �

6.5. Continuidad del Problema de Dirichlet para el p(x)−laplaciano
con respecto a perturbaciones en el dominio.

El objetivo de esta sección será estudiar si, asumiendo que Ωn converge en algún sentido a
Ω, podemos obtener alguna convergencia de u f

Ωn
(que notaremos un) a u f

Ω
(que notaremos u).

Lema 6.11. Sea D ⊂ RN abierto acotado tal que Ωn,Ω ⊂ D para todo n. Sea p ∈ P(Ω).
Entonces, {|∇un|

p(x)−2 ∇un}n∈N es acotada en Lp′(x)(D).

Demostración. Notemos que∫
D

∣∣∣|∇un(x)|p(x)−2 ∇un(x)
∣∣∣p′(x)

dx =

∫
D
|∇un(x)|(p(x)−1)p′(x) dx

=

∫
D
|∇un(x)|p(x) dx

= ‖∇un‖Lp(x)(D)

≤ ‖un‖W1,p(x)(D) .

Y esta norma resulta acotada por la Proposición 6.9. �
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Presentamos a continuación dos lemas que resultarán de gran utilidad. Si bien el primero de
ellos puede refinarse, como mostraremos en el Lema 6.13(Ver página 210 de [20]), su prueba es
más sencilla y para la mayorı́a de las aplicaciones es suficiente.

Lema 6.12. Sean a, b ∈ RN . Entonces,

(|a|p−2 a − |b|p−2 b)(a − b) ≥ 0.

Demostración.

(|a|p−2 a − |b|p−2 b)(a − b) = |a|p − |b|p−2ab − |a|p−2ab + |b|p

≥ |a|p − |b|p−1|a| − |a|p−1|b| + |b|p

= (|a|p−1 − |b|p−1)(|a| − |b|).

Basta entonces notar que si |a| ≥ |b|, ambos factores son positivos. Y si |a| ≤ |b|, ambos son
negativos. �

Lema 6.13. Sea 〈·, ·〉 el producto escalar en RN . Entonces, existe una constante c1 > 0 tal que
para todo t, t′ ∈ RN vale la siguiente desigualdad:

〈|t′|p−2t′ − |t|p−2t, t′ − t〉 ≥

 c1|t′ − t|p si p ≥ 2,
c1

|t′−t|2

(|t′ |+|t|)2−p si p ≤ 2.

Demostración. Por homogeneidad y simetrı́a, podemos suponer |t′| = 1 y |t| ≤ 1. Elegimos un
sistema de coordenadas tales que t′ = (1, 0, ..., 0) y t = (t1, t2, 0, ..., 0).

Estudiemos el caso p ≤ 2 (si p ≥ 2, la demostración es análoga). Notemos que

〈|t′|p−2t′ − |t|p−2t, t′ − t〉 = 〈(1 − t1(
√

t2
1 + t2

2)p−2,−t2(
√

t2
1 + t2

2)p−2, 0, ..., 0), (1 − t1,−t2, 0..., 0)〉

= (1 − t1)(1 − t1(
√

t2
1 + t2

2)p−2) + t2
2(

√
t2
1 + t2

2)p−2.

Por lo tanto, la desigualdad que deseamos probar es equivalente a

(1 − t1)(1 − t1(
√

t2
1 + t2

2)p−2) + t2
2(

√
t2
1 + t2

2)p−2 ≥ c1t
|t′ − t|2

(|t′| + |t|)2−p = c1t
(1 − t1)2 + t2

2

(1 +

√
t2
1 + t2

2)2−p
.

Veamos entonces que para todo t = (t1, t2) , (1, 0) tal que t2
1 + t2

2 ≤ 1 vale la siguiente desigual-
dad: [(

1 −
t1

(
√

t2
1 + t2

2)2−p

)
(1 − t1) +

t2
2√

t2
1 + t2

2)2−p

] (1 +

√
t2
1 + t2

2)2−p

(1 − t1)2 + t2
2

≥ c1

Como estamos bajo la hipótesis p ≤ 2, podemos afirmar que

1 −
t1

(
√

t2
1 + t2

2)2−p
≥

{
1 − t1

|t1 |2−p ≥ (p − 1)(1 − t1) si 0 ≤ t1 ≤ 1,
1 − t1 ≥ (p − 1)(1 − t1) si t1 ≤ 0.
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Por lo tanto, como 1
(
√

t21+t22)2−p
≥ 1 ≥ p − 1 y (1 +

√
t2
1 + t2

2)2−p ≥ 1, resulta

[(
1 −

t1

(
√

t2
1 + t2

2)2−p

)
(1 − t1) +

t2
2√

t2
1 + t2

2)2−p

] (1 +

√
t2
1 + t2

2)2−p

(1 − t1)2 + t2
2

≥ p − 1.

Concluimos ası́ que basta tomar c1 = p − 1. �

Definición 6.14 (Convergencia en el sentido Hausdorff.). Sea B una caja compacta deRN . Dados
K1,K2 ⊂ B compactos, definimos

dH(K1,K2) = máx{sup
x∈K1

ı́nf
y∈K2
‖x − y‖, sup

x∈K2

ı́nf
y∈K1
‖x − y‖}.

Sean Ωn,Ω ⊂ B abiertos, decimos que Ωn converge a Ω en el sentido de Hausdorff (y notamos

Ωn
H
→ Ω) si dH(B \Ωn, B \Ω)→ 0.

Proposición 6.15. Sea K ⊂ Ω compacto. Si Ωn
H
→ Ω, entonces K ⊂ Ωn para todo n ≥ n0.

Demostración. Como K ⊂ Ω, sabemos que 0 < ı́nf
x∈K

d(x, B \Ω). Notemos η a este valor positivo.

Sea x ∈ K, tomando y ∈ B \Ω y z ∈ B \Ωn, por la desigualdad triangular obtenemos

0 < η ≤ d(x, B \Ω) ≤ d(x, B \Ωn) + dH(B \Ωn, B \Ω).

Como Ωn
H
→ Ω, existe n0 tal que dH(B \Ωn, B \Ω) < η

2 para todo n ≥ n0.

Luego, d(x, B \Ωn) ≥ η
2 > 0 para todo x ∈ K y para todo n ≥ n0. �

Para la demostración del siguiente teorema extenderemos a p variable la prueba de la Pro-
posición 3.7 presentada en [2] para p constante.

Teorema 6.16. Sea un ∈ W1,p(x)
0 (Ωn) para cada n solución de{

−∆p(x)un = f en Ωn,

un = 0 en ∂Ωn,
(6.7)

Supongamos además que un ⇀ u∗ en W1,p(x)
0 (D). Sea Ω ⊂ D tal que para todo K ⊂ Ω compacto,

existe n0 tal que K ⊂ Ωn para todo n ≥ n0. Entonces,

−∆p(x)u∗ = f en Ω.

Demostración. Veamos primero que, dado v ∈ W1,p(x)
0 (Ω), vale la siguiente igualdad:∫

Ω

|∇u∗(x)|p(x)−2∇u∗(x)∇v(x) dx =

∫
Ω

f (x)v(x) dx.
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Como W1,p(x)
0 (Ω) es la clausura de C∞c (Ω) con respecto a la norma de W1,p(x)(Ω), basta ver que,

dado ϕ ∈ C∞c (Ω), tenemos que∫
Ω

|∇u∗(x)|p(x)−2∇u∗(x)∇ϕ(x) dx =

∫
Ω

f (x)ϕ(x) dx.

Sea ϕ ∈ C∞c (Ω). Como sop(ϕ) ⊂ Ω es compacto, existe n0 tal que sop(ϕ) ⊂ Ωn para todo n ≥ n0.
Por lo tanto, ϕ ∈ C∞c (Ωn) para todo n ≥ n0.

Llamemos K = sop(ϕ) y notemos Kε = {x ∈ RN : d(x,K) < ε} con ε suficientemente
pequeño para asegurar que Kε ⊂⊂ Ωn ∩Ω para todo n ≥ n1.

Trabajaremos desde ahora con n ≥ máx{n0, n1}.

Sea η ∈ C∞c (Ω) tal que η = 1 en K
ε
2 , η = 0 en (Kε)c y 0 ≤ η ≤ 1.

Consideremos φn = η(un − u∗).

Como un es solución para Ωn, dado v ∈ W1,p(x)
0 (Ωn), tenemos∫

Ωn

|∇un(x)|p(x)−2∇un(x)∇v(x) dx =

∫
Ωn

f (x)v(x) dx.

En particular esta igualdad vale para φn ∈ W1,p(x)
0 (Ωn):∫

Ωn

|∇un(x)|p(x)−2∇un(x)∇φn(x) dx =

∫
Ωn

f (x)φn(x) dx

Como sop(∇un) ⊂ Ωn ⊂ D,∫
D
|∇un(x)|p(x)−2∇un(x)∇φn(x) dx =

∫
Ωn

f (x)φn(x) dx.

Recordando que φn = η(un − u∗) obtenemos∫
D
|∇un(x)|p(x)−2∇un(x)(∇η(x)(un(x)−u∗(x))+η(x)∇(un(x)−u∗(x))) dx =

∫
Ωn

f (x)η(x)(un(x)−u∗(x)) dx.

Es decir, como η ≤ 1,∫
D
|∇un(x)|p(x)−2∇un(x)∇η(x)(un(x)−u∗(x)) dx +

∫
D
|∇un(x)|p(x)−2∇un(x)η(x)∇(un(x)−u∗(x)) dx

≤

∫
D
| f (x)||un(x) − u∗(x)| dx.

Por lo tanto, ∫
D
|∇un(x)|p(x)−2∇un(x)η(x)∇(un(x) − u∗(x)) dx

≤

∫
D
| f (x)||un(x) − u∗(x)| dx −

∫
D
|∇un(x)|p(x)−2∇un(x)∇η(x)(un(x) − u∗(x)) dx.
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Como un ⇀ u∗ en W1,p(x)
0 (D), por la Proposición 6.9, sabemos que un → u∗ en Lp(x)(D). Luego,

por la Proposición 2.12, sabemos que∫
D
| f (x)||un(x) − u∗(x)| dx→ 0

Por otro lado, como un → u∗ en Lp(x)(D), resulta∫
D
|∇un(x)|p(x)−2∇un(x)∇η(x)(un(x) − u∗(x)) dx→ 0

Concluimos entonces que

lı́m sup
∫

D
|∇un(x)|p(x)−2∇un(x)η(x)∇(un(x) − u∗(x)) dx ≤ 0.

Como η = 0 en (Kε)c,

lı́m sup
∫

Kε

|∇un(x)|p(x)−2∇un(x)η(x)∇(un(x) − u∗(x)) dx ≤ 0 (6.8)

Por otra parte, como ∇un ⇀ ∇u∗ en Lp′(x)(Kε),∫
Kε

|∇u∗(x)|p(x)−2∇u∗(x)η(x)∇(un(x) − u∗(x)) dx→ 0 (6.9)

De 6.8 y 6.9 concluimos

lı́m sup
∫

Kε

(|∇un(x)|p(x)−2∇un(x) − |∇u∗(x)|p(x)−2∇u∗(x))η(x)∇(un(x) − u∗(x)) dx ≤ 0.

Como K
ε
2 ⊂ Kε y, por el Lema 6.12, resulta

0 ≤ lı́m sup
∫

K
ε
2
(|∇un(x)|p(x)−2∇un(x) − |∇u∗(x)|p(x)−2∇u∗(x))η(x)∇(un(x) − u∗(x)) dx ≤ 0.

Como η = 1 en K
ε
2 ,

lı́m
∫

K
ε
2
(|∇un(x)|p(x)−2∇un(x) − |∇u∗(x)|p(x)−2∇u∗(x))∇(un(x) − u∗(x)) dx = 0.

Luego, (|∇un(x)|p(x)−2∇un(x) − |∇u∗(x)|p(x)−2∇u∗(x))∇(un(x) − u∗(x)) tiende a 0 en L1(K
ε
2 ) y, por

lo tanto, tiende a 0 ctp K
ε
2 .

Observemos que dados xn, x ∈ RN y p > 1 tales que (|xn|
p−2xn − |x|p−2x)(xn − x) tiende a 0,

entonces xn tiende a x. Ası́, en nuestro caso, ∇un → ∇u∗ ctp K
ε
2 . Luego,

|∇un|
p(x)−2∇un → |∇u∗|p(x)−2∇u∗ ctp K

ε
2 .

Por otro lado, por el Lema 6.11, {|∇un|
p(x)−2∇un}n∈N es acotada en Lp′(x)(D), y por lo tanto,

en Lp′(x)(K
ε
2 ), que es Banach reflexivo. Por el Teorema de Alaoglu, |∇un|

p(x)−2∇un ⇀ ξ en
Lp′(x)(K

ε
2 ).
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Concluimos ası́ que ξ = |∇u∗|p(x)−2∇u∗ en K
ε
2 y tenemos que

|∇un|
p(x)−2∇un ⇀ |∇u∗|p(x)−2∇u∗ en Lp′(x)(K

ε
2 ).

Como sop(ϕ) = K, sabemos que sop(∇ϕ) ⊂ K ⊂ K
ε
2 y, por lo tanto, ϕ ∈ W1,p(x)

0 (K
ε
2 ). Luego,

podemos afirmar que∫
K
ε
2
|∇un(x)|p(x)−2∇un(x)∇ϕ(x) dx→

∫
K
ε
2
|∇u∗(x)|p(x)−2∇u∗(x)∇ϕ(x) dx.

Como sop(∇ϕ) ⊂ K ⊂ K
ε
2 ⊂ Kε ⊂ Ωn ∩Ω,∫

Ωn

|∇un(x)|p(x)−2∇un(x)∇ϕ(x) dx→
∫

Ω

|∇u∗(x)|p(x)−2∇u∗(x)∇ϕ(x) dx.

Como un es solución para Ωn,∫
Ωn

|∇un(x)|p(x)−2∇un(x)∇ϕ(x) dx =

∫
Ωn

f (x)ϕ(x) dx =

∫
Ω

f (x)ϕ(x) dx.

donde para la última igualdad tuvimos en cuenta que sop(ϕ) ⊂ Ω.

Finalmente entonces∫
Ω

|∇u∗(x)|p(x)−2∇u∗(x)∇ϕ(x) dx =

∫
Ω

f (x)ϕ(x) dx.

Como ϕ ∈ C∞c (Ω) era arbitraria, la igualdad queda probada para toda ϕ ∈ C∞c (Ω). Queda ası́ de-
mostrado el resultado. �

Para obtener el resultado de continuidad, será necesario por tanto garantizar que u∗ ∈ W1,p(x)
0 (Ω).

Para ello introduciremos una condición capacitaria.

Teorema 6.17. Sean D ⊂ RN abierto acotado tal que Ωn,Ω ⊂ D para todo n y p ∈ Plog(Ω). Si
Ωn converge a Ω en el sentido de Hausdorff y capp(x)(Ωn \ Ω,D) tiende a cero, entonces existe
una subsucesión de {un}n∈N que converge débil a u en W1,p(x)

0 (D).

Demostración. Por la Proposición 6.9, {un}n∈N es acotada en la norma de W1,p(x)
0 (D), que es

Banach reflexivo. Por lo tanto, por el Teorema de Alaoglu, existe una subsucesión que, para
facilitar notación, volvemos a llamar {un}n∈N tal que un ⇀ u∗ en W1,p(x)

0 (D).

Notemos que la convegencia de Ωn a Ω en el sentido de Hausdorff asegura, gracias a la
Proposición 6.15, que dado K ⊂ Ω compacto, existe n0 tal que K ⊂ Ωn para todo n ≥ n0.

Por lo tanto, por el Teorema 6.16, si logramos probar que u∗ ∈ W1,p(x)
0 (Ω), por unicidad de

solución, habremos demostrado que u∗ = u. Por el Teorema 5.24, para ver que u∗ ∈ W1,p(x)
0 (Ω),

es suficiente asegurar que u∗ ∈ W1,p(x)
0 (D) y que ũ∗ = 0 p(x)−ctp Ωc. La primera condición

es consecuencia inmediata de la convergencia un ⇀ u∗ en W1,p(x)
0 (D). Veamos que también se

cumple la segunda condición.
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Como u∗ ∈ W1,p(x)
0 (D) y Ω ⊂ D, sabemos que u∗ ∈ W1,p(x)(Ω). Luego, por la Proposición

5.8, existe ũ∗ ∈ W1,p(x)(Ω) p(x)−cuasicontinua tal que ũ∗ = u∗ ctp.

Consideramos Ω̃ j = ∪n≥ jΩn y E = ∩ j≥1Ω̃ j.

Como un ⇀ u∗ en W1,p(x)
0 (D) que es Banach, por el Lema de Mazur, existe v j =

∑k j
n= j an jun

tal que an j ≥ 0,
∑k j

n= j an j = 1 y v j → u∗ en W1,p(x)
0 (D).

Como un ∈ W1,p(x)
0 (Ωn), por la Proposición 5.9, ũn = 0 p(x)−ctp Ωc

n.

Luego, ṽ j =
∑k j

n= j an j ũn = 0 p(x)−ctp ∩k j
n= jΩ

c
n ⊃ Ω̃ j

c para todo j ≥ 1. Por lo tanto, ṽ j = 0
p(x)−ctp Ω̃ j

c para todo j ≥ 1. Como consecuencia, ṽ j = 0 p(x)−ctp ∪ j≥1Ω̃ j
c

= Ec.

Por otra parte, como v j → u∗ en W1,p(x)
0 (D), por la Proposición 5.11 ˜v jk → ũ∗ p(x)−ctp.

Concluimos ası́ que ũ∗ = 0 p(x)−ctp Ec.

Como capp(x)(Ωn\Ω,D) tiende a cero, pasando por una subsucesión si es necesario, podemos
suponer que capp(x)(Ωn \Ω,D) ≤ 1

2n .

Luego,

capp(x)(Ω̃ j \Ω,D) = capp(x)(∪n≥ jΩn \Ω,D)

≤
∑
n≥ j

capp(x)(Ωn \Ω,D)

≤
∑
n≥ j

1
2n =

1
2 j−1 .

Por otro lado, como E ⊂ Ω̃ j, resulta que E \Ω ⊂ Ω̃ j \Ω para todo j ≥ 1.

Por lo tanto,

capp(x)(E \Ω,D) ≤ capp(x)(Ω̃ j \Ω,D) ≤
1

2 j−1 para todo j ≥ 1.

Haciendo tender j a∞, obtenemos que capp(x)(E \Ω,D) = capp(x)(Ω
c \ Ec,D) = 0. Concluimos

ası́ que ũ∗ = 0 p(x)−ctp Ωc, como querı́amos probar. �

Corolario 6.18. Sea D ⊂ RN abierto acotado tal que Ωn,Ω ⊂ D para todo n. Sea p ∈ Plog(Ω).
Si Ωn converge a Ω en el sentido de Hausdorff y capp(x)(Ωn \ Ω,D) tiende a cero, entonces
un ⇀ u en W1,p(x)

0 (D).

Demostración. Sea {un j} j∈N una subsucesión de {un}n∈N. Aplicando el Teorema 6.17 a {un j} j∈N,
sabemos que existe una subsucesón {un jk

}k∈N de {un j} j∈N tal que un jk
⇀ u en W1,p(x)

0 (D).

Por lo tanto, como toda subsucesión de {un}n∈N contiene a su vez una subsucesión conver-
gente débil a u en W1,p(x)

0 (D), podemos concluir que un ⇀ u en W1,p(x)
0 (D), como querı́amos

probar. �
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El resultado del corolario anterior no vale en general, sin pedir ninguna hipótesis extra
(en nuestro caso, la capacitaria). Un contraejemplo famoso de este hecho se debe a Murat-
Cionanescu (Ver [12, Sección 3.2.6, página 80]).



Capı́tulo 7

Extensión de un Teorema de Šverák.

Estudiaremos ahora la extensión para dimensión arbitraria N y p ∈ (N − 1,N] del resultado
de continuidad dado por Šverák para el caso bidimensional lineal. La razón de esta elección de
p se debe a que en RN las curvas tienen p−capacidad positiva si p > N − 1 (Ver [5, Proposición
4.7.2, página 156]). El caso p > N es trivial ya que en ese caso las funciones de W1,p(RN) son
continuas.

Observación 7.1. Si p > N, Ωn
H
→ Ω implica que para toda f ∈ W−1,p′(D) vale que u f

Ωn
→ u f

Ω

en W1,p
0 (D) (gracias a la inmersión W1,p

0 (D) ⊂ Cα(D) donde α = 1 − p
N ).

7.1. Estimaciones capacitarias.

Presentaremos los siguientes dos lemas guiados por [2].

Definición 7.2. Sea N ≥ 2 y Ω ⊂ RN medible. Notaremos Ω′ a la proyección de Ω sobre RN−1

dada por
Ω′ := {x′ ∈ RN−1 : existe xN tal que (x′, xN) ∈ Ω}.

Para x′ ∈ RN−1, notaremos Ω(x′) a la intersección de Ω con {x′} × R dada por

Ω(x′) := {xN ∈ R : (x′, xN) ∈ Ω}, x′ ∈ Ω′.

Se define la simetrización de Steiner de Ω relativa al hiperplano xN = 0 como el conjunto

Ω∗ := {x = (x′, xN) : −
1
2
|Ω(x′)| < xN <

1
2
|Ω(x′)|, x′ ∈ Ω′}.

Presentamos a continuación dos lemas que se verifican en el caso p constante.

Lema 7.3. Notemos [x, ξ] al segmento con extremos x y ξ, r = |x − ξ|. Sea γ : [0, 1] → B(x, r)
una curva continua tal que γ(0) = x y γ(1) = ξ ∈ ∂B(x, r). Entonces,

capp(γ([0, 1]), B(x, 2r)) ≥ capp([x, ξ], B(x, 2r)).

84
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Demostración. Sea ε > 0, consideremos ϕ ∈ C∞c (B(x, 2r),R+) tal que ϕ ≥ 1 en un entorno U de
γ([0, 1]) y verifica ∫

B(x,2r)
|∇ϕ(x)|pdx ≤ capp(γ([0, 1]), B(x, 2r)) + ε.

Notemos ϕ∗ a la simetrización de Steiner de ϕ con respecto a la recta que pasa por x y ξ. Luego,
ϕ∗ ∈ W1,p

0 (B(x, 2r)), ϕ∗ ≥ 1 en U∗ ⊃ [x, ξ] y cumple∫
B(x,2r)

|∇ϕ∗(x)|pdx ≤
∫

B(x,2r)
|∇ϕ(x)|pdx.

Por otro lado, capp([x, ξ], B(x, 2r)) ≤
∫

B(x,2r) |∇ϕ
∗(x)|pdx. En consecuencia, haciendo tender ε a

0, el resultado queda demostrado. �

Lema 7.4. Sea K ⊂ RN compacto y conexo. Entonces, para todo x ∈ K y r < diam K
2 , vale la

siguiente desigualdad:

capp(K ∩ B(x, r), B(x, 2r))

capp(B(x, r), B(x, 2r))
≥

capp([0, 1] × {0}N−1, B(0, 2))

capp(B(0, 1), B(0, 2))
.

Demostración. Consideremos x ∈ K y el conjunto Kδ = {x ∈ RN : d(x,K) < δ}.

Notemos que Kδ ⊂ Kδ+ε para todo ε > 0. Luego, gracias a la monotonı́a de la p−capacidad
y su comportamiento con las sucesiones decrecientes de compactos, obtenemos que

capp(K ∩ B(x, r), B(x, 2r)) = lı́m
δ→0

capp(Kδ ∩ B(x, r), B(x, 2r)).

El conjunto Kδ es abierto, contiene a K y por tanto es arco conexo.

Como r < diam K
2 , sabemos que Kδ no está contenido en B(x, r) y, en consecuencia, existe

ξ ∈ ∂B(x, r) ∩ Kδ y una curva continua γ : [0, 1]→ B(x, r) ∩ Kδ que une x con ξ.

Empleando el Lema 7.3, tenemos

capp(B(x, r)∩ Kδ, B(x, 2r)) ≥ capp(B(x, r)∩ γ([0, 1]), B(x, 2r)) ≥ capp(B(x, r)∩ [x, ξ], B(x, 2r)).

Tomando lı́mite en ambos lados de la desigualdad obtenida cuando δ tiende a 0, resulta

capp(K ∩ B(x, r), B(x, 2r)) ≥ capp(B(x, r) ∩ [x, ξ], B(x, 2r)).

Dividiendo a ambos lados por capp(B(x, r), B(x, 2r)),

capp(K ∩ B(x, r), B(x, 2r))

capp(B(x, r), B(x, 2r))
≥

capp(B(x, r) ∩ [x, ξ], B(x, 2r))

capp(B(x, r), B(x, 2r))
=

capp([0, 1] × {0}N−1, B(0, 2))

capp(B(0, 1), B(0, 2))
.

donde para la última igualdad tuvimos en cuenta la homogeneidad de la p−capacidad y su inva-
riancia por traslaciones y rotaciones. �
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Definición 7.5. Una función u ∈ W1,p(x)(r,R) es un p(x)−minimizante para los valores de borde
a y b si u(r) = a y u(R) = b y ∫ R

r
|u′(y)|p(y)dy ≤

∫ R

r
|v′(y)|p(y)dy

para todo v tal que u − v ∈ W1,p(x)
0 (r,R).

Los siguientes dos lemas pueden hallarse en [4, Lema 13.1.3, página 397] y [4, Proposición
10.2.10, página 322].

Lema 7.6. Sea p ∈ P(r,R) tal que p > 1 ctp. Si u ∈ W1,p(x)(r,R) es un p(x)−minimizante.
Entonces, p(x)(u′(x))p(x)−1 es constante ctp.

Demostración. Supongamos que p(x)(u′(x))p(x)−1 no es constante ctp. Sean d1 < d2 tales que

A1 := {x ∈ (r,R) : p(x)|u′(x)|p(x)−1 < d1},

A2 := {x ∈ (r,R) : p(x)|u′(x)|p(x)−1 > d2}

tienen medida positiva. Sean A′1 ⊂ A1 y A′2 ⊂ A2 tales que |A′1| = |A′2| > 0. Definimos ξ :=
χA′1 − χA′2 .

Sea 0 < ε < 1. Teniendo en cuenta que ||x + h|p − |x|p| ≤ p||x + h| − |x||(|x + h|p−1 − |x|p−1) y
||u′ + εξ| − |u′|| ≤ c

ε , obtenemos que∣∣∣∣ |u′(x) + εξ(x)|p(x) − |u′(x)|p(x)

ε

∣∣∣∣
≤

p(x)||u′(x) + εξ(x)| − |u′(x)||(|u′(x) + εξ(x)|p(x)−1 + |u′(x)|p(x)−1)
ε

≤ c(|u′(x)|p(x)−1 + εp(x)−1) ≤ c(|u′(x)|p(x) + ε + 1).

Como |u′|p(x) ∈ L1(r,R), por el Teorema de Convergencia Dominada,

lı́m
∫ R

r

|u′(x) + εξ(x)|p(x) − |u′(x)|p(x)

ε
dx =

∫ R

r
p(x)|u′(x)|p(x)−1ξ(x) dx ≤ (d1 − d2)|A′1| < 0.

Notemos que ξ es la derivada clásica de v(x) :=
∫ x

r χA′1(y) − χA′2(y) dy. Como v′ es acotada y

v(r) = v(R) = 0, resulta que v ∈ W1,p(x)
0 (r,R), llegando ası́ a un absurdo. �

Lema 7.7. Sea p ∈ Plog(B(x,R)). Si B(x, r) ⊂ B(x,R) y p(x) , N. Entonces, existe una constante
c dependiente sólo de N, p y R tal que

capp(x)(B(x, r), B(x,R)) ≥ c
∣∣∣∣ p(x) − 1
N − p(x)

∣∣∣∣1−p(x)∣∣∣∣R p(x)−N
p(x)−1 − r

p(x)−N
p(x)−1

∣∣∣∣1−p(x)
.

Si p(x) = N, entonces capp(x)(B(x, r), B(x,R)) ≥ c log( R
r )1−N
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Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que x = 0. Utilizaremos coorde-
nadas esféricas z = (ρ, ω) tal que |ω| = 1. Por la Proposición 4.13, tenemos que

capp(x)(B(0, r), B(0,R)) ≥ ı́nf
∫
∂B(0,1)

∫ R

r

∣∣∣∣∂u
∂ρ

∣∣∣∣p(ρ)
ρN−1dρdω,

donde el ı́nfimo lo tomamos sobre todas las funciones Sobolev u continuas de soporte compacto
en B(0,R) que valgan 1 en B(0, r). Nos interesa entonces minimizar la integral∫ R

r
|ψ′(ρ)|p(ρ)ρN−1dρ

sobre las funciones ψ ∈ W1,p(x)(r,R) con ψ(r) = 1 y ψ(R) = 0. Supongamos que ψ′ ≤ 0.

Sea {ψi}i∈N una sucesión minimizante. Por lo tanto, es acotada en W1,p(x)(r,R), que es re-
flexivo. Luego, existe una subsucesión, que seguiremos notando {ψi}i∈N, que converge débil a
ψ ∈ W1,p(x)(r,R). Por la semicontinuidad inferior del modular,∫ R

r
|ψ′(ρ)|p(ρ)ρN−1dρ ≤ lı́m

∫ R

r
|ψ′i(ρ)|p(ρ)ρN−1dρ.

Por el Corolario 2.36, podemos considerar una sucesión {Ψi}i∈N de combinaciones convexas de
{ψi}i∈N que converge a ψ en W1,p(x)(r,R). Por lo tanto, 0 ≤ ψ ≤ 1 y resulta∫ R

r
|ψ′(ρ)|p(ρ)ρN−1dρ ≤ lı́m

∫ R

r
|Ψ′i(ρ)|p(ρ)ρN−1dρ.

Como cada Ψi es una combinación lineal, tenemos que
∫ R

r Ψ′i(ρ)dρ ≥ 1 y, en consecuencia,∫ R
r ψ′i(ρ)dρ ≥ 1. Concluimos ası́ que ψ es el minimizante.

Empleando ρN−1dρ como medida, por el Lema 7.6, obtenemos que p(ρ)(ψ′(ρ))p(ρ)−1 es cons-
tante ctp. Luego, la derivada de cada minimizante radial es de la forma

ξ(ρ) :=
( c

p(ρ)

) 1
p(ρ)−1

donde la constante c depende de la dirección.

Por otra parte, como 1 < p− ≤ p+ < ∞ y
∫ R

r |ξ| dρ = 1, resulta

c ≥ mı́n
{
1,

1
Rp+−1

}
.

Supongamos que esta cota inferior es la utilizada en la definición de ξ. Por la continuidad
log−Hölder de p, resulta que |ξ|p(ρ,ω) ≥ c|ξ|p(0) y, por lo tanto,

capp(x)(B(0, r), B(0,R)) ≥ c
∫
∂B(0,1)

∫ R

r
|ξ(ρ)|p(0)ρN−1dρdω

≥ c
∫ R

r
|ξ(ρ)|p(0)ρN−1dρdω.
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Por la Proposición 2.12,

1 ≤
∫ R

r
|ξ| dρ ≤

( ∫ R

r
|ξ|p(0)ρN−1dρ

) 1
p(0)

( ∫ R

r
ρ

1−N
p(0)−1 dρ

) 1
p′(0) .

Luego, ( ∫ R

r
ρ

1−N
p(0)−1 dρ

)1−p(0)
≤

∫ R

r
|ξ|p(0)ρN−1dρ.

Concluimos entonces que

capp(x)(B(0, r), B(0,R)) ≥ c
( ∫ R

r
ρ

1−N
p(0)−1 dρ

)1−p(0)
.

Para concluir la prueba, basta notar que, si p(0) , N,∫ R

r
ρ

1−N
p(0)−1 dρ =

∣∣∣∣ p(0) − 1
p(0) − N

∣∣∣∣∣∣∣∣R p(0)−N
p(0)−1 − r

p(0)−N
p(0)−1

∣∣∣∣
Y, si p(0) = N, ∫ R

r
ρ

1−N
p(0)−1 dρ = log

R
r
.

Queda ası́ demostrado el resultado. �

Lema 7.8. Sea p ∈ Plog(B(x, 2r)). Si p(x) ≤ N y r ≥ a para cierto a positivo. Entonces, existe
una constante b independiente de r tal que

capp(x)(B(x, r), B(x, 2r)) ≥ b.

Demostración. Emplearemos el Lema 7.7.

Si p(x) , N,

capp(x)(B(x, r), B(x, 2r)) ≥ c
∣∣∣∣ p(x) − 1
N − p(x)

∣∣∣∣1−p(x)∣∣∣∣(2r)
p(x)−N
p(x)−1 − r

p(x)−N
p(x)−1

∣∣∣∣1−p(x)
.

Llamando ξ(x) =
∣∣∣∣ p(x)−1
N−p(x)

∣∣∣∣1−p(x)
,

capp(x)(B(x, r), B(x, 2r)) ≥ cξ(x)
∣∣∣∣(2r)

p(x)−N
p(x)−1 − r

p(x)−N
p(x)−1

∣∣∣∣1−p(x)

= cξ(x)
∣∣∣∣r p(x)−N

p(x)−1 (2
p(x)−N
p(x)−1 − 1)

∣∣∣∣1−p(x)

= cξ̃(x)rN−p(x)

≥ cξ̃(x)aN−p(x),

donde, para la última desigualdad tuvimos en cuenta que, como p(x) ≤ N, la función g(y) :=
yN−p(x) resulta creciente en los positivos.

Si p(x) = N,
capp(B(x, r), B(x, 2r)) ≥ −c log 2.

Queda ası́ probado el resultado. �



7.1. ESTIMACIONES CAPACITARIAS. 89

Observación 7.9. Por los Lemas 7.4 y 7.8, sean p ∈ Plog(B(x, 2r)) tal que p ≤ N y K ⊂ RN

compacto y conexo, entonces para todo x ∈ K y a ≤ r < diam K
2 para cierto a positivo, existe una

constante universal k tal que

capp(K ∩ B(x, r), B(x, 2r)) ≥ k.

Proposición 7.10. Sea p ∈ P(D). Entonces,

capp−(E,D) ≤ Cp+,p−(capp(x)(E,D))βp+ ,p− .

Demostración. Como en la demostración de la Proposición 2.42, tenemos que∫
D
|∇ϕ(x)|p−dx ≤ Cp+,p−

( ∫
D
|∇ϕ(x)|p(x)

)βp+ ,p−
.

Por lo tanto,

ı́nf
ϕ∈S p(x)(E,D)

∫
D
|∇ϕ(x)|p−dx ≤ Cp+,p−

(
ı́nf

ϕ∈S p(x)(E,D)

∫
D
|∇ϕ(x)|p(x)

)βp+ ,p−
.

Por otra parte, como W1,p(x)
0 (D) ⊂ W1,p−

0 (D),

ı́nf
ϕ∈S p− (E,D)

∫
D
|∇ϕ(x)|p−dx ≤ ı́nf

ϕ∈S p(x)(E,D)

∫
D
|∇ϕ(x)|p−dx

Concluimos entonces que capp−(E,D) ≤ Cp+,p−(capp(x)(E,D))βp+ ,p− . �

Proposición 7.11. Dados K ⊂ RN compacto y conexo y p ∈ Plog(B(x, 2r)) tal que p− ≤ N.
Entonces, para todo x ∈ K y a ≤ r < diam K

2 para cierto a positivo, vale que

capp(x)(K ∩ B(x, r), B(x, 2r)) ≥ C̃p+,p− .

Demostración. Por la Observación 7.9,

capp−(K ∩ B(x, r), B(x, 2r)) ≥ k.

Por la Proposición 7.10,

capp−(K ∩ B(x, r), B(x, 2r)) ≤ Cp+,p−(capp(x)(K ∩ B(x, r), B(x, 2r)))βp+ ,p− .

Concluimos entonces que

capp(x)(K ∩ B(x, r), B(x, 2r)) ≥ C̃p+,p− ,

como querı́amos probar. �

Definición 7.12. Dados l ∈ N y Ω ⊂ D, notamos #Ω a la cantidad de componentes conexas de
Ωc.

Definimos Ol(D) = {Ω ⊂ D abierto : #Ω ≤ l}.
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En lo que sigue, vamos a precisar un resultado de continuidad uniforme con respecto a
Ω ∈ Oα,r0(D) para las soluciones de la ecuación

u ∈ W1,p(x)
0 (Ω), −∆p(x)u = f in Ω,

con f suficientemente integrable.

Este resultado para p(x) ≡ 2 es clásico y puede encontrarse, por ejemplo, en [12, Lema
3.4.11 y Teorema 3.4.12, página 109]. El punto clave para su demostración consiste en obtener
las llamadas condiciones de Wiener, ver [10].

La extensión para 1 < p < N constante fue hecha en los artı́culos [17, 9, 15]. Ver el libro
[16], Teorema 4.22. El problema para p(x) variable continúa abierto.

Enunciamos ahora, sin demostración, el teorema para p constante que usaremos en lo que
sigue.

Lema 7.13. Sean Ω ∈ Oα,r0(D), f ∈ Lr(D), r > N. Entonces, existen M > 0 y 0 < δ < 1 tal que
|u(x)− u(y)| ≤ M|x− y|δ y u(x) = 0 para todo x < Ω donde u ∈ W1,p

0 (Ω) verifica −∆pu = f en Ω.

Proposición 7.14. Sea {Ωn}n∈N ⊂ Oα,r0(D) tal que Ωn
H
→ Ω. Entonces, u f

Ωn
⇀ u f

Ω
en W1,p

0 (D).

Demostración. Por el Teorema 6.10, podemos suponer que f = 1 y u1
Ωn
⇀ u∗ en W1,p

0 (D).

Para ver que u∗ = u1
Ω

, por el Teorema 6.16, basta ver que u∗ ∈ W1,p
0 (Ω). Para ello, por el

Teorema 5.24, es suficiente probar que ũ∗ = 0 p−ctp Ωc.

Notemos que, por la Observación 6.6, u1
D ≥ 0 y u1

Ωn
≥ 0.

Por el Lema 7.13, dado y ∈ ∂D, para todo x < Ω obtenemos que

u1
D(x) = |u1

D(x) − u1
D(y)| ≤ M|x − y|δ ≤ M(diam D)δ.

Por el Lema 6.4, resulta 0 ≤ u1
Ωn
≤ u1

D ≤ M(diam D)δ. Luego, {un}n∈N es equiacotada.

Además, por el Lema 7.13, {un}n∈N es equicontinua. Por lo tanto, {un}n∈N converge unifor-
memente a u∗.

Por otro lado, dado x ∈ Ωc, como Ωn
H
→ Ω, existe xn ∈ Ωc

n tal que xn tiende a x. Por la
convergencia uniforme, tenemos que un(xn) tiende a u∗(x). Como sop un ⊂ Ω̄n, resulta un(xn) =

0 para todo n y, en consecuencia, u∗(x) = 0, como querı́amos probar. �

7.2. Extensión de un Teorema de Šverák.

Teorema 7.15. Sean p ∈ Plog(D) tal que N − 1 < p ≤ N y {Ωn}n∈N ⊂ Ol(D) tal que Ωn
H
→ Ω.

Entonces u f
Ωn
⇀ u f

Ω
en W1,p

0 (D).
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Demostración. Por el Teorema 6.10, podemos suponer que f = 1 y un = u1
Ωn
⇀ u∗ en W1,p

0 (D).

Para ver que u∗ = u1
Ω

, por el Teorema 6.16, basta ver que u∗ ∈ W1,p
0 (Ω).

Podemos escribir D̄ \Ωn = Fn = F1
n ∪ F2

n ∪ ... ∪ Fl
n donde los Fi

n son compactos y conexos.

Supongamos además que F j
n

H
→ F j para todo 1 ≤ j ≤ l.

Estudiemos las tres posibilidades. Veremos que podremos descartar las dos primeras.

1. Si F j = ∅, entonces F j
n = ∅ para todo n ≥ n0.

Llamamos J0 = { j = 1, ..., l : F j
n = ∅ para j grande}.

2. Si F j = {x j}, llamamos J1 = { j = 1, ..., l : F j = {x j}}.

Tomamos Ω∗ = Ω\(∪i∈J1 xi). Como capp(xi,D) = 0, tenemos que capp(Ω∗,D) = capp(Ω,D).
Luego, por el Teorema 5.24, W1,p

0 (Ω∗) = W1,p
0 (Ω). Basta ver entonces que u∗ ∈ W1,p

0 (Ω∗).

Sea I = {1, ..., l} \ (J0 ∪ J1), consideramos Ω∗n = D \ ∪ j∈IF
j
n

H
→ Ω∗.

3. Para j ∈ I, F j contiene al menos dos puntos. Sea a j la distancia entre ellos. Estos puntos
son lı́mites de puntos de F j

n que podemos suponer a distancia menor que a j
2 para n grande.

Sea x ∈ ∂Ω∗n y j = j(x) ∈ I tal que x ∈ F j
n, por la Proposición 7.11, dado a ≤ r < a j

4 para
cierto a positivo, existe k una constante universal que verifica la siguiente desigualdad:

capp((Ω∗n)c ∩ B(x, r), B(x, 2r)) ≥ capp(F j
n ∩ B(x, r), B(x, 2r)) ≥ k > 0.

Esto demuestra que los abiertos Ω∗n pertenecen a Oα,r0 con α = k y r0 = 1
4 mı́n{a j : j ∈ I}.

Como Ω∗n
H
→ Ω, por la Propiedad 7.14, vale que u1

Ω∗n
⇀ u1

Ω
en W1,p

0 (D).

Por otra parte, como Ωn ⊂ Ω∗n, por la Observación 6.6 y la Propiedad 6.8, tenemos que
0 ≤ u1

Ωn
≤ u1

Ω∗n
. Pasando al lı́mite, 0 ≤ u∗ ≤ u1

Ω
. Concluimos entonces por el Lema 6.7 que

u∗ ∈ W1,p
0 (Ω), como querı́amos probar.

�



Capı́tulo 8

Algunas aplicaciones a problemas de
diseño óptimo.

8.1. Minimización de la energı́a de Dirichlet.

En esta capı́tulo estudiaremos la extensión a exponente variable de los resultados presentados
en [12, Sección 4.5, página 148] para p = 2.

Teorema 8.1. Sea Λ(D) = {Ω ⊂ D : Ω es p(x)-cuasiabierto}. Entonces existe Ω∗ ∈ Λ(D) tal que
|Ω∗| = m (con 0 < m < |D|) y J(Ω∗) = mı́n{J(Ω) : Ω ∈ Λ(D) y |Ω| ≤ m} donde

J(Ω) :=
∫

Ω

1
p(x)
|∇uΩ(x)|p(x)dx −

∫
Ω

f (x)uΩ(x) dx

notando, una vez más, uΩ = u f
Ω

es la solución del problema de Dirichlet en Ω asociado a f .

Demostración. Definimos Ωv = {x ∈ D : ṽ(x) , 0} que es un p(x)−cuasi abierto. Consideremos
el siguiente problema auxiliar:

Hallar u ∈ W1,p(x)
0 (D) tal que I(u) = mı́n{I(v) : v ∈ W1,p(x)

0 (D) y |Ωv| ≤ m}

donde I(v) :=
∫
Ω

1
p(x) |∇v(x)|p(x) dx −

∫
Ω

f (x)v(x) dx.

Veamos que si el problema auxiliar tiene solución, entonces el problema original también.

Sea u ∈ W1,p(x)
0 (D) solución del problema auxiliar. Sea Ω ∈ Λ(D) tal que |Ω| ≤ m.

Notemos que u ∈ W1,p(x)
0 (Ωu). Además, como ΩuΩ

⊂ Ω, tenemos que |ΩuΩ
| ≤ |Ω| ≤ m. Por

otra parte, por definición, u = uΩu . Luego,

J(Ω) = I(uΩ) ≥ mı́n{I(v) : v ∈ W1,p(x)
0 (D) y |Ωv| ≤ m} = I(u) = I(uΩu) = J(Ωu).

Por lo tanto, mı́n{J(Ω) : Ω ∈ Λ(D) y |Ω| ≤ m} ≥ J(Ωu).

92
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Si |Ωu| = m, tomamos Ω∗ = Ωu.

Si |Ωu| < m, tomamos Ω∗ p(x)−cuasiabierto tal que Ω∗ ⊃ Ωu y |Ω∗| = m (basta considerar
Ω∗ = Ωu ∪ (B(0, r) ∩ D) con r > 0 tal que |Ω∗| = m).

Como (Ω∗)c ⊂ (Ωu)c y ũ = 0 en (Ωu)c, tenemos que ũ = 0 en (Ω∗)c y, por lo tanto, u ∈
W1,p(x)

0 (Ω∗).

Tenemos que u = uΩ∗ y empleando el mismo procedimiento que antes concluimos que Ω∗

es solución del problema original.

Veamos que el problema auxiliar tiene solución.

Como vimos en la prueba de el Lema 6.2, I resulta acotado inferiormente. Luego,

l = ı́nf{I(v) : v ∈ W1,p(x)
0 (D) y |Ωv| ≤ m} > −∞.

Consideremos {vn}n∈N sucesión en W1,p(x)
0 (D) tal que |Ωvn | ≤ m e I(vn) → l. Argumentando

de igual forma que en la prueba del Lema 6.2, {vn}n∈N resulta acotada en W1,p(x)
0 (D), que es

reflexivo. Por el Teorema de Alaoglu, existe una subsucesión, que volvemos a notar {vn}n∈N, tal
que vn ⇀ v en W1,p(x)

0 (D) y ctp.

Por la semicontinuidad de la medida, |Ωv| ≤ lı́m inf |Ωvn | ≤ m. Luego, I(v) ≥ l.

Por otra parte, como toda aplicación convexa resulta semicontinua inferior, tenemos que
I(v) ≤ lı́m inf I(vn) = l.

Queda demostrado ası́ el resultado. �

8.2. Una aplicación del Teorema de Šverák.

Definición 8.2. Decimos que Ω cumple la condición (α, r) si verifica la siguiente desigualdad:

capp(x)(Ω
c ∩ B(x, r), B(x, 2r)) ≥ α capp(x)(B(x, r), B(x, 2r)), x ∈ ∂Ω.

Definimos Oα,r0(D) = {Ω ⊂ D abierto : Ω cumple la condición (α, r) para todo 0 < r < r0}.

Lema 8.3. La clase Oα,r0(D) es cerrada para la convergencia Hausdorff (y, por lo tanto, es
compacta).

Demostración. Sea {Ωn}n∈N ⊂ Oα,r0(D) tal que Ωn
H
→ Ω, veamos que Ω ∈ Oα,r0(D).

Llamamos Fn = D \Ωn y F = D \Ω. Luego, Fn
H
→ F. Por lo tanto, dado ε > 0, existe n0 tal

que Fn ⊂ Fε = ∪x∈F B(x, ε) para todo n ≥ n0.

Sean r < r0 y x ∈ ∂Ω fijo, existe xn ∈ ∂Ωn tal que xn tiende a x.

Para ε > 0 fijo, elegimos n0 tal que |xn − x| < ε
2 y Fn ⊂ F ε

2
para todo n ≥ n0.

Considerando τn(y) = y + xn − x, resulta entonces que τn(B(x, r)) = B(xn, r).
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Como la p−capacidad es invariante por traslaciones,

capp(Fε ∩ B(x, r), B(x, 2r)) = capp(τn(Fε) ∩ B(xn, r), B(xn, 2r))

≥ capp(Fn ∩ B(xn, r), B(xn, 2r))

≥ αcapp(B(xn, r), B(xn, 2r))

= αcapp(B(x, r), B(x, 2r)).

donde en la primera desigualdad tuvimos en cuenta que Fn ⊂ τn(Fε) y en la segunda empleamos
la condición (α, r). Tomando lı́mite obtenemos

lı́m capp(Fε ∩ B(x, r), B(x, 2r)) ≥ αcapp(B(x, r), B(x, 2r)).

Como la p−capacidad es continua para la unión de compactos,

capp(Ωc ∩ B(x, r), B(x, 2r)) = capp(lı́m(Fε ∩ B(x, r), B(x, 2r))

≥ αcapp(B(x, r), B(x, 2r)).

Queda ası́ demostrado el resultado. �

Teorema 8.4. Sea p > N − 1. Entonces, el problema de minimización m = mı́n{J(Ω) : Ω ∈

Ol(D)} tiene solución.

Demostración. Sea {Ωn}n∈N una sucesión minimizante. Luego, existe una subsucesión {Ωnk }k∈N

y Ω∗ ⊂ D tal que Ωnk

H
→ Ω∗. Por lo tanto, por la Observación 7.1 y el Teorema 7.15, u f

Ωnk
⇀ u f

Ω∗

en W1,p
0 (D).

Recordemos que

I(u f
Ωnk

) =

∫
Ω

1
p
|∇u f

Ωnk
(x)|pdx −

∫
Ω

f (x)u f
Ωnk

(x) dx.

Por la semicontinuidad inferior, podemos afirmar que

m = lı́m J(Ωnk ) = lı́m I(u f
Ωnk

) ≥ lı́m inf I(u f
Ωnk

) ≥ I(u f
Ω∗

) = J(Ω∗).

Por otro lado, como {Ωn}n∈N es minimizante, J(Ωnk ) ≤ J(Ω∗). Tomando lı́mite resulta que m ≤
J(Ω∗).

Tenemos ası́ que J(Ω∗) = m. Basta ver entonces que Ω∗ ∈ Ol(D).

Como Ωnk

H
→ Ω∗, existe Ω̃nk ⊃ Ωnk tal que Ω̃nk ∈ Oα,r0(D) para ciertos α y r0 y Ω̃nk

H
→ Ω̃∗ =

Ω∗ p(x)−ctp. Por el Lema 8.3, Ω∗ ∈ Oα,r0(D), como querı́amos probar. �
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8.3. Restricciones de perı́metro.

En esta sección daremos la extensión a exponente variable de los resultados presentados en
[12, Sección 4.6, página 154] para p = 2.

Sean Ω ⊂ D y β ≥ α ≥ 0, definimos la siguiente función sobre Ω:

αΩ(x) = αχΩ(x) + βχD\Ω(x)

Dados g1, g2 : D × R → R semicontinuas inferiormente con respecto a la segunda variable (ctp
x), definimos

gΩ(x, s) = χΩ(x)g1(x, s) + χD\Ω(x)g2(x, s).

Notaremos λ1 = ı́nf
u∈W1,p(x)

0 (D)

∫
D |∇u(x)|p(x)dx∫
D |u(x)|p(x)dx

. Si bien λ1 no es un autovalor como remarcan

Franzina y Lindqvist (ver [8]), juega un rol importante en las PDEs. res Observemos que, a dife-
rencia de lo que ocurre en el caso p constante, λ1 puede ser nulo. Estudiaremos a continuación
el ejemplo presentado en [6, página 445]. En este trabajo se demuestra también que λ1 > 0 si p
no tiene extremos locales interiores.

Ejemplo 8.5. Sea D = (−2, 2) ⊂ R. Consideremos

p(x) =

{
3 en 0 ≤ |x| ≤ 1,

4 − |x| en 1 ≤ |x| ≤ 2,

y

u(x) =

{
1 en 0 ≤ |x| ≤ 1,

2 − |x| en 1 ≤ |x| ≤ 2,

Notemos que u ∈ W1,p(x)
0 (D). Además, dado a > 0,

∫
D |au′(x)|p(x)dx∫
D |au(x)|p(x)dx

≤
2
∫ 2

1 a4−xdx

2
∫ 1

0 a3dx
≤

2a2

log a (a − 1)

2a3 → 0,

cuando a tiende a∞. En este caso concluimos entonces que λ1 = 0.

Sea v ∈ W1,p(x)
0 (D), llamaremos

F(v) =

∫
D
αΩ(x)|∇v(x)|p(x) + gΩ(x, v) dx.

Lema 8.6. Si gi(x, s) ≥ γ(x) − k|s|p(x) para i = 1, 2 con γ ∈ L1(D) y k ≤ 0 si λ1 = 0 o k < αλ1 si
λ1 > 0. Entonces, F está acotado inferiormente.
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Demostración. Observemos primero que, como gi(x, s) ≥ γ(x)−k|s|p(x) para i = 1, 2, obtenemos

gΩ(x, s) = χΩ(x)g1(x, s) + χD\Ω(x)g2(x, s)

≥ (χΩ(x) + χD\Ω(x))(γ(x) − k|s|p(x))

= γ(x) − k|s|p(x)

y, como α ≤ β,
αΩ(x) = αχΩ(x) + βχD\Ω(x) ≥ α.

Por lo tanto, dado v ∈ W1,p(x)
0 (D), concluimos

F(v) =

∫
D
αΩ(x)|∇v(x)|p(x) + gΩ(x, v) dx

≥

∫
D
α|∇v(x)|p(x) + γ(x) − k|v(x)|p(x) dx

Si λ1 = 0, entonces k ≤ 0, de donde

F(v) ≥ α
∫

D
|∇v(x)|p(x) dx − ‖γ‖1.

Por otro lado, si λ1 > 0, entonces∫
D
|v(x)|p(x) dx ≤

1
λ1

∫
D
|∇v(x)|p(x) dx

de donde se obtiene

F(v) ≥
(
α −

k
λ1

) ∫
D
|∇v(x)|p(x) dx − ‖γ‖1.

Queda ası́ concluida la prueba. �

Lema 8.7. Bajo las mismas hipótesis del Lema 8.6, el siguiente problema de minimización:

mı́n
{ ∫

D
αΩ(x)|∇u(x)|p(x) + gΩ(x, u) dx : u ∈ W1,p(x)

0 (D)
}

(8.1)

tiene solución.

Demostración. Por el Lema 8.6, sabemos que F está acotado inferiormente. Podemos considerar
entonces m = ı́nf

v∈W1,p(x)
0 (D)

F(v) y una sucesión {vn}n∈N ⊂ W1,p(x)
0 (D) tal que F(vn) tiende a m.

Nuevamente por lo visto en la demostración del Lema 8.6, podemos afirmar que existe una
constante c > 0 tal que para todo n vale que

F(vn) ≥ c
∫

D
|∇vn(x)|p(x)dx − ‖γ‖1.
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Por otra parte, como {F(vn)}n∈N es convergente, resulta acotada. Luego, existe una constante
C > 0 tal que ∫

D
|∇vn(x)|p(x)dx ≤ C

para todo n ∈ N. Por el Teorema 2.40, resulta entonces que {vn}n∈N es acotada en W1,p(x)
0 (D).

Luego, como el espacio es Banach reflexivo, sabemos que existe una subsucesión, que volvemos
a notar {vn}n∈N tal que vn ⇀ v en W1,p(x)

0 (D) y vn → v en Lp(x)(D). Por la semicontinuidad inferior
del modular y de gΩ, obtenemos∫

D
αΩ(x)|∇v(x)|p(x) + gΩ(x, v) dx ≤ lı́m inf

∫
D
αΩ(x)|∇vn(x)|p(x) + gΩ(x, vn) dx.

Ası́ resulta que F(v) ≤ lı́m inf F(vn) = m. Por otra parte, como v ∈ W1,p(x)
0 (D), sabemos que

F(v) ≥ m y, en consecuencia, F(v) = lı́m F(vn) = m. Obtenemos ası́ el resultado. �

Definición 8.8. Dado Ω ⊂ D, definimos el perı́metro relativo de Ω respecto de D como el
siguiente supremo:

PD(Ω) = sup
ϕ∈C∞c (D,RN )
‖ϕ‖∞≤1

∫
Ω

divϕ dx.

Las pruebas de las siguientes dos proposiciones pueden hallarse en [12, Proposición 2.3.6,
página 47] y [12, Teorema 2.3.10, página 48].

Proposición 8.9. Sea D abierto de RN de medida finita y {Ωn}n∈N una sucesión de subconjutnos
medibles de D tal que |Ωn| + PD(Ωn) ≤ c independientemente de n, entonces existen Ω ⊂ D
medible y una subsucesión {Ωnk }k∈N tal que χΩnk

→ χΩ en L1(D).

Proposición 8.10. Sean {Ωn}n∈N y Ω subconjuntos medibles de RN , si χΩnk
→ χΩ en L1(D),

entonces |Ω| = lı́m |Ωn| y PD(Ω) ≤ lı́m PD(Ωn).

Con estos preliminares podemos enunciar y probar el resultado principal de esta sección.

Teorema 8.11. Bajo las mismas hipótesis del Lema 8.6, el problema de minimización

mı́n{E(Ω) + σPD(Ω) : Ω ⊂ D medible} (8.2)

tiene solución, donde σ > 0 y E(Ω) = F(uΩ) con uΩ ∈ W1,p(x)
0 (D) la solución débil de{

−div(αΩ(x)|∇u|p(x)−2∇u) = f en D,
u = 0 en ∂D,

(8.3)

Demostración. Sea {Ωn}n∈N una sucesión minimizante para (8.2). Llamemos m a su lı́mite. Co-
mo E(Ωn) + σPD(Ωn) es convergente, resulta acotada. Además, como Ωn ⊂ D y D es acotado,
tenemos que |Ωn| < ∞. Por lo tanto, |Ωn| + PD(Ωn) es acotado independientemente de n. Luego,
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por la Proposición 8.9, podemos extraer una subsucesión, que seguiremos notando {Ωn}n∈N, tal
que χΩn → χΩ en L1(D) donde Ω ⊂ D medible.

Veamos que Ω es solución del problema (8.2).

Del mismo modo que en la demostración del Lema 8.6, como uΩn ∈ W1,p(x)
0 (Ωn) ⊂ W1,p(x)

0 (D),

F(uΩn) ≥
(
α −

k
λ1

) ∫
D
|∇uΩn(x)|p(x) dx − ‖γ‖1.

Por otro lado, como F(uΩn) = E(Ωn), que es acotada, resulta que {uΩn}n∈N es acotada en
W1,p(x)

0 (D). Luego, como el espacio es Banach reflexivo, sabemos que existe una subsucesión,
que volvemos a notar {uΩn}n∈N tal que uΩn ⇀ u en W1,p(x)

0 (D) y uΩn → u en Lp(x)(D).

Por otro lado,

F(uΩn) − F(u) =

∫
D
αΩn(x)|∇uΩn(x)|p(x) + gΩn(x, uΩn) dx −

∫
D
αΩ(x)|∇u(x)|p(x) + gΩ(x, u) dx

=

∫
D
αΩn(x)|∇uΩn(x)|p(x) − αΩ(x)|∇u(x)|p(x)dx +

∫
D

gΩn(x, uΩn) − gΩ(x, u) dx.

Estudiemos el segundo término. El primero se puede analizar análogamente.∫
D

gΩn(x, uΩn) − gΩ(x, u) dx =

∫
D

(χΩn(x) − χΩ(x))g1(x, uΩn) dx +

∫
D

(χD\Ωn(x) − χD\Ω(x))g2(x, uΩn) dx

+

∫
D
χΩ(x)(g1(x, uΩn) − g1(x, u)) dx +

∫
D
χD\Ω(x)(g2(x, uΩn) − g2(x, u)) dx

Por la Proposición 2.12, podemos acotar los primeros dos términos del siguiente modo:∫
D

(χΩn(x) − χΩ(x))g1(x, uΩn) dx ≤ 2‖g1(x, uΩn)‖r(x)‖χΩn − χΩ‖r′(x) ≤ c‖χΩn − χΩ‖r′(x) → 0

y∫
D

(χD\Ωn(x)−χD\Ω(x))g2(x, uΩn) dx ≤ 2‖g2(x, uΩn)‖q(x)‖χD\Ωn−χD\Ω‖q′(x) ≤ c‖χD\Ωn−χD\Ω‖q′(x) → 0

para ciertos exponentes r y q. Luego, por la semicontinuidad inferior de g1 y g2, obtenemos∫
D

gΩ(x, u) dx ≤ lı́m inf
∫

D
gΩn(x, uΩn) dx.

Procediendo análogamente para el término restante, podemos concluir que∫
D
αΩ(x)|∇u(x)|p(x) + gΩ(x, u) dx ≤ lı́m inf

∫
D
αΩn(x)|∇uΩn(x)|p(x) + gΩn(x, uΩn) dx.

Ası́ resulta
F(u) ≤ lı́m inf F(uΩn).
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Luego,
E(Ω) = F(uΩ) ≤ F(u) ≤ lı́m inf F(uΩn) = lı́m inf E(Ωn).

E(Ω) ≤ lı́m inf E(Ωn). (8.4)

Por otro lado, como {Ωn}n∈N es minimizante con lı́mite m, sabemos que

lı́m E(Ωn) + σPD(Ωn) = m.

Por (8.4) y la Proposición 8.10, obtenemos entonces

E(Ω) + σPD(Ω) ≤ lı́m inf E(Ωn) + σ lı́m PD(Ωn) = m

Además, como Ω ⊂ D es medible, resulta admisible y, en consecuencia, E(Ω) + σPD(Ω) ≥ m.

Concluimos ası́ que E(Ω) + σPD(Ω) = m, como querı́amos probar. �
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