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Estudio de medidas capacitarias
asociadas a espacios de Sobolev con
exponente variable.

(Resumen)

En esta tesis estudiamos las medidas capacitarias asociadas a espacios de Sobolev con espo-
nente variable. Esas medidas permiten obtener informacién puntual de las funciones de Sobolev
de WP (Q) que, a priori, se encuentran definidas en casi todo punto con respecto de la medida
de Lebesgue.

Como consecuencia de dicho estudio, damos algunas aplicaciones a la resolucion de cier-
tos problemas de disefio éptimo cuando la ecuacién de estado viene modelada por el operador
p(x)—Laplaciano.

Palabras Claves: Espacios de exponente variable, medidas capacitarias, problemas de op-
timizacion .






Capitulo 1

Introduccion.

1.1. Motivaciones.

El propésito de esta tesis es el estudio de ciertas medidas capacitarias que aparecen de ma-
nera natural al intentar describir ciertas propiedades puntuales de funciones de Sobolev que, a
priori, se encuentran definidas en casi todo punto de acuerdo a la medida de Lebesgue.

En particular, nos interesa el estudio de aquellas funciones de Sobolev definidas a partir de
los espacios de Lebesgue de exponente variable.

El estudio de estos espacios se ha visto revitalizado en los tltimos a nos debido a novedosas
aplicaciones en problemas concretos. Entre ellas se destacan dos: el modelado matematico de
los fluidos electroreholdgicos y el procesamiento de imagenes.

Los fluidos electroreholdgicos son fluidos que cambian drasticamente sus propiedades mecéni-
cas ante la presencia de un campo magnético. Luego de ciertas simplificaciones, el problema
puede reducirse al estudio de las soluciones de la ecuacién

(1.1

—div(|[VulP™2Vu) = f(x) enQ c RN
u=20 en 0Q.

Una descripcion detallada de este modelo puede encontrarse en [19]. Es fécil ver que las solu-
ciones de esta ecuacion se obtienen como minimos del funcional

(x)
F(u) ::flvulp dx—ff(x)udx
o px) Q

de donde la existencia de exponentes variables surge naturalmente.

Por otro lado, en el articulo [3]] los autores proponen un modelo para el procesamiento de
imagenes que consiste en minimizar el siguiente funcional

|Vu|p(x)
p(x)

+ f(lu — I(x)]) dx — min
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donde p(x) es una funcion que varia entre 1 y 2 'y f es una funcién convexa. En su aplicacién,
ellos elijieron p(x) cerca de 1 en los lugares donde presuponen que hay bordes y p(x) cerca de 2
en los lugares donde presuponen que no hay bordes. De esta manera los autores pueden remover
el ruido de la imdgen preservando los bordes.

Vamos a comenzar dando algunas definiciones bdsicas.

En el transcurso de esta tesis llamaremos a Q c RY un abierto conexo y acotado y conside-
ramos el conjunto
PQ) :={p: Q — (1, +c0) medibles},
que es el conjunto de los exponentes finitos.

Asociado a cada exponente p € P(Q) se define el espacio de Lebesgue LPM(Q) como

LP(Q) = {f € L (Q): fg FOIPD dx < oo,

Este espacio tiene una norma natural asociada que lo convierte en un espacio de Banach. Dicha
norma es la llamada norma de Luxemburg y estd definida como

|% p(x) 1}.

dx <

”f”l}’(x)(g) = ”f”p(x),Q = Hf”p(x) ‘= sup {/l > 0: f
Q

Los espacios de Sobolev se definen luego como
WHPOQ) = {f € Wil (Q): f e POQ)y dif € LPV(Q)i=1,....N},

donde 9, f representa la i—ésima derivada parcial débil de f. Estos espacios poseen una norma
dada por

1 lwrro@) = I llpe.e = I lpey = 1 lpe + 1V A llpe-

En el capitulo 2 damos una breve resefia de estos espacios junto a sus principales propieda-
des.

Al intentar dar propiedades puntuales de las funciones de W'?*)(Q) la eleccién del repre-
sentante es crucial, dado que a priori estas funciones estan definidas en casi todo punto.

Para funciones de W!'2(Q) = H'(Q) es bien sabido, ver por ejemplo [10], que es posible ha-
llar un representante, llamado el representante preciso, para cada elemento de H'(Q) de manera
tal que dicho representante sea continuo salvo un conjunto arbitrariamente pequefio medido de
acuerdo a la medida capacitaria. Estos resultados son luego extendidos a los espacios de Sobolev
W!P(Q) de manera natural. Ver el libro [5]]. La medida p—capacitaria para un conjunto compacto
K c Q se define como

cap,(K,Q) := fnf{ L VAP +1fIPdx: f e C2(Q) tal que f > 1 en un entorno de K}

y luego se extiende de manera usual a conjuntos medibles de RV. Ver el capitulo 3.
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Luego, el objetivo de esta tesis, es la extensién de estos conceptos a espacios de exponente
variable. En particular, poder definir el concepto de representante preciso para una funcién de
WP@(Q) y poder estudiar propiedades puntuales de dicho representante.

Estos resultados se encuentran, bdsicamente, el la excelente monografia [4]. Algunos resul-
tados son tomados del articulo [[11]].

Finalmente, como aplicacion de los resultados descriptos damos algunos resultados de con-
tinuidad de la solucién de (I.1)) con respecto a perturbaciones en el dominio y, posteriormente,
una generalizacidn de un Teorema de Sverdk a nuestro contexto.

1.2. Descripcion de la Tesis.

Luego de esta introduccidn, el resto de la tesis se compone de seis capitulos que describimos
brevemente.

En el capitulo 2 damos un repaso sobre los espacios LP(Q) y W1?™(Q) donde se prueban
sus propiedades funcionales y algunos resultados generales que serdn de de suma importancia
en el resto del trabajo.

En el capitulo 3 presentamos algunos resultados sobre densidad de los espacios LP™(Q) y
WhroQ).

En el capitulo 4 se define la p(x)—capacidad y se dan sus principales propiedades.

En el capitulo 5, se utiliza la p(x)—capacidad para definir el representante preciso de funcio-
nes en WHPW(Q) y se da una caracterizacién puntual del espacio Wé’p @ (Q).

En el capitulo 6 damos unos resultados de existencia y unicidad para (I.1)) y luego proba-
mos un resultado de continuidad para dichas soluciones bajo perturbaciones del dominio. Los
resultados de este capitulo son originales de esta tesis. Resultados andlogos para los exponentes
constantes se encuentran, por ejemplo, en [12].

En el capitulo 7 damos la extensién de un teorema de Sverdk que da la existencia de do-
minios optimales en la clase de dominios cuyo complemento tiene una cantidad acotada de
componentes conexas. Para la validez de estos resultados es necesario un teorema de Wiener
sobre la continuidad hasta la frontera para las soluciones de (I.I)). Este tipo de resultados, segin
sabemos, son validos para exponentes constantes (ver [[16]]) y el problema contintina abierto para
exponentes variables. En esta tesis, hemos decidido probar la extensién del teorema de Sverik
para exponentes variables, asumiendo la validez de las condiciones de Wiener para exponentes
variables. La extensién del teorema de Sverdk para exponentes constantes (el teorema original
de Sverdk era para p(x) = 2) se encuentra en [2]] y 1a extension a exponentes variables es original
de este trabajo.

Finalmente, en el capitulo 8 presentamos algunos ejemplos de aplicacién de los resultados
obtenidos en los capitulos 6 y 7. Damos ademds una aplicacion a un problema de optimizacion
donde suponemos que el dominio Q estd ocupado con dos materiales cada uno con una conduc-
tividad diferente y se determina como deben ser distribuidos dichos materiales para minimizar
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el funcional asociado. Estas aplicaciones son también originales de esta tesis.



Capitulo 2

Preliminares.

Para el desarrollo de este capitulo seguiremos las referencias [4. 7, 13} [18]].

2.1. Espacios de Lebesgue LPY(Q).

Definicién 2.1. Sea Q C RY abierto, definimos P(Q) el conjunto de las funciones p: Q — (1, 00)
medibles para la medida de Lebesgue N—dimensional.

Llamaremos exponentes variables en € a las funciones p € P(Q).
Definicién 2.2. Sea Q C RY abierto y p € P(Q), definimos el espacio de Lebesgue con expo-
nente variable como

LPIQ) = {’4 € Ly (Q): ppey(u) := fQ ()PP dx < oo},

Observacion 2.3. Notemos que p(x) resulta convexo y, por lo tanto,

Pt + (1= 0V) < 1ppo @) + (1 = Dppn(), 0<1<1, uv € LPYQ).

Notaremos por p_ = 1’n§f2 p(x) v p+ = sup p(x). Tanto acd, como en el resto de la tesis, por
Xe xeQ
inf y sup nos referiremos al infimo y supremos esencial con respecto a la medida de Lebesgue.

Definicion 2.4. Definimos el exponente conjugado de p € P(Q) como la funcién p’ € P(Q) tal

queﬁ+ﬁ:1paratodoxeg.

p(x)
p(x)-1

Notemos que p’(x) = para todo x € Q.

Proposicion 2.5. La aplicacion
) u(x) |p()
el @y = llpce = ey = inf {4 > 0 f == ax <),
Q

define una norma en LP®(Q).
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Demostracion. Sea a un escalar,

au

llaadlpy = nf {2 > 0 p,,(x)(T) <1} =lalinf {2 > 0: pp

u
) = 1} = lalllulo.

Veamos ahora que vale la desigualdad triangular. En efecto, sean u, v € LP™(Q) y a, b > 0
tales que pp(x)( f) <ly pp(x)(%) < 1. Entonces, dado que pp(,) €s convexa,

b b
polg) =Pt 7555) = e (@) o) <!

Luego, a + b € {1 > 0: ppo(*3) < 1}. Por lo tanto,
it + Yl = inf(d > 0 p,,<x)(”7”) <ly<a+b
de donde tomando infimo sobre todos los a, b > 0 resulta la desigualdad triangular.
e + Vilpooy < llullpey + VIl peo

Claramente ||0l| ) = 0. Para terminar, sea u € LPY(Q) tal que ||ull »x) = 0. Luego, existe
{Auheny C {4 > 0: pp(x)(%) < 1} tal que 4, — 0. Luego, dado @ > 0, existe ng tal que @ < L

/1)1
para todo n > ng y por lo tanto p . (au) < ppe(7-) < 1.
I‘lO

Concluimos asi que p () (au) < 1 para todo a > 0.

Sea0<pB <1,
A ABu(x) |p(x)
Ppo(Au) = pp(x)(ﬁu) = f ’ & dx = f B
Q Q
Luego, ppy(Au) < Bparatodo0 < <1yA>0.

A (x) A
8 8 ?’p dx < ﬁpp(x)(Bu) <p

Por lo tanto p () (Au) = fQ |Au(x)|P¥dx = 0 para todo A > 0. Tenemos entonces que u = 0,
como queriamos probar. m|

La siguiente proposicion, resulta .

Proposicién 2.6 (Propiedad de la bola unitaria.). Sea u € LP™(Q). Entonces,
”u”Lp(x)(g) <1 <:>pp(x)(u) <1.

Demostracion. Supongamos pp)(u) < 1. Entonces 1 € {1 > 0: pp(x)(ﬁ) < 1} y por lo tanto
llull Loy = If{A > 01 ppy(§) < 1} < 1

Reciprocamente, supongamos que ||ullrrxy@ = inf{d > 0: pp(5) < 1} < 1. Luego,
Pp(q) < 1 para todo 4 > 1. Concluimos entonces que pp()(u) = Alil{gpp(x) %) < 1. Queda
probada asi la equivalencia. O
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Para la demostracion de la siguiente proposicion nos guiamos por la prueba de [6, Teorema
1.3, pagina 427].

Proposicién 2.7. Sea u € LPY(Q). Entonces,

1. Sillull,xy > 1, entonces (||~ < Ppoy(u) < [|aa][P*

px) — p(x)°
: P+ P-
2. Sillullpx < 1, entonces ||u||p(x) < Ppoy(u) < ||u||p(x).

Demostracion. Probaremos [I|La demostracién de[2]es completamente andloga.
1 Lo 1

Llamemos a = [ul| (). Como a > 1, sabemos que - < preie-

para todo x € Q. Luego,

1 1 u(x) (p(x) 1 1
_ - p(x) N _ () g, —
— P (0) = —- fg Ju(x)PPdx < fQ| . | dx < — fg QO dx = ——ppco ).

u(x
Como ||ul|,x) = a, entonces f |Q
Q a

p(X)dx :pp(x)(g) -1

Obtenemos asi que ap%pp(x)(u) <lyl< ap%pp(x)(u), como queriamos probar. O

Proposicién 2.8. Sea u € LP™(Q). Entonces,

1. ppeo(Au) < |Appo(u) para todo |A] < 1.

2. pp([Alu) > [A|pp)(u) para todo |A] > 1.
Demostracion. 1. Sea|d| < 1.Como 0 < 1 —|4| < 1, por la convexidad del modular, resulta
P (Au) < (1 = 1ADp ) (0) + |Alpp (1) = | pe) (W).

2. Supongamos |4] > 1. Aplicando el puntoa ﬁ, obtenemos que

1._ 1 . -
pp(x)(mu) < mpp(x)(u) para todo i € L™ (Q).

En particular, para it = |A|lu obtenemos

1
pp(x)(”) < mpp(x)(l/llu),

como queriamos probar.

Corolario 2.9. Sean u € LP™(Q) y (up)renr € LPX(Q), entonces

lletx — ull ) = 0 © ppoy(ux —u) = 0
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Demostracion. Basta notar que, por la Proposicién tenemos que

p

minllull”;, .

’ o) < Do) < max(l2 Il )

p p(x)

de donde se deduce el corolario. O

Observacion 2.10. Por la Proposicion [2.7] resulta también la siguiente relacion:
e € . 1 L
min{(pp() (1)) 7=, (Opeo) (W) 7+ } < lull py < MAX{(Op) (1)) 7= 5 (P (U)) = ).

El siguiente teorema nos da la completitud de LP®)(Q) con respecto a su norma. Para su
prueba nos guiamos por la demostracion presentada en [4], Teorema 3.2.7, pagina 72].

Teorema 2.11. La norma || - ||px) hace de LPO(Q) un espacio de Banach.

Demostracion. Sea {u,},en una sucesiéon de Cauchy en LPO(Q). Luego, es una sucesion de
Cauchy en medida sobre Q y, por lo tanto, existe u: & — R medible y una subsucesion
{unj }jen C {un}nen tal que Up; = U Ctp Q.

Tenemos entonces que |u,,(x) — u(x)"™ — 0 ctp Q.

Sean 4 > 0y 0 < & < 1. Por ser {u,},ey de Cauchy, podemos afirmar que existe N =
N(4, ) € N tal que [[A(un — up)ll pr) < € para todo m,n > N.

Por la Proposicin 2.6, obtenemos que p () (A — uy)) < &.

Por el Lema de Fatou, resulta

Ppe) (A —u)) = fg; [A(up(x) — M(X))Ip(x)dx
= f lim Az, (x) — unj(X))lp(X)dx

< liminf f AU () = 1ty (X)) dx
Q

j—)OO

= lfjrr_l)glfpp(x)(/l(um - unj)) <e&

Concluimos asi que pp(x)(A(uy, — 1)) — 0 cuando m — oo para todo A > 0.

Por el Corolario @], 1At — )|y — Oy entonces resulta que [|uy, — ull,) — 0, como
queriamos probar. O

Proposicion 2.12 (Desigualdad de Hélder.). Sean u € LP™(Q) y v € LP’"®(Q). Entonces,
f lu()v(x) dx < 2|l pioy IVl pr )
Q

Demostracion. Supongamos primero que ||ullpi) = [Vl = 1.
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Por la Proposicién@ Ppo) <1y ppru) < 1. Luego,
uv u(x)v(x) 1 1 1
m(?) = fg ITldx =5 fg lu(x)v(x)| dx = Epl(uV) < E(pp(x)(u) +opw) <1

uy
2

Aplicando nuevamente la Proposicién resulta

. < 1y concluimos que |luv]|; < 2.

Sean ahora u € LP™(Q) y v € L” ®(Q). Consideramos it = s YV = ||V||v,< <
p(x P’ (x

u v

11 = v = < AT T
Como |Ji]l pix) = IPllpr(x) = 1, tenemos que |luv||; < 2. Por lo tanto Tl Wy

<
1
Concluimos asi que [[uvl[1 < 2[|ull px)|IVIl 7 (x)» como queriamos demostrar. O

El objetivo en lo que resta de la seccin es demostrar que los espacios de Lebesgue LP™¥(Q)
son espacios reflexivos. Para esto probaremos que son uniformemente convexos de donde, por
un resultado conocido del Analisis Funcional, se deduce la reflexividad de los mismo. Ver [1,
Teorema I11.29].

Lema 2.13. Sea € > 0. Entonces, existe 6 = 6(g, p—, p+) > 0 tal que para todo a,b > 0 vale que

a? + bP
2

b P
la— bl < emax{a.b) o bien (%) <(1-90)

Demostracion. Sean 0 < a < b. Debemos probar que para todo € > 0 vale la siguiente implica-
cién
+b

P P 4 pP
b—a> &b entonces (aT) S(l—é)a Al

T
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 0 < & < 1. Si llamamos ¢ = 7, entonces
alcanza con probar que

(t+ 1P < (1 =027 + 1),
para 0 <t < 1 — &. Definimos entonces

_(d+0nP
H=2"r—
Tp(@®) T
Es facil ver que f,(f) resulta mondtona creciente, luego f,(1) < f,(1 —g) paratodo 0 <7 < 1-e&.
Luego, si llamamos 6,(g) = 1 — f,(1 — &) > 0 se verifica lo pedido.

Falta ver que se puede tomar ¢ independiente de p € [p_, p+]. Pero esto es consecuencia del
hecho de que 6,(¢) es una funcién continua en [p_, p,] y positiva. Luego

o(e,p-,p+):= min 6,y(e) > 0.
pelp-.p+]

El lema queda entonces demostrado. O

Lema 2.14. Sea g, > 0. Entonces, existe 63 = 62(&p, p—, p+) tal que para todo a,b € R,

lal” + b

la — bl < ep max{|al, |b]} o bien 5

b[’
%’ <(1-6)
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Demostracion. Sea g, > 0. Para e = Z, consideramos ¢ > 0 como en el Lema

Supongamos que |a — b| > &, méx{|a|, |b|}. Si ||la| — |b|| > € max{|al, |b|}, basta tomar > = O.
Supongamos entonces que ||a| — |b|| < e méx{|a], |bl}.

Tenemos que |a — b| > &, max{|al, |b|} = 2e max{lal, |b|} = 2 ||a| — |b||. Luego,

a+b2_|a|2 b ja-bp
5 = 5 -
la® P 3ja-bp lia-bp
“2 T i |_Z 2 |

la? 1b?  3ja—-bp2 [ lal-bl\2
= __Z| 2 |_( )

=72 "7 2
la| + |bl\2  31a— b2
= 2 )_Z 2 ’

donde para afirmar la desigualdad tuvimos en cuenta que |a — b| > 2 ||a| — |b]|.
; lal+1) 3] a=b|?
Como |a — b| > & max{lal,|b|]} > &5, tenemos que —3 |
tanto,

2
a=b 3.2 |a|+|b|)
S < 1682( > . Por lo

a+bp2 la| +1b]\2  3ja-—bj2
’2 ’S( 2 )_Z’T’
b 3 b
S(|€l|‘2F| |)2_1_68§(|a|‘2F| |)2
33\ (lal + ]2
(-3

- _ 323 atb lal+b] y
Considero 6 = 1 = 4/1 = 52 > 0. Entonces, |T| <(-6) 5. Yasi,

+b|P +1b[\’ P+ |blP
] PR Y el Ui S N el Lo
2 2
donde en la tltima desigualdad hemos utilizado la convexidad de la funcién x?. O

Observacion 2.15. Sean a,b € R tales que |a — b| < &, max{lal, |b]} con 0 < &, < 1.

Si se verifica que, |a — b| < &, max{|al, |b|} entonces se tiene que |a — b| < &,(lal + |b]), de
donde

a-b < la| + |b]
P> .
2 177 2
Luego, usando la convexidad de la funcién x”, se sigue que

la — bl\’ < lal? + |blP
Eyy——.
2 =27

Luego, en el lema anterior podemos reemplazar la primera alternativa por esta ultima desigual-
dad.
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Lema 2.16. El modular p,(x) es uniformemente convexo, es decir, dado & > 0, existe 6 > 0 tal
que para todo u,v € LP(Q) vale que

Pp(x) (w) + Pp(x) )
2

Pp(x) () + Pp(x) )
2

Pp(x)(%) <¢ o bien pp(x)(uTw) <(l-9)

Demostracion. Sean g, > 0 como en el Lema Considero € = 2¢&5.
Si pp) () = 00 0 pp(x)(v) = o0, no hay nada que probar.

Supongamos entonces que () (1) < 00y ppx)(v) < co. Luego, por la convexidad del modu-
lar, Observacion[2.3) p,(45%) < 00y ppn(5Y) < 0.

Supongamos ademds que

u—v Pp (W) + P (V)
Pp(x)( : )> & p(x) . p(x) ‘

2.1)

Definimos

8 7
E =y € Q: u() = v > 5 mix(u(y)l v)l)-
De la Observacion [2.15] resulta

(|u<y> - v(y>|)"<’" o P + o)
&) = VOV _

tp. O\ E.
2 2 ¢tp- £\

En particular,

Ppxa\EW) + Ppx) (Y Q\EV) < Ppo(U) + Ppx)(v)

e e
= = 2.2
2 2 2 2 22)

Proyxa\E* ) <
Por (2.I) y (2.2), tenemos que
u—v u—v Uu—v__ €PpxU)+ Ppiv)
pp(x)(XET) = pp(x)(T) = Py (YQ\E 5 ) > 3 > .
Por otro lado, teniendo en cuenta la definicion de E y la eleccién de 6, resulta

u Ppx)(YEW + ppo(XEV)

2

(2.3)

+v
PpeoXE 2 ) < (1-062)

Dividiendo la region de integracién en E'y Q\ E, como %(|u|p ) y|P (x))—| = |p(x) > 0, obtenemos

P W) + ppn(v) u+ v) S PpXEW) + Ppo(XEV) u+ v)

> ~ppo(——) 2 5 = ppolee—— (24)

Combinando (2.3)), (2.4) junto con la convexidad de la funcién x”, concluimos que

Ppx) (W) + ppx(v) PpXEW) + Ppo(XEV)
- 2

2 pf’“‘)(wzrv)w 2
> 52,0p(x)(XEu ; V)

S 628 Pp(x) () + Pp(n) (V)
> 5 )

, u)+, o)V ,
Y asi, ppo(FY) < (1 - %)M, como queriamos ver. m]
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Observacion 2.17. Seau € LPY(Q),
Py (2u) = f Ru(x)l"™ dx < 2P+ f uCIP dx = 2% ) (1)
Q Q

Por lo tanto, existe ¢ > 2 tal que p () (2u) < cpp(x)(u) para todo u € LPO(Q).

Lema 2.18. Sea K la menor constante que cumple la condicion de la Observacion|2.17] Enton-

ces,

1. Dado & > 0, existe 6 = 6(g, K) > 0 tal que si ppx)(u) < 6 entonces ||ull ) < &.

2. Dado € > 0, existe 6 = (g, K) > 0 tal que si pp(yy(u) < 1 —& entonces |lullpxy < 1-06 para
toda u € LPY(Q).

Demostracion. 1. Seae >0, tomamos j € Ntalque 2™/ <eyd =K.
Supongamos que p () (1) < 6. Sucesivamente, p ) (2u) < Kp (1), pp(x)(Zzu) < Kppn(2u) <
K2pp0(1) - .. Luego, pp(27u) < Kippi(u) < 1.
Por la Proposicién como ||2ju||p(x) < 1, resulta ||ul|px) < 27V <e&.

2. Seae > 0yu e LPMQ) tal que p,(u) < 1 — &. Fijemos a = a(K,e) € (1,2) tal
Ppx(au) < 1. Por la Proposicion como |laullpy < 1, resulta ||l < é Basta
entonces tomar 1 — ¢ = é para obtener el resultado.

O

Con todos estos resultados preliminares estamos en condiciones de probar la uniforme con-
vexidad de los espacios LPY(Q).

Teorema 2.19. Sea p € P(Q). Entonces el espacio LPY(Q) es uniformemente convexo y, en
consecuencia, LP™(Q) resulta reflexivo.

Demostracion. Sean & > 0y u,v € LP™(Q) tales que [[ullpcx), My < 1y llu = vy > &. Por
la Proposicion , Py (W), ppx(v) < 1. Por otro lado, H%H o > 5.
px

Por el puntodel Lemal2.18| existe @ = a(e) > 0 tal que pp(x)(%) >a.

Concluimos entonces que pp(x)(”T‘V) > aw.

Por el Lema[2.16] existe 8 = S(a) > 0 tal que

u+v P W) + pp(v)
() A -pT—FT— <18,
. _ wtv -
Por el puntodel Lema(2.18} existe 6 = 6(K, ) > 0 tal que |5 o <1-6.

Esto concluye la demostracion. m|
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Observacion 2.20. A veces precisaremos utilizar extensiones del exponente p a todo RY. En
estos casos consideraremos p que coincida con p en Qy valga p_ en RV \ Q.

Teorema 2.21. Sea p € P(Q). Entonces el espacio LP™(Q) es separable.

Demostracion. Supongamos primero que Q = RV,

Consideremos el conjunto

m
D= {Z qixo, :m€N,qg; € Qy Q; cubo diédico}.
i=1

Notemos que D es numerable. Veamos que ademds resulta denso. Sea f € LP®(RM).

1. Si f = xc con G abierto, podemos escribir G = U2, Q; con Q; cubos diddicos no solapados

y, en consecuencia,
(o)
f=) xen
i=1

Notemos que |G| < oo (de lo contrario, f no perteneceria a L” WORM)).

Consideremos f,, = 2.7, xo, € D. Luego, por la Observacion 2.10, existe « tal que

1 = Falloo =11 )" xoillpco

i=m+1
=, ollp
S (pp(x)(XU::m-H Qi))a/

- ([ o)

s a
= ’ Uicme1 Qi

(310l -0

i=m+1

2. Si f = y4 con A medible.
Dado & > 0, consideremos G c RY abierto tal queACGy|G\Al<e.

Porel punto sabemos que yg € D'y, en consecuencia, existe g € D tal que |y —gllpx) <
€. Luego,

IIf = gllp = lva — &llpeo < llva = x6llp + e — &llpe)-
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Notemos que el primer término puede acotarse del siguiente modo:

Ilva — xcllpe = Ixa\allpe
< (Ppwxc\a)P°

S
= f (P Vdx)
RN

= |G\ AP < &.

Concluimos entonces que
Ilf = g”p(x) < & +e.
Como & > 0 era arbitario, concluimos que f € D.
. Sif=3" ajxa cona; € RyA; de medida finita.
Recordemos que, por la Observacién [2.10} existe « tal que
v aillpy < @py(xa))® = 1AIl".

: E
Consideremos ¢; € Q tal que |a; — g;| < A

Por el punto sabemos que existe ademads g; € D tal que [lya; — &illpx) <

Sea f; = 2.1, qigi € D. Luego,

m m
Z axa; — Z Qigin(x)

= Z(az %)XA_Z%(& XA)”

< Z(al qixA; ||() ||Z‘I1(gz XA)|

Estudiando el primer término obtenemos que

m m
. — ) < L. )
[ ;ml aoxal],, < Dl = aillallco

If = Jellp

m
E E
< A:lY = —.
- Z 2|A,-|“m| d 2

Y para el segundo,

||qu<g, x| ()s gl — xalio

=1
<Yl =2
= L g0m ~ 2

Por lo tanto, ||f — fell,x) < €Y, en consecuencia, f € D.

P

£
2lgilm*
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4. Si f > 0, consideremos {¢,},en simples positivas tales que ¢, ,/ f.

Nuevamente por la Observacién [2.10} existe a tal que

If = @nllpo < peolf = o)) = ( fR ) = a0 Vd)”

Notemos que, como |¢,| < |f],
If - (pn|p(X) < 2p(x)(|f|p(x) + |¢n|P(X)) < P+l |f|P(X)

Obtuvimos entonces un mayorante integrable. Luego, por el Teorema de Convergencia
Dominada,

tim [ 100 = 0PV = [ 1im1f00 - g, 0PV =0
RV RV
Como, por el punto 3| sabemos que las funciones simples pertenecen a D, resulta que
feD.

5. Si f € LPW(RN) arbitraria. Notemos que f = f* — f~ con f* y f~ positivas. Ademds, por
el punto ambas pertenecen a 9. Luego, existen g1 y g» en D tales que

&

€ _
If* = gillpe < 3y IIf~ = gllpey < 5

Consideremos g = g1 — g2 € D. Tenemos que

If = gllpe = 1T = ) = (g1 — g)llpo)
= 1" -8 — (82— f)llpw
<|If* = gillpew + 1182 = [ llpw) < &

Concluimos asi que f € D.

Supongamos ahora que Q es arbitrario. Dada f € LP™(Q), consideremos f que coincida con
fenQy seanule en RV \ Q. Luego, f € LPO(RN).

Por lo visto en la primera parte de la demostracién, sabemos entonces que dado € > 0 existe
fe € Dtal que

”f__ fSHLP(X)(RN) < E.

Por la Observacion existe a tal que
If = felallLro@) < rpm@)(f = fela))”
(04
= f F(0) = fox)PWdlx)
Q

<( | 1fx) = foxPWdx)”
RN
= “]F_ fE“LP(x)(RN) < é&.

Resulta entonces que f € 9, como queriamos probar. O
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Observacion 2.22. Notemos que con la demostracién previa hemos probado también que las
funciones simples son densas en LPO(Q).

Proposicion 2.23. Sean p,q € P(Q) tales que 1 < p < g c.t.p. Q. Supongamos que Q tiene
medida finita. Entonces,
LQ(X)(Q) PN LP(X)(Q).

Mds aiin, las inclusiones son continuas.

Demostracion. La demostracion es una consecuencia inmediata de la desigualdad de Holder. En
efecto, si u € LI®(Q), por la Proposicién y la Observacion

p(x)

f|u(x)|p(x)dxs2|||u|p(x)||q(x)||1|| R gc(f|u(x)|q(x)dx)ap,q.
o P00 (‘“”)) Q

Como u € LI¥9(Q), obtenemos que u € LPO(Q). ]

Enunciamos, sin demostracion, el siguiente lema necesario para la siguiente proposicién. Su
prueba puede hallarse en [4, Proposicién 4.6.3, pdgina 125]

Lema 2.24. Sean K el niicleo regularizante standard y p € P8(RN). Entonces, para toda
u € LPO®RN) vale que
[|ze * Ks”p(x) < C”u”p(x)”K”l-

Proposicién 2.25. Sean K el niicleo regularizante standard, p € P°SRN) y u € LPFORN).

Entonces, u * K, — u en LP®(RM).

Demostracion. Sea 6 > 0 arbitrario. Por la densidad de las funciones simples en LPORN)Y,
existe una funcion simple v tal que [|u — ||,y < 0. Luego,

llu* Kg — u”p(x) <|lvs* Kg — V”p(x) + 1 —v) * Kg — (u— V)Hp(x)-

Como g es simple, sabemos que g € L'RN) n LP+(RN) y, en consecuencia, v * K, — v en
LI®RN) n LP+(RN).

Por la Proposicién [2.23] obtenemos que v * K, — v en LP®(RN).

Por otra parte, por el Lema[2.24]

I —v) * Kg — (u— V)”p(x) < cllu - V”p(x) < co.

Concluimos entonces que
lim sup lu * Ko — ul|pry < 0.

Como ¢ > 0 era arbitrario, resulta que [|u * K¢ — ull,) — 0 cuando & — 0, como querfamos
probar. m|
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Observacion 2.26. El obsticulo que hallamos en la proposicion anterior para replicar para p va-
riable la demostracién standard para p constante (Ver [21]) es que LPO(RN) no resulta invariante
por traslaciones. Se puede probar que el operador 7, definido por (75, f)(y) := f(y — h) resulta
continuo de LP®(RN) en LF®(RN) si y s6lo si p es constante (Ver [4, Proposicién 3.6.1, pagina
92)).

Veamos a continuacién que si p € P(RV) no es constante, podemos construir f € LPP(RN)
tal que 75, f ¢ LPORM).

Ejemplo 2.27. Consideremos h € RN \ {0} tal que T, no es acotada de LP™RN) en LPP(RN),

Sea {fj}jen en LPORN) tal que fi 20, [|fillpe) < % Y Itnfillpoo = 2/, Definiendo f = Z;‘;l fi
resulta

1fllpco < > Wfillpeo < 1 Ienfllpcey 2 1im Iz fill o = oo,
Jj=1

Para finalizar esta seccién daremos la caracterizacién del espacio dual de LP™(Q). La prueba
de este teorema es andloga al caso p constante.

Definicion 2.28. Se define el espacio dual de LP™)(Q), notado por (LP“)(Q))’, como
(LPY(Q)) = {F: LP™(Q) — R lineales y continuas}.

Observacion 2.29. Notemos que, para cada v € LP'™(Q), F definida por F(u) = fQ u(x)v(x) dx
para todo u € LP“™(Q) es claramente lineal y, como consecuencia inmediata de la Proposicién

[2.12] continuo.

Teorema 2.30. Sea p € P(Q). Entonces, dado F € (LP™(Q)Y, existe un vinico v € LP"“(Q) tal
que

F(u) = f u(x)v(x) dx,
Q

para todo u € LPY(Q).

Demostracion. Sea F € (LPY(Q)) . Dado un conjunto A, consideremos v(A) = F(ya).
Notemos que si A = U, A; union disjunta, entonces y4 = Doy XA

Como [y 4,(x) = XA)PD < |y a(x)[PX para todo x € Q, por el Teorema de Convergencia
Dominada, resulta:

PoeolXur 4 —xa) = fg bur 4, () = xa(PPdx — 0.

Como F es continua, F (Xu;; ) A;) = F(ya) = v(A). Por otra parte, como F es lineal,

n

Flxur 4) = F(i)mi) = Z Flea) = ) v(A).
i=1 i=1

i=1
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Concluimos entonces que
n

D ovAn = v( Uz, A)

i=1

Por otro lado, si JA| = 0, y4 = 0 en LPM(Q). Luego, por la linealidad de F, v(A) = F(ya) =
F(0) = 0y, en consecuencia, v es absolutamente continua respecto de la medida de Lebegue.

Por el Teorema de Radon Nikodym, existe una tnica (en el siguiente sentido: si existiera
otra, coincidirian ctp) v: Q — R tal que

F(yxa) = fg v(x)xa(x) dx.
Empleando nuevamente la linealidad de F obtenemos que, para toda ¢ simple resulta
F@) = [ oo dx.
Por otro lado, dada ¢ simple,
| [ 60000 ] = 1F@) < WPl 1

Notando M = ||F|| 1ty » para toda ¢ simple podemos afirmar que

| [ v a] < i

Considerando, en particular, ¢ = sgn(v), obtenemos
f [v(x)|dx = |fv(x) sgn(x) dx‘ < M| sgn(W)llpx)-
Q Q

Por lo tanto, v € L'(Q). Luego, dada g € L™(Q), existe {¢,}nen sucesion de funciones simples
tales que |¢,] < lgl y ¢» — g c.t.p. Luego, ¢, — g en LPP(Q). Por la continuidad de F,
F(¢n) — F(g).

Por otra parte, como [v¢,| < |V|l|glle € LY(Q), por el Teorema de Convergencia Dominada,

F(g) = lim F(¢,) = lim f V(X)) (x)dx = f v(x)g(x)dx.
Q Q

Dada g € L*(Q2) tenemos entonces que

| [ veongtar ] = 1P (o) < Ml @5)

Veamos que v € L”'(")(Q). Consideremos {¢,},en sucesion de funciones simples tales que
$n = vetp.y lgal < vl



2.2. ESPACIOS DE SOBOLEV WX (). 19

€5}
Sea g, = sgn(v)(|| ¢l‘ﬁ",( )) " Notemos que g, € L¥(Q) y, por la propiedad de la bola unita-

ria, ||gn||p(x) =1.

Luego,

|¢n|p (x)
f bon dx < f ilgal dx < M.

2 |4l 7

p’(x)

Por otro lado, si [|¢,ll(x) > 1, se tiene

Jde)) pl

Iall 22 < ligallZ f pal”" @ dx 2 lignll -

Por ende,
”¢n|lp’(x) < C

para todo n € N de donde se concluye lo pedido. O

2.2. Espacios de Sobolev W!?™(Q),

Definicién 2.31. Sea Q c R" abierto, definimos el espacio de Sobolev con exponente variable
como
WPD(Q) = {u € Wil (Q): e LPD(Q) y [Vul € LPO(Q)).

Los elementos de WP™(Q) se denominan funciones de Sobolev.

En este espacio, definimos el semimddulo
Pwirw@) () = P1pe)W) 1= Pp) (W) + pp (Vi)
que induce la norma
lleellwr.pocy = Nl pxy := inf{d > 0: pl,p(x)(%) <1}
Observacion 2.32. Equivalentemente, se puede considerar la siguiente norma:
llual| == Ml ooy + IV Ull oo )
Ambas resultan ser equivalentes, se tiene
E””H],p(x) < lull < 2M|ully, pex)-
De hecho, como py (1) = pp) (1) + ppo(IVul), sigue que

el py = Nellpoy Y Ml peoy 2 [Vullp,
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de donde
lleell < 2Jeall1, p(x)-

Para la otra desigualdad, si tomamos A = ||u||, entonces

v
pl,p(x)(,%) < P(”uﬁw) +p(||vu|ﬁ)(x)) < 2,
luego, como 2 < 2™ se obtiene
pl,p(x)(%) < 1a
es decir
el 1, py < 24 = 2||ul.

Veamos que, dotado de esta norma, WP (Q) es un espacio de Banach.

Teorema 2.33. El espacio de Sobolev (WEPOQ), || - l1,p(x)) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea {u,}nen una sucesién de Cauchy en whr(Q). En particular, {u,},en y
{0tn}nen (j = 1,...,N) son sucesiones de Cauchy en LP™(Q), que es un espacio de Banach
por el Teorema Por lo tanto, existen u, g1,...,gn € LPO(Q) tales que u, > uyoju, = g;
(j=1,...,N)en LPP(Q).

Luego, si y € C°(£2), entonces

fuaj(//dxz limfunajwdxz—h’mfajunl//dxz—fgjl//dx
Q =% Jao = Jao Q

Por lo tanto, como u € W'P™(Q), y dju = g;.

Concluimos asf que u,, — u en W'"P®(Q), como querfamos demostrar. O

Observacion 2.34. Por el Teorema LPY(Q) es separable y, por el Teorema es reflexi-
vo. Por otra parte, W™ (Q) ¢ LPM(Q) x (LP(Q))" es cerrado (la inclusién viene dada por la
aplicacion u — (u, Vu)). Concluimos entonces que Wwhr®(Q) es también separable y reflexivo.
Ver [, Proposicién II1.17].

Observacion 2.35. Dada u € WPW(Q),
P1.p(x)2u) = ppx(2u) + pp)(V(2u))

Como 2u € WHP™M(Q), sabemos que 2u € LPOQ) y VQu) € LPY(Q). Por lo tanto, por la
Observacién [2.17] existe ¢ > 2 tal que

pp(x)(zu) < Cpp(x)(u)

pp(x)(lv(zu)l) = pp(x)(zlvul) < Cpp(x)(lvul)
de donde
P1,px0)2u) < c(pp () + ppe(IVul)) = cp1,pey ().
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Hemos obtenido entonces para W'”™(Q) un resultado anlogo al probado en la Observacién
para LP®(Q). Notemos ademds que P1,p(x) €s uniformemente convexo por ser suma de
modulares uniformemente convexos. Luego, podemos replicar el Lema[2.18]y el Teorema [2.19]
ahora para WP™(Q), concluyendo asi que éste es también uniformemente convexo y, por lo
tanto, reflexivo si p € P(Q).

Como consecuencia inmediata de la convexidad uniforme de WP (Q) (Ver [14]]), damos
el siguiente corolario que nos serd de utilidad mds adelante.

Corolario 2.36. El espacio de Sobolev whrQ) cumple la condicion de Banach-Saks, es decir,
dada {u;}icy € WHPI(Q) tal que u; — u, se verifica que

1 m
—Zui—>u.
mizl

Teorema 2.37 (Teorema de Rellich Kondrachov para exponente variable.). Sean p,q € P()

exponentes continuos tales que p* < N y g(x) < AI,V_”X;) para todo x € Q.

Entonces, se tiene la inclusion WP (Q) — LI9(Q) que resulta continua y compacta.

Demostracion. Sea 1 < r < Ny llamamos r* = 3=

Dado x € Q, existe un entorno x € U, C Q tal que

q"(Uy) = sup{q(y): y € U} < (p-(Ux))" = inf{p(y): y € Uy}
Sea {U,: x € Q} un cubrimiento por abiertos del compacto Q y consideremos un subcubrimiento
finito {U;: 1 <i < s}. Llamemos p~; = p_(Uy) y q; = p+(Uy).
Si u € WP (Q), claramente u € W""9(U;). Luego, tenemos que u € Wi (U;).

Por el Teorema de Rellich Kondrachov, ver [1, Teorema IX.16], se tiene que wWbhri (U;) —
L% (U;) con inclusién continua y compacta.

Mas atin, se tiene que LqT(U ;) <= LI9(U;) con inclusién continua.

Por lo tanto, u € LI®(U;) para todo 1 < i < s. Concluimos asi que u € LI®(Q), como
queriamos probar. O

En muchas aplicaciones es importante considerar el espacio de funciones de Sobolev que se
anulan en 9Q. Si bien a priori esto puede no tener sentido, dado que una funcién de Sobolev
estd definida en casi todo punto y |0€Q| = 0, es posible dar un sentido a este hecho de la siguiente
manera:

Definicion 2.38. Llamamos Wé’p (x)(Q) a la clausura de las funciones Sobolev de soporte com-
pacto en WPW9(Q).

Notemos que, por ser cerrado en WP®(Q) que es Banach reflexivo, Wé’p (x)(Q) resulta del
mismo modo Banach reflexivo.
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Observacion 2.39. Esta definicién no es la que usualmente se presenta para p constante. Sin
embargo, en la Proposicién del Capitulo 3 veremos que, bajo ciertas hipdtesis, Wé’p (x)(Q)
coincide con la clausura de C.°(€2) con respecto a la norma de whrQ)..

Para funciones en W(;’p (x)(Q) se tiene la siguiente desigualdad de Poincaré.

Teorema 2.40 (Desigualdad de Poincaré.). Sea p € P(Q) un exponente continuo. Entonces
existe una constante ¢ > 0 tal que

1,
lullpo) < cliVullp, 1 € WyP ().

. . 1,
Demostracion. Supongamos que para cada n existe u, € W, P (x)(Q) tal que ||upllpoey > 7l Vil p(r)-

Consideremos v, = Luego,

_Un
“Mn”p(x) !

Vit 1
[Vvllpey = 2 < = 2.6)

Hun”p(x) n
Lp(x) : :
Luego, {v,}sen €s acotada en W, () y, en consecuencia, por el Teorema [2.37, existe una

subsucesién, que seguiremos notando {v,}luen Yy v € LPO(Q) tal que v, — ven Wé’p ) Qy
ademas
vy — ven LPY(Q) (2.7)

Sea ¢ € C°(Q), por la Proposicion [2.12)y, teniendo en cuenta (2.6) y (2.7), resulta

[ wendx= tin [ vicoe,ds
Q =0 Jo

= — lim f (Vi) (0)p(x) dx = 0
n—-oo Q

Por lo tanto, Vv = 0 y, entonces, v es constante. Como v € Wé’p (x)(Q), concluimos que v = 0, lo
cual es un absurdo ya que [|[v||) = 1 (basta notar que |[v,||,x) = 1 por definicion).

Obtenemos asi el resultado. O

De manera analoga, podemos obtener el siguiente resultado:

Proposicion 2.41. Sea p € P(Q) un exponente continuo. Entonces, existe una constante ¢ > 0
tal que
lu = Wallpe < llVullpy,  u € WHOQ).

donde notamos (u)q = Ilﬁl fQ u(x)dx.

Demostracion. Supongamos que para cada n existe u, € Whr(Q) tal que [lu, — (upallpoy >
nllvun”p(x)-

un—(Un)o

_un=(p)o 1
To—Gmalr Notemos que ||Vl < -

Consideremos v, =
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Luego, {v,}nen €s acotada en whrQ) y, en consecuencia, por el Teorema , existe una
subsucesién, que seguiremos notando {v,luen Y vV € LPY(Q) tal que v, — ven Whre(Q) y
ademds v, — v en LM (Q).

Como en la demostracion anterior, podemos probar entonces que Vv = 0y, por lo tanto, v
resulta constante.

Por otra parte, por la Proposicion [2.12] obtenemos

f v(x)dx = lim Ve(x)dx = lim |Q|(v,)o =0
Q n—oo Q n—oo

Concluimos entonces que v = 0, arribando a un absurdo pues [|v||,») = 1.
Queda asi probada la proposicion. O
Por dltimo, presentamos un resultado que nos serd de gran utilidad més adelante.

Proposicion 2.42. Sea p € P(Q). Entonces, Wé’p Q) C W(;’p (x)(Q) - Wé’p ~(Q) con inclusiones
continuas.

Demostracion. Seau € W(;’p ~(Q), por la Proposicién , tenemos que

||u||p_=flu(X)I”dx
Q

< 2Pl o 1l o,
p- -

€L 1
< 2 mix{(p o (")) (.o () ) N7+~
p- e
Bpip-
< Cpop (o ()"
o=
ﬁ +.D—
= CP+,p(f |M(x)|p(x)) P+sD
D
= CP+,1L (pp(x)(u))ﬁp+‘p' .

Como ppeoy() < max{llullls, , %}, resulta que u € Wy"/(Q) y la inclusién Wy"(Q) ¢
Wé’p ~(Q) es continua.
La inclusion continua Wé’p Q) C Wé’p (x)(Q) se prueba analogamente. |

2.3. El espacio W 1"™(Q).

De suma utilidad resulta el estudio del espacio dual de WS”’ (x)(Q). estos espacios se definen
de la siguiente manera
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Definicion 2.43. Se define el espacio dual de Wé’p (x)(Q), notado por W-LP'@O(Q) como
WP @ (Q) = { f: Wé’p (x)(Q) — R lineales y continuas}.

El producto de dualidad se nota como (f, u) con f € WL @(Q) yue Wé’p (x)(Q).

Observacion 2.44. Observemos que si f € LP'®(Q), entonces f induce una aplicacién en
W-LP'®(Q) de 1a forma
(= | fuds
Q

En efecto, la linealidad de la aplicacion es evidente y la desigualdad de Holder, Proposicién[2.12]
implica la continuidad. Haremos abuso de notacion y escribiremos LP'D(Q) c WP'@O(Q).

Observacion 2.45. Mas generalmente, dadas fy, f1,..., fv € Lpl(x)(Q) estas inducen la aplica-
cion

N
s = Oudx.
(f, u) foou+;f wdx

Al igual que en la observacion anterior, esta aplicacién es lineal y la continuidad es una conse-
cuencia inmediata de la desigualdad de Holder.

El siguiente teorema da una caracterizacién de los elementos de W-LP'(0)(Q). En efecto,
se muestra que todo elemento f € W~'»"®(Q) admite una representacién como la dada en la
observacion

Teorema 2.46. Sea f € W-LP'O(Q). Entonces existen 80,.--,8N € LY Q) rales que

N
(fiv) = fgovo+ gi0vdx,
Q i=1

para toda v € Wé’p (x)(Q).

Demostracion. Consideremos i: Wy "™(Q) — (LP™(Q))N*! dada por i(u) = (u, d1u, . .., dyu).
Sea f: i(Wy"(Q)) — R dada por (£, i(u)) = (f, u) para toda u € Wy"(Q).

Notemos que, gracias a la inyectividad de i, f estd bien definida. Basta notar que, si i(x) =
i(v), entonces u = vy, en consecuencia, (f, i)y ={f,uy=_f,v) = (f, i(v)).

Por otra parte, como i(Wé’p (x)(Q)) c (LPDQ)N*! cerrado, por el Teorema de Hahn-Banach,
[T} Corolario 1.2], existe f extensién de f a (L™ (Q))N+1.

Luego f € (LPY@Q)N*Y = (LPOQ)Y X --- x (LPX(Q))'. Por el teorema [2.30} existen
entonces go, ..., gy € L W (Q) tales que

<f,v)=fgovo+glvl +--+gnvndx
Q

paratodav = (vo,...,vy) € (LPOQ)N+!,
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Sea ahora u € Wé P (x)(Q), resulta entonces que

(fouy = (Fiw) = (i) = (f, (u, 01, . ..., Onu))

= f gou+ g101u+ -+ + gnonudx,
Q

como queriamos probar.

25



Capitulo 3

Resultados sobre densidad.

En este capitulo daremos los resultados mas bésicos sobre densidad de los espacios de Le-
besgue y de Sobolev con exponente variable, un tema delicado y atin no cerrado. Para un estudio
mds detallado ver [4].

Definicion 3.1. Decimos que a: Q — R es localmente log-Hdlder continua en Q si existe una
constante ¢; > 0 tal que

(&)
log(e + lx—{yl)’

la(x) — a(y)| < x,y € Q.

Decimos que « satisface la condicion de decaimiento log-Holder si existen @ € Ry ¢ > 0

tales que

C

la(x) — @l < x€eQ.

2
" log(e +|x])’

Si a cumple ambas condiciones se dice que es globalmente log-Hdlder continua en Q.

Notamos P2(Q) = {p € P(Q): % es globalmente log-Holder continua en Q}.

3.1. Densidad de CZ(Q) en LF™9(Q).

Proposicién 3.2. Sea p € PRN). Entonces, CZ®(RY) es denso en LPRN).

Demostracion. Sea u € LP®(RN). Para cada n € N, consideramos u,(x) = u(x)x B(o,n)(x). Ob-
servemos que u, es de soporte compacto.

Notemos que, por el Teorema de la Convergencia Dominada, es fécil ver que u, — u en
LPYO(RN). Luego, dado 6 > 0, existe ng tal que

0
ety — ullpx) < 5 (3.1)

26
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Sea p el nicleo regularizante standard. Entonces, dado € > 0, uy,, * p; € Cg"(RN ) y ademas, por
la Proposicién vale que

||un0 *Pe — ”no”P(x) -0
Por lo tanto, existe gy tal que

0
”uno * Peg — ung”p(x) < 5 (3.2)

Por(3.1)) y (3.2), concluimos entonces que
”uno *Pgy — u”p(x) < ”uno *Pgy — uno”p(x) + ”uno - u”p(x) <0,
como queriamos probar. O

Proposicién 3.3. Sea p € P(Q). Entonces, C=(Q) es denso en LPX(Q).

Demostracién. Por la Observacién [2.22] las funciones simples son densas en L™ (Q).

Como una funcién simple pertenece a LP-(2) N LP+(L2), puede ser aproximada por una su-
cesion de funciones C°(€2) en el mismo espacio.

Luego, como por la Proposicion sabemos que LP-(Q) N LP+(Q) — LPY(Q), obtenemos
el resultado. m]

3.2. Densidad de C>(Q) en W!r@(Q).

Lema 3.4. Sea p € P(Q). Entonces, las funciones de Sobolev acotadas son densas en WP (Q).

Demostracion. Sea u € WP (Q). Definamos u,, € WHPH(Q) param > 1 como
Uy, = max{min{u(x), m}, —m}.
Notemos que para todo m > 1 vale la siguiente desigualdad:
l(x € Q: Ju(x)| > m)| < l{x € Q: [u()P™ > m|.

Por otra parte, como u € LPM(Q), por la desigualdad de Tchebycheff, este tltimo término
converge a 0 cuando m tiende a co. Luego,

P1p(o (U — Uy) = f |(x) = ()P Ddx + f IVau(x) = Vit ()PP x
Q Q

:f 1(x) = ()P Pdx + f IVu(x) = Vi (x)[PPdx
lul<m

lu|l<m

+ f lu(x) — Mm(x)|1’(x)dx + f [Vu(x) — Vum(x)|1’(X)dx
ul=m

|u|>m
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Como u,, = uen {|lu| < m}, u, = men{u > m}yu, =—-men {u < —mj, obtenemos que

P1p(o) (U = Uy) = f lu(x) — m|PPdx + f |u(x) + m|PPdx + f V()W dx
uzm us-m

[u|>m
< f lu()IPPdx + f IVu(x)PPdx
|u|>m [u|=m

= f ()PP + |Vu(x)PPdx — 0
|u|=m

Concuimos entonces, por el Corolario que |lu — tplly pry — 0, como queriamos probar. O

Teorema 3.5. Sea p € P(RY). Entonces las funciones de Sobolev de soporte compacto en RY
son densas en WHPO(RN),

Demostracion. Sea B, := B(0,r)conr>1yy, € C?’(RN ) una funcién de corte tal que ¢, = 1
en B, ¥, =0en RN \ Bri1, 0 <4 (x) < Ty ], IV < c.

Notemos que
llee = wrrllwrpo vy < lellwreco@mg,,,y + e — urllwrocos,, \5,) -

Por el Teorema de Convergencia Dominada, py1.p00@®n ,,,)(#) — 0 cuando r — oo. Luego, por
el Corolario llullyi.rw@m5,,,) — 0 cuando r — co.

Por otra parte,
|t — wry| = ul(1 = ¢y) < clul
IV = V@)l < [Vul(l =) + |ull V| < c(jul + [Vul).
Luego, una vez més gracias al Teorema de la Convergencia Dominada, tenemos que
pW'vPO‘)(B,H\Br)(u - M',[/r) < Epwl,p(x)(RN\Br)(M) — 0 cuando r — oo.

Por lo tanto, por el Corolario lu — g, llwrpop,, \p,) — O cuando r — oo,

Concluimos entonces que uy, converge a u en WHPORN), O

Damos ahora una consecuencia inmediata del Lema[3.4]y el Teorema

Corolario 3.6. Sea p € P(RY), entonces las funciones de Sobolev acotadas de soporte compacto
en RYN son densas en WP RN),

Teorema 3.7. Sea p € Plog(Q). Entonces C*(Q) N WHPI(Q) es denso en WHPX(Q).

Demostracion. Seau € W'"PW(Q). Fijado & > 0, definimos Qy = Oy param = 1,2,... y xg € Q
fijo llamamos

1
Q= {x € Q: dist(x, Q) > —} N B(xp, m).
m
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Notemos U, := Q41 \ﬁm_] param=1,2,....
Consideremos {£,} e en CZ(Uy,) tal que 3| £,(x) = 1 para cada x € Q.

Sea K el nicleo regularizante standard. Luego, para cada m existe ¢,, tal que

sop((Emu) * Ks,,) C Up.
Por otro lado, por la Proposicién[2.23] eligiendo un 6,, més pequeo si fuese necesario, obtenemos
que

£
Hé:mu - (é‘:mu) * Kém”l,p(x) < 2_m
Llamemos

g = ) Entt) * K, (33)

m=1

Como x € Q tiene un entorno tal que la suma tiene solamente finitos términos no nulos y,
por lo tanto, u, € C*(€). Mas aun,

e = el oy = e = >~ Emt) * Kl o

m=1

=l > &m = > Emte) 5 Ko, I pio
m=1 m=1

=11 ) um = Ent) * Ko, ll o

m=1

< ) Mt = Eni) * Kol pio
m=1

<e.

Ms

&

3
Il
—_

Queda asi probado el resultado. O

Un corolario sumamente importante del teorema anterior es la siguiente proposicion.

Proposicion 3.8. Sea p € Plog(Q). Entonces, Wé’p (x)(Q) coincide con la clausura de C°(€Q) con
respecto a la norma de WP (Q).

Demostracion. Claramente cualquier elemento de la clausura de C.°(€2) con respecto a la norma
de WP (Q) pertenece a W(yp @D(Q) c WP Q).

Seau € Wé’p (x)(Q). Por el Teorema podemos considerar {u;}ieny € C*(Q) N WhPO(Q)
tal que u; converge a u en W'"(Q).
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Seay € C(Q)talque 0 < ¢ < 1yy = 1 en el soporte de u. Como u; — Yu; = 0 en el
soporte de u, resulta
lle; — l//Mi”WLI'(X)(Q) = lu; — '//Mi||lep(x)(Q\sop(u))
< cy lluillwrro @usopa)
= ¢y llui — ullwr.r00@\sopuy)

< ¢y [loe; — u”WLP(X)(Q) .

Luego,

llee = Yuill ooy < i = willwreeoq) + 1w = Yuillyren gy < (1 + cy) llu = uillyroq) -
Por lo tanto, como [|u; — ||y converge a 0, concluimos que yu; converge a u en Whr Q).

1 . .
Como cada u € Wo’p (x)(Q) se puede aproximar por funciones Sobolev de soporte compacto,
podemos hallar una sucesién en C;°(€2) que converge a u, como queriamos probar. |

Extendemos ahora para p variable el siguiente resultado presentado para p = 2 en [12]
Corolario 3.1.13, p4gina 69].

Dado la clase de funciones X = {f: Q — R}, notaremos X" := {f € X: f = 0 ctp}.

+

Lema 3.9. Sea p € Plos(Q). Entonces, (C?"(Q))+ es denso en (Wé’p (x)(Q))

Seau € (WS’P (x)(Q))Jr - Wé’p @ (€). Por la Proposici(’)n sabemos que es posible aproxi-
marla por funciones u, € C.°(€).

Notemos que u; converge a u* = u en Wé’p (x)(Q). Observemos que u; podria no pertenecer
a C2(Q). Sin embargo, tiene soporte compacto, y, convolucionando con una sucesion regulari-
zante podemos aproximar en Wé’p (x)(Q) por funciones positivas de C.°(€2). De hecho,

ety * K, — ulli pexy = Nty = K, — w11 pxy + ety — wlli pio)-

Eligiendo primero 7 tal que el segundo término sea menor que % y, luego, j, tal que el primero
sea menor que 5, obtenemos que

u; *K; — uen Wé’p(x)(Q).

Como ademds u,, * K;, € (C?(Q))Jr, queda probado el resultado.

Finalmente, damos un resultado de densidad que serd de gran utilidad mds adelante.

Proposicion 3.10. El espacio L®(Q) ¢ W~ 17"0(Q) es denso.

Demostracion. Por la Proposicién tenemos que Wé’p Q) cC Wé’p (x)(Q) C Wé’p ~(Q) con

inclusiones continuas. Como C;°(€2) C Wé’p *(Q)y p € P8(Q) tenemos que las inclusiones son
densas.
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Luego
W—L(P—)'(_Q) c W—l,P'(x)(Q) c W—L(P+)'(Q)’

con inclusiones densas. Finalmente, como L*(Q) es denso en W) (Q), resulta que L*(Q)
es denso en W12 (Q). m|



Capitulo 4

p(x)—capacidad de Soboleyv.

En adelante consideraremos p € P¢(R) para asegurar la densidad de las funciones regu-
lares. Sin esta hipétesis, es necesario modificar levemente la definicién de p(x)—capacidad. Sin
embargo, los resultados pueden recuperarse andlogamente.

Para el desarrollo del este capitulo seguiremos la referencia [4].

4.1. Propiedades.

Definicién 4.1. Sea E c R", consideramos el conjunto

S po(E) = {u € Wl’p(x)(RN): u>0yu > 1enun conjunto abierto que contiene a E}
Si S, (E) # 0, definimos la p(x)—capacidad de Sobolev de E como

ca E)= inf u(O)P® + |Vu(x)PXdx = inf u).
Bpo(E) = _nf [ WP+ WU V= it o

Si S, (E) = 0, establecemos que capp(x)(E) = o0,

Observacion 4.2. Siu € § ) (E), entonces min{1, u} € S ;) (E). Mds atn, p1 py(min{l, u}) <
P1,p(n(u). Luego, basta testear la p(x)—capacidad de Sobolev para u € § y(E) con0 < u < 1.

Teorema 4.3. Sea p € P(RY). Entonces,
1. capp(x)((/)) =0.
2. Sea E\ C Ey, entonces cap,,,(E1) < cap ) (E2).

3. Sea E C RY, entonces cap ,,,(E) = l}nf] cap (V).
C

Uabierto

32
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4. Sean E, E» C RV, entonces
cap,(E1 U E2) + cap,(E1 N Ez) < cap,(E1) + cap,(E).
5. Sean K1 D K3 O ... compactos, entonces cap . (K;) — cap (N2 K).

Demostracion. 1. Es claro pues la funcién nula pertenece a S ().
2. Como E;| C Ej,resulta S ;1 (E1) D S px(E2) Y, en consecuencia, capp(x)(E 1)< capp(x)(Ez).

3. Sea U abierto tal que E C U. Por 2., sabemos que cap,,,,(E) < cap,,,,(U). Por lo tanto,

cap,,(E) < érclg cap . (U).
U abierto

Por otro lado, dado &£ > 0, como capp(x)(E) = anf(E) P1,p) (1), existe u € S, (E) tal
UES p(x)

que p1 po(u) < capp(x)(E) +e&.
Como u € S p(»)(E), tenemos que u > 1 en un abierto U que contiene a E.

En consecuencia,

capp(x)(f]) = inf _ p1pwW) < p1pe(u) < cap,y(E) + €.

UEDS p(x)

Como U es abierto y U > E, resulta

Inf * cap (V) < cap, (V).
U abierto

Concluimos entonces que

bgcn; cap ., (U) < cap ., (0) < cap ,(E) + €.
U abierto

Tomando limite cuando ¢ tiende a 0, obtenemos capp(x)(E) > éng capp(x)(U ), como
C

U abierto
queriamos probar.

4. Sea ¢ > 0. Consideremos u; € S ,y)(E1) tal que p1 pon(ur) < capp(x)(El) +eyu €
S pooy(E2) tal que p1 () (u2) < capp(x)(Ez) +&.

Notemos que

PLpeo 1) + P1peo(U2) < cap,(E1) + cap . (E2) + 2&.

Como uy € S ) (E1), tenemos que u; > 1 en un abierto U; que contiene a E. Anédloga-

mente, u, > 1 en un abierto U, que contiene a Ej.

Lo cual implica que méx{u;,u} > 1 en U; U Uy D E; U E;, y, en consecuencia, v| =
max{ui, us} € Sp(x)(El U E»).
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Asi también vale que v, = min{uy, uz} € S () (E1 N E2).
Supongamos que u; > uy (sino, se procede de forma andloga).

Tenemos entonces que max{u, up} = u; y min{uy, up} = up. Por lo tanto,

f 1 (OIPDdx + f Vo (X)PDdx = f iy ()PP dx + f | ()PP dx
RN RN RN RN

fR v (O Vdx + fR ) IVva ()P Pdx = fR v (O Vdx + fR ) [Vup ()P dx.
Sumando ambos lados de las igualdades, obtenemos
P1p V1) + P1p(V2) = P1peo (1) + P1,p)(U2).
Por otro lado, como vi € § ) (E1 U E2) y v2 € S p(n)(E1 N Ey), resulta
cap,y(E1 U E2) + cap,(E1 N E2) < p1pw(Vi) + p1,p(v2)-
Concluimos entonces que
cap,y(E1 U Ez) + cap,y(E1 N E2) < pi1poU1) + p1,pe) (U2)-

Finalmente, capp(x)(El UE>)+ capp(x)(El NE) < Capp(x)(El) + capp(x)(Ez) + 2¢ para todo
> 0.

Haciendo tender € a 0, queda probado el resultado.

. Por capp(x)(ﬂfill(i) < capp(x)(Kj) para todo j > 1. Por lo tanto,

Capp(x)(ﬂfilKl) S ]ILIEIO Capp(x)(Kj).

Por otro lado, consideremos U abierto tal que N2 K; C U.
Como N2, K; es compacto, existe ip > 0 tal que K; C U para todo i > ip.

Por cap ) (Ki) < cap,(U) para todo i > iy. Luego,
,-lilg capp(x)(Ki) < capp(x)(U).
Concluimos que

Mim cap,y(Ki) < inf " capy(U) = capyy(Niz, Ko,
ﬁilK,'CU

como querfamos probar.
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Teorema 4.4. Sea p € P(RY). Entonces,

1. Sean E| c E; C --- Cc RV, entonces Capp(x)(El-) — capp(x)(ufilEi).
2. Sea E; c RN para todo i € N, entonces capp(x)(U?ZIE,-) <23 capp(x)(E,-).
Demostracién. 1. Llamando E = |J32, E;, por el punto [2| del Teorema tenemos que

cap .y (Ei) < cap ) (E) para todo i. Por lo tanto lim; e cap . (E;) < cap ) (E).

Notemos que, si lim;_, cap,,(E;) = oo, la otra desigualdad se cumple claramente. Su-
pongamos entonces que 1im; o cap ) (E;) < .

Consideremos u; € S (v (E;) tal que p1 peo () < capp(x)(E )+ = para todo i.

Como {u;}ieny € WHPO(RN) es acotada, sabemos que existe una subsuces1on, que notamos
nuevamente {u;};ex, que converge débil a una cierta u € W'PORN),

2
; R B .
Definiendo v; = =D Zi:j 1 Uis obtenemos

2

LI AN, = w
| 2=l =l 2= 5= 22
JT S A JG=D & e

1 ¢ N
2 D |
”]2 ; ! 1,p(x) ]2(] _ 1) i:Zj-;l i 1,p(x)

11 1ol <
= ;H; ; ui“l,p(x) * HHJ_Z l_;l ui”l,p(xf

Este dltimo término converge a 0 cuando j tiende a co dado que, por el Corolario

Lsm u; — uen WHPO®RN). Concluimos entonces que v; — u en WHPORN),

Por otro lado,

IA

PLpey(Vj) = f P @+ Vv ()PP dx
R

2

j
2(]1_ - Z (%) p(x) N ’ Z Vi (x)’p( )dx

i=j+1 i=j+1

1
<m oy (x)| L; Vu,(x)| dx
2(— f i ()P + [Vt ()PPl
J

i= j+1

2(] Y Z plp(x)(uz

i=j+1
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1 .]
< — .
= ]2(] - E sup pl,p(x)(ul)

iS5 izt

(* = (= 1) sup p1poo ()

G- i>j+l
< sup pq p(x)(ul)
i>j+1

Como {E} jen €s una sucesion creciente y u; € S ) (E;) para cada i, concluimos que u; > 1
en un abierto que contiene a E; para todo j < i, podemos acotar este tltimo término del
siguiente modo:

1 1 :
sup pi,pen(u;) < sup cap .y (Ei) + == 5 S < sup cap,(E;) + ieN
i>j+1 i>j+1
Por lo tanto
1 1
P1p(V)) < sup capp(x)(E ) + < hm capp(x)(E ) + 4.1)
i>j+1

Consideremos ahora una subsucesion de {v;} jen que, de ser necesario, podemos suponer

que verifica
1

Viyl — Vi < —.

” j+1 ]lll,p(x) 2J

Definimos wj = v; + Y [vis1 — vil € WIP@ORN),

Dado que w; > supv;, tenemos que w; > 1 en un abierto que contiene a E'y, en conse-
iz

cuencia, w; € S ) (E).

Luego, para todo j > 1, tenemos que

Capp(x)(E) Slnf;( Pi p(x)(“) <p1 p(x)(wj) 4.2)
p(x

Por otro lado, como w; — v; = X5 i [vis1 — vil, resulta

”W] - Vj”l P < Z [Vie1 = villi P < Z =250

i>j i>j

Concluimos entonces que p1 ) (W; = v;) %o.
Luego, por (.1 y (4.2), tenemos que
cap,,(E) < }iTopl,p(x)(W )

}irgopl,p(x)(vj)

IA

Iim lim capp(x)(E ) +

J—)OO l—)DO

lll)rg Capp(x) (El)

Obtenemos asi el resultado.
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2. Aplicando el punto [ del Teorema[4.3]inductivamente,
capp(x)(uleEi) < capp(x)(UleEi) + capp(x)(mleEi)
k
< cap . (E:)

i=1
< cap ) (Ei).
i=1
Aplicando el punto|l| dado que {Uf.‘:l E;}ien €s una sucesion creciente, resulta

(o8]

cap (U E) = 1im cap,y(UL, E) < ) cap (ED,
i=1

como querfamos probar.

O

Observacién 4.5. Notemos que, como consecuencia del punto[2|del Teorema[d.4] si E; c RN es
tal que cap,,(E;) = 0 para todo i € N, entonces capp(x)(uzlE,-) =0.

Proposicién 4.6. Sean E ¢ RN y p,q € P(RY) tales que p > q. Si cap,(E) = 0, entonces
capq(x)(E) =0.

Demostracion. Sean € CX(B(0, R+ 1)) una funcién de corte tal que 7 = 1 en B(O,R), 0 < np < 1
y[Vnl < 2.

Observemos que, por la definicién de cap,,,(E N B(0, R)), podemos considerar {u,},en en
S o (E N B(0, R)) tal que
P1,p0(Un) = cap,y(E N B(O,R)).
Ademas, como capp(x)(E N B(0,R)) < capp(x)(E) = 0, resulta que p1 p(x)(u,) — 0y, en conse-
cuencia, |[upll1,px) — 0.

Notemos que, por la Proposicién

||Mn77||L<1<x)(RN) = ||un77||Lq(x)(B(0,R+1))
< cllunll o o,r+1)
< cllunll ppo wry

< c””n”W]»P(X)(RN).

Por otra parte,

IVl oo @yy = IV @)l a0 80,R41)
= |mVun + un V1l a0 (80, R4 1)
< |mVunllpaoo,r+1y) + 1etn V0l oo po,r+1y)
< &lunllwrampo,r+1)

< E“un”Wl,p(n(RN).
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Luego, como u, € WhPORN) tenemos que u,n € WHO(RN). Ademds, como 7 = 1 en
B(0, R), podemos afirmar que u,n > 1 en un abierto U, que contiene a E N B(0, R). Por lo tanto,
upn € S g (E N B(O,R)).

Por la estimacién que probamos tenemos que
lennll1 gx) < Mllunlly poey — 0.
Por lo tanto, py 4(x)(uan) — 0.

Concluimos entonces que

Capq(x)(E N BO,R) = ueSq(x)(ftI'flgB(O,R))pl’q(X)(u) = Pl,q(x)(unn) =0

Obtenemos asi que cap,,,(E N B(0, R)) = 0 para todo R > 0.
Como E = U2, (E N B(0, 1)), por la Observacion queda probado el resultado. ]

Lema 4.7. Sean p € P°¢(RN) y K compacto. Entonces,

cap,y(K) = _inf f ()P + [Vu() P dx
P ues s (K) Jgn

donde S (K) = S po(K) 0 C¥RY).

Demostracion. Seau € S )(K) talque 0 < u < 1.
Por densidad, existe {¢;} jeiy € C®(RY) N WIPORN) tal que ¢; — u en WHPO(RN),
Consideramos un entorno abierto acotado U de K tal que u = 1 en U.
Seay € C*(RV) talque 0 < ¢ < 1y vale 1 en RV \ U y 0 en un entorno abierto de K.

Notemos que, comou—1=0en Uy 1 -y =0 fuerade U, vale que
u=yj=u=—g+{1-y)u-1)=@u-¢jy -0

Luego,
Wi=1-(1-@— uen WrORN),

Resulta entonces que ¢/; € S;x)(K ) como queriamos probar. O

4.2. p(x)—capacidad relativa.

Definicion 4.8. Sea p € P(Q) y K c Q compacto, definimos la p(x)—capacidad relativa como

cap (K, Q) = fan Q)pp(x),Q(Vu)

MERP(X>( 5

donde R, (K, Q) = {u € WPO@Q) N Co(Q): u>len K yu > 0}.
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Si U c Q es abierto, capp(x)(U, Q)= sup cap;(x)(K, Q).
K clt){r%[l)]acto

Si E c Q, definifmos la p(x)— capacidad relativa de E respecto de Q como

capp(x)(E, Q) = Ecl?fch capp(x)(U, Q).

U abierto

Observacion 4.9. Damos a continuacién algunas consecuencias directas de la definicién.

1. cap,,(0,Q) = 0.
2. SiE; Cc E; € Q, C Qq, entonces capp(x)(El,Ql) < capp(x)(Ez,Qz).
Proposicion 4.10. Sea p € P(Q). Entonces,

cap, (K, = inf  pymaVu)

MGEI,(X) (K,

donde R (K, Q) = {u € WPO(Q) N Cy(Q): u>1en K}

Demostracion. Como R (K, Q) C Rp(x)(K, Q), resulta

inf oVu) < inf (Vi) = cap*, . (K. Q).
UeR () (K.Q) Preo. UER () (K, Q) Pp(x). Pp(x)

Por otro lado, dado & > 0, existe u € R p(0 (K, Q) tal que

ppVu) < inf  ppia(Vu) +&.

MERP(X)(K,Q)

Tomemos v = (1 + &)u > 1 en K. Notemos que v € R (K, £2). Tenemos entonces

cap’, (K, Q) = inf Vu
Py (K, Q) - Q)pp(x),Q( )

< Ppro.0(V) = f Vvl dx
Q

= f (1 + &)PO|Vu(x)PVdx
Q
< (1 + &) ppw.aVu).
Por lo tanto, dado € > 0, tenemos

cap®, (K,Q) < (1 + &)P+ inf Vu) + ¢
DK Q) < (1+8) (uekp(x)(K’Q)pp(@,Q( )+ &)

Concluimos entonces que

cap” (K,Q) = inf ao(Vu),
0 wF KD Pp(),

como queriamos demostrar.

39
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Proposicion 4.11. Sean p € P(Q) y K C Q compacto. Entonces,

capy (K, Q) = cap (K, Q).

Demostracion. De la definicion se desprende claramente que cap;(x)(K, Q) < cap (K, Q).

Por otro lado, dado & > 0, tomamos u € R (K, Q) tal que
Ppeo(Vu) < Cap;(x)(K, Q) +e.

Notemosqueu > len U = u (1, 00), que es un abierto que contiene a K (pues u € Ry, (K, 2)).

Por lo tanto u > 1 en todo compacto K ¢ U c Q'y, en consecuencia, u € Rp(x)(I?, Q) para
todo K ¢ U compacto. Luego,

cap,, (U, Q) = sup cap;(x)(f{, Q)
_ KcUu
K compacto

= sup (inf py(Vv))
RcU VER () (K. Q)
K compacto

sup pp(x)(vu)
_ KcU
K compacto

= ppo(Vu).

IA

Concluimos asi que, dado & > 0,
Capp(x)(K’ Q) < Capp(x)(U’ Q) < pp(Vu) < CaP;(x)(K, Q) +e,

como queriamos ver. O

Estamos ahora en condiciones de verificar la consistencia de nuestras definiciones.
Observacion 4.12. Sea K compacto, veamos que cap,,(K, ) = 1%2{1 cap (U, Q).
U abierto
Dado & > 0, sea u € W"P®(Q) N Co(Q) tal queu>1lenKyp,n(Vu) <e+ Capp(x)(K, Q).

Consideremos U = {(1+¢&)u > 1} abiertoy K| = {(1+¢&)u > 1}, que es compacto (es acotado
pues u tiene soporte compacto y claramente es cerrado). Luego, K C U C K y, en consecuencia,

1%25 capp(x)(U, Q) < capp(x)(U, Q)
U abierto
< cap (K1, Q)
< Ppeoy(V((1 + &)u))
< (1 + &) pp(Vu)
< (1 + &)l (e + cap (K, Q)
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donde tuvimos en cuenta que (1 + &)u € WhP@(Q) N Co(Q) y(l+&u>1lenkj.
Por lo tanto, haciendo tender £ — 0, obtenemos que

Igfg] cap,,,(U, Q) < cap, (K, Q).
U abierto

La desigualdad opuesta es consecuencia directa de la monotonia de la p(x)—capacidad. De he-
cho, dado U abierto tal que K C U, entonces capp(x)(K, Q) < capp(x)(U, Q). Luego,

cap (K, Q) < 11(25 cap (U, Q).

U abierto

Presentaremos a continuacién una definicién equivalente de p(x)—capacidad relativa que
resultard sumamente util.

Proposicion 4.13. Sea E C Q. Entonces,

Capp(x) (E9 Q) = inf pp(x>(Vu).
MGR,}():) (E,Q)

Demostracion. Llamemos

CaP (B, Q) = inf  pye(Vu).

MERP(X) E,

Notemos que Eﬁf)p(x)(-, Q) es mondtona creciente. Basta observar que, dados £ C E’,siu > 1 en
E’, entonces u > 1 en E. Por lo tanto,

GPy(E V= f  pyy(Vw)> inf  puo(Vu) = Cap . (E. Q).
UER p(x) (E7,L2) UER p(x) (E,Q)

Supongamos primero que E = K compacto. Luego, por las Proposiciones [4.10]y .11} obtene-
mos que

ca K,Q)=cap’, (K,Q)= inf Vu) = cap, (K, Q).
pp(x)( ) pp(x)( ) L{ERP(X)(K’Q) pp(x)( ) pp(x)( )

Supongamos ahora que E = W abierto.

Sea K ¢ W compacto, sabemos ahora que

Capp(x)(K, Q) = aﬁp(x)(K, Q) < (?Eﬁp(x)(w Q).
Luego,
cap,(W, Q)= sup cap,,(K,Q) < cap,,(W,Q).
K clgrig‘;cto

Resta probar la desigualdad opuesta. Si cap (W, Q) = oo, es claro. Supongamos entonces que
cap (W, Q) < 0.

Como capp(x)(W, Q) = Iilcllv)v capp(x)(K, Q), podemos afirmar que existe {K}},en una su-

K compacto

cesion de compactos de W tal que capp(x)(K,,, Q) - capp(x)(W, Q).
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Supongamos, agrandando los K, si fuera necesario, que W = U | K.

Hemos probado ya que

cap,(Kn, Q) = inf  ppeo(Vu).
MERP(/\-)(K,,,Q)

Luego, para cada n, existe u, € W'"P®(Q) N Co(Q) tal que u, > 1 en K,, y

1 1
Ppx)(Vity) < cap ) (Ky, Q) + - < cap, (W, Q) + .

Por la Observacién [2.10, tenemos entonces que {||Viu,||px) }nerv €8 acotada y, en consecuencia,
como u € Wé’p (x)(Q), {llnll1 px)}nen resulta también acotada.

Por lo tanto, como Wé’p (X)(Q) es reflexivo, existe una subsucesion, que seguiremos notando
Lp(
{letall1,poy e tal que u, — wen Wy Q) y ctp.

Notemos ademds que, como u, > 1 en K, entonces u, > 1 en U? | K, = W. Luego,

— 1
ca W, Q) = inf Vu) < Vu,) < ca W,Q) + —.
pp(x)( ) uef?p(,{)(W,Q)pp(X)( ) pp(x)( n) pp(x)( ) n

Haciendo tender n a oo, concluimos asi que aﬁp(x)(W, Q) < cap, (W, ), como queriamos
probar.
Consideremos, por ultimo, £ C Q arbitrario.

Como cap p(x)(E ,Q) = I:lrclfW cap p(x)(W, Q), podemos considerar {W,},en sucesion de abier-

W abierto
tos que contienen a E tal que cap (W, Q) — cap,,(E, Q).

Como E C W,, y teniendo en cuenta que ya hemos probado el resultado para abiertos,
tenemos que
%p(x)(E, Q) < @p(x)(wn, Q) = Capp(x)(Wn,Q)

Concluimos entonces que cap,,,(E, Q) < cap ,,(E, Q).

Resta probar la otra desigualdad. Si Eﬁf)p(x)(E ,Q) = oo, es clara. Supongamos entonces que
aﬁp(x)(E, Q) < 00,

Por la definicién de &Tf)p(x)(E ,Q)), sabemos que existe {u, },en en WPO(Q) N Co(Q) tal que
up > lenEy pyy(Vu,) — Eﬁf)p(x)(E, Q).

Notemos que

Pro(Vitn) = A0f P (Vit) = Py (Wins Q) = €ap (Wi, Q) 2 cap iy (E, Q).
U€S p(x)(E.L)

Concluimos entonces que Eﬁf)p(x)(E , Q) > cap,,,(E, ), como queriamos probar. O

Observacion 4.14. Analogamente a lo probado para la p(x)—capacidad, se puede demostrar que
dado p € P(Q),
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1. Sean K, K, C Q compactos,

capp(x)(Kl UK, Q)+ capp(x)(Kl NK;, Q)< capp(x)(Kl, Q) + capp(x)(Kz, Q).

2. Sean Q D K| D Kj D ... compactos, entonces

,ll,rf,lo Cap () (Ki, Q) = cap (N2 Ki, Q).

Lema4.15. Sean p € PRN), E\,...,Ex c Q A; C Ejparatodo1 <i<ky Capp(x)(ﬂi.‘:lE,-, Q) <
oo, Entonces,

k
capp(x)(uf.‘zlE,-, Q) — capp(x)(uf.‘zlA,-, Q) < Z(capp(x)(E,-, Q) — capp(x)(A,-, 0)).
i=1
Demostracion. Supongamos primero que cada E; y cada A; son compactos.

Sean K’ ¢ K y F compactos de Q, por el punto[I|de la Observacién obtenemos

cap (K U F, Q) + cap .y (K', Q) < cap (K U (K’ U F), Q) + cap (K N (K’ U F), Q)
< cap (K, Q) + capp(x)(K' UF, Q).

Concluimos asi que
capp(x)(K UF,Q)— capp(x)(K' UF,Q)< cap, (K, Q) - capp(x)(K’, Q). 4.3)

Procedamos ahora por induccion.
Si k =1, el resultado es claro.

Si k > 2, supongamos que la propiedad vale para k — 1 y veamos que vale para k.

cap (U Ei Q) — cap (UL Aj, Q) = cap ) (U] Ej) U Eg, Q) — cap o (Ax U (U] A), Q)
=cap ., (Ui E) U Ex, Q) — cap (U] A) U Ef, Q)
+ cap . (Ex U (U] A7), Q) — cap ., (Ax U (U] A), Q)
<cap (UL Ei), Q) — cap (U] A), Q)
+ cap ) (Ek, ) — cap . (Ak, ),

donde hemos usado la desigualdad (#.3)) dos veces.

Usando la hipétesis inductiva, se concluye el resultado deseado en el caso en que los con-
juntos {E,-}f.‘:1 y {A;}f: | son compactos.

Supongamos ahora que cada E; y cada A; son abiertos. Dado & > 0, consideremos F; C A;
compactos tales que

capy(y (Fi, Q) 2 cap((Ai, Q) — & (4.4)
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yKcC Ui.‘zlE,- compacto tal que F; € K paratodo 1 <i < ky vale que
cap (K, Q) > cap (UL E Q) ~ &. (4.5)
Sea & = min{dist(K, RN — UL E)), dist(Fy,8A1), ..., dist(Fx, 0Ag)).

Consideremos K; = {x € K N E;: dist(x, 0E;) > a}.

Observemos que, por definicién, se tiene que K; C E;. Notemos que ademds F; C K; y
K = U K.

Por (4.3)), tenemos que
cap (Ui Ei Q) < cap iy (K, Q) + & = cap (U Ki, Q) + &
Por otro lado, como F; C A;, resulta Ui.‘ZIFl- C Uf;lAi- Luego,
cap Uiz Fis Q) < cap (UL Ai Q).
Resulta asi que
Capp(x)(uleEi’ Q) - Capp(x)(UiF:lAi’ Q) < Capp(x)(UfZIKi’ Q) — Capp(x)(UiFZIFi’ Q) + &.

Por lo visto para el caso anterior, podemos acotar esta dltima desigualdad por

k k
D (cap 4y (Kis Q) = cap i (Fir Q) + & < " (cap ) (Eir Q) = cap o (Ai, Q) + (k + De.
i=1 i=1

donde para el dltimo paso tuvimos en cuenta (4.4)).
Finalmente hacemos tender € a 0, obtenemos la prueba del resultado para E; y A; abiertos.
Supongamos ahora que E; y A; son cualesquiera.
Sea & > 0, consideramos U; abierto tal que E; C U; y cap,,,y (Ui, Q) < cap,,(E;, ) + & para
todo1l <i<kyV,;abiertotalesque A; Cc V; Cc U;y capp(x)(uleVi,Q) < capp(x)(uf.‘zlAi,Q) +e&.
Tenemos que

capp(x)(uf.‘zlEi, Q) - capp(x)(uf.‘zlAi, Q) < capp(x)(uf.‘lei, Q) - capp(x)(uf.‘zlvl-, Q) +e.

Por lo visto para el caso anterior, podemos acotar esta tltima desigualdad para todo & > 0 por

k k

D (€ap (Ui Q) = cap, (Vi Q) + & < D (cap ) (Ei, Q) = cap (41, Q) + &.
i=1 i=1

Queda demostrado asi el resultado para E; y A; conjuntos arbitrarios. m|

Teorema 4.16. Sea p € P(Q). Entonces,

1. Sean E| C E, C --- C Q, entonces lim capp(x)(E,-, Q) = capp(x)(ufilEi, Q).
[—00
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2. Sean E; C Q para todo i € N, entonces Capp(x)(u;’ilE,-, Q) < Z Capp(x)(E,', Q).
i=1

Demostracion. 1. Llamemos E = U2, E;. Luego, capp(x)(Ei, Q) < capp(x)(E, Q) para todo i
y por lo tanto lim cap,,(Ei, Q) < cap, (E, Q).
—00

Por otro lado, si capp(x)(E,-, Q) = oo, claramente Ilirg capp(x)(Ei, Q) > capp(x)(E, Q).
Asumamos entonces que lim cap,,,,(E;, ) < 0. Supongamos ademds que existe Ej; tal
que capp(x)(E,-O,Q) = o0, o
Como {E;} jen s una sucesion creciente, sabemos que E;, C E; y, en consecuencia, para
todo iy < j vale que

capp(x)(Eio,Q) < capp(x)(Ej,Q).

Concluimos asi que cap,,,(E, ) = oo paratodo ip < j. Probamos entonces que cap ,(E;, Q) <
oo para todo i.

Por otra parte, como capp(x)(E,-, Q) = £ érlllfc o capp(x)(U, Q), dado £ > 0 existe U; abierto

U abierto

tal que E; C U; € Qy cap, (Ui, Q) < cap,,(Ei, Q) + 5.
Por el Lema[4.13]

k
cap (UL Ui Q) = cap (UL Ei Q) < D (cap, (Ui, Q) = cap, (Ei )

i=1

k
<)
i=1

Sea K c U, U; compacto, entonces K C Ui.‘le,- para algin k. Como Uf.‘le,- c Qes
abierto,

| ™

- < &.
i

[\

cap (K, Q) = Kcﬁlljfcg cap (U, Q)
Uabierto
< CaPp(x)(UleUi, Q)
< capp(x)(uleEi, Q) +e
= cap,(Ex, Q) + &

< i E;.,Q)+e¢.
—jg?ocapp(x)( J» ) &

Notemos que para la dltima desigualdad tuvimos en cuenta que, como Ej C E; para todo
J = k, tenemos que cap ,,(Ex, Q) < cap,,, (E}, Q) para todo j > k.
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Por tltimo, observando que, como E; C U, para todo i, resulta que U;2, U; C Q es un abier-
to que contiene a E, y, como K es compacto, cap (K, Q) = cap;(x)(K, Q), obtenemos

capp(x)(E, Q) = Ecul}fcQ capp(x)(U, Q)
U abierto
< cap (U2 Ui, Q)
= sup cap;(x)(K, Q)

KCU;?;1 U;
K compacto

< lim cap,,,(E;, Q) + €.
J—)OO
Queda asi probado el resultado.

2. Se demuestra del mismo modo para la p(x)—capacidad relativa que como lo probamos
para la p(x)—capacidad.

4.3. Relacion entre la p(x)—capacidad y la p(x)—capacidad relativa.

Lema 4.17. Sean p € P(RY), Q acotado y K c Q compacto. Entonces, existe una constante c
que depende soélo de N y de diam(Q) tal que

1
cap,,(K) < c max{(cap,,(K, Q)7+, cap (K, )}.

Demostracion. Supongamos que capp(x)(K, Q) < oo (sino, el resultado es claro).

Como K es compacto,

cap () (K, ) = cap, (K, Q) = ueRpl,(ng,Q)pp (Vi)

Luego, existe u € R, (K, Q) tal que pp(Vu) < capp(x)(K, Q)+ e.

Extendemos u considerando it que valga u en Q y O fuera de Q. Para facilitar la notacidn,
seguimos llamando « a ii.

Sea v = min{l,u}. Como u > 1 en un abierto que contiene a K, tenemos que v € S ) (K).
Por lo tanto

- 1 (x) (x)
capyy(K) = _inf fR P + [Vu(o d

< f VO + [Vv(x0)PY dx
RN

< f WEOPY + [Vu(x)PY dx.
Q
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Por otra parte, empleando el Teorema [2.40]

f|V(x)|p(x)def|v(x)| dx
Q Q
Sflu(x)l dx
Q

= |lullz )
< & diam(Q) | Vully1 g -

Por la inmersién LPY(Q) — L!(Q), aplicando la Proposicién |[2.7| podemos acotar del siguiente
modo:

¢ diam(Q) [[Vull 1 q) < ¢ diam(Q)(1 + Q) [|Vul|ro )
L €1
< cmax{(ppeo(IVu) 7+, (0o (IVul)) 7= }.

Finalmente,

Capp(x)(K)Sf|v(x)|l’(x)dx+f|Vu(x)|p(x)dx
Q Q

< 2 max{(pp(o(IVUD) 7+ » (0p (VD)) P~ } + ppiey (V).

Llamando a = p)(|Vul), estuldiamlio el crecimiento de 1la funcién g(x) = a*paraa<lya>1,
podemos observar que max{ar+,ar-} +a < 2 max{a, ar+}.

Concluimos entonces que para cualquier € > 0 vale que

L il
cap ) (K) < ¢max{(op (IVul) 7+, (0p(IVuD) 7=} + ppoo(IVul)
€
< 2¢ max{(pp(o (IVul)), (0po (IVul)) 7+ }
< cmax{cap (K, Q) + &, (cap (K, Q) + g)/'% ).

1
Finalmente asi resulta capp(x)(K) < cméx{capp(x)(l(, Q), (capp(x)(K, 0))r+}, como queriamos
probar. O

Definicion 4.18. Un conjunto E c R se dice capacitable si

Is(g% cap (K, Q) = cap,,,(E, Q) = . Cnl}fC o cap (U, Q)
K compacto U abierto

Observacion 4.19. Todo conjunto de Borel E C Q es capacitable. (Ver CREAR REFERENCIA
G. Choquet. Theory of capacities. Ann. Inst. Fourier (Grenoble), 5:131295, 1953)

Teorema 4.20. Sean p € PRY), Q acotado y E C Q. Entonces existe una constante ¢ que
depende solamente de N y de diam(Q) tal que

1
cap,(E) < ¢ max{(cap oo (E, Q))r+,cap oo (E, Q)}.
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Demostracion. Si cap,,(E, ) = co, no hay nada que probar.
Supongamos entonces que cap ,,(E, €2) < co.

Como cap,,,(E,Q) = . cHLl/fc o cap (U, Q), existen U; abiertos tales que E C U; C Qy

U abierto

ademas llgg capp(x)(U Q) = capp(x)(E , Q).
Llamamos U = N;2, U;. Como U es un conjunto de Borel, resulta capacitable.

Como E c N2, U;, tenemos que

cap,y(E) < cap,,(U) = sup  cap,,(K).
KcU

K compacto

Por el Lemal4.17 capp(x)(K) <c méx{(capp(x)(K, Q))PIT, capp(x)(K, Q)}. Asi,

Capp(x) (E) < sup Capp(x)(K)
KcU

K compacto

ne
<c sup méx{(capp(x) (K’ Q)) L Capp(x) (Ka Q)}
K clgrg;g{clcto

1
< cméx{ Is{ull)] (cap (K, Q)7+, Is{ull)] cap (K, Q)}.
C C

K compacto K compacto
Tomando limite cuando i tiende a oo, resulta
1
Capp(x)(E) <c méx{(capp(x)(E’ Q)) P, Capp(x)(E’ Q)}’
como queriamos ver. ]
Proposicién 4.21. Sea p € PSRN). Si E ¢ Qes tal que cap . (E) = 0, entonces cap ,,(E, Q) =
0.

Demostracion. Supongamos primero que K C € compacto tal que cap ,,,(K) = 0.

Por la densidad de las funciones continuas, podemos, andlogamente a lo hecho en el Lema
reemplazar el conjunto de las funciones admisibles en la definicién de p(x)—capacidad de
Sobolev por el subconjunto Sg(x)(K) =8 ,wK)N C(RM):

ca (K)=inf ||ullyirw ey
Pp(x) uesth () WLr@®RN)

Luego, como capp(x)(K) = 0, existe una sucesion {u;};eny C Sg(x)(K) tal que [Jully1.pc0@Ny — 0.
Consideramos n € C;°(€2) una funcién de corte que valga 1 en K.

Notemos que V(nu;) = Vnu; + nVu;. Por lo tanto,

IV(upl < [Vl luil + Il Vil < c(luil + [Vui]).
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Luego,
IVaua)PD < 8D (PO + [VaggPD).

Por otro lado,

cap,(K.Q = pl(n)fK 0 Py (V)

< P (V(ui))
= f IV ((x)ui(x)PD dx
RN

- [ 1w as
sop(1)
Llamando B al soporte de n, podemos acotar del siguiente modo:
| wormmeonr ax < [ e + 9
B B

< méx{&pg, cPs) i (OIP® + [V (2P dx
RN

7 ~ + ~D7
= maX{CpB, CPB} ||ui||W1,p(J)(RN) .
Y este dltimo término converge a 0. Concluimos entonces que cap (K, ©2) = 0.

Consideremos ahora E C Q tal que cap,,(E) = b;rclg cap,(U) = 0. Entonces, existe

U abierto
una sucesion de abiertos U; tales que E C U; y _lfmcapp(x)(Ui) =0.
11— 00

Llamamos U = N2, U; N Q. Notemos que U es un conjunto de Borel y U D E.

Ademis cap,,,,(U) = 0 dado que, como U = N2, U; c U; para todo i, resulta cap,»(U) <
capp(x)(U,-) para todo i y, en consecuencia, capp(x)(U) < lll’)rgcapp(x)(Ui) =0.

Como E C U; para todo i, resulta E C U. Luego, por lo visto en la primera parte de la

demostracion,

cap,y(E, Q) < cap, (U, Q) = sup  cap,,(K, Q) = 0.
KcU

K compacto

Obtenemos asi el resultado que queriamos probar. O

Teorema 4.22. Sean p € P°S(RYN), B una bola y E C B. Entonces existe una constante ¢ que
depende solamente de p. tal que

cap ) (E, 2B) < c(1 + max{(diam(B))""+2#, (diam(B))""~2#)}cap ,,(E).

Demostracion. Sea K C B compacto.

Como Capp(x)(K) = - fonf ||u||W1,p(x)(RN), podemos asegurar que existe {u;}ien C Sg(x)(K)
p(x)

tal que ||ully1.p00@yy) < capp(x)(K) + .
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Sea n € C;°(2B) una funcion de corte que valga 1 en K y tal que |Vu| < m.

. . : 3 "
Como en la demostracién anterior, suponiendo ahora ¢ > 1 (para asi asegurar que c2s >
cP2s, ¢), obtenemos que para todo & > 0 vale

IVu(x)n(o)l”™ dx < f () V()P Pdx + f IVR(Ou()lPVdx
2B 2B 2B

(x) C p(x)
< fz [VuCo + fz B(|u(x)|diam(3)) dx

< [ VuolPOdx + ma €\ (__ €\ f P
< | Vol mix (s (g ) ) | eordx

<c | Vu@)PWdx + cP2s max{(diam(B))"2s, (diam(B)) P25} f ()P dx
2B 2B

< ¢35 (1 + méx{(diam(B)) 725, (diam(B)) 72s})( f IVu()Pdx + f ()" Vdx)
2B 2B

< ¢P*(1 + méx{(diam(B)) "3, (diam(B)) P2} udly1.pe0 2y

< ¢+ (1 + max{(diam(B)) "2, (diam(B))_pEB})(capp(x)(K) + &).

Consideremos ahora E C B.

Como capp(x)(E) = énfU capp(x)(U ), existe una sucesion de abiertos {u;};e tales que E C
C

U abierto

Uiy l_liglocapp(x)(Ui) = cap,(E).

Llamamos U = N2, U;. Luego U es un conjunto de Borel y, por lo tanto, es capacitable.
Ademas, cap p(x)(U ) =cap p(x)(E) dado que

Por un lado, como E C U; para todo i, resulta E C U y, en consecuencia, capp(x)(E) <
capp(x)(U ).

Por otra parte, para todo i tenemos

cap,,(U) = Ll/rclg capp(x)(U) < cap ) (U)).

U abierto
Como ilirgcapp(x)(U,') = cap . (E), resulta
Capp(x)(U) < Capp(x)(E)-
Finalmente, como E C U,

Capp(x)(E, 2B) < capp(x)(U, 2B) = Is(ug capp(x)(K, 2B).
C

K compacto

Por lo visto en la primera parte de la demostracidon, podemos acotar este dltimo término del
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siguiente modo:

cap,(U,2B) = sup  cap,(K,2B)
KcU
K compacto

< sup c(l+ max{(diam(B)) "2, (diam(B))_”EB})capp(x)(K)
K clo(r%[l){acto

< ¢ (1 + max{(diam(B)) 725, (diam(B))_pEB})Capp(x)( U)
= ¢ (1 + méx{(diam(B)) 725, (diam(B)) P28 })cap ., (E).

Queda asi demostrado el resultado. O



Capitulo 5

Propiedades finas de las funciones
Sobolev.

Para el desarrollo de este capitulo seguiremos la referencia [4]].

Definicion 5.1. Una afirmacién se cumple p(x)—cuasi todo punto (y notamos p(x)—ctp) si no se
cumple en un conjunto de p(x)—capacidad de Sobolev nula.

5.1. p(x)—cuasiabiertos y p(x)—cuasicontinuidad.

Definicién 5.2. Sea D c RY abierto acotado, Q c D se dice p(x)—cuasiabierto si existe {W,,}pnen
sucesion decreciente de abiertos tal que cap,,,(Wy, D) converge a 0y Q2 U W, es abierto para
todo n.

Proposicion 5.3. Sea p € P(Q). Entonces,

1. Si Q es abierto, entonces Q) es p(x)—cuasiabierto.
2. Sea Q abierto tal que capp(x)(E, D) = 0, entonces Q\ E es p(x)—cuasiabierto.

3. Sean {Qu}nen p(x)—cuasiabiertos, entonces Q = U;’ | Q, es p(x)—cuasiabierto.

Demostracion. 1. Basta tomar W,, = 0.

2. Como 0 = capp(x)(E, D) = - Clrl}fc . capp(x)(U, D), existe (W), sucesion decreciente de

U abierto
abiertos tales que cap p(x)(Wn, D)tiendeaOy E c W, C D. Ademais, (Q\E)UW, = QUW,,

es abierto por ser union de abiertos.

3. Como Q, es p(x)—cuasiabierto para todo n, existen { W;?} jen sucesiones decrecientes de
abiertos tales que capp(x)(W;’, D) tiendeaOy Q, N W;‘ son abiertos para todo j.

52
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Consideramos Wj = Uff:l W;? . Luego, {Wj} jen resulta una sucesion decreciente de abiertos
tal que QN W; = U (Q, U W;’) es abierto.

Por otra parte,

~ S | 1
cap,(Wj, D) < E cap (W}, D) < E S < YR 0.
n=1

n=1
Luego, cap,, x)(VVj) — 0, como queriamos probar.
]

Definicion 5.4. Una funcion u: Q — R es p(x)—cuasicontinua si para todo £ > 0, existe un
abierto U tal que cap,,,,(U) < €y ulg\y es continua.

Observacion 5.5. Notemos que si u y v son p(x)—cuasicontinuas, entonces u + v, au con a € R,
min{u, v} y max{u, v} también lo son.

Lema 5.6. Sea p € P(RN). Entonces, para cada sucesién de Cauchy con respecto a la norma
WLPO(RN) de funciones de C(RN)N WLPC(RNY, existe una subsucesion que converge puntual-
mente p(x)—ctp en RV,

Mds aitin, la convergencia es uniforme fuera de un conjunto de p(x)—capcidad arbitraria-
mente pequeria.

Demostracion. Sea {u;}icy una sucesién de Cauchy en C(RV) n WHPORN),

Considerando una subsucesion si fuera necesario, podemos suponer que para todo i € N vale

lleti — wivilly peoy < ok

Llamamos U; = {x € RV: |uj(x) — uj1(x)| > 3}y V; = Ujs Ui
Sea v = 2 |u; — uj1], entonces v € WHPORN) y [Vlly g = 27 — uisilli pey < 5r-

Luego, por la Proposicién P1pxn (V) < %
Por lo tanto

1 .
capp(x)(Vj) = capp(x)(Uiszi) < anpp(x)(U,-) < Zpl,p(x)(v) < Z 5 <2550
i>j i>j i>j
Concluimos asi que lim cap,,,,(V;) = 0.
J—)OO
Llamando V = ﬂ;';l V;, resulta capp(x)(V) < Capp(x)(Vj) — 0.
Entonces, {1;};cn converge puntualmente en RV \ V 'y cap p(x)(V) =0.

Por otra parte, dado & > 0 consideremos jo tal que cap (V) < €.
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Sea x € RV \ Vij,, entonces x € (V)¢ = (Ui, Ui = Ni»j,U;. Podemos afirmar entonces
que, para todo i > jo,

1
ui(x) — w1 (x)| < E

Luego, dados k > [ > j,
l. <2

k-1
2!

k=1

() = ()] < ) i) = iz ()] <
i=l i=l

Por lo tanto, la convergencia en R" \ V;; es uniforme. O

Corolario 5.7. Sea p € P¢(RN). Entonces, para cada u € WHPORN), existe v € WHPIORN)
p(x)—cuasicontinua tal que u = v ctp en RV,

Demostracion. Sea u € WIPORN), por densidad podemos considerar una sucesion {u;};en en
C(RN) tal que u; — u en WHPORN),

Por el Lema [5.6] existe una subsucesion de {u;}ien que converge uniformemente fuera de
un conjunto de capacidad arbitrariamente pequefia. Como la convergencia uniforme implica
la continuidad de la funcién limite, obtenemos una funcién continua fuera de un conjunto de
capacidad arbitrariamente pequefia. m|

La siguiente proposicién es la extension para p variable de la propiedad presentada en [4]
Corolario 11.1.5, pagina 335] para p=2. Aunque la demostracion es aniloga, la incluimos por
completitud.

Proposicion 5.8. Sea p € Plog(Q). Entonces, dada u € W'"PO(Q), existe v € WHPIO(Q)
p(x)—cuasicontinua tal que u = v ctp Q.

Demostracion. Sea z € Q. Definimos
1
Q; = {x € Q: dist(x,0Q) > =} N B(z,i).
i

Consideremos {;}ienr € C(Q) tal que ¥; = 1 en Q;. Luego, uy; € WHPORN) y uy; = uen Q;.

Como uy; € WHPIRN), por el Corolario existe v; € WI'PO(RN) p(x)—cuasicontinua
tal que v; = wy; ctp RV,

Sea j > i. Como uy; = u en ;, resulta v; = v; ctp ;. Luego, v; = v; p(x)—ctp ;.

Sea & > 0. Consideremos V; c RV tal que vilgvy, €s continua, v; = v;p en ;1\ V;y
cap (Vi) < 5.

Llamemos i1(x) = v;(x) donde i es el menor natural tal que x € B(z, i) y dist(x, 0Q) > %

Tenemos que it = u ctp Q, 5‘|Q\U?21V,- es continua y verifica

(o9

oo - &
cap (U2 Vi) < Z cap,, (Vi) < Z > <e.
i=1 i=1
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Como esto vale para todo € > 0, queda demostrado el resultado. O

Proposicion 5.9. Sea p € Plog(Q). Entonces, para cada u € Wé’p (x)(Q), existe it € WHPO(RN)
p(x)—cuasicontinua tal que it = u ctp Qy it = 0 p(x)—ctp RN \ Q.

Demostracion. Sea u € Wé’p (x)(Q). Consideramos {v;};eny € C(€2) tal que v; converge a u en
WP (Q). Por lo tanto, {v;}jcn es una sucesién de Cauchy en WHLPO(RN),

Por el Lema|5.6} {v;}ien tiene una subsucesion que converge puntualmente p(x)-ctp y unifor-
memente fuera de un conjunto de capacidad arbitrariamente pequefia.

Luego, la funcién limite i es p(x)—cuasicontinuay it = 0 p(x)—ctp RV \ Q. |

Teorema 5.10. Sean p € P(RY), u € WHPORN) p(x)—cuasicontinua y u = 0 p(x)—ctp RN \ Q.
Entonces u € Wé’p (x)(Q).

Demostracién. Veamos que u se puede aproximar por funciones en W™ (Q) de soporte com-
pacto en Q.

Supongamos que u# > 0 (sino, basta efectuar la prueba para max{u, 0} obteniendo asi el
resultado para u = max{u, 0} + min{u, 0}). También podemos asumir, en virtud del Corolario
que u es acotada y de soporte compacto en RV,

Sea 6 > 0. Como u es p(x)—cuasicontinua, podemos considerar U abierto tal que ulgv g €s
continua y cap,,(U) < 6.

Llamemos E = {x € RV \ Q : u(x) # 0}. Notemos que, como u = 0 p(x)—ctp RV \ Q, resulta
capp(x)(E) =0.
Consideremos ahora ws € S (U U E) tal que 0 < ws < 1y py p(ws) < 0.

Como ws € S (U U E), sabemos que ws > 1 en un abierto V > U U E. Luego, como
ws < 1, obtenemos que ws = 1 en el abierto V> U U E.

Sea 0 < € < 1, definimos

ug(x) = max{u(x) — ¢, 0}.

Comou =0enx € dQ\ Vy ulgny es continua, existe r, > 0 tal que u < g en B(x, ry) \ V'y por
ende u, = 0en B(x,r) \ V.

Luego, (1 — ws)u, = 0 en B(x,r,) UV para cada x € 0Q \ V. Asi, (1 — ws)u, = 0 en un
entorno de RN \ Q.

Por otro lado,

P1Lpx) (Wolke) = fR s + [V ws(us ()" dx

< [ sl e [ 20 Wi et [ 27 s 0 P
RN RN RN
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Notemos que podemos acotar la suma del primer y el tercer término del siguiente modo:

f Iws(Xue(x)P™ dx + f 2PD |V ()PP Jug ()P dx <
RN RN

< sup |u8(x)|P(X)f |W5(x)|p(x) + 2P+ |V(W5(x))|p(x) dx <
RN

xeRN
< sup [P 27 p1 poy(Ws) < sup [ ()P 2776,
x€RN xeRN

Concluimos entonces que

P10 Wstte) < sup Jug(x)[P® 2P+§ + 2P+ f

(We())PD [Vuug ()P dx.
xeRN RN

Como ws converge a 0 en LP®(RV) cuando ¢ tiende a 0, podemos elegir una subsucesién wg
que converja a O ctp.
Como ademds, wg,(x) [Vu P& < |Vu8|p(x), por convergencia mayorada, f . Wé’,(X) |Vu£|l’(x)
R
converge a 0.

Finalmente entonces py p(x) (W te) converge a 0 cuando ¢’ tiende a 0y por lo tanto |[we el )
converge a 0 cuando &’ tiende a 0.

Luego, haciendo tender € y ¢’ a 0,

llu = (1 = wauglly py < llie = uglly peoy + Ws ttslli py = 0,

como queriamos probar. O

Proposicion 5.11. Supongamos v; — v en Wé’p (x)(D). Entonces, existe {v, }ren tal que v, — ¥
p(x)—ctp.

Demostracion. Consideremos {v;, }ien subsucesion tal que ||v el vij;;ly,,(x) D) < 47kp+
0
— (15 5 —k _
Llamemos € = {[V,,, = V| > 27"}y W, = UpspX.

Como capp(x)(W,,,D) = W}’nanW capp(x)(W, D), existen W, abiertos tales que W, C W, y

W abierto
ademas

~ 1
cap (W, D) < cap (W, D) + TR S.1)

Asumimos que W,, € W, (sino, basta reemplazarlo por W, N W,.1).

Notemos que, como 2Ky i — Vj | > 1 en £ abierto, tenemos que
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Empleando la Proposicién .13} obtenemos

Cap (L4 D) < f VMY, (0) = v (ODIPOdx
D

<2 ppoy (VWi = Vi)
<201 py (Vs = Vi)

< 2kp+ < 2kp+4—kp+ — 2—kp+

P-
Vi —
Jrs ]k” Loy =
* W, "(D)

Por lo tanto,

cap ) (Wn, D) = cap . (Ug=nL%, D) < Z cap (L, D) < Z 27kp+ 5

k>n k>n
De (5.1)), resulta entonces que cap ,(,(W,, D) — 0y, en consecuencia,

cap (M2 W, D) = lim cap (W, D) = 0.

Luego, ¥;, — ven D — ;> W,, como queriamos probar. O

5.2. Potencial capacitario.

En esta seccion extendemos para p variable las definiciones y propiedades dadas para p = 2
en [12].

Definicion 5.12. Sea A C D. Llamamos
Is={ve Wé’p(x)(D): A{v,}hen C Wé’p(x)(D), Vv, — V en Wé’p(x)(D) y v, > 1 ctp en un entorno de A}.

Definimos el potencial capacitario de A como el us que verifica
f IVua()P™ dx = inf f IVv()|P@ dx.
D vely D

Observacion 5.13. Notemos que I['4 es la clausurade {v € Wé’p @ (D): v > 1 ctp en un entorno de A}

con respecto a la norma de WS P (x)(D). Por lo tanto I'4 resulta cerrado.
Proposicion 5.14. T'4 es un conjunto convexo.

Demostracion. Sean 0 <t < 1y u,v € I'4. Entonces, u, converge a u en Wé’p (x)(D) yu,>1len

un entorno U de A. Del mismo modo, v, converge a v en Wé’p (X)(D) y v, > 1 en un entorno V de
A. Veamos que tu + (1 — 1)y € ['4.

it + (1 = 0 = 11+ (1= D)0y < it = tll g0y + 10 = Ve = 0

Por lo tanto, fu, + (1 — f)v, converge a fu + (1 — f)v en Wé’p(x)(D).

prueba. O

Ademas, tu, + (1 —t)v, 2 t+ (1 —1t) = 1 en U U V entorno de A. Queda concluida asi la
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Proposicion 5.15. SiT's # 0, entonces existe un vinico us € I'y tal que

cap,(A, D) = f Viea (0" dx.
D

Demostracion. Comencemos probando la existencia.

Por la definicién de p(x)—capacidad, sabemos que existe {v,},en C W(;’p (x)(D) tal que v, >
1 ctp en un entorno de A y f IV, (0)PD dx — cap (A4, D). Luego, por ser convergente,
{Pp) (Vi) hpen resulta una sucels)i(’)n acotada.

Por lo tanto, por el Teorema y teniendo en cuenta la Proposicién tenemos que

Wally 10y = 1VVallzro o)

< Emax{(Op(0 (VY77 » (e (VVa)) - |

Luego, {v,}sen €s acotada en Wé’p @ (D), que es reflexivo. Por el Teorema de Alaoglu existe
entonces una subsucesion débil convergente: v,; — v en Wé’p (x)(D).
Como I'4 es cerrado en Wé P (D) y convexo, resulta cerrado débil y, por lo tanto, v, € I'4.

Por otra parte,

. )
fD [Vveo (X)[PY) dx < 1im inf fD |Vv,,j(x)|p @ gy = cap (A, D).

Ademads claramente tenemos que f |Vvoo(x)|p(x) dx > capp(x)(A, D). Concluimos asi que vale la
D
igualdad.

La unicidad es consecuencia inmediata de la estricta convexidad de fD |Vv(x)|”(x) dx, que
asegura que no es posible la existencia de mas de un minimo. Basta notar que, si hubieran dos
minimos u; y up, entonces

I}

lo cual es un absurdo ya que u; era minimo. m|

up (x) + uz(x)) P

2

v(

1 1
dx < = f IVuy ()P dx + = f [Vup ()P dx = f Vg ()P dx
2 D 2 D D

Proposicion 5.16. Sea u4 el potencial capacitario de A, entonces 0 < uy < 1.

.. 1, .
Demostracion. Como uy € Ty, entonces uy € W, P (x)(D) y existe {v,},en convergente a uy en
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Wé’p (x)(D) tal que v, > 1 ctp en un entorno de A.

f IV inf{ua (x), 1}PX dx = f IV inf{ua(x), 1}P™ dx + f IV inf{ua, 1}P™ dx
D uA<1

up(x)=1

= f IVua ()PP dx + f V1P dx
ua<l ua>1

- f Vi (O dx
MA<1

< f [Vau ()PP dx
D

= inf f IVv(x)|PPdx.
vel'g D

Por otro lado, como uy € WS’P (x)(D), sabemos que inf{uy, 1} € Wé’p (x)(D). Como v, > 1 ctp en

un entorno de A, podemos asegurar que inf{ua, 1} > 1 ctp en un entorno de A. Ademas, dado
que {v,},en converge a uy en Wé’p (x)(D), inf{v,, 1} converge a inf{uu, 1} en Wé’p (x)(D).

Por lo tanto, inf{uu, 1} € I'4 y, en consencuencia,

inf f IVv()IPPdx < f IV inf{u (x), 1}PY dx.
D D

vel'y

Luego,
inf f IVv()IP® dx = f [V inf{us (x), 1}PY dx.
D D

VEL 4
Por la unicidad de ug4, resulta que inf{uyu, 1} = u4. Concluimos asi que uy < 1.

Andlogamente, considerando sup{u4, 0}, resulta u4 > 0, como queriamos probar. O

En lo que sigue nos dedicaremos al estudio de Ap(x)uA = diV(p(x)IVuAlp(x)‘zVu) que es,
en principio, una distribucién. Veremos que esta distribucion define en realidad una medida
soportada en A y que esta medida codifica las propiedades fundamentales del conjunto A.

Proposicién 5.17. Sea A C D, entonces —Aup > 0 en D.

Demostracion. Dados ¢ € C(D) tal que ¢ > 0y t > 0, claramente vale que ug + tp € I'4.
Luego,

f|VMA(X)|p(")dxsfIV(uA(X)+t<p(x))l”(x)dx.
D D

Considerando la funcién r(t) = fD V(g (x) + to(x))[PPdx, resulta entonces que r(0) < r(¢).

Concluimos asi que r(0) < r(¢) para todo ¢ > 0. Por lo tanto,

¥ (0) = f POV PO Vg (V) dx > 0
D
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Es decir, dada ¢ € C°(D) tal que ¢ > 0, vale que

f POIViua ()PP Vg (x)Vep(x) dx > 0.
D

A

Luego, —A,ua > 0 en D, como queriamos probar. O
Proposicion 5.18. El soporte de —Ap(x)uA estd incluido en A.

Demostracion. Sea ¢ € C2(D \ A). Luego, como ¢ se anula en un entorno de A, sabemos que
ug +tp € 'y paratodo r € R.

Considerando la funcién r(t) = fD IV (up(x) + to(x))[PPdx, tenemos que r(0) < r(f) para todo
teR.

Por lo tanto, r tiene un minimo en ¢ = 0 y asi podemos asegurar que

¥(0) = f POIVita (PO 2V (1) V() dx = 0.
D

Queda asi demostrado el resultado. O

Observacion 5.19. Notemos que, como el soporte de —Ap(x)uA esta incluido en A, sabemos que
Apyua = 0en D\ A. Ademds, dado que uy € Wé’p @(D), podemos afirmar que us = 0 en 4D.
Finalmente resulta claro que us = 1 en A.

A continuacién, probamos algunos resultados que serdn de utilidad en el capitulo 8. Si bien
se podrian extender al caso de exponente variable, elegimos demostrarlos para exponentes cons-
tantes dado que los usaremos de esa forma.

Proposicion 5.20. Sea r > 0. Si p(x) = p es constante, entonces up »(rx) = up,1)(x).

Demostracion. Sea x € B(0,2) \ B(0, 1), definimos v(x) = up,1)(rx).

Notemos que Vv(x) = rVup,1)(rx). Por lo tanto
Apv(x) = div(plVv()IP2Vu(x)) = P~ p div([Vugo, 1y (r0lP 2 Vupo.1)(rx) = 177! pAyup 1y(rx) = 0.

donde, para establacer la dltima igualdad, tuvimos en cuenta que rx € B(0,2r) \ B(0, r) y en este
conjunto sabemos que A,up,1) = 0.

Ademas, claramente v = 0 en 8B(0,2) y v = 1 en B(0, 1) pues up(,1) verifica ambas propie-
dades.

Concluimos asi que up,(rx) = up(,1)(x), como queriamos probar. O
Lema 5.21. Sea t > 0. Si p(x) = p es constante, entonces

cap,,(B(x, 1), B(x, 20) = NP cap,,(B(x, 1), B(x,2)).
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Demostracion. Por simplicidad, asumiremos x = 0. Por el Lema[5.20] sabemos que

up(0,n(x) = ”B(O,l)(;)-

Luego,

X
f Vit Pdx = f Va5 )P dx
B(0,20)\B(0,£) B(0,26)\B(0,1) t

xy 1
Zf Vuso.n(5)~ Pdx
B(0,26)\B(0,f) 't

1 X
= Va5 )P dx
7 JB(0,20\B(0,1) t

1

7 Jpo.2)\B(0,1)

= tN_pf [Vupgo,H )P dy.
BO2\BO,1)

Como up, = 1 en B(0,1) (y, en consecuencia, Vupg, = 0 en B(0,1)) y upo,1) = 1 en B(0, 1)
(y, en consecuencia, Vup,1y = 0 en B(0, 1)), obtuvimos que

\Vugo, I dy

f IVupo.n(x)Pdx = NP f [Vupo,1HWIPdy.
B(0,2¢) B(0,2)

Es decir,

cap,(B(0, 1), B(0,21) = " Pcap,,(B(0, 1), B(0,2)).

Queda asi probado el resultado si x = 0. En el caso contrario se procede andlogamente. O

Veremos a continuacién que es posible dar una generalizacion del lema previo a p variable.

Lema 5.22. Sean p € P(Q) y 0 < r < 1. Entonces,

cap,,:)(B(0, ), B(0,2r)) < r""P+cap,,,(B(0, 1), B(0, 2))

cap,,, (B, 1), B(0,2)) < r’~Ncap, (B(0, r), B(0, 2r))

Demostracion. Consideremos v(x) = upo, 1)();‘). Notemos que, como u € WPO(B(0, 2)), enton-
cesv € Wl’p(f)(B(O, 2r)). Ademas, como u = 1 en B(0, 1), tenemos que v = 1 en B(0, r). Luego,
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por la Proposicién@ definiendo p,(-) := p(:), obtenemos

Capp (.)(B(O, r), B(O, 2}")) < f |Vv(x)|p,-(x)dx
' B(0.2r)

1\p(%) xy\|P(E)
:f (—) ’VMB(OJ)(—)’ dx
B(02r) T r
1\r» ,
= f (=) Vuson 0P dy
B(02) 'V
1 ,
Sf T|VMB(0,1)(Y)|p0)rNdy
B(0,2) '™

_ ,,N—mf Vg, 0)IPPdy
B(0.2)
= rN"Prcap ,,(B(0, 1), B(0,2)).

La prueba de la otra desigualdad es completamente andloga, considerando ahora u(x) = v, (rx)
y definiendo p,(-) := p(r -). Queda asi probado el lema. O

Observacion 5.23. Notemos que, si p es constante, el Lema [5.22 nos permite afirmar que, si
p € P(Q)y0<r<1,entonces

cap,,(B(0, r), B(0,2r)) < r""Pcap (B(0, 1), B(0,2))

cap,,(B(0, 1), B(0,2)) < r*Neap (B0, ), B(0,2r))

Por lo tanto,
capp(B(O, r), B(0,2r)) = rN_pcapp(B(O, 1), B(0,2)).

. . s 1
5.3. Teorema de caracterizacion de W,” D).
En esta seccion extendemos para p variable las definiciones y propiedades dadas para p = 2
en [12].

Teorema 5.24 (Teorema de caracterizacion). Sean D C RY abierto, Q C D abierto y p €
Plog(Q). Entonces,

ue WP Q) & ue WP (D) yii = 0 p(x) - ctp D\ Q.

Demostracion. Sea {¢nlnen C C22(Q) € CX(D) tal que ¢, converge a u en Wé’p (x)(Q) y, por lo
tanto, en Wé’p (x)(D). Luego, u € Wé’p (x)(D).

Sea {tpnj} jen subsucesion de {¢,},en tal que converge a i p(x)—ctp. Luego, como on; = Oen
D\ Q,resultaii =0ctp D\ Q.

Reciprocamente, supongamos que D = R" (sino, extendemos por cero).
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Descomponiendo u = u* — u~, podemos suponer también que u > 0.

Como min{u, n} € Wé’p (x)(D), que es cerrado en WLPORN), y converge a u en WLPORN),
podemos suponer que u es acotada.

Consideremos & € C°(B(0,2)) talque 0 < é <1y é& = 1en B(O,1).

Llamemos &,(x) = f(fl). Luego, &,u converge a u en WHPO(RN). Podemos entonces suponer
que u(x) = 0 para todo x € (B(0, R))° para R grande.

Como u es p(x)—cuasicontinua, existe {W,},cn sucesion decreciente de abiertos tales que
cap ) (Wp, D) tiende a 0 y iz, es continua.

Supongamos que W, contiene al conjunto de capacidad nula de RV \ Q donde i # 0. Por lo
tanto, it = 0en (QU W,)° = Q° N We.

Sea ¢ > 0, llamamos V,, = {x: ii(x) < 6} U W,. Como ii es continua en RN \ W,, V,
resulta abierto. Por lo tanto, V[ es cerrado. Ademas, es acotado pues Vy, C B(0, R). Luego, V5, es
compacto.

Sea uy, el potencial capacitario de W, resulta entonces que («—06)" (1 —uw,) = 0 ctp Q\ V.

Consideramos {K;} jei sucesion regularizante. Luego, para j grande tenemos que
K [(u—06)"(1-uw,)] € C(Q).

Notemos que
pp(x)(VMWn) = Capp(x)(Wns D) — 0.

Por el Corolario resulta entonces que HVMW,, ” L
Por otro lado, por el Teorema [2.40]

oy = 0

<c ||VI/an

””Wn ”Lp(x) (D) LP(D) *

Luego,
0.

+ ||V14W,,

e, Wire (D) = e, LoDy

LPO(D)
Por lo tanto, 1 — uw, converge a 1 en WP@(D) cuando n tiende a +co.

Por otra parte, empleando la Proposicion

[l(u = 8) — ullwrreopy = 6 1Ulwrrw(py
= 0l Lropy + IVl oo py)
= S [l
n 1
< 0 méax{(ppo (1) 7+, (Pp (1)) 7~}
= s méx{|D|™, 1D ).

Cuando ¢ tiende a 0*, este tltimo término tiende a 0 y, en consecuencia, u — § converge a u en
WLP@(D). Por lo tanto, (u — §)* converge a ut = u en WHP™(D) cuando ¢ tiende a 0*.
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Ademas, como 0 < 1 — uw, < 1, obtenemos

+ ”VMWn

“1 ~ UWallwrrwpy = Hl - Uw,

LX) (D) L) (D)

1 s . 1 1
< max{(ppo (1 = uw,)) 7, (p (1 = uw,)) -} + max{(opu (Vuw,)) 7+, (0pe(Vuw,)) - }
NI ) 1 1
< méX{IDI P, |D| p= } + max{(capp(x)(wl’l’ D)) e, (Capp(x)(Wn’ D)) P= }

}ien resulta acotada.

Como cap,,,(Wy, D) tiende a 0, la sucesion {||1 = UW, [l

Notemos que
”(u - 5)+(1 - MWn) - ”“Wl’p(x)([))

< Hl — uw,

WLp()(D) ”(” —0)" - ”le,pm(D) + {luellyr.re ) ””W WLr™(D) *

Finalmente entonces, haciendo tender j a 400, n a 400 y § a 0", concluimos que
K;* [(u—08)"(1- uw,)| — u,

como queriamos probar. m|

Nuestro objetivo para finalizar esta seccidn serd dar una extensién a todo subconjunto de D
de la caracterizacion presentada en el teorema anterior para abiertos.

Definicion 5.25. Dado A C D, definimos
Wy " (A) = (v e WP (D): 5= 0 p(x) - ctp D\ A},

Lema 5.26. Sean Q,Q; C D p(x)—cuasiabiertos y Wé’p (x)(Ql) C Wé’p (x)(Qz). Entonces, Q1 C
Qy p(x)—ctp.

Demostracion. Supongamos que capp(x)(Ql \ Qy) > 0. Consideremos {W,},en una sucesion
decreciente de abiertos tales que capp(x)(Wn) — 0y Q) UW, es abierto.

Notemos uyw, al potencial capacitario de W, relativo a D. Entonces,
0 < cap (1 \ 2) = cap, o (Huw, < 1} N (Qr \ Q)] U [{uw, =1} N (€ \ Q)]

< cap o ({uw, < 13N (21 \ Q2)]) + cap ;) (Wy N (Q1 \ ).

Como capp(x)(Wn N (Q;\ Q) < capp(x)(Wn) — 0, para n suficientemente grande podemos
asegurar que

cap .y ([{fuw, <1} N €1\ Q)] > 0.

Consideremos ahora {K ;} jen una sucesion creciente de compactos tal que Q; U W, = U» K;y
notemos que ug; al potencial capacitario de K relativo a Q; U W,,.

Como ug; € Wé’p (x>(Ql UW,), resulta que ug;(1—uw,) pertenece a Wé P (x)(Ql ) y no pertenece
a Wé’p (x)(Qg), lo cual es absurdo. O
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Proposicion 5.27. Dado A C D, existe un tinico (salvo p(x)—capacidad nula) Q C D p(x)—cuasiabierto
tal que W,"(A) = W, PO (Q).

Demostracién. Notemos que Wé’p @(A) resulta separable por ser subespacio de Wé’p @(D), que
es separable.

Consideremos {u,},en en Wé’p (x)(A) denso y definamos Q := U

o, # 0}, que resulta
p(x)—cuasiabierto por ser unién de p(x)—cuasiabiertos.

Como i1, = O en D\ A, sabemos que {ii, # 0} C A p(x)—ctp para todo n. Luego, Q Cc A
p(x)—ctp.

Por lo tanto, W, "™ (Q) ¢ Wy "(A).

Reciprocamente, dada u € W(;’p (x)(A), por densidad sabemos que existe {unj }jen tal que
Up; = U en Wé’p “(D)y iy, = i p(x)—ctp.

Como ii,; = 0 p(x)—ctp D\ Q para todo j, resulta que it = 0 p(x)—ctp D \ Q.

Concluimos entonces que u € Wé’p @ Q).

Veamos ahora la unicidad. Supongamos que existen 1,y C D p(x)—cuasiabiertos tales
que Wy "(4) = WP Q) = Wy ().

Por el Lema[5.26] resulta entonces que Q) = €, p(x)—ctp, como queriamos probar. O



Capitulo 6

Continuidad del Problema de Dirichlet
para el p(x)—laplaciano con respecto a
perturbaciones en el dominio.

En este capitulo extendemos para p variable las definiciones y propiedades dadas para p = 2
en [12].

Definimos el p(x)-laplaciano como A,yu = div(|Vul” =2 yy).

El problema de Dirichlet para el p(x)—laplaciano consiste en hallar u € Wg () (Q) tal que

—Ap(x)u = f en Q,
{ u=0 enodQ, 6.1

donde f € LP®(Q) o, mds generalmente, f € W-LreOQ).

En su formulacién débil, el problema de Dirichlet se escribe como hallar u € Wé’p (X)(Q) tal
que

f IVu(0)IPD 2 Vu(x)Vv(x) dx = f F(x) dx para todo v € W, " ().
Q Q

Si definimos

1
I(v) := f —— [Vv(x)PX dx - f FxV(x)dx,
o p(x) Q
el problema puede nuevamente reformularse como hallar u € W(; P (Q) tal que

I(w) = min{I(v): v € W " ().

6.1. Existencia y unicidad.

Lema 6.1. Sea u € Wé’p (x)(Q). Entonces, u es minimizante de I si 'y solo si es solucion de

66
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Demostracion. Seaw € Wé’p (x)(Q). Como —Apu = f, tenemos que

fg (=Apou(x) — f(X))(u(x) — w(x)) dx

= fQ (=Apou(x))(u(x) — w(x))dx — fQ SO (u(x) —w(x))dx = 0.
Teniendo en cuenta la definicién del p(x)—laplaciano, obtenemos
f IVulPP2 VuV(u — w) — f fu—-w)=0.
Q Q

Por lo tanto, aplicando la desigualdad de Young,

f IVu(x)PY - f(x)u(x)dx = f IVu(x)[P9~2 Vu(x) Vw(x) dx — f FOW(x) dx
Q Q Q

v p(x)-2 v p'(x) )
< f || il ; M(X)| dx + f —'VW(X)lp - f Sow(x) dx
Q p'(x) o pX Q

[ IVux)Pw . [Vw(x)[P™
Ja P o pl

- f F(xw(x) dx.
Q

Concluimos entonces

1 V()P
f(; EWM(X)WX)—JC(X)M(X)CZXS fg %_ fg FOOw(x) dx.

Finalmente /(u) < I(w) y, en consecuencia, u €s minimizante.
Sea u minimizante, veamos que entonces resulta solucién.

Sea ¢ € C.°(Q2), consideremos Ah(?) := I(u + tg). Luego,
HO) = [ TP 2T V) - St dx =0
Q

Como ¢ € C°(Q) era arbitraria, por densidad se sigue el resultado para toda funcién en Wé’p @ (Q),
como queriamos probar. O

Lema 6.2. Existe un tinico minimizante de 1.

Demostracion. Veamos que existe il € Wé’p (x)(Q) tal que I(i1) < I(v) paratodo v € Wé’p (x)(Q).

Seau e Wé’p (x)(Q), por la desigualdad de Young, tenemos que

p- P
fow) < l-rpludlipe < ellully ) + callfIZ -

Luego,

~(fouy = —ellulll = AT
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Supongamos ||Vul|,x) > 1. Luego, por la Proposicion , ||VM||§ @ < Pp(x)(Vu). Observemos

que, si [|Vull,r) < 1, basta reemplazar p_ por p, en la demostracion.

’

Lp'(x)

Llamando K = c.||f ||I_7
obtenemos

y tomando £ > O tal que p% —& 2> a > 0, por el Teorema |[2.40

I(u) 2 f [P — (f,
o p(x)
> p%, fg VGl = ellully = cllfI
) p%Pp(x)(Vu) ~ ellVullycy - K

= a||Vull’;, - K

> C¥C||M||ng) - K.

Luego, I resulta coerciva y acotada inferiormente.
Consideremos ahora {uy},en C Wé’p @(Q) tal que I(u,) tiende a inf{I(v): v € Wé”’ D) >
—oo.

pP-
. p(x)
Wo’p (x)(Q), que es un Banach reflexivo. Luego, por el Teorema de Alaoglu, existe una subsuce-

Por lo visto antes, sabemos que I(u,) > @||Vu,|| — K. Luego, {u,},en resulta acotada en

sién, que volvemos a llamar {u, } i tal que u, — i en Wé’p D).

Recordemos que

1
) = [~ Vo dx- | feom( da
o P(x) o
Luego, por la semicontinuidad inferior (consecuencia de la convexidad), obtenemos que
I(@) < liminf I(u,) = inf{I(v): v € W " ().

Por otra parte, gracias a la uniforme convexidad de /, el minimizante obtenido resulta tnico.
Basta notar que, si existieran dos minimos u; y u;, entonces

I(u1 + up

1 1
5 )Sil(u1)+il(u2)21(ul)’

lo cual es un absurdo ya que u;| era minimo. O

De los Lemas|[6.1]y se deduce el siguiente resultado.

Corolario 6.3. Existe una vinica u € Wé’p “(Q) (que notaremos ué ) solucion de (6.1).
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6.2. Principio del maximo.

Lema 6.4 (Principio del maximo para exponente variable). Sean u,v € Wé’p (x)(D) tales que

—Ap(x)bt < —Ap(x)v enD,
u<v endoD

Entonces, u < ven D.
Demostracion. Llamemos —A,nu = gy —Apv = f. Luego, dada ¢ € Wé’p (x)(D), vale

f VGOV V() dx = f ()0 dx
D D

f Vv 2V (x)Ve(x) dx = f F(x)p(x)dx.
D D
Restando a ambos lados, obtenemos que, dado, ¢ € Wé’p (x)(D),
f (VUCOPO V() — (Vo P2V v()) Veplx) dx = f (5(0) — F(D)p(x) d.
D D
En particular, tomando ¢ = (u — v)* € Wé’p (x)(D), como g < f resulta
f (Va2 Vu(x) — Vo) 72Vu(x) dx)V(u(x) — v(x))*
D

= fD (g(x) = f())(u(x) = v(x))*dx < 0.

Teniendo en cuenta que V(u — v)* = (Vu — Vv)y,sy, concluimos entonces que
f (IVu()PY2Vu(x) — [Vv(x)[PP 72 V() (Vu(x) — Vi(x)) dx < 0.
u>v
Por otro lado, por el Lema[6.13] existe una constante ¢ > 0 tal que

f (Vu()PO2Vu(x) — [Vv(x)PO2Vu(x))(Vu(x) — Vv(x)) dx

c f IVu(x) — Vv(x)[PWdx  si p(x) > 2,

> >y
- Vu(x) - V(o) '
CL»; (IVu(x)| + [Vv(x)])2—PW dx sip(x) <2
Por lo tanto
f [V(u(x) — V(X))+|p(X)dx si p(x) > 2,
0>

D
= _ +12
f V@) = ve)™ " i p(x) < 2.
D

(IVu)] + [Vv(x))>=P
Luego, V(u —v)* = 0 en D. Asi, (u — v)* es constante en D. Pero como (u — v)* € Wé’p(x)(D),
tenemos que (z — v)* = 0. Resulta entonces que u — v < 0, como queriamos probar. O
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Una consecuencia inmediata del lema anterior es el siguiente corolario.

Corolario 6.5 (Propiedad de la monotonia respecto del segundo miembro.). Si f < g en D,
f g

entonces Uy, < Uy,

Observacion 6.6. Sea M > 0, entonces vg >0enQpues —Apv=M>0enQyv=0endQ.

6.3. Propiedad de monotonia respecto del dominio.

En esta seccion extendemos para p variable los resultados dados en [[12]] para p = 2.

Lema 6.7. Sean v € Wé’p (x)(RN )yw € Wé’p (x)(D) tales que |v| < w ctp D. Entonces, v €
W, P (D).

Demostracion. Basta ver que v* € Wé’p (x)(D) (para v~ se prodece andlogamente y una vez
probado el resultado para v* y v~, sabemos que vale para v = v —v7).

Como w > 0, por el Lema podemos considerar {w,}peny € C2(D)* tal que {wp}nen
converge a w en W-P(D).

Por lo tanto, inf{w,, v*}, que tiene soporte compacto en D (pues cada w, lo tiene) converge
a inf{w, v*} que coincide con v* ya que, por hipétesis, |[v| < w ctp D.

Luego, tomando una sucesion regularizante adecuada, obtenemos una sucesion de C.°(D)
convergente a v*, como queriamos probar. O

Proposicion 6.8 (Propiedad de monotonia respecto del dominio.). Sean Q; € Q, y f > 0.

Entonces, u, <u

Q Q"

Demostracion. Para facilitar la notacién llamaremos u; = uél yuy = ”{22'

Sabemos que, dado v € Wé’p(x)(Ql),

Vi (0)PD2Vu () Vv(x)dx = | f(x)v(x) dx (6.2)
Q] Ql

y, dado, v € Wé’p @),

IV ()PP 2 Viun (x)V(x) dx = f F)v(x) dx.
(953 97}

Dado v € Wé’p (x)(Ql), como Q; C €, extendiendo por O resulta que v € Wé’p (x)(Qz) y, en
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consecuencia,

f IV ()PP 2V iun (x)Vi(x) dx = f IV ()PP 2V iy (x)Vi(x) dx
Q

Q
= | S dx (6.3)
Q
= f(x)v(x)dx.
Q)
Restando (6.2) con (6.3)), obtenemos que, dado v € Wé’p “Q)),

f (Va1 ()P972Vu1 (x) = [Vua ()P 2 Vup (1) V(x) dx = 0.
Q)

Como f > 0, tenemos que uy > 0. Luego, (u; — u2)™ < uf € Wé’p(x)(Ql) y por lo tanto, por el
Lema (up —up)t € Wé’p(x)(Ql). Por lo tanto

(IVu1 ()P 72Vu1 (x) = [V (P2 Vup () V (w1 (x) — ua(x))*dx = 0.
Q

Por otro lado, por el Lema|6.13] existe una constante ¢ > 0 tal que

0= f (Va1 ()P 72Vug (x) — [V ()P 2 Vup (x))(Vaey (x) — Vua (x)) dx >
{u1>up }NQ

c f IVu(x) — Vv(x)[PPdx i p(x) > 2,
> {u1>ur }NQ

. f IVu(x) — Vv(x)P
zmine, (Vu(o)l + [Vi(x)))>=re

Por lo tanto, comoV(u — v)* = (Vi — Vv)y,»,, concluimos que

dx sip(x) <2.

. IV(u(x) — v(0)) PPdx si p(x) > 2,
0> 1

N f IV (u(x) — v(x))*?
o, (Vu(x)| + [Vv(x))2-r

dx sip(x) <2.

Luego, V(u; — up)™ = 0 en Q. Asi, (u; — up)™ es constante en Q. Pero como (u; — up)* €
Wé’p (x)(Ql), tenemos que (#; — uz)* = 0. Resulta entonces que u; — up < 0, como queriamos
probar. O

6.4. Teorema de independencia respecto del segundo miembro.

En esta seccion extendemos para p variable los resultados dados en [[12]] para p = 2. El prin-
cipal obstdculo que se present6 en el desarrollo de esta extension fue la pérdida de la linealidad
de la solucion.
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Proposicién 6.9. Sea D c RN abierto acotado tal que Q,,Q C D para todo n. Sea p € P(Q).
Entonces, { u£ hen resulta acotada en la norma de W(;’p (X)(D).

Demostracion. Notemos que, como uﬁ: € Wé’p (x)(Qn), tenemos que
f _ “ !
Hllwtro@,) Hllro@,) |

Por otra parte, como el soporte de u{: estd incluido en Q, C D, resulta

W(; p(x) (D) -

/ =
n WL.r()(D)

f
n

Hiwro@y,)

Luego, basta acotar la sucesioén { ||Vu£ L@, } ar
P(Qy) Tn
< 1, no hay nada que probar. Supongamos ||Vu£

Para cada n, si ||Vu£

LPO(Q,,) LPO(Qy)

Como u£ es solucién, sabemos que u£ € Wé’p (x)(Qn) ydadov e Wé’p (x)(Qn), tenemos

- (x)-2
f |Vu£ (x)|” UVl () Vv dx = f FOov(x) do.
Q, Q,
En particular, parav = u£ € Wé’p (X)(Qn), resulta

ooy = [ ool = [ oo
Q, Q,

Aplicando la Proposicién [2.12]y luego el Teorema|2.40] obtenemos

f f f

o Vi) = e Ui 1], = € WMo [V -
Como HVuf > 1, por la Proposicién sabemos que HVuf " <p (x)(Vuf),

| o) [ B2

Por lo tanto,
™ AL || /
”V Mooy < v Wlrow Vil g, -
Concluimos entonces que
I~
y, €n consecuencia,
1 1
f o1 7T
HVM” LPO(Q,) < Cp 171 P&y ”

Concluimos asi que la sucesién { HVu£ estd acotada por una constante que depende

LPO(Q,,) } neN
solamente de f y D, como queriamos probar. m|
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Teorema 6.10 (Teorema de Independencia.). Sean Q,,,Q C D abiertos tales que usl2 - ”}z en

L (D). Entonces Mé - ué en Wé’p(x)(D) para todo f € W=17'(D).

Demostracion. Supongamos primero que f € L*(D). Luego, existe una constante M > 0 tal
que —M < f < M ctp. Podemos asumir que M > 1 (sino, consideramos un M atin més grande).

U /

Una vez mas, para facilitar la notacion, llamaremos u;, = ug, 'y u = Uy
n

1

. €s solucidn de la ecuacion con f = 1, sabemos que

Seak > 1, como u
fg IV (kup NP2V (ki (x) V() dx = fQ kPO Vi (0P 2V (x) Ve x) dx

> kp‘_lf |Vu,11(x)lp(x)_2Vu,11(x)V¢(x) dx
Q

=kp_1fgo(x)dx.
Q

Por lo tanto, ku,ll resulta supersolucion: —Ap(x)(ku,i) > kP! para todo k > 1.
1
Considerando k = M7, tenemos que f < M = kP-~! < —Ap(x)(ku}l). Como ademas
0= uf: lop < ku},laD =0, por la Proposicién resulta uif < ku}r
Por otro lado, como —Ap(x)(—ku,l,) = Ap(x)(ku,i) <—kP-l=-M< f, obtenemos —ku}l < uﬁ.
Concluimos entonces que .
— k) <l < k. (6.4)
Por la Proposicién { u{}neN es acotada en la norma de Wé’p (x)(D), que es Banach reflexivo.
Por lo tanto, por el Teorema de Alaoglu, existe una subsucesion, que volvemos a notar {u£ Jnen
tal que ui: — u*en Wé’p (X)(D).
Como, por el Teorema , sabemos que Wé’p ) (D) esta compactamente incluido en LV (D),
tenemos que uﬁ: — u* en LV’ O(D).
Luego, tomando limite para la convergencia en L” (D) en (6.4), resulta
—ku' < u* < ku'.
Por lo tanto, |u*| < ku' y, como u! € Wol’p (x)(Q) por ser solucién, por el Lema concluimos
que u* € Wé’p(x)(ﬂ).

Supongamos ahora que f € WL’ (D). Por la Proposicion , existe {fj}jen en L(D)
tal que f; — fen WP (D). Asi, dado & > 0, existe jo tal que |[f — fj” < g para todo
7z Jjo

Sea ¢ € WP’ (D),

-Lp'(x)

f @(0) () (x) — uf (x)) dx
Q

= f PO (x) — 1l () dx + f PO (x) — ulho (x)) dx + f o)l (x) — u! (x)) dx.
Q Q Q
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Por lo visto en la primera parte de la demostracién, el segundo término de la igualdad tiende a 0
cuando n tiende a co. Estudiemos ahora los otros dos términos.

Como —A,ujy = fiy,
fg IVulio ()PP 2V udio (x)Vep(x) dx = fg Fio(e(x) dx. (6.5)
Como —A i = f,
fg IV (0)PP2Vu/ (x)Vep(x) dx = fg F(x)e(x) dx. (6.6)

Notemos que, por densidad, ambas afirmaciones valen también para todo ¢ € W(; P (x)(Q).

En particular, considerando ¢ = u/io — u/ € Wé’p(x)(Q) y restando (6.5) y (6.6), obtenemos

f Vafio (x)|PO 2Vl (x)V(ufio (x) — u! (x)) — [Vu! (0)PD 2V (x) V(0 (x) — u (x)) dx
Q

= [0 = FnI00) = 0 < 17 = g [ = 0y <

= ”f - fjo“(w(;’”("‘)(D)y (““fjo||w(§~p(”(g) + ““f”wg*"“)(g))'

Notemos que, por ser soluciones,
que

ulio ||W1.p<x> o “uf le,p(x) @ esta acotado. Tenemos entonces
0 0

f Valio ()P =2Vl (x)V(ufio (x) — u! (x)) — [Vue! (0)PD 2V (x) V(0 (x) — u (x)) dx
Q

<C “f - fjo”(w(;vp“*’(m)' :

Por otro lado, llamando ; = Q N {p(x) > 2}y Qp = QN {p(x) < 2}, podemos escribir

f (Vo ()02 Vb (x) = [Vu! (P72 Vae! () (Vo (x) = V! () dx =
Q

= | (Vio (x)[P2Vulio (x) — [Vu! (x)[PO2Vu! (1)) (Vo (x) — Vi (x)) dx
Q

+ | (Vuio (x0)PPO2Vulio (x) — V! (0))PPO2Vu! (x))(Vulio (x) — V! (x)) dx.
Q

Estudiemos cada una de estas dos integrales por separado. Por el Lema[6.13]

(IVuio (x)[PO2Vulio (x) — [Vu (x)[PO72Vu! (x))(Velio (x) — Vi (x)) dx
Q)

>c IV(ufio (x) — u! (x)PDdx = chpm(Ql)(V(uij —uy).
Q)
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Analicemos ahora la integral sobre Q.

P, (Vo — ul)) = f IV (ufio (x) — u! (x))[PPdx
(97

27])(x))'p(x)( |V(ufjo (x) - uf(x))| )P(x)

_ f (Vi) + Vil on S dx
Q)

2-p(x) )

(IVulio (x)] + [Va/ (X)) =

IV (ufio (x) — uf ()| )p<x>

2—p(x) )

< 2 ||(|Vl/tf10 (x)| + |Vuf(x)|)(2—l27(x)).p(x) | .
(IVuf/'o ()| + |Vuf(x)|)( 4

L27P0) ()

2
LF Q)

fi N G N IEONY
<2, 3 o (VW4T D PN o 5 ((

IV@/o(x) =/ ()] \py8
)

2-p)

(Vuio ()] + |Vu/ ()2

_ 2 2 \a IV(uio(x) — u! (x))| ONI:
_2 f (Va0 () + V! (o) 570y = f ) )
( 0, ) o) (((|Vuff0(x)|+|Vuf(x)|)( é()>) ")

Tio (%) — uf (x))
=2 Vulio Vil CONPD dx)” f |V_(” (x) — u' ()| Pt
(fgz(l ol D) (o macora ™)

para ciertas constantes @ y . Notemos que, para la primera desigualdad, tuvimos en cuenta la
Proposicién 2.12] y, para la segunda, la Observacion

Acotemos ahora el primer factor.

2| (vl + Vi ()P Wdx)” < 2( f 2P (Vo ()P + V! ()P D)dx)”
Qz QZ

522“P+( f IValio (0)PPddx + f \74 (x)|P<x))dx)“
Q Q
= 274 (0 oy (V! 10) + p oy (Vi ).

Como ufio, ul € W o’ (x)(Q), sabemos que sus normas correspondientes son finitas y por lo tanto,
por la Proposicién , resulta 2(lp++1(pr(x)(Q)(VI/[fj0) + pL,)(x)(Q)(Vuf N <M.

Notemos ahora que, gracias al Lema[6.13] podemos acotar el segundo término del siguiente

modo: . o
(f |V(u o (x) — u (x))] dx)ﬁ <
o, (IVulio ()] + [V (x)])2-P®
< (| qvn P 2va ) = 190 P29 () (Tl () - Vel (1) .
Q
Luego,

1 .
C—M,Ome(gz)(V(uffO -ul)) <

< ( (IVudio ()P 2V udio (x) — |V ()PD2Vu! (x))(Vuio (x) — V! (x)) dx)ﬁ .
Q)
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Concluimos asi que
fio — ul fio — uly))#
c1p L) (V@ —ul) + ea(ppmaay (Vo —uh )P < ||f = fill_) e <&
Por lo tanto,
PLP<X>(Q)(V(uin -u)) = PLP<X>(QI)(V(Mf’° —u)) + PLW)(QZ)(V(ijo —u)) < c3e+ &°).

Por otro lado, por el Teorema [2.40}

Py (Vo —ul)) > mfn{”V(“ij —ul) IL);»(Q)’ Vo - f)”Lp(*)(Q)
> Eml’n{”uffo —u ||”f° - f”mw(m

Finalmente existe algin r tal que para todo £ > 0 vale que

. r
Jee"o “f”Lp(x)(Q) <ese+ ).
Notemos que, gracias a la Proposicién se puede obtener el resultado para f - u,{’o .
plx
Luego, al primer término, que por la Proposicion|2.12|podemos acotar por 2 [|¢l| () u,f - uf:”)

y al tercero, al que podemos acotar por 2 [l¢|| ||uf —ulh “ los podemos hacer tan pequefios

p(x)’
como se quiera, quedando asi demostrado el resultado. m|

6.5. Continuidad del Problema de Dirichlet para el p(x)—laplaciano
con respecto a perturbaciones en el dominio.

El objetivo de esta seccion serd estudiar si, asumiendo que €, converge en algin sentido a
Q, podemos obtener alguna convergencia de ug (que notaremos uy) a ug, (que notaremos u).
n

Lema 6.11. Sea D c RY abierto acotado tal que Q,,Q C D para todo n. Sea p € P(Q).
Entonces, {|Vu,|"™ ™% Vu,}nen es acotada en LV (D).

Demostracion. Notemos que
f||Vun(x)|l’(")‘2 Vun(x)|p *® dx=fIVun(x)l(l’(x)‘l)P'(x) dx
D D

= f Vit ()P dx
D

= ||Vun||14p<x>(D)

< ”MHHWLI’(X)(D) .

Y esta norma resulta acotada por la Proposicion[6.9] m]

p(x)
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Presentamos a continuacién dos lemas que resultardn de gran utilidad. Si bien el primero de
ellos puede refinarse, como mostraremos en el Lema Ver pagina 210 de [20])), su prueba es
mas sencilla y para la mayoria de las aplicaciones es suficiente.

Lema 6.12. Sean a,b € RN. Entonces,

(alP~>a— b’ b)a—-b) > 0.

Demostracion.
lal? — |b|P~2ab — |a|P~2ab + |b|?

lal? — b1P~"lal = lal’~!|b] + b]?
(jalP=t = 1bIP~")(al = b))

(lalP~% a — |b|P~* b)(a - b)

v ol

Basta entonces notar que si |a| > |b|, ambos factores son positivos. Y si |a| < |b], ambos son
negativos. =

Lema 6.13. Sea (-,-) el producto escalar en RN. Entonces, existe una constante ¢ > 0 tal que
para todo t,t' € RN vale la siguiente desigualdad:

i B clt =P sip=2,
(P2 =102, — 1) 2{ I =12

Ugmmrr SIPS2

Demostracion. Por homogeneidad y simetria, podemos suponer || = 1 y |f| < 1. Elegimos un
sistema de coordenadas tales que ' = (1,0, ...,0) y = (1, 5,0, ..., 0).

Estudiemos el caso p < 2 (si p > 2, la demostracién es andloga). Notemos que

(P72 =172 = 1) = (1 = 0 (1] + )P, =] +5)772,0,..,0),(1 = 11, =12,0...,0))
= (1=t = (B + 2P D)+ 5(4[2 + 2%

Por lo tanto, la desigualdad que deseamos probar es equivalente a

-1 1-1)?+2
t
(1=t = t1(\[B+ 2P D)+ 5(J2+ 122 > it =t d-ny+4

’ 2—p '
(|t | + |t|) (1 + t]2 + t§)2—p

Veamos entonces que para todo ¢ = (¢, ) # (1,0) tal que t% + t% < 1 vale la siguiente desigual-

dad:
" 2 1+ ,/rz +15)%P

[(1 — —( t% . t%)z_p)(l — tl) + ,—t% N t%)z_p] (1 _ tl)Q + l2

Como estamos bajo la hipétesis p < 2, podemos afirmar que

1 4] >{1 Illlzp_(p_l)(l_tl) si0<# <1,
5 v, l-tn>2(p-DA-1) sit; <0.
(17 +15)*7P
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Por lo tanto, como — L > I>p-1y(+ P +2)*7P> 1, resulta
(N p=ly(+ \Jff+15)

[ 2 2\2—-p
f f% (1 + t] + t2)

[(1 - —( t% " t%)z_p )(1 -t)+ ,—t% - 15)2—17] (1-1 )2 + t%

Concluimos asi que basta tomar ¢; = p — 1. O

>p-—1

Definicién 6.14 (Convergencia en el sentido Hausdorff.). Sea B una caja compacta de R¥. Dados
K1, K> C B compactos, definimos

dy(K1, K») = méx{sup inf ||x — yll, sup inf [|x — y||}.
xeK,YeK2 xek, YeKi

Sean Q,, Q) C B abiertos, decimos que €, converge a Q en el sentido de Hausdorff (y notamos
Q, 2 Q) sidy(B\Q,, B\ Q) - 0.

H
Proposicion 6.15. Sea K C Q compacto. Si Q, — Q, entonces K C Q,, para todo n > ny.

Demostracion. Como K C €, sabemos que 0 < fnlf< d(x, B\ Q). Notemos 7 a este valor positivo.
Xe

Seax e K,tomandoy € B\ Qyze B\ Q,, por la desigualdad triangular obtenemos

0<n<dx,B\Q)<d(x,B\Q,)+dy(B\ Q,,B\Q).

Como Q, g Q, existe ng tal que dy(B \ Q,, B\ Q) < '—27 para todo n > nyg.

Luego, d(x, B\ Q,) > £ > 0 para todo x € K y para todo n > ny. O

Para la demostracién del siguiente teorema extenderemos a p variable la prueba de la Pro-
posicion 3.7 presentada en [2]] para p constante.

Teorema 6.16. Sea u,, € Wé’p (x)(Qn) para cada n solucion de

_Ap(x)un =f enfy,
{ u, =0 endQ,, 6.7

Supongamos ademds que u,, — u* en Wé’p (x)(D). Sea Q C D tal que para todo K C Q compacto,
existe ng tal que K C &, para todo n > ng. Entonces,

—Aput” = fen Q.

Demostracion. Veamos primero que, dado v € Wé’p (x)(Q), vale la siguiente igualdad:

fIVu*(x)lp(x)_zVu*(x)Vv(x)dx:ff(x)v(x)dx.
Q Q
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Como Wé’p (x)(Q) es la clausura de C°(€2) con respecto a la norma de whr™(Q), basta ver que,
dado ¢ € C°(Q), tenemos que

f IV ()P 2Vu* (x)Vip(x) dx = f f()e(x)dx.
Q Q

Sea ¢ € C2(£2). Como sop(p) C Q es compacto, existe ng tal que sop(y) C €, para todo n > ng.
Por lo tanto, ¢ € C;°(€),) para todo n > ny.

Llamemos K = sop(¢) y notemos K¢ = {x € RV: d(x,K) < &} con & suficientemente
pequeiio para asegurar que K® cC Q, N Q para todo n > n;.

Trabajaremos desde ahora con n > max{ng, n1}.
Seane CX(Q)talquen =1 enK3,np=0en(K°)y0<n<l.
Consideremos ¢, = n(u,, — u*).

Como u,, es solucién para Q,,, dado v € Wé’p @(Q,), tenemos
fg IVt ()P 2V ity (x) V() dix = fg Fv(x)dx.

En particular esta igualdad vale para ¢, € Wé’p (x)(Qn):

[ muor Ve ds= [ sweods
Como sop(Vu,) c Q, C D,

fD Vit ()P Vit (1) V() dx = fg f)gn(x) dx.
Recordando que ¢, = n(u,, — u*) obtenemos
fD IV 24, ()P Vit () (TR() 1t () =07 (0))+7()V (1t ()—18" (x))) dx = fQ ) (un(x)—u*(x)) dx.
Es decir, comon < 1,

f Ve, (P ™2V 11, () V() (1t (x) — ™ (X)) dx + f V2, (20) P2V, (20)1() V (i () — 0™ (%)) dx
D D

< fD FCOlin() — ()] dx.

Por lo tanto,

f IVt () P2V, (20)1(2) V(i () — 1" (x)) dx
D

< f FOn() — u (0] dx — f Vit (P 2Vt OV () — ” () .
D D
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Como u,, — u* en Wé’p (x)(D), por la Proposicién sabemos que u, — u* en LPO(D). Luego,
por la Proposicion [2.12] sabemos que

| 1ot - ol ax = 0
Por otro lado, como u,, — u* en LPY(D), resulta
| 02,0003 = ) x> 0
Concluimos entonces que
lim sup j; IVt ()PP 2Vt (X)) V (1t (x) — ™ (x)) dx < 0.
Como 1 = 0 en (K?),
lim sup fK ) IVt ()P 2Vt ()(X) V (tt(x) — ¥ (%)) dx < 0 (6.8)
Por otra parte, como Vu, — Vu* en L” ®(K?),
y V" ()P 72V (om0 V(%) = " (x)) dx = 0 (6.9)

De[6.8]y [6.9) concluimos

lim sup KE(|Vun(x)|p(x)_2Vun(x) — [V ()PP 2Vt ()2 V((x) — 1 (x)) dx < 0.
Como K> c K?y, por el Lema resulta
0 < lim sup fK . (IVitn (O)PD 2V, (x) — [V (PO 72V (0))n(x)V (utn(x) — u*(x)) dx < 0.
Comon =1enK?,

lim | (Vi ()PP ™2V (x) = Vi ()P 2V (1)) V (u (x) = 0 (x)) dx = 0.
K2
Luego, (|Vit, ()P 2V, (x) — |V ()PO~2Vu*(x)) V(un(x) — u*(x)) tiende a 0 en L' (K2) y, por
lo tanto, tiende a 0 ctp K2.

Observemos que dados x,,, x € RV y p > 1 tales que (120?22, — |x|P~2x)(x,, — x) tiende a 0,
entonces x, tiende a x. Asi, en nuestro caso, Vu, — Vu* ctp K 3. Luego,

|Vun|p(X)_2Vun - |V1/l* Ip(x)—zvu* Ctp K%

Por otro lado, por el Lema , (V[P 2V, e es acotada en LP (D), y por lo tanto,
en Lp'(x)(K %), que es Banach reflexivo. Por el Teorema de Alaoglu, Vit [PV, — & en
LP'M(K?).
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Concluimos asi que & = [Vu*[PM2Vy* en K2 y tenemos que
Vi P92Vu, — (Vi PO-2Vu* en LPO(K?).

Como sop(¢) = K, sabemos que sop(Vy) C K C K3 y, por lo tanto, ¢ € Wé’p(x)(Kg). Luego,
podemos afirmar que

f VU (OIPD Vi, (0)Ve(x) dx — | [V (0)]PD 72V (x) Ve (x) dx.
K2 K2

Como sop(Vy) c K C K:cKcQ,NnQ,

L Vit ()PP 2Vt (x)Vep(x) dx — L Vi ()PP 2Vu* (x)Ve(x) dix.
Como u, es solucién para €,

| w0 = [ sweed= [ feeear

donde para la dltima igualdad tuvimos en cuenta que sop(¢) C Q.

Finalmente entonces
f Vi (PO 2V (1) V() dx = f Fp(x) dx.
Q Q

Como ¢ € C°(Q) era arbitraria, la igualdad queda probada para toda ¢ € C.°(Q2). Queda asi de-
mostrado el resultado. O

o . . : 1,
Para obtener el resultado de continuidad, serd necesario por tanto garantizar que u* € W, P (Q).
Para ello introduciremos una condicién capacitaria.

Teorema 6.17. Sean D c RY abierto acotado tal que Q,,Q C D para todo n'y p € P°4(Q). Si
Q, converge a Q en el sentido de Hausdorff' y cap ,,,(Q, \ Q, D) tiende a cero, entonces existe

una subsucesion de {u,},en que converge débil a u en Wé’p ) (D).

Demostracion. Por la Proposicion {u,},env €s acotada en la norma de Wé’p (x)(D), que es
Banach reflexivo. Por lo tanto, por el Teorema de Alaoglu, existe una subsucesion que, para
facilitar notacidn, volvemos a llamar {u, },ex tal que u, — u* en Wé’p (x)(D).

Notemos que la convegencia de €, a Q en el sentido de Hausdorft asegura, gracias a la
Proposicion [6.15] que dado K C Q compacto, existe ng tal que K C Q,, para todo n > ny.

Por lo tanto, por el Teorema si logramos probar que u* € Wé’p (x)(Q), por unicidad de
solucidn, habremos demostrado que u* = u. Por el Teorema , para ver que u* € Wé’p (x)(Q),
es suficiente asegurar que u* € Wé’p @ (D) y que u* = 0 p(x)—ctp Q°. La primera condicién
es consecuencia inmediata de la convergencia u, — u* en Wé’p (x)(D). Veamos que también se
cumple la segunda condicion.
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Como u* € Wé’p @ (D) y Q c D, sabemos que u* € W'P¥(Q). Luego, por la Proposicién
existe u* € WPW(Q) p(x)—cuasicontinua tal que u* = u* ctp.

Consideramos Q; = Uy,»;Q, y E = Nj1Q;.

Como u, — u* en Wé’p (D) que es Banach, por el Lema de Mazur, existe v ;= Zk": A, U

tal que a,; > 0, Zﬁj:j an,=1yv;— u* en Wé’p(X)(D).
Como u, € Wol’p “(Qy), por la Proposici(’)n i, = 0 p(x)—ctp QF.

kj ~ ) N
e jQZ > Qjc para todo j > 1. Por lo tanto, v; = 0

~ kj ~
Luego, vj = Zn’:j an;ity = 0 p(x)—ctp N .
p(x)—ctp Q jc para todo j > 1. Como consecuencia, v; = 0 p(x)—ctp U»1Q jC = E°.

Por otra parte, como v; — u* en Wé’p (D), por la Proposicién Vi, — u* p(x)—ctp.
Concluimos asf que u* = 0 p(x)—ctp E°.

Como cap ,,,(€2,\€2, D) tiende a cero, pasando por una subsucesion si es necesario, podemos
suponer que cap (£, \ 2, D) < %

Luego,

cap (@) \ ©, D) = cap iy (Uns Q0 \ Q, D)
< > cap, (2 \ Q. D)

nzj

Por otro lado, como E C Qj, resultaque £ \ Q C QJ- \ Q paratodo j > 1.

Por lo tanto,
- 1 .
cap . (E \ Q, D) < cap,,(Q; \ Q,D) < 2T para todo j > 1.

Haciendo tender j a co, obtenemos que capp(x)(E \Q,D) = capp(x)(QC \ E€, D) = 0. Concluimos
asi que u* = 0 p(x)—ctp Q°, como queriamos probar. m|

Corolario 6.18. Sea D c RY abierto acotado tal que Q,,Q C D para todo n. Sea p € P8(Q).
Si Qy converge a Q en el sentido de Hausdorff y cap,, (€2, \ Q, D) tiende a cero, entonces

U, — Uuen Wé’p(x)(D).

Demostracion. Sea {uy,}jen una subsucesion de {uy}nen. Aplicando el Teorema a {un;} jen,
. . 1
sabemos que existe una subsuceson {”"jk bk de {uy;}jen tal que Up;, — uen W, PY(D).
Por lo tanto, como toda subsucesion de {u,},en contiene a su vez una subsucesion conver-

gente débil a u en Wé’p (x)(D), podemos concluir que u, — u en Wé’p (x)(D), como querfamos
probar. O
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El resultado del corolario anterior no vale en general, sin pedir ninguna hipétesis extra
(en nuestro caso, la capacitaria). Un contraejemplo famoso de este hecho se debe a Murat-
Cionanescu (Ver [12], Seccion 3.2.6, pagina 80]).



Capitulo 7

Extension de un Teorema de Sverak.

Estudiaremos ahora la extensién para dimension arbitraria Ny p € (N — 1, N] del resultado
de continuidad dado por Sverik para el caso bidimensional lineal. La razén de esta eleccién de
p se debe a que en R" las curvas tienen p—capacidad positiva si p > N — 1 (Ver [5} Proposicién
4.7.2, pagina 156]). El caso p > N es trivial ya que en ese caso las funciones de W'*(R") son
continuas.

Observacion 7.1. Si p > N, Q, Rt Q implica que para toda f € W~"* (D) vale que uén - ug

en Wé’p (D) (gracias a la inmersién Wé’p (D) c C*(D)donde @ = 1 — £).

7.1. Estimaciones capacitarias.

Presentaremos los siguientes dos lemas guiados por [2].

Definicién 7.2. Sea N > 2y Q ¢ RY medible. Notaremos Q' a la proyeccién de Q sobre RV~!
dada por
Q' = {x e RV existe xy tal que (x', xy) € Q}.

Para x’ € RV~! notaremos Q(x’) a la interseccién de Q con {x’} X R dada por
Q) ={xyeR: (X', xn) €Q}, X € Q.

Se define la simetrizacién de Steiner de € relativa al hiperplano xy = 0 como el conjunto
1 1
Q ={x=0xn): — EIQ(x’)I < xy < EIQ(x’)I, X eQ'}.

Presentamos a continuacién dos lemas que se verifican en el caso p constante.

Lema 7.3. Notemos [x,&] al segmento con extremos xy &, r = |x — &|. Sea y: [0,1] = B(x,r)
una curva continua tal que y(0) = x y y(1) = & € 0B(x, r). Entonces,

cap,(¥([0, 11), B(x, 2r)) > cap ,([x,£], B(x, 2r)).

84
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Demostracion. Sea & > 0, consideremos ¢ € CX(B(x,2r),R") tal que ¢ > 1 en un entorno U de
¥([0, 1]) y verifica

f [Vo(x)IPdx < cap,(y([0, 11), B(x, 2r)) + &.
B(x,2r)

Notemos ¢™ a la simetrizacion de Steiner de ¢ con respecto a la recta que pasa por x y &. Luego,
o € Wy (B(x,2r), ¢* = 1 en U* O [x,é] y cumple

f Vo™ (x)|Pdx < f [Vo(x)|Pdx.
B(x,2r) B(x,2r)

Por otro lado, capp([x, £, B(x,2r)) < fB(x 2 |Ve*(x)|Pdx. En consecuencia, haciendo tender € a
0, el resultado queda demostrado. ’ O

Lema 7.4. Sea K c RN compacto y conexo. Entonces, para todo x € Ky r < di"TmK, vale la
siguiente desigualdad:
cap,(K N B(x,r), B(x,2r)) _ cap,([0, 1] x {0}"~", B(0,2))
> .

cap,(B(x,r), B(x, 2r)) - cap,(B(0, 1), B(0,2))

Demostracion. Consideremos x € K y el conjunto K% ={xeRN:d(x,K)<6).

Notemos que K% ¢ K¢ para todo & > 0. Luego, gracias a la monotonia de la p—capacidad
y su comportamiento con las sucesiones decrecientes de compactos, obtenemos que

capp(K N B(x,r), B(x,2r)) = (151'_1}(1) Capp(K5 N B(x, r), B(x, 2r)).

El conjunto K° es abierto, contiene a K y por tanto es arco conexo.

Como r < dlaTmK, sabemos que K? no estd contenido en B(x, r) y, en consecuencia, existe

&€ dB(x,r)N K’ y una curva continua y: [0, 1] — B(x,r) N K’ que une x con €£.
Empleando el Lema([7.3] tenemos

cap,(B(x,r)N K°, B(x,2r)) > cap,(B(x,r) N y([0, 11), B(x, 2r)) = cap,(B(x,r) N [x,&], B(x, 2r)).
Tomando limite en ambos lados de la desigualdad obtenida cuando ¢ tiende a 0, resulta
cap,(K N B(x, r), B(x,2r)) > cap,(B(x, r) N [x, &1, B(x, 2r)).

Dividiendo a ambos lados por capp(B(x, r), B(x,2r)),

cap,(K N B(x,r), B(x,2r)) _ cap,(B(x,r) N [x,€], B(x,2r))  cap,([0, 1] x (0}"~', B(0,2))
— = — = —— .
cap,(B(x,r), B(x, 2r)) cap,,(B(x,r), B(x,2r)) cap,(B(0, 1), B(0,2))

donde para la dltima igualdad tuvimos en cuenta la homogeneidad de la p—capacidad y su inva-
riancia por traslaciones y rotaciones. O
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Definicién 7.5. Una funcién u € WHP™(r, R) es un p(x)—minimizante para los valores de borde
aybsiu(ry=ayu(R) =

R R
f W PV dy < f W (IPdy
r r

para todo v tal que u — v € Wy ”(r, R).

Los siguientes dos lemas pueden hallarse en [4, Lema 13.1.3, pagina 397] y [4} Proposicién
10.2.10, pagina 322].

Lema 7.6. Sea p € Pr,R) tal que p > 1 ctp. Si u € WP, R) es un p(x)—minimizante.
Entonces, p(x)(u’(x))?@~1 es constante ctp.

Demostracion. Supongamos que p(x)(u’(x))?®~1 no es constante ctp. Sean d; < d, tales que
Ap = {x € (RR): pld ()P < dy),

Ay = {x € (L R): pOlW/ P! > dy)
tienen medida positiva. Sean A} C Ay y A} C A; tales que |A}| = |A]] > 0. Definimos & :=
XAp — XA,
Sea 0 < € < 1. Teniendo en cuenta que |[x + A|” — |x|”| < pllx + A — |x]|(]x + hP=1 — |x|P7 y
lu" + &€| - |u'|| < %, obtenemos que

Ju’ (x) + £ — ' ()P
&

< I’ (x) + g£0)| — | NI’ (x) + ££)PO + [’ ()P0
- &

< (' PO + PO < (' ()PY + £ + 1),

Como |/|P™ € L'(r,R), por el Teorema de Convergencia Dominada,

R Ju’ (x) + €x)P™ — |’ (x)|P)
E

R
dx = f POl ()P Ex) dx < (dy — do)IA]] < 0.

Notemos que & es la derivada clasica de v(x) := fr ! xar(») = xa,(y) dy. Como V' es acotada y
v(r) = v(R) = 0, resulta que v € Wé’p (x)(r, R), llegando asi a un absurdo. m]

Lema7.7. Seap € Plog(B(x, R)). Si B(x, r) c B(x,R) y p(x) # N. Entonces, existe una constante
¢ dependiente solo de N, p y R tal que

1- p(x) p(O)-N p)-N 1- p(x)

x) 1 — rp(x) 1

Capp(x)(m, B(x,R)) > C‘ p(x) —

p(x) |

Si p(x) = N, entonces capp(x)(B(x r), B(x,R)) > clog(: RyI-N
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que x = 0. Utilizaremos coorde-
nadas esféricas z = (p, w) tal que |w| = 1. Por la Proposicién |4.13| tenemos que

fR |@|p(p)pN_ldpdw,
-

cap,,(B(0,r), B(O,R)) = inff %

0B(0,1)

donde el infimo lo tomamos sobre todas las funciones Sobolev u continuas de soporte compacto
en B(0, R) que valgan 1 en B(0, r). Nos interesa entonces minimizar la integral

R
f W (""" dp

sobre las funciones € W'""®(r, R) con y(r) = 1 y ¥(R) = 0. Supongamos que ¢’ < 0.

Sea {if;}icn una sucesion minimizante. Por lo tanto, es acotada en W'P™(r, R), que es re-
flexivo. Luego, existe una subsucesion, que seguiremos notando {i;};en, que converge débil a
W € W9 (r, R). Por la semicontinuidad inferior del modular,

R R
[ werstap <iim [ wior s .

Por el Corolario[2.36] podemos considerar una sucesion {\¥;};en de combinaciones convexas de
{i}ienr que converge a i en WLPO(r, R). Por lo tanto, 0 < ¢ < 1 y resulta

R R
[ werptap <iim [ e, ap,

P R .
Como cada ¥; es una combinacién lineal, tenemos que fr Wi(p)dp > 1y, en consecuencia,

fr K ¥ (p)dp = 1. Concluimos asi que ¢ es el minimizante.

Empleando p™~'dp como medida, por el Lemal7.6] obtenemos que p(p)(¥’ (0))*®~" es cons-
tante ctp. Luego, la derivada de cada minimizante radial es de la forma

o) = (=)™

donde la constante ¢ depende de la direccion.

Por otra parte, como 1 < p_ < p, < ooy er |€]dp = 1, resulta
) 1
¢ = min {1, Im}

Supongamos que esta cota inferior es la utilizada en la definicién de £. Por la continuidad
log—Holder de p, resulta que [£P©) > c|éP@ y, por lo tanto,

R
cap (B0 9. BO.R)) = ¢ f f PO dpde

0B(0,1)

R
>0 f £ Op" dpd.
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Por la Proposicién [2.12]

R R . R n A
1< f Ifl dp < (f |§|P(O)pN—]dp)p(0)(f pmdp)p (0)'

R
( f P 1dp) f &7 dp.
r

Concluimos entonces que

Luego,

R

—_— =N \1=p(0)

cap,,(B(O, 1), BO,R)) > ¢ f prO-Tdp)
r

Para concluir la prueba, basta notar que, si p(0) # N,

R B . ]
[ oAt = | POt s
r p —

R
f pp}(;)]i]l dp = log 5
, r

Queda asi demostrado el resultado. m]

Y, si p(0) = N

Lema 7.8. Sea p € P°8(B(x,2r)). Si p(x) < Ny r > a para cierto a positivo. Entonces, existe
una constante b independiente de r tal que

Cappm(m, B(x,2r)) > b.

Demostracion. Emplearemos el Lema[7.7]

Si p(x) # N,
_ — 1 1-p() Wy pa )
cap .y (B(x, 1), B(x, 21)) > c|]l\’l(L(x)| plx (2r)pp<\> T phot| O
=P
Llamando &(x) = |/€/(—xz)7(13) "
N p@=N [1=p(x)
cap, oy (BOG, 1), Bx, 20)) = c(0](2n) 5T — 75
PN  p-N 1=p(x)

= c£(x)|r T T - 1)
- o
> c&(x)a" =",

donde, para la dltima desigualdad tuvimos en cuenta que, como p(x) < N, la funcién g(y) :=
yNV=PW resulta creciente en los positivos.

Sip(x)=N
cap,(B(x,r), B(x,2r)) = —clog 2.

Queda asi probado el resultado. O
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Observacion 7.9. Por los Lemas y[1.8, sean p € P°¢(B(x,2r)) talque p < Ny K c RV
compacto y conexo, entonces paratodox € Kya <r < d‘amK para cierto a positivo, existe una
constante universal k tal que

Capp(K N B(x,r), B(x,2r)) > k.
Proposicion 7.10. Sea p € P(D). Entonces,

cap, (E,D) < Cp, p_(cap ., (E, D)Y’rr-.

Demostracion. Como en la demostracion de la Proposicion [2.42] tenemos que

0 \Pr+p-
L|V¢(X)|p‘dxs Cp+,p(L|V¢(x)|p( )) P

Por lo tanto,

inf f [Vo(x)|P-dx < Cp+,p-( inf f |V90(x)|p(x)):6p+,p_‘
b D

(,DES[,(X)(E,D) (,DES[;(X)(E,D)

Por otra parte, como Wé’p (x)(D) - Wé’p (D),

f|V<p(x)|p dx < inf flVgo(x)Ip dx

goeS pe (E D) €S poo (E,
Concluimos entonces que cap,, (E, D) < C), p (cap,(E, D))Pr+r- |

Proposicién 7.11. Dados K ¢ RN compacto y conexo y p € P8(B(x,2r)) tal que p_ < N.

Entonces, paratodox € Kya <r < d’”’”K para cierto a positivo, vale que

Capp(x)(K N B(x’ r)’ B(X, 27")) > C'PJ“[L'

Demostracion. Por la Observacion
cappi(K N B(x, r), B(x,2r)) > k.
Por la Proposicién
cappf(K N m B(x,2r)) < C p”,f(capp(x)(l( N m, B(x, 2r)))51’+~1’-.
Concluimos entonces que
cap (K N B(x,7), B(x,2r)) > Cp, »_,
como querfamos probar. O

Definicion 7.12. Dados [ € Ny Q c D, notamos #Q a la cantidad de componentes conexas de
Q°.
Definimos O;(D) = {Q c D abierto : #Q < [}.
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En lo que sigue, vamos a precisar un resultado de continuidad uniforme con respecto a
Q € Oy, (D) para las soluciones de la ecuacion

ue WyP(Q),  —Apwu=finQ,

con f suficientemente integrable.

Este resultado para p(x) = 2 es clasico y puede encontrarse, por ejemplo, en [12, Lema
3.4.11 y Teorema 3.4.12, pagina 109]. El punto clave para su demostracion consiste en obtener
las llamadas condiciones de Wiener, ver [10].

La extensién para 1 < p < N constante fue hecha en los articulos [[17, 9] [15]]. Ver el libro
[L6l], Teorema 4.22. El problema para p(x) variable continda abierto.

Enunciamos ahora, sin demostracién, el teorema para p constante que usaremos en lo que

sigue.

Lema 7.13. Sean Q € O,,,(D), f € L'(D), r > N. Entonces, existen M >0y 0 < ¢ < 1 tal que
lu(x) — u(y)] < M|x—yI° y u(x) = 0 para todo x ¢ Q donde u € Wé’p(Q) verifica —Apu = f en Q.

Proposicion 7.14. Sea [Qu}ucr € O (D) tal que @, > Q. Entonces, ul, — u!, en W (D).

Demostracion. Por el Teorema , podemos suponer que f =1y ugl2 — uen Wé’p (D).

Para ver que u* = ub por el Teorema , basta ver que u* € Wé’p (Q). Para ello, por el
Teorema [5.24] es suficiente probar que u* = 0 p—ctp Q.

Notemos que, por la Observaci(’)n u}) >0y ugl2 >0.
Por el Lema(7.13] dado y € 0D, para todo x ¢ Q obtenemos que

b (%) = [ub(x) — up()| < Mlx - yI° < M(diam D)°.

Por el Lema resulta 0 < “221 < u}) < M(diam D)°. Luego, {u,},en €s equiacotada.

Ademids, por el Lema [7.13] {u,},erv s equicontinua. Por lo tanto, {uy},en converge unifor-
memente a u”*.

H ) .
Por otro lado, dado x € Q¢, como Q, — Q, existe x, € Qf tal que x, tiende a x. Por la
convergencia uniforme, tenemos que u,(x,) tiende a u*(x). Como sop u, C €, resulta u,(x,) =
0 para todo n y, en consecuencia, u*(x) = 0, como queriamos probar. m|

7.2. Extensién de un Teorema de Sverik.

Teorema 7.15. Sean p € Plog(D) tal qgue N—1 < p <Ny {Qluen C OiD) tal que Q, E) Q.

o .f Lp
Entonces Ug — g en W, " (D).
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Demostracion. Por el Teorema , podemos suponer que f =1y u, = usl2 — u*en Wé’p (D).
Para ver que u* = “}z’ por el Teorema , basta ver que u* € Wé’p Q).

Podemos escribir D\ Q, = F,, = F} UF? U ... U F! donde los F! son compactos y conexos.
- H .
Supongamos ademds que F;, — F/ paratodo 1 < j <L

Estudiemos las tres posibilidades. Veremos que podremos descartar las dos primeras.

1. Si F/ = 0, entonces F,jl. = () para todo n > ny.
Llamamos Jo = {j=1,...,: F,J; = () para j grande}.

2. Si F/ = {x;}, lamamos J; = {j = 1,...,[: F/ = {x;}}.
Tomamos Q* = Q\(Ujey, x;). Como capp(xi, D) = 0, tenemos que capp(Q*, D) = capp(Q, D).
Luego, por el Teorema[5.24} Wé’p Q") = W(;’p (). Basta ver entonces que u* € Wé’p Q).
Seal ={l,...1}\ (Jo U Jy), consideramos Q; = D\ UjelF,{ ki QF.

3. Para j € I, F/ contiene al menos dos puntos. Sea a ; la distancia entre ellos. Estos puntos
son limites de puntos de F; que podemos suponer a distancia menor que % para n grande.

Seax € dQy j=j(x)eltalque x e F,];, por la Proposicién dadoa <r < % para
cierto a positivo, existe k una constante universal que verifica la siguiente desigualdad:

capp((Q,";)C N B(x, r), B(x,2r)) > capp(F‘,’,. N B(x,r), B(x,2r)) > k > 0.

Esto demuestra que los abiertos Q;, pertenecen a Oy, con @ = ky ro = % minfa;: j € l}.

Como Q %o, por la Propiedad|(7.14] vale que uf,. — ug, en Wé’p (D).

Por otra parte, como Q, C Q, por la Observacién [6.6] y la Propiedad tenemos que

0< ub < u}z Pasando al limite, 0 < u* < ub. Concluimos entonces por el Lema|6.7|que
n n

1, .
u €W, P(Q), como queriamos probar.



Capitulo 8

Algunas aplicaciones a problemas de
diseino 6ptimo.

8.1. Minimizacion de la energia de Dirichlet.

En esta capitulo estudiaremos la extensién a exponente variable de los resultados presentados
en [[12] Seccién 4.5, pagina 148] para p = 2.
Teorema 8.1. Sea A(D) = {Q C D: Q es p(x)-cuasiabierto}. Entonces existe Q* € A(D) tal que
Q| =m (con 0 <m < |D|)y J(Q) = min{J(Q): Q € A(D) y |Q| < m} donde

J(Q) = f LWMQ(x)VJ(*)dx— f F(x)uq(x) dx
a p(x) Q

notando, una vez mds, uq = ug es la solucion del problema de Dirichlet en  asociado a f.

Demostracion. Definimos Q, = {x € D: #(x) # 0} que es un p(x)—cuasi abierto. Consideremos
el siguiente problema auxiliar:

Hallar u € Wy”(D) tal que I(u) = min{I(v): v € Wy" (D) y || < m)

donde 1(v) := [, 515 IVvIPY dx = [, f(x)v(x) dx.
Veamos que si el problema auxiliar tiene solucion, entonces el problema original también.

Seau € Wé’p ® (D) solucion del problema auxiliar. Sea Q € A(D) tal que [Q] < m.

Notemos que u € Wé’p(x)(Qu). Ademds, como Q,, C €, tenemos que |Q,,| < |Q| < m. Por
otra parte, por definicion, u = uq,. Luego,

J(Q) = I(ug) = min{I(v): v € WP (D) y Q] < m} = I(u) = I(ug,) = J(Q).
Por lo tanto, min{J(Q): Q € A(D) y |Q| < m} > J(L,).
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Si || = m, tomamos Q* = Q,,.

Si |Q,| < m, tomamos Q" p(x)—cuasiabierto tal que Q* D Q, y [Q*| = m (basta considerar
QO =Q, U (B0, r)N D) con r > 0 tal que |Q*| = m).

Como (Q*)° c (Q,)° vy it = 0en (Q,)°, tenemos que & = 0 en (Q*)° y, por lo tanto, u €
Wé,p(X)(Q*)

Tenemos que u = ug- y empleando el mismo procedimiento que antes concluimos que Q*
es solucion del problema original.

Veamos que el problema auxiliar tiene solucion.

Como vimos en la prueba de el Lemal6.2] I resulta acotado inferiormente. Luego,

[ = inf(I(v): v e W,P(D) y [Q] < m) > —co.

Consideremos {v,},en sucesion en Wé’p (x)(D) tal que |, | < m e I(v,) — [. Argumentando

de igual forma que en la prueba del Lema {Vu}nen resulta acotada en Wé’p (x)(D), que es
reflexivo. Por el Teorema de Alaoglu, existe una subsucesion, que volvemos a notar {v,},en, tal
que v, — ven Wé’p (x)(D) y ctp.

Por la semicontinuidad de la medida, [Q,| < liminf |QQ, | < m. Luego, I(v) > L.

Por otra parte, como toda aplicacién convexa resulta semicontinua inferior, tenemos que
I(v) < liminf I(v,) = L

Queda demostrado asi el resultado. O

8.2. Una aplicacién del Teorema de Sverik.

Definicion 8.2. Decimos que Q cumple la condicién («, r) si verifica la siguiente desigualdad:
capp(x)(Q" N B(x, r), B(x,2r)) 2 @ cap,,,(B(x,r), B(x,2r)), x € 0Q.

Definimos O, (D) = {Q c D abierto : Q cumple la condicién (e, r) para todo 0 < r < rp}.

Lema 8.3. La clase O, ,,(D) es cerrada para la convergencia Hausdorff (y, por lo tanto, es

compacta).

Demostracion. Sea {Qp}uen C Og (D) tal que Q,, kil Q, veamos que Q € Oy (D).

H
Llamamos F,, = D\ Q, y F = D\ Q. Luego, F, — F. Por lo tanto, dado & > 0, existe n tal
que F,, C F¢ = UyepB(x, &) para todo n > ny.

Sean r < ryp y x € 0Q fijo, existe x,, € 0Q), tal que x, tiende a x.
Para & > 0 fijo, elegimos ng tal que |x, —x| < 5y F, C F': para todo n > no.

Considerando 7,(y) = y + x, — x, resulta entonces que 7,(B(x, r)) = B(x,, r).
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Como la p—capacidad es invariante por traslaciones,

cap,(Fe N B(x,r), B(x,2r)) = cap,(ta(Fg) N B(xy, 1), B(xy, 2r))
> cap,(Fy N B(xy, 1), B(xn,2r))
> acap,,(B(xp, r), B(xn, 2r))
= acap,(B(x,r), B(x,2r)).

donde en la primera desigualdad tuvimos en cuenta que F, C 7,(F;) y en la segunda empleamos
la condicién (a, r). Tomando limite obtenemos

Iim capp(Fg N B(x, r), B(x,2r)) > a/capp(B(x, r), B(x,2r)).
Como la p—capacidad es continua para la unién de compactos,

Capp(Qc N B(x, r), B(x,2r)) = Capp(h’m(F‘g N B(x, r), B(x,2r))
> afcapp(B(x, r), B(x, 2r)).

Queda asi demostrado el resultado. O

Teorema 8.4. Sea p > N — 1. Entonces, el problema de minimizacion m = min{J(Q): Q €
O((D)} tiene solucion.

Demostracion. Sea {,},en una sucesion minimizante. Luego, existe una subsucesion {€;, Jxen

y Q" C D tal que Q,, ki Q. Por lo tanto, por la Observacic’)ny el Teorema(7.15} ué — ”{z

)1k
en W, " (D).

Recordemos que

I, )= fg 1%|Vu£nk(x)|1’dx— fg f(x)ugnk(x)dx,

ill\,
Por la semicontinuidad inferior, podemos afirmar que

m =1mJ(Q,) = lim [}, ) > liminf IGe), ) > 1)) = Q).
)lk VLk

IA

Por otro lado, como {€,},env es minimizante, J(€,,) < J(Q*). Tomando limite resulta que m
J(Q").

Tenemos asi que J(Q*) = m. Basta ver entonces que Q* € O;(D).

Como Q,, i Q*, existe f)nk D Q,, tal que an € Oy, (D) para ciertos @ y ro y an i Qr
Q* p(x)—ctp. Por el Lema[8.3} Q* € O, (D), como querfamos probar. O
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8.3. Restricciones de perimetro.

En esta seccién daremos la extension a exponente variable de los resultados presentados en
[12] Seccién 4.6, pagina 154] para p = 2.

Sean Q c Dy B > a = 0, definimos la siguiente funcién sobre Q:

aq(x) = aya(x) + Byp\a(x)

Dados g1, g2 : D X R — R semicontinuas inferiormente con respecto a la segunda variable (ctp
x), definimos

galx, s) = ya(x)gi(x, s) + xp\a(x)g2(x, ).

Jp Vu(x)PWdx
Notaremos A; = inf  =——————— Si bien A; no es un autovalor como remarcan
wew! ") [ (0P dx

Franzina y Lindqvist (ver [8]), juega un rol importante en las PDEs. res Observemos que, a dife-
rencia de lo que ocurre en el caso p constante, A; puede ser nulo. Estudiaremos a continuacién
el ejemplo presentado en [6, pagina 445]. En este trabajo se demuestra también que A; > 0 si p
no tiene extremos locales interiores.

Ejemplo 8.5. Sea D = (-2,2) C R. Consideremos

(x) = 3 en0< x| <1,
PROZY 42 1x enl<|n<2,

() = 1 en0O<|x| <1,
POZY 2-1d] enl<in<2,

Notemos que u € Wé’p (x)(D). Ademds, dado a > 0,

al OPOdx 2 [Patdx 2L (@a-1)
|, law' ()] <ﬁ .

loga

fDlau(x)|P(x)dx B 2f01 Bdx 24

-0

>

cuando a tiende a oo. En este caso concluimos entonces que A1 = 0.
Seav e Wé’p (x)(D), [lamaremos
F) = [ oM + gatedx
D

Lema 8.6. Si gi(x,s) > y(x) — k|s|P™ parai=1,2cony e L"(D)yk <0sid; =00k < al si
A1 > 0. Entonces, F estd acotado inferiormente.
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Demostracion. Observemos primero que, como g;(x, ) > y(x) — k]| s|P) parai = 1,2, obtenemos

ga(x, s) = ya(x)gi(x, s) + xp\a(x)g2(x, 5)
> (Ya(x) + xpra(x))(y(x) — klsl’™)
= y(x) — kls|P™

y, como a < f3,
ao(x) = axa(x) + Byp\a(x) > a.

Por lo tanto, dado v € WS P (x)(D), concluimos

F(v) = f () VV)IPY + go(x, v) dx
D
> f a|Vv()PP + y(x) — kv(x)|P™ dx
D
Si 4; = 0, entonces k < 0, de donde

FO) > a f VP dx = Iyl
D

Por otro lado, si A; > 0, entonces

1
f V()PP dx < — f [Vv(x)P® dx
D A1 Jp

de donde se obtiene

k
F(v) (a - —) f Vv dax ~ Iyl
A1) Jp
Queda asi concluida la prueba. O

Lema 8.7. Bajo las mismas hipétesis del Lema el siguiente problema de minimizacion:
min { f a()IVu()PY + go(x, u)dx: u € Wy (D)) (8.1)
D
tiene solucion.

Demostracion. Por el Lema[8.6] sabemos que F estd acotado inferiormente. Podemos considerar

entonces m = fnf  F(v) y una sucesion {(vluer © Wy (D) tal que F(v,) tiende a m.
veW, " (D)

Nuevamente por lo visto en la demostracion del Lema [8.6] podemos afirmar que existe una
constante ¢ > 0 tal que para todo n vale que

Flom) > ¢ f Tun(POdx — [yl
D
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Por otra parte, como {F(v,)},en €s convergente, resulta acotada. Luego, existe una constante
C > 0 tal que

f Vv, (0)IPPdx < C
D

para todo n € N. Por el Teorema , resulta entonces que {v,},en €s acotada en Wé’p ) (D).
Luego, como el espacio es Banach reflexivo, sabemos que existe una subsucesion, que volvemos
anotar {v,},en tal que v, — ven Wé P (x)(D) yv, = ven LPY(D). Por la semicontinuidad inferior
del modular y de go, obtenemos

f ()| Vv(x)[PX + ga(x,v)dx < lim inff @6 ()| Vv, ()PP + go(x, vy) dx.
D D

Asi resulta que F(v) < liminf F(v,) = m. Por otra parte, como v € Wé’p (x)(D), sabemos que
F(v) > my, en consecuencia, F(v) = lim F(v,) = m. Obtenemos asi el resultado. O

Definicion 8.8. Dado Q c D, definimos el perimetro relativo de Q respecto de D como el
siguiente supremo:
Pp(Q) = sup fdivgodx.
Q

9eC(D,RY)
llelloo=1

Las pruebas de las siguientes dos proposiciones pueden hallarse en [12, Proposicién 2.3.6,
pagina 47] y [12}, Teorema 2.3.10, pagina 48].

Proposicion 8.9. Sea D abierto de RN de medida finita y {Q,}nen una sucesion de subconjutnos
medibles de D tal que |Q,| + Pp(Q,) < c independientemente de n, entonces existen Q C D

medible y una subsucesion {Qp }ren tal que Xe, — Xaen LY(D).

Proposicién 8.10. Sean {Q,}nen y Q subconjuntos medibles de RN, si XQ, — Xoen LY(D),
entonces |Q] = lim [Q,| y Pp(Q) < lim Pp(Q,).

Con estos preliminares podemos enunciar y probar el resultado principal de esta seccion.
Teorema 8.11. Bajo las mismas hipdtesis del Lema(8.6] el problema de minimizacion
min{E(Q) + cPp(Q): Q C D medible} (8.2)

tiene solucion, donde o > 0y E(Q) = F(uq) con ug € Wé’p (x)(D) la solucion débil de
—div(ag(x)|VulP®2Vu) = f en D, 83)
u=0 enoD, )

Demostracion. Sea {€,},en una sucesion minimizante para (8.2)). Llamemos m a su limite. Co-
mo E(Q,) + o Pp(Q,) es convergente, resulta acotada. Ademads, como Q, C Dy D es acotado,
tenemos que |€),| < co. Por lo tanto, |Q,| + Pp(€2,) es acotado independientemente de n. Luego,
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por la Proposicién [8.9] podemos extraer una subsucesion, que seguiremos notando {Q,},en, tal
que Yo, — Yo en LY(D) donde Q c D medible.

Veamos que Q es solucion del problema (8.2).
Del mismo modo que en la demostracién del Lema como uq, € Wé’p ) Q) c Wé’p (x)(D),

k
F(ug,) > (a - 7) f [Vug, ()P dx — ||yl
1 D

Por otro lado, como F(uq,) = E(,), que es acotada, resulta que {ug, }nen €5 acotada en
Wé’p (x)(D). Luego, como el espacio es Banach reflexivo, sabemos que existe una subsucesion,

que volvemos a notar {uq, }nen tal que ug, — uen Wé’p (x)(D) y Ug, — uen LPY)Y(D).

Por otro lado,
Flug,) = ) = [ a0 00190, (0P + g, (v, = [ an(oIVao + gats d
= fD g, (0| Vg, ("™ — ag(0)|Vu(x)Vdx + fD g0, (x,ug,) = ga(x, u) dx.
Estudiemos el segundo término. El primero se puede analizar andlogamente.
ngQn (x,uq,) — galx,u)dx = fD(XQn (%) = xa(x)g1(x, ug,) dx + fDCYD\Q,,(X) = xp\Q(x))g2(x, ug,) dx
+ fl;)m(x)(gl(x, ug,) — g1(x,u)) dx + LXD\Q(X)(gZ(x’ uo,) — g2(x, u)) dx
Por la Proposicién podemos acotar los primeros dos términos del siguiente modo:
L(Xgn(x) = xa(x))g1(x, ug,) dx < 2[Ig1(x, ug,)llrwllxa, — xallrx < cllva, —xallrw — 0
y
fD (xp\Q,(X)=xp\(0))g2(x, uq,) dx < 2||g2(x, uo,)llywllyp\e,—x¥p\ally ) < cllypva,~xp\allyx — 0
para ciertos exponentes r y g. Luego, por la semicontinuidad inferior de g; y g», obtenemos
f ga(x,u)dx < lim inff ga,(x,uq,) dx.
D D
Procediendo andlogamente para el término restante, podemos concluir que
fD aa(®)Vux)P™ + go(x, u) dx < liminf fD aq, ()| Vug, OIPY + go (x, ug,) dx.

Asi resulta
F(u) < liminf F(ug,).
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Luego,
EQ) = F(ug) < F(u) < liminf F(ugq,) = liminf E(€,).

E(Q) < liminf E(Q,). (8.4)

Por otro lado, como {€,},civ €s minimizante con limite m, sabemos que
lim E(Q,) + cPp(Q,) = m.
Por (8.4) y la Proposicion [8.10] obtenemos entonces
E(Q) + cPp(Q) < liminf E(Q,) + o lim Pp(Q,) = m

Ademas, como Q) C D es medible, resulta admisible y, en consecuencia, E(Q) + o Pp(2) > m.

Concluimos asi que E(€2) + o Pp(€2) = m, como queriamos probar. O
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