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Estudio de problemas de
optimizacion de forma

(Resumen)

Un problema de optimizacién de forma se trata, en general, de un problema de
minimizacién
min{F(A): A € A} (0.0.1)

donde F es un funcién semicontinua inferior para la y-convergencia de conjuntos
y mondtona decreciente con respecto a la inclusién, y A es una clase de dominios
admisibles.

En esta tesis, estudiaremos la existencia de solucién al problema de minimiza-
cién cuando la clase de dominios admisibles A es el conjunto

AQ) = {A: A C Q, A cuasi-abierto, |A| = c},
donde Q es un abierto acotado de R”, y, luego,
A= {A: A c R", A cuasi-abierto, |A] < c},

donde ¢ > 0 es una constante.

Palabras Claves: Optimizacion de forma, espacios de Sobolev, cuasi-abiertos.






Capitulo 1

Introduccion

Para resolver un problema de optimizacién de forma
min{F(A): A € A} (1.0.1)

donde F es un funcional de costo y A es una clase de dominios admisibles, po-
demos intentar usar el mérodo directo. Si inf{FF(A): A € A} > —oo, tomo una
sucesion minimizante (Ay), en A. En el caso de tener un resultado de compaci-
dad en la clase de dominios admisibles, podemos decir que existe una subsucesién
(Ap, )k de (Ap)p, (que sigue siendo una sucesién minimizante para el problema) y
un conjunto A € A tal que (Ay, )x converge a A en algiin sentido. Si la funcién F es
continua con respecto a este sentido de convergencia en A, resulta

F(A) = lim F(Ap)=1infF.
k—+o00 A

Por lo tanto, A alcanza el minimo de F en A. Notemos que, como se trata de re-
solver un problema de minimizacién, alcanza con que F sea semicontinua inferior
para ese sentido de convergencia en A. En tal caso,

F(A) < liminf F(A,) = inf F,
k—+o00 A

y se concluye de igual manera. Veremos mas adelante, que ese sentido de conver-
gencia es la y-convergencia.

Definiremos la clase de conjuntos cuasi-abiertos de R". En el Capitulo[/] estu-
diaremos la resolucién (con la idea del método directo), del problema

min {CD(/ll(A), 1(A)): A C R", A cuasi-abierto, |A| < c}

donde ¢ > 0 es una constante, ® es semicontinua inferior y creciente en cada varia-
ble, y A4(A) denota el k-ésimo autovalor del operador Laplace en Hé (A). Veremos
que existe al menos una solucién. Este resultado se debe al trabajo de Dorin Bu-
cur [4].
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Utilizando otras ideas, resolveremos también el siguiente problema de optimi-
zacion de forma

min {F(A): A C Q, A cuasi-abierto, |A| = c}

donde Q es un abierto acotado de R”, el funcional F' es semicontinua inferior para
la y-convergencia de conjuntos, F' es monétona decreciente con respecto a la in-
clusion de conjuntos y ¢ es una constante 0 < ¢ < |Q)|. Probaremos que existe al
menos una solucién. Este resultado se debe al trabajo de Buttazzo y Dal Maso [6].

A continuacién, describimos brevemente el contenido de cada capitulo.

En el Capitulo 2, estudiamos algunas propiedades funcinales de los espacios
de Sobolev W!?(Q), Q un abierto acotado. El problema de Dirichlet en conjuntos
abiertos A C Q, sus propiedades de linealidad y continuidad. Por dltimo, la existen-
cia y unicidad de solucién en ciertos problemas de obstaculo. Estos resultados nos
serdn ttiles en el Capitulo 6, para resolver el problema de optimizacién de forma
en el caso acotado.

En el Capitulo 3, estudiamos operadores lineales definidos en un espacio de
Hilbert y formas cuadraticas. Estos temas nos seran utiles para probar un lema
muy importante sobre disefio 6ptimo. La bibliografia que utilizamos fue el libro de
Kinderlehrer y Stampacchia [16].

En el Capitulo 4, estudiamos algunos resultados del libro de Henrot y Pierre
[15] sobre capacidad, cuasi-abiertos, cuasi-continuidad. Damos una caracteriza-
cion para el espacio de Sobolev Hé(Q), que motiva la definicién de Hé (A) para A
un cuasi-abierto acotado de R".

En el Capitulo 5, estudiamos propiedades basicas de la I'-convergencia, tenien-
do como referencia los libros de Andrea Braides [2] y Gianni Dal Maso [8]]. De-
finimos la y-convergencia de una sucesion de conjuntos cuasi-abiertos contenidos
en un abierto acotado Q2 ¢ R" y damos una caracterizacion variacional y otra, en
términos de operadores resolventes. Mds adelante, vemos que la y-convergencia de
conjuntos cuasi-abiertos es un caso particular de la y-convergencia de medidas bo-
relianas, no negativas, que pueden tomar el valor +co0 y que se anulan en todos los
conjuntos de capacidad cero. Un resultado importante es la relacién que existe en-
tre el y-limite de una sucesion de cuasi-abiertos de medida uniformemente acotada
(Ap)p y el limite en L*(R™) (si existe), de la sucesién (wa,)n, donde wy, € Hé(Ah)
y —Awy, = 1 en A;,. Utilizamos como bibliografia, principalmente, los trabajos de
Dal Maso y Mosco [9] y Bucur [4]].

En el Capitulo 6, resolvemos el problema
min{F(A): A C £, A cuasi-abierto, |A| = ¢}

donde Q es un abierto acotado de R”, el funcional F es semicontinua inferior pa-
ra la y-convergencia de conjuntos, F' es monétona decreciente con respecto a la
inclusién de conjuntos, ¢ es una constante 0 < ¢ < [Q)].



En el Capitulo 7, damos una idea de la resolucién del problema
min {®(4;(A), 1(4)): A C R", A cuasi-abierto, |A| < c}

donde ¢ > 0 es una constante, ® es semicontinua inferior y creciente en cada
variable, y Ax(A) denota el k-ésimo autovalor del operador Laplace en Hé (A).



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Espacios de Sobolev

A lo largo de esta tesis, utilizaremos la siguiente notaciéon: Q C R” serd un
abierto acotado y C7°(€2), es el conjunto de todas las funciones ¢: 2 — R infinita-
mente diferenciables con soporte compacto en ).

Definicion 2.1.1. Sean u, v en L}OC(Q). Decimos que v es la derivada débil de u

respecto a x; si
fu(')xiqﬁdx = - fmbdx

Q Q
para toda ¢ € C2°(Q).

Observacion 2.1.2. Si existe una derivada débil de u respecto a x;, entonces es
dnica.

Demostracion. Sivyw € L}OC(Q) satisfacen

fu@xi¢dx=—fv¢dx= —fwgbdx
Q

Q Q

para toda ¢ € C°(Q). Entonces,

f(v - w)pdx =0
Q

para toda ¢ € C°(€). Luego, v—w = 0 c.t.p. (casi todo punto respecto de la medida
de Lebesgue) de Q. O

Notamos v = dy,u (o bien, u,, o 0;u) a la tnica derivada débil de u respecto de
Xi.
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Definicién 2.1.3. El espacio de Sobolev W'?(Q) se define por

whr(Q) = {u € LP(Q): du € LP(Q), Vi=1,2,....n) 2.1.1)

Para u € WHP(Q), notamos Vu = (01u, dau, . .., 0,u) al gradiente de u en el
sentido débil.

El espacio W!P(Q) esta dotado de la norma

n
el = iy + Y ditdir)
i=1

o también de la norma equivalente

lelly ey = |u||L,,(Q)+Z||au||U(Q) :

con la que trabajaremos a lo largo de esta tesis.

Observacion 2.1.4. Cuando p = 2, notamos H Q) = w2(Q), que es un espacio
de Hilbert con el producto interno

n
(Vi@ = W60 + ) (O, 0m) )
i=1

con la norma asociada

”u”Hl(Q) |u”L2(Q) + Z ||a u”LZ(Q)

Definicion 2.1.5. Sea E un espacio de Banach. Definimos el espacio dual de E
como
={¢: E = R/yp es lineal y continua}.

Dada ¢ € E* notamos (@, X)g+ g = ¢(x) para cada x € E.

Definicion 2.1.6. Sea E un espacio de Banach. Decimos que E es reflexivo si
J(E) = E*, donde J : E — E™ es la inyeccion canénica, J(x)(¢) = ¢(x) para
toda ¢ € E*, que también notamos

Jx, @)+ = {@, X)E* E.

Proposicién 2.1.7. El espacio W'P(Q) es un espacio de Banach para 1 < p < co.

Demostracion. Es claro que es un espacio normado.

Veamos que es completo. Sea (uy,);, una sucesién de Cauchy en W'-7(Q). Luego,
upn, Orun)n, (Q2upp, - .. , (Oqup)y son sucesiones de Cauchy en L7(Q). Como
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LP(Q) es completo para 1 < p < oo, existen funciones u, g1, g2, ..., & € LP(Q)
tales que

lleer, — ullzr) — O, ll0iun — gillLr@) — 0 paratodoi=1,2,...,n.

Para concluir la demostracién, basta ver que para cada i, g; es la derivada débil
de u respecto de x;. Fijoun i en {1,2,...,n}. Tomo una ¢ € C’(2). Como cada
up € Whr(Q), sabemos que

fuhaid)dx: —f&ium[)dx.

Q Q
Pasando al limite de & — +o0, resulta
fu@@dx =— fgiqﬁdx.
Q Q

Por lo tanto, existen las derivadas débiles de u de orden 1 y d;u = g; € LP(Q). Asi,
obtenemos que u € Whr(Q). Luego, la sucesion (uy);, es convergente en Whr(Q).
O

Proposicién 2.1.8. El espacio WP (Q) es un espacio reflexivo para 1 < p < co.

Demostracion. Sea E = LP(Q)x LP(Q)". Considero el operador T : whr(Q) — E,
T(u) = (u,Vu). Tenemos que T es una isometria de WLP(Q) en E, por lo tanto,
T(W'P(Q)) es un subespacio cerrado de E. Como LP(Q) es reflexivo si 1 < p < oo,
E también es reflexivo para 1 < p < oo. Como T(WhP(Q)) es un subespacio
cerrado de E y E es reflexivo, T(WhP(Q)) es reflexivo y por lo tanto, whr(Q) lo
es. O

Proposicién 2.1.9. El espacio W'P(Q) es un espacio separable para 1 < p < .

Demostracion. La prueba es totalmente andloga a la anterior. O
Corolario 2.1.10. El espacio H'(Q) es un espacio de Hilbert separable.

Definimos Hé(Q) = mll-llm(m.

Observacion 2.1.11. El espacio H(l)(Q) es Hilbert y separable. Pues, es un subes-
pacio cerrado de H'(Q) y éste es un espacio de Hilbert separable.

Observacion 2.1.12. Sea u € C(Q) N H'(Q). Entonces,

u=0endQ & ue H)(Q).

Se puede ver una demostracién en [13, Seccién 5.5, Teorema 2].
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Observacién 2.1.13. Sea A C Q un abierto. Entonces, Hj(A) C H)(€).

. . 1 u enA |
Demostracion. Pues siu € Hy(A), tomo v = . Luego, v € HO(Q) y

0 enQ\A
u=vc.tp.deQ. O

Definimos el espacio H Q) = Hé(Q)*, el espacio dual de Hé(Q). En otras
palabras, f € H/(Q)si f: H(l)(Q) — Res lineal y continua.

Notaremos (-, '>H—1’H(1) al par dual entre H Q) y Hé(Q).

El espacio H!(Q) estd dotado de la norma
1l = Sup{<fo by gy 0 € HQ), il (@) < 1.

Teorema 2.1.14 (Caracterizacién de H~'(Q)).

(i) Sea f € H~Y(Q). Entonces, existen funciones fo, f L f"en L*(Q) tales
que

(FoVdg-rmy = f fovdx+Z f flowdx (2.1.2)
Q =15

parav € H(l)(Q). En tal caso, notaremos f = f° — 1 o:f'.

(ii) Ademads,

Wl ) = inf{(fzn: |fi|2dx)1/2: f satisface @-1.2) para f°, ... ,f"}.
Q i=0

Demostracion.

Parau, v € H(]) (), tomamos el producto en H(l) Q)

(V)i @) = fVqudx+fuvdx.

Q Q

Sea f € H™'(Q). Por el teorema de representacion de Riesz, existe una tnica
ue H(])(Q) tal que

fVqudx+fuvdx=(f,v)H_l,Hé, (2.1.3)
Q Q

paratodav € Hé Q).

e Veamos (i).
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Tomando

f=u
fiz(?,-uparaizl,...,n. ’
vale (2.1.2).

e Veamos (ii).

Sean funciones g, ..., g” en L*(Q) tales que
n .
VE V>H—1,H(') = ngde + Z fg’@,-vdx,
Q =19

para toda v € Hé (€2). En particular, para la # que obtuvimos aplicando el teorema
de representacion de Riesz,

n
<f,M>H—1’H(1) :fgoudx+2fgi8iudx.
Q =19

Usando la desigualdad de Holder,
n ) n )
fgoudx + Z fg’aiudx < 118%N 2o lull () + Z llg'll 2 l10iull 2 ()
9 i=1 g i=1

n
< lll gy D Ng'llzcey:
i=0

Por otro lado, tomando v = u en (2.1.3)), tenemos que

(o) gy = f lul*dx + f \Vul*dx.
Q Q

Entonces,
n
il ) = f luf*dx + f Vuldx < llull g1y > IE 2,
O ) i=0
simplificando,
n
i
gy < O Nl
i=0
Entonces,

f juPdx + f VuPdx < ) f g'Pdx.
o i=1 b} i=0 P
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Como f° = u, fi = Quparai=1,...,npor (i), tenemos que
n . n .
[ Doirpars [ Y lgipan
o =0 o i=0
Abhora, por (2.1.2), tenemos que

[ | = f fovdx+zn: f fiﬁ,-vdx|s( f zn:|fi|2dx)l/2,
Q i=1 Q Q i=0

paratodav € Hé(Q), ||v||H(1)(Q) < 1. Entonces,

n . n 1/2
o < ([ Y1rPa) <( [ Dwa)
o =0

Q i=

Tomando infimo, tenemos que

no 1/2
1A l-1 ) < inf{( f Z Ig’lzdx) . f satisface (Z.1.2) para g°,.. ., g"}.
Q i=0

Veamos que vale la igualdad. Considero v = —*— en (2.1.3),

Tl e
u u
||u||H1(Q) = fVuV dx + fu dx
0 ||u||H1(Q) ||”||1-11(Q)
Q Q 0
=i = mm < fllg-1)-
|u”1—1 1Q) 0
Como
n
_ 2
HMHHl(Q) <f’ u)H_l,H(l) - fz |fl| d-xa
§ =0
resulta
n . 2 1/2
([ D0rPax) <t
§ =0
por lo tanto, vale la igualdad de (ii). O

Definicion 2.1.15. Sean E y F espacios de Banach. Decimos que E estd compac-
tamente contenido en F si para toda sucesién acotada en E existe una subsucesion
convergente en F. En tal caso, notamos £ cC F.

Teorema 2.1.16 (Rellich-Kondrachov). Sea D C R” un abierto.

Sea (up), € H'(D) una sucesioén acotada. Entonces, existe unsa subsucesion
(up)i de (up)p, y una u € HY(D) tal que up, — u en L% (Q) yup, = uctp. deD.

loc
Si ademds, D es acotado, H(l)(D) cc L*(D).
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Observemos que el teorema de Rellich-Kondrachov también se puede enunciar
de la siguiente manera:

Teorema 2.1.17. Sea D C R" un abierto.
La inclusién i: H' (D) — leoc(D) es compacta.

Si ademds, D es acotado, i: H (D) — L*(D) es compacta.

Se puede ver una demostracion en [[13} Seccion 5.7, Teorema 1]. Alli, se requie-
re que el borde de D sea de clase C!, para poder extender una funcién u € H'(D) a
todo R". Nosotros usaremos este resultado para Hé (D), (yno H (D)), con lo cual
no necesitamos ninguna hipétesis de regularidad sobre el borde de D, porque una
funcién u € H(l) (D) se extiende a R” por cero, trivialmente.

Corolario 2.1.18. Sea A un abierto de R" tal que |A| < co. Entonces, la inclusion
HY(A) — L*(A) es compacta.

Demostracion. Sea (up), una sucesién acotada en H'(A). En particular, es acotada
en H'(R"), digamos |[lup|1rry < M. Entonces, existe una subsucesion (uy, )x y una
funcién u € H'(R") tal que (un, )x converge a u débil en H '(R™) y fuerte en LIQOC(R”).
Luego, |lull g gny < Hminfy [lup|lg1gny < My u € H'(A).

Dado € > 0, existe un compacto K. C A tal que |A \ K¢| < €. Entonces, usando
la desigualdad de Holder

f lup, — ulPdx = f lup, — ul*dx + f luy, — ul*dx
A K.

A\K,

<A\ Kelllup, — ull 2k, + f lup, — ul*dx
K

<A\ Kel(””hk”Hl(R") + ||M||H1(Rn)) + f|”hk - ufdx
K

<2Me+ f|”hk — ul*dx
K

Como K, es compacto y, por Rellich-Kondrachov, (uy, )r converge a u en LIQOC(R”),

tenemos que limy f leen, — ul’dx = 0, para cada € > 0. Luego, tomando limite de €
K
a 0, resulta que (uy, )x converge a u en L*(A). O

El siguiente lema, nos da una condicion suficiente para decidir si una funcién
uen H'(RY), pertenece a Hé(Q).

Lema 2.1.19. Sean v € H'(R"), w € Hé(Q) tales que 0 < |[v| < w c.t.p. de Q.
Entonces, v € H(l)(Q).
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Demostracion. Sabemos que v =v" —v~,convt >0y v~ > 0.
Veamos que v* € H(l) (Q).

Como w > 0, existen wy, € C;°(2), wy > 0 para toda i € N, tales que wy, — w
en Hé(Q). Considero ¢, = min{wy, v"} = wy A v". Tenemos que el soporte de ¢y,
estd contenido en el soporte de wy, y ¢ > 0, para toda i € N. Ademds, como tomar
minimo es una aplicacién continua en H (9)) y wp — wen H(l)(Q), resulta que
v, = wA vt en HY(Q). Con un argumento standar de regularizacion, suavizo las
funciones ¢y, y las noto ¢;,. Entonces, tenemos que ¢, € CX(Q), ¢y >0y ¢y — v+
en H'(Q). Luego, como CZ(Q)* es denso en Hé (Q)7*, resulta v’ € H(l) Q™.

Andlogamente, construyo una funciones ¢, € C;°(€2) tal que ¥, — Vv~ en
H}(Q). Luego, v~ € H)(€). Por lo tanto, v € H)(Q). O

Proposicién 2.1.20. Sea u € H'(R") una funcion continua tal que u(x) = 0 para
todo x € R™"\ Q. Entonces, u € Hé Q).

Demostracion. Podemos suponer u > 0. Pues, u = u* —u~ conu*, u” > 0.

Sea € > 0. Considero v. = (u — €)*. Tenemos que v, tiene soporte compacto
en Qyve — uen H(Q), cuando € — 0. Ahora, v, no necesariamente es una
funcién diferenciable. Pero, convolucionando con una sucesion regularizante (op)p,
tenemos que zpe = pp * Ve € Co () y (zn,e)n converge a ve en H 1(Q), cuando
h — +o0. Luego, por un argumento diagonal, existe una subsucesion (e), tal que
(Zh.e,)n converge au en H (@), con Zhe € C (). Por lo tanto, u € Hé Q). O

Proposicion 2.1.21 (Desigualdad de Poincaré). Sea D C R”" un abierto tal que
D c [-a,a] x R"™"\. Entonces, existe una constante ¢ > 0 que solo depende de D

tal que
f lul>dx < ¢ f IVul’dx,
D D

1
para toda u € Hy(D).

Demostracion. Sea u € C°(D). Podemos escribir

a

u(x) = falu(t,i)dt,

—a
donde x = (x3,. .., x,). Usando la desigualdad de Holder, tenemos que

a a

u(x))? < 2a f 101 u(t, ©)|>dt < 2a f [Vu(t, T)2dt.

—a —a
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Integrando sobre D y usando Fubini, resulta

f lu(x)|?dx < 2a f f [Vu(z, %) dtdx = 4a> f [Vu(x)*dx.
D -—-a

D D

Considero ¢ = 4a2. Entonces, vale

f lul?dx < ¢ f |Vul2dx,
D D

para toda u € C;°(D). Como C;°(D) es denso en H(l)(D), la desigualdad vale para
toda u € H)(D). O

Proposicion 2.1.22 (Desigualdad de Poincaré para abiertos de medida finita). Sea
A C R" un abierto tal que |A| < oo. Entonces, existe una constante ¢ > 0 que sélo

depende de A tal que
f ul*dx < ¢ f \Vul*dx,

A A

para toda u € H(])(A).

Demostracion. Supongamos que no vale. Entonces, para cada i € N, existe uy €
Hj(A) tal que

f lupl*dx > h f |Vup|*dx.

A A

Considero las funciones v, = up/||upll;24)- Entonces, [[vall24) = 1 Yh € Ny

1 1
f [Vvpl?dx = ———— f \Vuu|Pdx < = < 1.
J lleenllz2ay A h

Por lo tanto, (v,); es acotada en H'(A). Entonces, por [2.1.18] existe una subsuce-
sién de (vj), (que seguimos notando con /) y una funcién v € H 1(A) tal que (Vi)n
converge a v en L*(A). Como

1
I Vypl’dx < lim — =0
h—1>r-iI—loo | Vh| rs h—1>I-iI—1c>o h ’

A

v es una funcién constante. Por otro lado, como v, € Hé(A), v = 0. Contradic-
cién. Pues, como (vy,), converge a v en L*(A), en particular, (|[v|| 12(4))h COnverge a

||V||L2(A)- Pero, ”Vh”LZ(A) =1 y ”VHLZ(A) =0. 0
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2.2. El problema de Dirichlet

Sea Q < R” un abierto acotado. Sean f € H™'(Q) y A C Q abierto. Tenemos
el siguiente problema de Dirichlet:

—Au=fenA,
{ u € H)(A). (2.2.D

Decimos que u € H'(Q) es una solucion débil del problema de Dirichlet (Z.2.1)
si

u € Hy(A)
fVqudx ={/f, v)H_|’H(1) paratodav € Hé(A) ’

donde (-, ) y-1 g1 = (> Y10 ) () €8 €l producto dual.

Notaremos uf‘ a la solucion débil de (2.2.1).

La notacién tiene sentido gracias a la siguiente proposicion que afirma que
existe solucién de (2.2.1) y es tnica.

Proposicion 2.2.1. Sea A C Q un abierto. Sea f € H™Y(Q). Entonces, existe una
tinica solucion en el sentido débil de (2.2.1).

Mas atin, uﬁ es la tinica solucion del siguiente problema de minimizacion:

1
min {J(v)} donde J(v) = = f IVvPdx — (f,v) et 1.
veH) (A) 2 J o

Demostracion.

(1) Veamos que ser solucién débil de (2.2.1)) es equivalente a ser solucién del
problema de minimizacién de J sobre Hé (A).

e Seau = uﬁ. Seav e Hé(A). Comou—ve H(])(A), puedo considerarla como
funcidn test en la formulacion débil de —Au = f en A. Entonces,

fVuV(u —v)dx = {f,u—v),

A

es decir,

f \Vul>dx — f VuVvdx = (f,u) — (f, v).
A A

Por lo tanto,

1 1 1
Jw)+ 5 f \Vul>dx — f VuVvdx + 5 f IVvPPdx = 3 f IVvPPdx — (f,v) = J(v).
A A A A
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Es decir,
Jw) < J(u) + f IV(u — v)[Pdx + J(v).
A

Luego, J(u) < J(v), paratoda v € Hé (A). Por lo tanto, u es un punto minimo de J.

e Supongamos ahora que u € Hé(A) es la Unica solucién del problema de

f

minimizacién de J sobre H(l) (A). Veamos que u = u,. Basta ver que —Au = f en A,

en el sentido débil.

Sean v € Hj(A) y t € R. Entonces, u + v € Hy(A). Luego, como u es minimo
de J, tenemos que J(u) < J(u + tv). Es decir,

% f \Vul?dx — (f,u) < % f IV(u + tv)[Pdx — (f, u + tv).
A A

Desarrollando y simplificando tenemos que

t
fVqudx —{(f,v) + 3 fleIzdx >0, Vt> 0,
A A

t
f VuVvdx = (f,v) + 3 f IVv|?dx < 0, Yt < 0.
A

A
Tomando limite en 7 (a cero), resulta

fVqudx =(f,v),

A

f

paratodov € H(l) (A). Por lo tanto, u = u,.

(2) Veamos que el problema de minimizacién de J en Hé (A) tiene solucién y
es unica.

Existencia.

Obsevemos que 1’nlf {J(v)} es finito. Pues, como f € H™1(Q), es continua en
veH} (A)

H(]) (Q). Por lo tanto, existe una constante ¢ > 0 tal que

1 2 1 2
J0) = 5 f VP = () 2 5V ) = Ml
Q

Usando la desigualdad ab < %(a2 + b?), para a, b reales positivos, cona = cy
b= ||v||H(1)(Q), tenemos que

1 2
> — —_
J(v) > 2||V||H(;(Q) Vil )
1o I 1,
> _Z _Z
1 2

> —=c" > —oo.
2
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Sea (uy,), una sucesion minimizante. Es decir, u, € H(l)(A) y (J(up)), tiende

al flnf J =: 4 € R. De la desigualdad anterior, podemos concluir que (u);, es
H(A)

acotada en H(l)(A). Pues, si no, existe una subsucesion, que seguimos notando uy,
2
HY(A)
limite, resulta 4 > +o0, lo que es absurdo. Luego, la sucesion (uy,), estd acotada en
Hcl) (A). Entonces, existe una subsucesion, que seguimos notando con A, y una u tal

que (up), tiende débil a u en Hy(A).

tal que ||“h||H5(A) tiende a +oo. Pero, J(uy) > %Iluhll - clluhIIH(n)(A). Pasando al

Veamos que u es el minimo buscado. Sabemos que (uy), tiende débil a u en
H}(A). Entonces,

hl—l,>I-i1:loo<f’ Mh> = <f’ M>

Ademas, la convergencia débil nos dice que
”u”]—[(l)(g) < lll;filigofnuh”[{(l)(g)

Entonces,

! IVul*dx < lim i il \Vunl*d

= ul“dx < liminf — up|“dx

2 o teo 2 "

Q Q

Luego,

1 1
Jw) = = fqulzdx —{(f,u) < liminf = fquh|2dx — (f,up)y = liminf J(uy) = 4
2 h—+oo 2 h—+00
Q Q

Por lo tanto, J(#) = min {J(v)}.
veH ) (A)

Unicidad.

La unicidad de u es una consecuencia de que el funcional J es estrictamente
convexo. Si v € Hy(A) también es minimo y v # u, 4 € Hy(A). Luego, J(“4*) <
3J() + 3J(v). Como u es minimo, J(u) < J(v). Como v es mfnimo, J(*4Y) > J(v).
Asf, la desigualdad J(*3¥) < %J(u) + %J(v), nos queda J(*3¥) < J(*3*), lo cual es
absurdo.

Observacion2.2.2. Si f € L*(Q), (f, V>H—1’H(l) = (L))

Utilizaremos la siguiente convencién ué; =0 paratoda f € H(Q).

A continuacién, veremos un criterio de comparacion entre dos soluciones del
problema de Dirichlet. Previamente, necesitamos una definicion.

Definicion 2.2.3. Sea h € H(Q). Decimos que h = 0si(h,v)g1 H) > 0 para toda
ve H)(Q),v>0.
Sean fy g € H™'(Q). Decimos que f < gsig— f > 0.
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Proposicion 2.2.4 (Principio de comparacién del problema de Dirichlet).
(i) Sea A C Q un abierto. Sean fy g € HY(Q) tales que f < g. Entonces,

uﬁ < ui c.t.p. de A.

(ii) Sea f € HY(Q), f > 0. Sean A\ y A, subconjuntos abiertos de Q tales que
A1 C Ay. Entonces, Uy, < u£2 c.t.p. de Q.

Demostracion. Para demostrar (i) alcanza con ver que si h € H'(Q), h <0,
entonces u/i < 0. Pues, uﬁ_g = ui; — u$, por linealidad de —A.
Sea h € H™'(Q) tal que & < 0. Quiero ver que uﬁ <0.Llamo u := uﬁ.

Veamos que u* = 0. Sabemos que

fVqudx = (Vg1 )
A

paratodav € Hé (A). En particular,

fVuVu+dx = (hu )1 g1
A

Como h <0y u* >0, tenemos que (A, u+)H_1,H(1) < 0. Entonces,

0< fIVu+|2dx = fVuVuVIx ={(h, u+>H71,H5 <0.
A A

Por lo tanto, u* = 0 c.t.p. de A. Luego, u = uf‘ < 0, como queriamos probar.
Para probar (ii), notemos u; = ﬁ_ parai=1,2.

Sabemos que

fVu]Vvdx = (f, V)H-|’H6 paratodav e Hé(Al)
Ay

fvqude = (f, V)H—I’H(l) paratodav € Hé(Az)
As

Como A; C Ay, H}(A1) C H}(A2). Entonces, para toda v € H)(A})
fVvadx = fVMZVvdx = (f, V>H—1’Hé.
Ay A

Restando adecuadamente, tenemos que

f V(uy — up)Vvdx = 0 para toda v € Hy(Ay).

Ay
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Si(up —up)t e Hé (A1), entonces podemos tomarla como funcién test y nos queda
fV(ul — Ltz)V(ul - u2)+dx = f|V(u1 — u2)+|2dx =0> (u1 - u2)+ =0.

A] A]

Concluyendo que u; < uy. Por lo tanto, basta ver que (17 — up)* € Hé(Al). Como

f = 0, por la parte (i) tenemos que u; = uﬁ > 0. Entonces, (u; — u2)* < uj.

Como ademds, u| € Hé (A1), por el lemaf2.1.19| resulta (1] —up)* € Hé(Al), como
queriamos ver. O

Proposicion 2.2.5 (Continuidad del problema de Dirichlet). Existe una constante
¢ > 0 que solo depende de Q tal que

e gy ) < llf i1

para todo abierto A C Q.

Demostracion. Sea A un abierto contenido en Q. Llamemos u = uﬁ. Sabemos que

fVqudx = fVqudx =(f, V>H—17H(l) para todav € Hé(A).
Q A

En particular, tomando v = u, tenemos que

Ml g < f Vuldx = (fowyg gy < Il -
A

donde la primera desigualdad se debe a la desigualdad de Poincaré y la segunda a
que f € H™'(Q) y la definicién de || - llz-1(- Por lo tanto, si ¢ = %, nos queda

eyl ay < llf -1
como queriamos probar. O

Corolario 2.2.6. Sea (Ay), una sucesion de abiertos contenidos en . Entonces,
existe una subsucesion (uﬁl )i de (uﬁh )y una u* € Hé (Q) tal que (uﬁ; )i corverge
Tk Tk

a u* débil en Hy(Q) y fuerte en L*(Q).
Demostracion. Por la proposicién anterior, sabemos que
lich, Nz < €llfllz-1() para todo h € N,

Luego, la sucesion (uﬁh)h es acotada en Hé (€). Por lo tanto, existe una subsucesion

que converge débil en Hé (Q) y, por el teorema de Rellich-Kondrachov, fuerte en
L*(Q). O
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Proposicion 2.2.7. Sean (Ap), y A abiertos contenidos en Q tales que (uﬁh )i con-

verge a uﬁ débil en H(l) (Q) y fuerte en L>(Q). Entonces, (uf; ) converge a uf; fuerte
en Hy(Q).

Demostracién. Como (uﬁl ) converge a uﬁ débil en H}(Q) y H(Q) es un espacio

de Hilbert, basta ver que las normas convergen, es decir, que (||u£h [ H) (Q))h converge
S

a ”uA”Hé(Q)-

f
Usando u "

tenemos que

como funcidn test en la formulacién débil de —Auﬁh = fen Ay,
IIMf,hIIZé @ f Vi, Pdx = f IVad), Pl = f1d) Yy -
Q Ay

Como (ugh)h converge a uﬁ débil en H(])(Q), resulta (f, uf;h) H-1 ) converge a
({f, uf; Y-, - Por otro lado, tomando uf; como funcidn test en la formulacion débil

de —Auy = f en A, resulta que (f, 1)1 1 = Af V| Pdx = ||u£||§{(l) - Conclui-

mos que las normas convergen, luego, (uﬁ/ ), converge a u£ fuerte en H(l) (Q). O
4

Lema 2.2.8. Sea A C Q un abierto, no vacio. Entocnes, ui > 0 en A.

Demostracion. Sean xo € Ay r > 0 tal que B := B,(xg) C A. Veamos que uj‘ >0
en la bola B. Luego, como la bola es arbitraria, ul‘ >0enA.

Tomemos w € H(]) () solucién de

—Aw =1en B,
w = 0en 0B.

Se sabe que w(x) = ﬁ(r2 —|x = x0/%). Como B c A, por principio de comparacién

del problema de Dirichlet, tenemos que w = u}g < ul‘. Como w > 0 en B, resulta

u}\ > (0 en B, como queriamos ver. O

Lema 2.2.9. El espacio L*(Q) es denso en H™'(Q).

Demostracion. Sea f € H™'(Q). Sea p el niicleo regularizante standar. Defino para
cada x € Q

Je(x) = (f,pe(- = x»H*‘,H&

Entonces, f. € C™(Q). Veamos que f; es acotada.

eIl < Il @lloellz @) < ¢
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donde ¢ es una constante independiente de x. Luego, f. € L*(Q).

Veamos ahora que (f¢)e converge a f en H ~1(Q). Queremos ver que

lim sup (fe—f,u)y=0
e—0"
llelpg1 =1

Para cada h € N, por definicién de supremo, existe una funcién uy € Hé(Q),
con ||uh||H(1)(Q) < lytal que

1
s e} =3 < e = o).
u Hé(Q)S

Como las funciones de soporte compacto en €2 son densas en H(l) Q) yuye H(l) (Q),
podemos asumir que sop u;, C Q es compacto. Por lo tanto, uy, * p € Hé Q).

Se puede ver que
(f = fesun) = (fsup — up * pe).
Para demostrar la igualdad anterior, basta ver que
(feu) = (fiu*pe)

para toda u € H)(€). Supongamos que f € L*(Q) (para f € H™'(Q) es similar).
Entonces, en esta cuenta, (-, ‘>H-',H(§ = (-, -)r2. Luego,

Je(x) = ff(y)pe(y - x)dy.
Q

Por lo tanto, usando Fubini y el hecho de que p(y — x) = p(x — y), resulta
etz = [ feoueods = [{ [ 0pes = varfucods
Q Q Q

- f ol f pele = o}y = (F,u s pry
Q

Q

como queriamos VEr.

Ademds, tenemos que

o = wn  pe) < Il eyllan = wn * pellp

Por otro lado, para cada £ fijo, ||up — up, * pell H\©@ tiende a cero, cuando € tiende a



20 CAPITULO 2. PRELIMINARES
0". Entonces, tomando limite en €, tenemos que

1 1
lim sup{ sup (fe— fou)— Z} < lim sup{ sup  (f,up —up * pe) — —}
el el

+ + h
e—0 H(l)(Q)SI e—0 H(l)(Q)SI

, 1
< i sup{ 11y ol = s * ol = 7 |
e—0"

ool
i {0——}:——30
m sup ; ;

e—0"

Por lo tanto,

1
limsupy sup (fe— f,u)— l_z} <0, VheN

e—0* llelpg) <1
Luego,
limsup sup (fe—f,u)=0
0" llelpg) <1
Concluyendo que L®(Q) es denso en H~!(Q). O

Teorema 2.2.10 (Independencia de f). Sean (Ap)n, A abiertos contenidos en L.
Si (“ixh)h converge a u}l fuerte en L*(Q), entonces (uf;h)h converge a u£ fuerte en

Hé(Q), para toda f € H'(Q).

Demostracion. Fijo f € H™'(Q). Para facilitar la notacién, llamo

f
h

f

u, = uih paracada h € Nyuf = uy,

1._ 1 1._ 1
u, =u, paracadah e Nyu :=u,.

Observemos que si M > 0, u™ = Mu'.
e Si f € L™(Q), existe una constante M > 0 tal que —M < f < M c.t.p. de Q.

Entonces, por el principio de comparacion, tenemos que

1 f 1
—Mu,, < u, < Muy,.

Por el corolario existe una subsucesion, que seguimos notando con /, y una
u* € Hy(Q) tal que (u£ )n converge a u* débil en H}(Q) y fuerte en L?(Q2). Entonces,
como ademads, por hipdtesis, (”lx,,)h converge a ul‘ fuerte en L*(Q), tomando limite
cuando i — +oco en la desigualdad anterior, resulta

~Mu' <u* < Mu'.

Luego, 0 < |u*| < Mu' y Mu' € H(l)(A). Entonces, por el lema[2.1.19} u* € Hé(A).

Veamos que u* es solucion de —Au* = f en A.
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Sea ¢ € C(A), ¢ > 0. Como u' > 0 en A, por el lema [2.2.8] existe t > 0
tal que ¢ < tu', por ejemplo, ¢ = ||l /min u'. Considero las siguientes funciones
sop ¢

o = Inflo, tu)} = @ A tuy € H)(Ap).

Por el corolario existe alguna funcién u € H(I)(Q) que es limite débil
de (u} ). Pero, sabemos que u' es limite fuerte en L*(Q). Luego, u = u' y (u}),
converge a u' débil en H(l) (). Por la proposicion resulta (M},)h converge a u'
fuerte en H}(Q).

Ahora, tomar infimo es una aplicacion continua en Hé (Q), entonces (¢p,);, con-
verge a ¢ V tu' = ¢ fuerte en H(l)(Q).
Notemos que podemos suponer que las funciones ¢, € C;°(Ap). Pues, sino,

usamos un argemento standar de regularizacion.

Entonces, tomando ¢;, como funcién test en la formulacién débil de —Au{ =f
en Ah,

f Vi, Vndx = (f,0n) -1 gt
Ap

Como (u}: )n converge a u* débil en Hé(Q) y (¢n)n converge a ¢ fuerte en Hé(Q),
tenemos que

fVu£V¢hdx—> fVu*Vgodx,
Q Q
foomdu-1 gy — s @y

cuando & — +o0, obteniendo la siguiente igualdad

[ v Sedx =t

Q

para toda ¢ € C.°(A). Luego, por un argumento de densidad, esta igualdad vale
paratodav € Hé(A). Por lo tanto, —Au* = f en A.

f
)

e Sif ¢ L), como f e H'(Q) = L®(Q) (ver , existe una sucesion
(for en L*(Q) que converge a f en H~1(Q).

Vimos que, si f € L(Q), u* = u

Por continuidad del problema de Dirichlet, existe una constante ¢ > 0 tal que
||u§||Hé (Q) < cllglla-1(0) para todo abierto B C Q, para toda g € H Q).

Sea e > 0.

Como (f;)x converge a f en H-1(Q), existe ko € N tal que ||f — fllg1@) < &
para todo k > k9. Como f, € L¥(£), por la primera parte de la demostracion,
tenemos que (uf‘" )n converge a uo fuerte en H&(Q). Para el € dado, existe un

i
ho € N tal que IIuh';0 - ufk0||H(1)(Q) < 5, para todo h > hy.
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Entonces, si i > hy,
ey = gy < oty = gy + iy = wollgy o + e =l
=TIk Jx )
= ey, gy + ey ” = ol gy + o =l g
f .
< ellf = fiolla-1@ + lt® = ol qy + ellf = fiollur@
€ €

2c—+ - =e.
< C4C 3 €

Por lo tanto, (ui: )n converge a u/ fuerte en H(l) Q). O

2.3. Problema con obstaculo

Sea H un espacio de Hilbert real y || - ||, su norma.
Definicion 2.3.1. Decimos que B: H X H — R es una forma bilineal si
B(u + Av,w) = B(u,w) + AB(v, w),
Bw,u + Av) = B(w, u) + AB(w, v),
paratodo u, v, w € H y para todo A4 € R.

Definicion 2.3.2. Sea A: H X H — R una aplicacion. Decimos que A es continua
si existe una constante ¢ > 0 tal que

|AGu, V)| < cllullllv]
paratodau,v e H.

Definicion 2.3.3. Sea A: H X H — R una aplicacién. Decimos que A es coerciva
si existe una constante k > 0 tal que

A, u) > Kllul?

paratodau € H.

Enunciamos un teorema que necesitaremos en el capitulo de diseflo 6ptimo:

Teorema 2.3.4 (Stampacchia). Sea H un espacio de Hilbert. A: H X H — R una
forma bilineal continua y coerciva. Sea E un subconjunto convexo, cerrado y no
vacio de H. Dada ¢ € H*, en el espacio dual de H, existe una tinica u € H tal que

A(u,v—u) = {¢,v—uy paratodav € E.
Si ademds A es simétrica, entonces u se caracteriza por la propiedad

uekE

LA, 1) — (g, u) = lgaegm{éA(v, V) — (o, v>}
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Demostraremos el teorema para el caso particular de H = Hé(Q),

Az,n) = szVndx,
Q

@ € Hy(Q)", (p,n) = f ndx
Q

yEC Hé () no vacio, convexo, cerrado; donde € C R” es un abierto acotado. La
demostracion del caso general puede encontrarse en [3, Teorema V.6].

Observacion 2.3.5. Sea A: H\(Q) x HL(Q) — R definida por A(z, ) = [ VzVndx
Q

es una forma bilineal, continua, coerciva y simétrica.

Demostracion. Es claro que A es una forma bilineal simétrica.

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y luego la desigualdad de Holder,
tenemos que

Az, )| < fIVZVUIde fIVZIIVUIdx < llzllg il )
Q Q

por lo tanto, A es continua.
Como A(z,z) = f \Vz|?dx = ||zl .., A es coerciva. O
a HY©Q)

Observacion 2.3.6. Sea ¢: H(l)(Q) — R definida por {(¢,7n) = f ndx es lineal y
Q

continua.

Demostracion. Usando primero la desigualdad de Holder y luego, la desigualdad
de Poincaré, tenemos que

K. m)l < f Inldx < linll 2@l < clinlly )",
Q

con lo cual, ¢ resulta continua. Ademas, es claro que ¢ es lineal. O

Probaremos ahora un caso particular del teorema de Stampacchia.

Teorema 2.3.7. Sea A: H\(Q) x H\(Q) — R definida por A(z,n) = [ VzVndx
Q

Yy @: Hé(Q) - R, (p,n) = fndx. Sea E convexo, cerrado, no vacio de H(l)(Q).
Q
Entonces, existe una unica u € E tal que

fVuV(n —u)dx > f(n —u)dx para todan € E. (2.3.1)
19) Q
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Ademds, u se caracteriza por la propiedad

uekE

%f|Vu|2dx— fudx = mfg{%fanlzdx— fﬂ} (2.3.2)
Q Q ne a o

Demostracion. La idea de la demostracion se divide en dos pasos:
(1) Probar que existe una tnica u que resuelve el problema (2.3.2).

(2) Probar que el problema de la desigualdad variacional (2.3.1)) y el problema
de minimizacién (2.3.2)) son equivalentes.

Paso (1)
Definimos J(7) = %fIanzdx - fn.
Q Q

Paso (2)

e Veamos que si u es la solucién del problema de minimizacién (2.3.2)), enton-
ces resuelve la desigualdad variacional (2.3.1).

Seate[0,1],yn € E. Como E es convexo, tn + (1 — f)u € E. Defino
J@) = J(n + (1 = Du),

lo que es lo mismo que
J@O = J(u + 1(n — w).

Tenemos para todo ¢ € [0, 1],
J0) = J(u) = mEl'nJ < J(u+tn—u) = j@)

Entonces, J(u) < J(u + t(n — u)). Es decir,

Ju) < % f IV(u + (7 — w))|>dx — f (u + t(n — u))dx

Q Q

Desarrollando el lado derecho de la desigualdad queda

1 2
3 fquIzdx + thuV(n —u)dx + % fIV(n - u)Ide - fudx - tf(n —u)dx
Q Q Q Q

Q

Agrupando y reemplazando en la desigualdad,

2
Jw) < J(u) + t{fVuV(n —u)ydx — f(n - u)dx} + % flV(n - u)lzdx
Q Q Q

Simplificando,

2
0< z{ f VuV(y — u)dx — f (n - u)dx} + % f IV(n — u)*dx
Q Q

Q



2.3. PROBLEMA CON OBSTACULO 25

Dividiendo la desigualdad por ¢ > 0,

0< fVuV(r] —u)dx — f(n —u)ydx + % fIV(r] - u)lzdx
Q 19)

Q
Tomando limite de t — 07,
fVuV(n —u)dx > f(n —u)dx
Q Q

Como 7 en E era arbitraria, tenemos que esta ultima desigualdad vale para toda n
en E.

e Veamos que si u resuelve la desigualdad variacional (2.3.1)), entonces u al-
canza el minimo del problema (2.3.2).

Vale (2.3.1)), es decir, para todan € E,

fVuV(n —u)dx > f(n —u)dx
Q Q

& f VuVndx — f IVul?dx > f ndx — f udx
Q Q Q Q

S fqulzdx—fudxstandx—fndx
Q Q

Q Q
Esto es,
1 2 1 2 2
3 [Vul“dx + J(u) < | VuVndx— | ndx+ 3 IVnl“dx — = | |Vn|~dx
Q Q Q Q Q

o f \Vul?dx + J(u) < f VuVndx — = f \Vl2dx + J (1)

Q

N f \Vul>dx — f VuVndx + 5 f \VnlPdx < J(p) — J(u)
Q

Observando que 3 [ |Vuldx — [ VuVndx + 5 [ |VnPdx = § [ [V(u—n)Pdx > 0,
Q Q Q Q
resulta que J(n7) — J(u) > 0, o sea, J(n7) = J(u). Concluimos que, como 1 € E era

arbitraria, J(u) = rr}gin J. |

Observacion 2.3.8. Si consideramos en el teorema anterior, f € H/(Q)y ¢ = f,
es decir,
(foy = g g1 € Hy (),

el resultado sigue valiendo y la demostracion es completamente andloga.
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Veamos una aplicacién del teorema(2.3.7

Definicion 2.3.9. Seaw € Hé(Q). Decimos que —Aw < 1 en Q si

f VwVvdx < f vdx

Q Q

para toda v € H)(Q), v > 0.

La siguiente proposicién nos dice que el supremo de dos subsoluciones del
operador —A, es también una subsolucién.

Proposicion 2.3.10. Sean u, v € Hy(Q) tales que
-Au<l, —Av<1enQ.

Entonces, w = u vV v = sup{u, v} verifica —Aw < 1 en Q.

Demostracion. Queremos ver que —Aw < 1 en Q.

Definamos el conjunto £ = {5 € H(l)(Q) 1 < we.t.p.de Q}. E es convexo,
cerrado, no vacio en Hé(Q), por ejemplo w € E. Por el teorema , existe una
Unica z € E tal que J(2) = mig J(n), donde J(n) = % f Ianzdx — | ndx. El teorema

ne o

Q
me dice ademads que z resuelve la siguiente desigualdad variacional

szV(n —2)dx > f(n —z)dx paratodan € E.
Q Q

(1) Veamos que —Az < 1 en Q.

Seant > 0y ¢ € Hé(Q), ¢ < 0. Defino i(f) = J(z + t¢). Observemos que
estd bien definido pues z + t¢ € E, yaque t > 0y ¢ < 0 implica que t¢ < 0, por lo
tanto, z + t¢ < z < w. Explicitamente,

1
i(t) = 3 fle + tV¢|2dx - f(z + tp)dx, parat >0
Q Q

Como i(0) = J(z) < J(z + tp) = i(¢), para todo ¢t > 0, resulta que i’(0) > O.
Como i'(t) = f (Vz+tVp)Vpdx — f ¢dx, nos queda
Q Q

f VzVedx — f ¢dx > 0, paratoda ¢ <0
Q

Q

=3 f VzVodx > f ¢dx, paratoda ¢ <0
Q

Q



2.3. PROBLEMA CON OBSTACULO 27

= f VzVpdx < f ¢dx, paratoda ¢ > 0
Q Q

Por lo tanto, —Az < 1 en Q.
(2) Veamos que z > uy z > v.

Alcanza con ver que z > u. z > v es andlogo. Tomo 1 = z V u. Queremos ver
que n = z. Como z € E, tenemos que z < w = u V v. Ademds, u < w. Entonces,
n < w. Esto nos dice que n € E, y por lo tanto podemos usarla como funcién test
en la desigualdad variacional que soluciona z, quedando:

f(ﬂ —2)dx < szV(n - z)dx.
Q

Q

Por otro lado, z < 5 implica n — z > 0, entonces podemos tomar p — z € Hé(Q)
como funcién test en —Au < 1:

fVuV(n —2)dx < f(n —2)dx.
Q 0

Juntando las dos tltima desigualdades tenemos que

fVuV(n —2)dx < szV(n —2)dx

Q Q

s0< fV(Z —u)V(n —z)dx
o)

s 0< f V(z—u)V(n - 2)dx + f V(z = u)V(n — 2)dx

{z<u} {z>u}

o0< f V(= w)V(n — dx + f V(- w)V(z - 2dx

{z<u} {z>u}

o 0< f V(iz—-u)V(u—2)dx = — f |V (u — z)+|2dx <0
{z<u} {z<u}

Luego, (u — z)* = 0. Por lo tanto, z > u.

(3) Por dltimo, observemos que z > u'y z > vimplicaz > u Vv = w. Pero,
como z € E, z < w. Luego, z = w q.t.p. de Q. Por (1), -Aw < 1 en Q. O

Definimos el conjunto

K ={neHyQ) :n>0,-Anp<1enQ}
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Corolario 2.3.11. El supremo de dos funciones en K, pertenece a ‘K.

Demostracion. Seauy v € K. Llamow = u Vv =: sup{u, v}. Queremos ver que
we K.

Es claro que w > 0, pues, por ejemplo, w > u > 0 ya que u € K. Ademas, por
la proposicion anterior, —Aw < 1. Luego, w € K. O



Capitulo 3

Operadores lineales y formas
cuadraticas

En este capitulo, estudiaremos operadores lineales definidos en un espacio de
Hilbert y formas cuadraticas. Estos temas nos serdn utiles para probar un lema
muy importante sobre diseflo éptimo. La bibliografia que utilizamos fue el libro de
Kinderlehrer y Stampacchia [16].

3.1. Operadores lineales

Sea X un espacio de Hilbert (real) con producto (-, -) y norma || - ||. Un operador
A en X es una aplicacion lineal de D(A) a X, donde D(A) es un subespacio de X
que llamamos dominio de A. El rango de A, que notamos R(A), es el conjunto de
todos los puntos f € X para los cuales existe un x € D(A) con Ax = f. El nucleo
de A, N(A), es el conjunto de todos los puntos x € D(A) tal que Ax = 0. El gréfico
de A, es el subconjunto de X x X definido por

G(A) = {[x. fle Xx X : x € D(A), f = Ax}.

Definicion 3.1.1. Decimos que A es cerrado si el grafico es cerrado en X X X. Es
decir, si (x;), s una sucesién en D(A) que converge a un punto x € X, y (Axp)p
converge a un punto f, entonces x € D(A)y f = Ax.

Definicion 3.1.2. Decimos que un operador B es una extension de A si G(A) C
G(B), es decir, si D(A) ¢ D(B) y Ax = Bx para todo x € D(A). En tal caso,
notamos A C B.

Definicion 3.1.3. Decimos que A es positivo si (Ax, x) > 0 para todo x € D(A).

Definicion 3.1.4. Decimos que A es un operador densamente definido si su domi-
nio D(A) es denso en X.

29
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En tal caso, definimos el operador adjunto A* de A de la siguiente manera: el
dominio de A*, D(A*), es el conjunto de todos los x € X tales que existe f € X de
modo que (Ay, x) = (f,y) paratodoy € D(A), y A*x = f para todo x € D(A*).

Observacion 3.1.5. La buena definicioén de A*, sigue de la densidad de D(A) en X.

Demostracion. En efecto, si existe (otra) g € X tal que (Ay, x) = (g,y) para todo
y € D(A), resulta que (f,y) = (g,y) para todo y € D(A). Entonces, (f — g,y) = 0
para todo y € D(A). Como D(A) es denso en X, existe una sucesion (y;), en D(A)
que converge a f — g. Luego, 0 = (f — g, yy) tiende a ||f — g|[%, cuando h — +co.
Por lo tanto, f = g. O

Observacion 3.1.6. A* es cerrado.

Demostracion. Si z € D(A*), y € D(A), de la definiciéon de A*, tenemos que
(A%z,y) = (Ay, 2).

Sea (x;);, sucesion en D(A™) que converge a x en X, y (A*x;);, que converge a f
en X. Quiero ver que x € D(A*) y A*x = f. Como x;, € D(A*), para todo y € D(A),
tenemos que (A*xp,y) = (Ay, x;). Tomando limite de 7 — +oo, nos queda que
(f,y) = (Ay, x) para todo y € D(A). Luego, x € D(A*). Ahora, como x € D(A"),
para todo y € D(A), tenemos que

(A%x,y) = (Ay,x) = (f,y).

Entonces, (A*x — f,y) = 0 para todo y € D(A). Como D(A) es denso en X, resulta
A*x = f, como queriamos probar. O

Definicion 3.1.7. Decimos que A es simétrico si (Ax,y) = (x,Ay) para todo x,
y € D(A).

Definicion 3.1.8. Decimos que A es autoadjunto si D(A) es densoen X y A = A™.
Observacion 3.1.9. Todo operador autoadjunto es cerrado y simétrico.

La siguiente proposicion nos da una condicién equivalente a ser un operador
autoadjunto, cuando el operador es simétrico y positivo.

Proposicion 3.1.10. Sea A un operador simétrico y positivo en X. Son equivalen-
tes:

(a) A es autoadjunto.

(b) R(I + A) = X.

Demostracion. Veamos que (a) = (b). Asumimos A autoadjunto. Probaremos pri-
mero que R(/+A) es denso en X y luego, que es cerrado, concluyendo R(/+A) = X.

Para ver que es denso en X, como estamos en un espacio de Hilbert, basta
probar que R(I + A)* = {0}. Seay € R(I + A)*. Entonces, para todo x € D(A),
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0=(@,x+Ax) = (y,x)+ (y,Ax), por lo tanto, (Ax,y) = —(y, x) para todo x € D(A).
Esto implica que y € D(A*) y que A*y = —y. Como A = A*, tenemos que y € D(A)
y Ay = —y. Como A es positivo, 0 < (Ay,y) = —(v,¥) = —|lylI> < 0, por lo tanto
y = 0. Luego, R(I + A)* = {0}, es decir, R(I + A) es denso en X.

Ahora, veamos que R(/ + A) es cerrado en X. Sea (f;), sucesion en R(I + A)
que converge a f en X. Sea (xy); sucesion en D(A) tal que f, = x5 + Axy, para toda
h € N. Tenemos que

(fn = fro xn = x1) = (xp + Axp — (X + Axp), Xp, — Xx)
= (Xp — Xk, Xp — Xi) + (Axp — Axg, X — Xi)
= Iben — 2l + (ACen — X1, x4 — X0

2 2
> [lxp = xill” + 0 = [lxp — xill”

Entonces,
2
1, = xill” < (fn = foo X0 = x0) < | fn = Sillllxn — x|
y por ende,

1ot = xell < Il fw = Sl

Como (fy);, es una sucesion convergente , en particular es una sucesion de Cauchy.
Y por la desigualdad anterior, tenemos que (x3); también lo es. Como X es Hilbert,
existe un x € X tal que (xy);, converge a x. Ahora, de la igualdad f;, — x;, = Axy,
pasando al limite, tenemos que (Axp), converge a g = f—x. Como A es autoadjunto,
es cerrado. Entonces, x € D(A) y g = Ax, por lo tanto, f = x + Ax. Esto implica
que f € R(I + A). Luego, R(I + A) es cerrado en X.

Veamos que (b) = (a).

Veamos que D(A) es denso en X, con lo cual A resulta densamente definido.
Sea f € D(A)*, quiero ver que f = 0. Como R(I + A) = X, existe un x € D(A) tal
que f = x + Ax. Como A es positivo, (Ax, x) > 0. Como f € D(A)* y x € D(A),

O0=(f,x)=(x+Ax,x) = (x,x) + (Ax,x) = (x,x) = ||x||2,

lo que nos dice que x = 0, y entonces f = x+Ax = 0. Esto prueba que D(A)* = {0},
por lo tanto A es densamente definido.

Como A es simétrico, A* es una extension de A. Esto es que sus graficos ve-
rifican G(A) € G(A*), es decir, que D(A) € D(A*) y que Ax = A*x para todo
x € D(A). Para probar que A es autoadjunto, alcanza con ver que D(A*) C D(A).
Fijoy € D(A™). Como R(I + A) = X, existeunz € D(A) talque y + A"y = 7+ Az, y
existe un x € D(A) tal que y — z = x + Ax. Como A es simétrico, / + A es simétrico,
por lo tanto

Y+A Y, x)=(z+Az,x) = ([ +A)z,x) = (I +A)x) = (z,x+Ax) = (2,y — 2)
Como (A*y, x) = (Ax, ),

=2y = (@x+Ax,y) = (x,y)+(Ax,y) = (x,y) +(A%y,x) = (x,y+A"y) = (y - 2,2).
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Esto nos dice que ||y — z||> = 0, entonces y = z. Luego, y € D(A). Esto prueba la
inclusion que queriamos D(A*) C D(A). O

3.2. Formas cuadratricas

Definicion 3.2.1. Una funcién F: X — [0, +o0] es una forma _cuadrcitica si existe
un subespacio lineal Y ¢ X y una forma bilineal B: ¥ X Y — R tal que

B(x,x), sixey,
F(x) = .
+00, sixe X\Y.

Sea F': X — [0, +o0] una forma cuadratica. El dominio D(F’) es el subespacio
de X definido por D(F) = {x € X: F(x) < +oo}.

Definicion 3.2.2. Sea F : X — [0, +o0] una forma cuadrética, sea B su forma
bilineal asociada, y sea V = D(F). El operador A asociado a F' es el operador lineal
A en V definido de la siguiente manera: su dominio

D(A) = {x € D(F): existe f € Vtal que B(x,y) = (f,y) Vy € D(F)},
Ax = f paratodo x € D(A).
Observacion 3.2.3. La buena definicion de A, sigue de la densidad de D(F) en V.
Por el teorema de representacion de Riesz, x € D(A) si y s6lo si la aplicacion

lineal B(x, -) es continua en D(F’) para la topologia en X.

Observacion 3.2.4. Para todo x € D(A) y para todo y € D(F) tenemos (Ax,y) =
(f,y) = B(x,y). En particular, tomando y = x, (Ax, x) = B(x, x) = F(x) para todo
x € D(A).

Sea P: X — V la proyeccién ortogonal en V = D(F). Para todo x, f € X las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) B(x,y) = (f,y) paratodo y € D(F).
(b) x e D(A) y Ax = Pf.

En efecto, si B(x,y) = (f,y) para todo y € D(F), tenemos que x € D(A).
Ademéds, f = Pf +w,con Pf € Vyw € V*. Entonces,

B(x,y) = (f,y) = (Pf +w,y) = (Pf,y) + (w,y) = (Pf,y) + 0 = (Pf,y)

para todo y € D(F) c V. Luego, Ax = Pf. La otra implicacién es similar. Si
x € D(A), existe una f € V tal que B(x,y) = (f,y) para todo y € D(F). Descom-
poniendo a f = Pf +wcon Pf € V,w € V* y leyendo la cadena de igualdades al
revés, concluimos que (a) y (b) son equivalentes.
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Ejemplo 3.2.5. Sea Q un abierto de R”, sea X = L*(Q), sea F: L*(Q) — [0, +0]
la forma cuadratica

[\VuPdx, siue H}(Q),
F(u) =<a
+00, si no.

Sea A el operador lineal asociado a F. Notando A al operador Laplaciano,
tenemos que
D(A) = {u € Hy(Q): Au € L*(Q))

Au = —Au para toda u € D(A).
Si Q es acotado con borde C2, 0 si Q = R”, la teoria de regularidad para
operadores elipticos nos dice que D(A) = H*(Q) N H)(Q).

Proposicion 3.2.6. Sea F: X — [0, +o0] una forma cuadrdtica, sea A su operador
asociado en V. = D(F), y sea P: X — V la proyeccion ortogonal en V. Para todo
x, f € X son equivalentes:

(a) x € D(A) y Ax = Pf.
(b) F(y) > F(x) + 2(f,x —y) para todo y € X.

(c) x es un punto minimo en X del funcional G(y) = F(y) — 2(f, y).

Demostracion. Sean xy f € X,y sea B la forma bilineal asociada a F.
e Veamos que (a) = (b).

Suponemos x € D(A) ¢ D(F) y Ax = Pf. Entonces, por la observacion [3.2.4]
x € D(F)y B(x,v) = (Pf,v) = (f,v) paratoda v € D(F).

Seay e X.Siy ¢ D(F), F(y) = +oo y la desigualdad (b) es trivial. Luego, basta
probar (b) paray € D(F). Tomo v = y — x. Entonces, v € D(F) y
FO)=FWv+x)=BWv+x,v+x) = B(x,x)+ 2B(x,v) + B(v,v)
=F(x)+2(f,v)+ F(v)
> F(x) +2(f,y — x).
Esto prueba (b).

e Veamos (b) = (a).

Si F(y) = F(x) + 2(f,x — y) para todo y € X, tomando y = 0, tenemos que
F(x) < 2(f, x), por lo tanto x € D(F). Fijo v € D(F). Para todo ¢ € R, tenemos que
F(x+tv) = F(x) + 2t(f,v). Como

F(x+tv)=B(x+1tv,x+tv) = B(x, x) + 2tB(x,v) + tzB(v, V)
= F(x) + 2tB(x,v) + °F(v),
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resulta F(x) + 2tB(x,v) + 2F(v) > F(x) + 2t( f,v). Esto implica que, simplificando
F(x) y diviendo por ¢,

2B(x,v) + tF(v) > 2(f,v) paratodo t > 0
2B(x,v) +tF(v) < 2(f,v) paratodo ¢t < 0

Tomando limite de t — 0, tenemos que B(x,v) = (f,v) = (Pf,v). Como Pf € Vy
B(x,v) = (Pf,v) paratoda v € D(F), obtenemos que Pf = Ax.

e Veamos (b)  (¢).

x es punto minimo de G en X © G(x) < G(y) paratodoy € X &
F(x) =2(f,x) < F(y) + 2(f,y)
e F@y) = F(x)+2(f,y — x).

Lo que concluye la demostracién. O

En el ejemplo [3.2.5} esta proposicién nos dice que dados u, f € L*(Q) son
equivalentes:

@ueD-A)y-Au=f.
(b) [IVvlPdx > [|VulPdx -2 [ f(u - v)dx para toda v € H}(Q).
Q Q Q

(c) u es punto minimo del funcional G(v) = f IVvdx -2 f Sfvdx.
Q Q

Teorema 3.2.7. Sea F: X — [0, +o0] una forma cuadrdtica y sea A el operador
lineal en V = D(F) asociado a F. Entonces, A es positivo y simétrico. Si ademds,
F es semicontinua inferior en X, entonces A es autoadjunto en V.

Demostracion. Si x € D(A), entonces (Ax, x) = F(x) > 0, usamos la observacién
[3.2.4] Por lo tanto, A es positivo. Para probar que A es simétrico, observemos que
para todo x, y € D(A) tenemos que (Ax,y) = B(x,y) = B(y, x) = (Ay, x), donde B
es la forma bilineal asociada a F.

Supongamos F' semicontinua inferior en X.
e Veamos que R(/ + A) = V, donde I es el operador identidad.

Defino el funcional G(y) = |ly|[> + F(y) — 2(f, y). Es fécil ver que G es convexo
y semicontinuo inferior en la topologia fuerte de X, y semicontinuo inferior en la
topologia débil de X. Observemos que, usando F(y) > 0,

1 2 1 2 1 2
— < — — —
Sl < Sl = I + Sl
<lly = fIF + IAIP
= IvlI* = 2(f.y) + 2IIf11

< IVIP + F(y) = 2(f,y) + 2l I
= G(y) + 2l fII*.
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Por lo tanto, G(y) > %Ilyll2 -2||If 112 Luego, G es coercivo en la topologia débil
de X.

Veamos que existe x € X punto minimo de G. El funcional G es acotado infe-
riorment: G(y) > %Ilyll2 - 2||f||2 > —2||f||2 > —o0, Luego, fI)}fG =: A€ R. Sea (yp)p

una sucesiéon minimizante en X. Tenemos que G(y,) > %Ilyhll2 — 2||fII>. Tomando
limite , resulta 1im sup llyall> < A + 4|IfII> < +c0. Como (y;) es acotada en X y X

h—+00

es Hilbert, por lo tanto reflexivo, existe x € X tal que (para una subsucesioén que
seguimos notando yy) (y,); converge débil a x en X. Entonces,

P 2 P 2
yn = x = ||xl| < Hminf [[ys]| = ||x]|* < lim inf ||yx||
h—+o00 h—+00

Ademas, y, — x = (f,yn) — (f,x). Y como F es semicontinua inferior en X,
F(x) < lz’lm inf F(yy). Por lo tanto,
—+00

G(x) = Il + F() = 2(f. x) < lim inf {lysll* + Fn) = 2(f. y)} = liminf G(yp) = A.

Concluimos que G(x) = m}}’n G.

Como I + A es el operador asociado a la forma cuadritica |[yl|[> + F(y), por la
proposicién [3.2.6/tenemos que f = Pf = (I + A)x, por lo tanto f € R(I + A). Esto
prueba que R(I + A) = V.

Por la proposicién [3.1.10] sabemos que R( + A) = V es equivalente a A auto-
adjuntoen V. O

Definicion 3.2.8. Sea F: X — [0, +o0] una forma cuadratrica. Definimos el pro-
ducto interno (-, -)r en D(F) como

(x’}’)F = B(X,J’) + (-x’y)

donde B es la forma bilineal asociada a F. La norma correspondiente en D(F)
esta dada por
Ixllr = (FOo + 13152,

Ejemplo 3.2.9. Sea Q un abierto de R”, sea X = LX(Q), sea F: L*(Q) — [0, +o0]
la forma cuadratica

[\VuPdx, siue H)(Q),
F(u) =4a
+o00, si no.

Entonces, para toda u € D(F) = Hé (Q), el producto escalar (u, v)r coincide con el
producto escalar (u, v) g1 (q)-

En el Capitulo[6] necesitaremos el siguiente resultado:
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Proposicion 3.2.10. Sea F: X — [0, +o0] una forma cuadrdtrica semicontinua
inferior y sea A su operador asociado en V = D(F). Entonces, D(A) es denso en
D(F) para la norma || - ||.

Demostracion. Para ver que D(A) es denso en D(F) basta ver que siy € D(F) es
tal que (y, v)r = 0 para todo elemento v de D(A), resulta y = 0. Tomo y € D(F) tal
que (y,v)r = 0 para todo elemento v de D(A). Como A es positivo y autoadjunto
en V (por el teorema[3.2.7)), tenemos que R(I + A) = V, por la proposicién [3.1.10]
Sé que y € D(F) C V, entonces existe un x € D(A) talquey = (/ + A)x = x + Ax.
Como (x,y)r = 0, tenemos que

IV = (0,y) = (x + Ax,y) = (£, ) + (Ax, ) = (x,¥) + B(x,y) = (x,y)r = 0

Por lo tanto, y = 0, que es lo que queriamos probar. Luego, D(A) denso en D(F).
m]



Capitulo 4

Caracterizacion de H(% (Q)

En este capitulo, estudiamos algunos resultados del libro de Henrot y Pierre
[L5]] sobre capacidad, cuasi-abiertos, cuasi-continuidad y el espacio de Sobolev
Hcl) (Q). Uno de los objetivos es motivar la definicién del espacio de Sobolev Hé (A)
para A C R” cuasi-abierto.

4.1. Capacidad y cuasi-abiertos

Sea Q un abierto acotado de R". La medida de Lebesgue de un subconjunto me-
dible E de Q la notamos |E|. Introducimos la nocién de capacidad de un conjunto
E en Q.

Definicion 4.1.1. Dado E c Q. Definimos la capacidad de E en Q como
cap(E) = fnf{ f Vul?dx : ue qu}
Q

donde UE es el conjunto de todas las funciones u del espacio de Sobolev H&(Q)
tal que u > 1 casi todo punto (c.t.p.) en un entorno de E.

Si una propiedad P(x) ocurre para todo x € E salvo para elementos de un
conjunto Z C E con cap(Z) = 0 diremos que P(x) ocurre cuasi-todo punto de E
(abreviaremos q.t.p. de E).

Definicion 4.1.2. Un subconjunto A de Q se dice cuasi-abierto si existe una su-
cesion decreciente de abiertos (Aj)n, tal que (cap(Ap))y tiende a ceroy A U Ay, es
abierto para toda i € N.

La clase de todos los subconjuntos cuasi-abiertos de € la notamos A(L).

Definicion 4.1.3. Una funcién f : Q — R se dice cuasi-continua (-semicontinua
inferior) si para todo € > 0 existe una funcion f; : Q — R continua (semicontinua
inferior) tal que cap({f # fe}) < €, donde {f # fe} ={x € Q: f(x) # fe(X)}.

37
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Proposicién 4.1.4. Sea v € H'(Q) una funcién cuasi-continua tal que v > 0 c.t.p.
de Q. Entonces, v > 0 q.t.p.de Q.

Demostracion. Sea E = {v < 0} = {x € Q : v(x) < 0}. Sabemos que |E| = 0.
Quiero ver que cap(E) = 0.

Como v es cuasi-continua, para cada h € N, existe A, C R” abierto tal que
cap(Ap) < % Y Vlgma, €8 continua.

Tenemos que E U Ay, es abierto, para cada i € N. Pues,

EUA, = [ ((=e0,00) N (R \ Ap)] U Ay

con A, y v 1((=c0,0)N(R"\ Ap,) son abiertos. (El conjunto v=! ((—=c0, 0))N(R"\ Ap,)

es abierto pues v|Rn\ 4, continua).

Ahora, por definicién de capacidad, dado € > 0, existen funciones v, en Hé (Q),
tales que v, > 1 c.t.p. de un entorno de Ay y

1
f IVvaPdx < cap(Ap) + € < Pt
Q

Como |E| =0y v, > 1 c.t.p. en un entorno de Ay, tenemos que v, > 1 c.t.p. de un
entorno de A, U E. Por lo tanto, v, es admisible en el conjunto de las funciones test
para calcular la cap(A, U E). Entonces,

1
0 <cap(E) <cap(A, UE) < flehlzdx <cap(Ap) + €< 7 + €,
Q

donde usamos, en la segunda desigualdad, la monotonia de la capacidad. Tomando
limite de 7 — +o0 y de € — 07, resulta cap(E) = 0. Esto nos dice, que v > 0 q.t.p.
de Q. O

Es conocido que toda funcién u del espacio de Sobolev H'!(Q) tiene un repre-
sentante cuasi-continuo, que estd tnicamente definido salvo un conjunto de capa-
cidad cero.

Proposicion 4.1.5. Sea u € Hé(Q). Existe una funcion it € H Q) cuasi-continua
tal que u = ii c.t.p. de Q. La funcion ii es uinica q.t.p. de Q.

Demostracion. Existencia. Sean uy, € C;°(€Q), para h € N, tales que (uy,), converge
auen H(Q) y c.t.p. de Q. Como (up);, es una sucesion convergente en un espacio
completo, en particular, es una sucesion de Cauchy. Entonces, puedo elegir una
subsucesion de (1), que seguimos notando con 4, tal que

(o)

21 2
D 2Munsr = il ) < +oo.
h=1
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e Contruccién de los abiertos (W);, con (cap(Wp)), tendiendo a cero.

Considero los siguientes conjuntos,
Ap =] —up| > 2
h Up+1 — Up )

que resultan abiertos ya que cada uy, es continua. Ahora, tomo para cada & € N, el
conjunto abierto Wy, = UgspAg.

Observemos que si llamo v, = 2Mupsq — upl, tenemos que v, > 1 en Ay. En-
tonces, puedo tomarla como funcién test para el calculo de la capacidad de Ap.
asi

cap(Ap) < f IVvilPdx < Vallf g = 12" wn1 = wnllp o) = 22 et = il g

Q

Ademés, por la propiedad de subaditividad de la capacidad, tenemos que

2k 2
cap(Wi) < )" cap(A40) < D 2%lluesr = welly g,
k>h k=h
que tiende a cero cuando & — +o0 por ser la cola de una serie convergente. Luego,
(cap(Wp));, tiende a cero.

e Convergencia uniforme de (i), a u en Q \ Wy,

Seax € Q\ W), = Nisp(Q\Ap) = mkzh{luk.n —uy| < 2"‘}. Luego, (1), converge
uniformemente en Q \ W,. Entonces, existe un limite uniforme que en principio
depende de 4, lo llamo v;. Pero, observando que los abiertos (Wy), verifican Wy, C
Wy para toda k € N, tenemos un tnico limite uniforme, independiente de A. Lo
Ilamamos @. Por lo tanto, (i), converge a i uniformemente en R” \ Wy, para toda
heN.

Ahora, definimos &t = 0 en Nyen W, asi it esta definida en todo Q. Observemos
que cap(NpenWy) < cap(Wy), y esta dltima es una sucesion que tiende a cero.
Tenemos entonces que | Npeny Wil = 0.

Como (ug)x converge a u c.t.p. de Q 'y (ug), converge uniformemente a it en
Q\ Wy, para todo k € N, entonces u = ii c.t.p. de Q.

Unicidad. Supongamos que i y 7 son funciones de H'(Q) cuasi-continuas tales
queii =uc.tp.de Qy v =uc.tp.de Q. Entonces, it — ¥ = 0 c.t.p. de Q y es una
funcién cuasi-continua. Por la proposicién{.1.4] resulta que it — ¥ = 0 q.t.p. de Q.
Luego, it = ¥ q.t.p. de Q. O

Se puede ver en el libro de Evans y Gariepy [14, Seccion 4.8, Teorema 1] otra
demostracién de la existencia del representante cuasi-continuo de una funcién en
H'(Q), que construye explicitamente dicho representante.

Lema 4.1.6. Sea u € H! (Q), it su representante cuasi-continuo. Entonces,

cap({liil > 1) < llul};1
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Demostracion. Llamo E = {lﬁl > 1}. Como i1 es cuasi-continua, existen (Wj)y,
abiertos decrecientes tal que (cap(Wj,));, tiende a cero y E U W, es abierto, para
toda i € N.

Como (cap(Wp)), tiende a cero, existen funciones v, € Hé (Q) tales que v, > 1
en Wy, v, 2 0en Qy ([vallg1q))n tiende a cero.

Tenemos que |u| + v, > 1 en E U Wy, que es un conjunto abierto. Entonces,
puedo tomarla como funcidn test para el cdlculo de la capacidad de E U Wy,

2
H'(Q)

2
H'(Q)

2

cap(E) < cap(E U W) < [llul + vi 2@

< lull + [vall

Tomando limite de & — +oco, obtenemos la desigualdad que queriamos. O

4.2. Caracterizacion de H)(Q)

Sea A ¢ Q. Definimos el conjunto

IF'a={ve H(l)(Q): Avp)n/(vi)r — ven Hé(Q) y vy > 1 en un entorno de A}

SiI'4 es no vacio, se puede ver que el funcional J(v) = f IVvdx, J: T4 — R,
Q
alcanza su minimo valor.

Teorema 4.2.1. Existe una tinica funcion us € I tal que

f \Vua|Pdx = inf { f |Vv|2dx}.
VEFA
Q Q

Decimos que uy es el potancial capacitario de A.

Demostracion. Tenemos que 4 es un subconjunto cerrado, convexo y no vacio de
Hé (€2). Aplicando el teorema de Stampacchia , resulta que existe uy € I'4 tal
que alcanza el minimo de J en I'4 y es tnica. O

Lema 4.2.2. Sea (uy), una sucesion en C;°(Q2) que converge a una funcion u en
Hé (Q). Entonces, existe una subsucesion (up, )k tal que (it ) converge a it q.t.p. de
Q.

Demostracion. La prueba es similar a la demostracién de la proposicién
Como (up,), es una sucesién convergente en un espacio completo, en particular,
es una sucesion de Cauchy. Entonces, puedo elegir una subsucesién de (uy),, que
seguimos notando con A, tal que

(o)

2h 2
D 2Munsr = willy ) < +oo.
h=1
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Considero los siguientes conjuntos,
Ap = ldiper — iig| > 27"
h = {{lpe1 = Up .

Tomo para cada & € N, el conjunto W, = Uy Ag. Al igual que en la proposicion

M.1.5] se tiene que

cap(Wp) < ) cap(Ax) < D 2% luger — il
k>h k>h

que tiende a cero cuando & — +oo por ser la cola de una serie convergente. Luego,
(cap(Wp))y, tiende a cero y procediendo como en la propocision {.1.5] se tiene que
(@tp), converge a it q.t.p. de Q. O

Teorema 4.2.3. Sea Q c R" un abierto acotado. Sea A C Q un abierto. Entonces,

ueHyA) & ueHy(Q)yi=0gqtp. de Q\A.

Demostracion. Siu € Hé(A), tomamos funciones ¢, € C°(A) € C°(L) tales que
(én)n converge a u en H(l) (A). Por lo tanto, (¢y,);, converge a u en H(l) (). Por el lema
4.2.2 extrayendo una subsucesion, que seguimos notando con £, tenemos que (¢p);,
converge a it q.t.p. de Q. Como ¢, = 0en Q \ A, resulta it = 0 q.t.p. de Q \ A.

Supongamos que u € H(l)(Q) y que it = 0 q.t.p. de Q \ A. Queremos ver que
u € Hy(A).

Podemos hacer las siguientes reducciones:
(1) Q = R". Sino, extiendo las funciones por cero.
(2) u > 0. Recordando la descomposicién u = u™ — u".

(3) u acotada. Pues, si considero v, = u vV h = min{u, h} € L*(R"), tenemos
que (vp), converge a u en H LR, y como Hé(A) es cerrado en H'(R"), si vemos
que vy, € Hé(A) paratoda h € N, luego, u € Hé(A).

(4) sop(u) C Br(0), para algin R > 0. Sea ¢ € C°(B2(0)) tal que 0 < & < 1,
& =1enB(0), & =0enR"\ By(0). Considero &,(x) = &(3), sop(én) € Bau(0),
&, = 1 en By(0) y (&nu);, converge a u en H' (R).

Entonces, suponemos u € H'(R"), no negativa, acotada y con soporte conteni-
do en una bola Bg(0).

Como it es cuasi-continua, existe una sucesion decreciente de abiertos (W),
tales que (cap(Wp)),, tiende a cero y i R, es continua, para cada & € N.
h

Supongamos que contiene al conjunto de capacidad cero
V={xeA%: i(x) # 0} Cc W,

recordemos que cap(V) = 0. Entonces, f = 0en R" \ (AU Wy,) = A° N Wfl.
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Sea 6 > (. Considero los conjuntos V;, = {ii < 6} U W}, que resultan abiertos ya
que i es continua en W, 'y Wy, es abierto. Asi, A° C Vj. Por lo tanto, V; Cc Ay V;
es cerrado. Como ademids, V; C Bg(0). Entonces, V, es compacto.

Sea uy, el potencial capacitario de Wj,. Tenemos que

(u—06)"(1 = uw,) =0c.t.p. de Vj.

Entonces,
w—-90)*1- uw,) =0c.t.p.de A\ V.

Sea (pg)x sucesion regularizante. Consideramos
2k = pr* [ = 8) (1 = uw,)] € CZ(A),

para k € N suficientemente grande, k = k(h, ).

Entonces, como (1 — uw, ), €s una sucesion acotada y u es acotada, (1 — uw, )
converge a 1 en H'(R") y ||uW,,|IfJ1 = cap(W)) tiende a cero; tomando limite de
h — 400, § — 0%, resulta (z;,), converge a u en H'(R") y como cada z;, € CZ2(A),

tenemos que, por definicion de Hy(A) = %”'”HHR"), u € Hy(A). o
Definicion 4.2.4. Sea A C Q cuasi-abierto. Defino

H(A) = {u e Hy(Q): it = 0 q.t.p. de Q\ A}.
Proposicion 4.2.5. Sea A C Q un cuasi-abierto no vacio. Entonces,

Hé(A) es denso en LZ(A).

Demostracion. Como LZ(A) es un espacio de Hilbert, basta ver que H(l) A+ = {0}
con respecto al producto interno de L2(A).

Sea f € Hj(A)*. Es decir,
ffvdx =0,

A
paratodav € H(l)(A). Quiero ver que f = 0 c.t.p. de A.

Como A es cuasi-abierto, existe una sucesion decreciente de abiertos (W), tal
que (cap(Wp));, tiende a cero y A U W), es abierto para cada h € N.

Extiendo fa AU W, f = 0en W, \ A. Entonces, existe f, € C (A U W)) tal
que [|fu = fllr2auw,) < 37» para cada h € N.

Considero uy, el potencial capacitario de Wj. Como uw, = 1 en W}, (ver [15,
Teorema 3.3.21]), resulta que f;,(1 — uw,) € Hé(A). Entonces,

0= fffh(l — uw,)dx, Yh € N.
A
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Ahora, (fy), converge a f en L*(Q) y (1 — uw, ), es una sucesién acotada que
convergea l en H 1(Q). Por lo tanto,

f AL = iy dx — f P
A A

Luego, f = 0 c.t.p. de A. O
Proposicion 4.2.6. Sea A C Q un cuasi-abierto no vacio. Entonces,
{uﬁ . f € L¥(Q)} es denso en Hé(A).
g
A
Como L®(Q) es denso en H~'(Q) (ver , existe una sucesion (gp), en
L*(Q) que converge a g en H ~1(Q). Es decir,

Demostracion. Seau € Hé(A) yg=-Aue H™'(Q). Entonces, u = u

lgn — &l = sup{<gn = & Vg1 - v € Hy(@), Il 0y < 1)

tiende a cero. Entonces, (uf{’)h converge a ui =uen Hé (A). En efecto,

||uih - ui”Hé(A) = ””ih_g”H(l)(A) < cllgn — gllg-1()-

por la linealidad y continuidad del problema de Dirichlet. O

Notemos que la proposicidn anterior es muy importante ya que nos da un re-
sultado equivalente a

L™ (Q) es denso en H _I(Q), Q) abierto acotado
para cuasi-abiertos, {uj; . f € L7 (Q)} es denso en H(l) (A).
Corolario 4.2.7. Sea A C Q un cuasi-abierto no vacio. Entonces,

(u: f € L°(Q)) es denso en LX(A).

Demostracion. Sigue de las dos proposiciones anteriores. O



Capitulo 5

['-convergencia

En la primera seccién, estudiamos propiedades bdsicas de la I'-convergencia,
teniendo como referencia los libros de Andrea Braides [2] y Gianni Dal Maso [8]].

Definimos la y-convergencia de una sucesion de conjuntos cuasi-abiertos con-
tenidos en un abierto acotado Q C R" y damos una caracterizacién variacio-
nal y otra, en término de operadores resolventes. Mds adelante, vemos que la -
convergencia de conjuntos cuasi-abiertos es un caso particular de la y-convergencia
de medidas borelianas, no negativas, que pueden tomar el valor +co0 y que se anulan
en todos los conjuntos de capacidad cero. Utilizamos como bibliografia, principal-
mente, los trabajos de Dal Maso y Mosco [9, Secciones 3 y 4] y Bucur [4].

5.1. T'-convergencia

Definicién 5.1.1. Sea X un espacio métrico. Sean Fj,: X — Ry F: X — R fun-
cionales. Decimos que (F), [-converge a F en X, si

(1) para toda u € X y para toda sucesion (up), en X tal que up, — u en X, se
tiene que
F(u) < l’ilm inf Fj,(up),
—+00

(ii) para toda u € X tal que F(u) < oo, existe una sucesion (u;), en X tal que
up - uenXy
F(u) = hlfm Fh(uh).
—+00

En tal caso, se dird que F es el I'-limite de (Fj)y,.

Observacion 5.1.2. Notar que la condicién (ii) de la definicién de I'-convergencia,
es equivalente a que para toda u € X, exista una sucesion (uy), en X tal que u, — u
enXy

F(u) > lim sup Fp,(up).

h—+o0

44
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La I'-convergencia es estable bajo perturbaciones continuas.

Observacion 5.1.3. Sean F, : X —> R, F,G : X — R funcionales tales que (Fp)n
I'-converge a F en X y G es continua en X. Entonces, (F, +G), I'-converge a F +G.

Demostracion. Es inmediata de la definicién de I'-convergencia y la continuidad
de G. m|

ElI'-limite de formas cuadraticas en X, resulta ser también una forma cuadrati-
caen X, (ver la definicién de forma cuadratica en|3.2.1)).

Teorema 5.1.4. Sea (Fj), una sucesion de formas cuadrdticas no negativas en X
tal que I'-converge a F. Entonces, F es una forma cuadrdtica no negativa.

Se puede encontrar una demostracién en el libro de Gianni Dal Maso [8}, Teo-
rema 11.10].

Proposicion 5.1.5. Sean Fj, F, G: X — R tales que (Fp), T-converge a F y G es
continua. Si para cada A € R, existe Ky C X compacto tal que

fveX: Frv)+Gv) <A} Cc K YheN.
Entonces, F + G alcanza su minimo en X y

lim_inf(Fy(v) + G()} = min(F(v) + GO)).

h—+o00 veX

Si ademds, F, + G alcanza su minimo en up, € X y F + G tiene un vinico minimo u
en X, entonces (up), converge a u en X.

Demostracion. Como la I'-convergencia es estable por perturbaciones continuas,
podemos olvidarnos de la funcidon G. Pues, como la sucesion (Fj,), ['-converge a F
y G es continua, tenemos que (F,+G);, ['-converge a F +G. Definiendo F,=F+G
y F = F + G, basta probar que si para cada 1 € R, existe K; € X compacto tal que

veX: FW <A cKiVheN,
entonces F alcanza el minimo en X y vale

lim inf{F,(v)} = mf)l(l{F(v)}.

h—+o00 veX

Para simplificar la notacién, F = Fy F), = F},.

Por definicion de infimo, para cada / € N, existe un x; € X tal que

1
F <infF —.
h(Xh)_ll)l( nt s
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Asumimos X # (0. Tomo x¢ € X. Por la segunda condicion de la definicidn de
I'-convergencia, tenemos que existe una sucesion (z;); en X, tal que (z;,), converge
axpenXy

lim sup Fi(zx) < F(xp) < oo,
h—+o0
por lo tanto,

sup F(zp) < +00
heN

Entonces,
3 1
Fp(xp) <inf Fp+ - < Fp(zp) +1 < sup Fi(zx) + 1=:2€eR.
X h keN

Por lo tanto, x, € {v € X: Fy(v) < A}, para toda h € N. Por hipétesis, existe K,
compacto en X tal que

{veX: Fp(v) < A} CK,, paratoda h € N.

Luego, (x;), € K,. Por lo tanto, existe una subsucesion de (xj);, que seguimos
notando con A, que converge a un x € X. Por la primera condicién de la definicién
de la I'-convergencia de (Fp); a F, tenemos que

liminf Fj(xp) > F(x) > inf F.
h—+0c0 X

Entonces,
lim inf inf F}, > inf F.
h—+c00 X X

Por otro lado, por la definicién de infimo, dado € > 0, existe y € X tal que

F@) < fI}}fF+E.

Por la segunda condicion de la definicion de I'-convergencia de (Fj,), a F, tenemos
que existe una sucesion (y;), que converge a y, tal que

lim sup F,(yp) < F(y).
h—+oc0
Entonces,
lim sup inf F, < lim sup Fp,(yp) < ir)l(fF + €.

h—too X h—+o00

Luego,
limsupinf Fj, < ir}fF + €,

h—+c0

para todo € > 0. Entonces,

limsup inf Fj, < inf F.
h—too X X
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Ademas,

lim sup ir)}f Fy < ir)}f F<Fx) < l}lm inf fr}}f Fj, < lim sup inf F.

h—+00 —+eo h—+00

Entonces, valen las igualdades. Por lo tanto, F alcanza el minimo en x y

lim inf Fj, = min F,
h—+00 X X

como querl’amos VET.

Si ademas, existen uy, € X tal que miny Fj, = Fj(uy) y existe un dnico u € X tal
que miny F' = F(u), veamos que (uj), converge a u en X. En efecto, por lo probado
anteriormente tenemos que

lim Fp(up) = lim inf Fj, = min F = F(u).
h—+00 h—+00 X X

Veamos que toda (up, )r subsucesion de (up),, admite una subsubsucesion (“hkj )j
convergente a u. Luego, la sucesion entera (up), converge a u. Sea (up, )x subsuce-
sion de (uy,). Como limy, Fy(uy) = F(u), resulta limy Fp, (up,) = F(u). Entonces,
podemos suponer que up, € {v € X: Fy,(v) < F(u) + 1} para toda k € N. Por
hipétesis, existe un compacto K que contiene dicho conjunto. En particular con-
tiene a la sucesion (uy, )r. Luego, existe una subsucesion (uhk/_ )j que converge a un
cierto x € K. Por la primera condicion de la I'-convergencia, tenemos que

F(x) <liminf Fp, (up, ) = F(u) = min F.
o400 J Jj X

Como estamos suponiendo que F tiene un unico punto minimo, resulta # = x, lo
que concluye la demostracién. O

Proposicion 5.1.6. Sean X e Y espacios es Banach tales que Y C X. Y es reflexivo
y separable. Y es denso en X. La inclusion Y < X es compacta. Sea Fj, - X — R
convexa para cada h € N tal que Fp(u) > ||u||%, paratodau € Yy Fy(u) = +oo si
u ¢ Y. Supongamos que existe una F : X — R semicontinua inferior y convexa tal
que

lim inf{F,(v) + G(v)} = rrél;r(l{F(V) + GO},

h—+oo veX
para toda G : X — R continua y lineal. Entonces, (Fp), I'-converge a F en X.
Se demuestra usando algunos resultados de [[1, Corolario 3.13]. Nos interesa la

proposicién anterior en el caso en que X = [*(Q), Y = Hé(Q), para Q un abierto
acotado de R”.
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5.2. vy-convergencia I

Sea O ¢ R” un abierto acotado. Sea —A : Hé(Q) — H1(Q), el operador de
Laplace. Sea A € Q un cuasi-abierto y sea el R4 = (—~A)~!, el operador resolvente.
Es decir, Rs(f) = ui: paracada f € H™'(Q). Esto es,

~Aul = fenA,
w € Hl(A).

Notamos A(Q) = {A C Q : A cuasi-abierto }.

Definicion 5.2.1. Sea (Ap);, una sucesion en A(Q). Decimos que
(Ap)n y-converge a A € A(Q)

si
(R4, (f))n converge a R4(f) en Hé(Q) para toda f € H™! Q).

Observacion 5.2.2. Vimos en el teorema de Independencia de f [2.2.10, que si
(ui‘h)h converge a ui‘ fuerte en L2(Q), entonces (uﬁl )n converge a u, fuerte en

Hé (Q), paratoda f € H ~1(Q). Por lo tanto, podemos decir que

(Ap)n y-converge a A € A(Q) & (Ry, (1)), converge a Ra(1) en Lz(Q).

A continuacién, daremos dos caracterizaciones de la y-convergencia de conjun-
tos cuasi-abiertos contenidos en un abierto acotado Q. La primera se trata de una
caracterizacidn variacional y la segunda, en términos de operadores resolventes.
Mis adelante, veremos que la y-convergencia de cuasi-abiertos es un caso particu-
lar de la y-convergencia de ciertas medidas en el espacio de medidas borelianas,
no negativas, que pueden tomar el valor +oo y que se anulan en todos los conjuntos
de capacidad cero.

Para todo A € A(Q) consideramos el funcional @, : L2(Q) — R definido por

2 ; 1
(1) { [, IVuPdx, siu e H)(A), 52.0)

+00, sino.
Proposicion 5.2.3 (Caracterizacion variacional). Sea (Ap), una sucesion de cuasi-
abiertos y sea A € A(Q). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) (Ap)n y-converge a A.
(ii) (Da, ) I'-converge a D4 en L2(Q).

Demostracion.

e Veamos que (i) = (ii).
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Llamo Y = Hé (Q), X = L*(Q). Entonces, Y C X, Y es reflexivo y separable, Y
es denso en X, la inclusion Hé(Q) — L*(Q) es compacta. Las funciones @4, son

convexas y @y, (v) = ”V”Zg(Ah) paratodav e Hé(Ah) y Dy, (v) = +oosiv ¢ Hé(Ah).

Ademas, 4 es semicontinua inferior y convexa.

Veamos que para toda G: X — R lineal y continua vale

Hm infid,, (v) + GO} = min{@,(v) + GV)}

Fijo una funcién G: X — R lineal y continua. Por la definicién de infimo, para
cada h € N, existe una funcion v, € Hé (Ap) tal que

Dy, (vy) + G(vp) < ff)}f{‘DA/, +GH+

S| =

Como G es lineal, G(0) = 0. Entonces,
1
Dy, (i) + G(vp) < igl(f{@Ah + G} + 7 <Py,00+GO)+1=1<00

Por otro lado, como G es continua en L*(Q), existe una constante M > 0 tal que
IGOV)| < M||vll;2q) para toda v € L*(Q). En particular, |G(vy)| < M||vpll2q) para
toda h € N. Usando la desigualdad de Poincaré, pues cada vy, € H(l) (Ap), y el hecho
de que |Aj| < ¢ para toda h € N, resulta

GO < Ma(@)Vallgs s, Yh € N
Entonces,

141554,y = Ma@Vallgyca,) = ©a,(6) = Ma()llvallya,y
S Oy,(vp)+Gvp) £ 1
Por lo tanto, (v;); es acotada en Y = H(l)(Q). Luego, existe una subsucesion, que

seguiremos notando con 4, y una funcién v € Hé(Q) tal que (v,), converge a v
débil en H(l) (Q) y por el teorema de Rellich-Kondrachov, fuerte en L*(Q).

Como G es continua en L*(Q) y (vp)n converge a v fuerte en L*(Q), resulta
G(v) = limy, G(vp,). Por la convergencia débil en Hé(Q), tenemos que

”vHHé(Q) < lhrililc;lof”vh”Htl)(A’l)

Entonces,

M1y + GO < Liminfldy, (va) + G ()

-Veamos que v € H& (A).
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Sea f = —Av € H'(Q). Considero u;, = uﬁh, es decir, Ry, (f) = up € H}(Ap).
Como (Ap), y-converge a A, tenemos que (u;), converge a u£ fuerte en H(l)(Q).

/ f

Quiero ver que v = u,. Llamo u = uj,.

Tomando v, — u, € H(l)(Ah) como funcién test en la formulaciéon débil de
—Auy, = f en Ay y usando el hecho de que f = —Av,

fV(Vh —up)Vupdx = fV(Vh —up)Vupdx = f(vh —up)fdx
Ap

Q Ap

= f(vh —up)(—Av)dx = fV(Vh — up)Vvdx

Ah Ah
= fV(w, — up)Vvdx
Q

Ahora, tomando limite en A, como (v;, — up), converge a v — u débil en H(l)(Q) y
(up)n, converge a u fuerte en Hé (), resulta

fV(v —u)Vudx = fV(v —u)Vvdx

Q Q

f V(v — w)[*dx = 0
Q

Luego, v € Hé (A) como queriamos ver. Entonces, v pertenece

2 o -
HY @) ~ ”v”H(l)(A) = @4 (v). Luego,

Entonces,

Por lo tanto, v = ”,j;'

al dominio de ®4 y ||v||
igl(f{(I)A + G} <D (v) +G(v) < l;lm Inf{®y4, (vy) + G(vp)} < lim inf ﬁ)}f{d)Ah + G}
—+00 —+00

Por lo tanto,
inf{®4 + G} < liminf inf{Dy4, + G}
X h—+o00 X

Sea € > 0. Por definicén de infimo y el hecho de que el infimo de ®4 + G en
L*(Q) coincide con el infimo de ®4 + G en H& (A), existe u € H(l) (A) tal que

Dy(u) + G(u) < fI}l(f{(DA +G}+e

Considero f = —Au, f € H Q) y vale que u = uj;. Tomo z; € H(l)(Ah) tal que

—Azp, = fen Ay Como (Ap);, y-converge a A, tenemos que (z;), converge a u fuerte
en Hé(Q). En particular, la sucesién de normas (||zj| H) (9))h converge a ||u|| H(©@)

Como cada z;, € H(l)(Ah), tenemos que ||ZI1”H(])(Q) = ||Zh”H(1)(Ah) = @4, (z1)!/%. Como
u € Hy(A), lell gz ey = Mtll g1 a) = ®4(u)!/?. Entonces,

im @y, (z) = Da(u).
h—+00
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Por la continuidad de G en L3(Q) y el hecho de que (z;,), converge a u fuerte en
HO1 (Q) (por lo tanto, en L*(Q)), resulta que

Iim G(zp) = G(u)
h—+c0
Luego,

limsup inf {®y, + G} < lim {Dy4,(z) + G(zp)}
h—+00 Hé(Ah) h—+oo

= D) + G(u)

< inf {®4 + G} + €
Hy(A)

para todo € > 0. Por lo tanto,

lim sup igl(f{(DAh + G} < ir)l(f{@A + G}

h—+oc0

Finalmente,

limsup inf{®,4, + G} < Inf{®4 + G} < D4(v) + G(v) < lim inf igl(f{CDAh + G},
— 400

h—+c0 X X

entonces, ®4 + G alcanza el minimo y

lim inf{®,, + G} = n}(l’n{CDA + G}

h—+00 X

como queriamos VET.

Ahora, estamos en condiciones de aplicar la proposicion y por lo tanto,
(®4,)n I'-converge a @4 en L*(Q).

e Veamos (ii) = (i).
Llamo nuevamente X = L2(Q), G: X —» R, G(v) = =2 f vdx es continua. Para
Q

cada 1 € R, existe un compacto K, C X tal que
Ey={veL*(Q): ®s,(V) + GO) < A} C Ky Vh e N.

Pues, si tomo v € E,, para 4 € R fijo, en particular v € Hé(Ah) - H(l)(Q) y, usando
las desigualdades de Holder y Poincaré

1
-3GO = f vdx < QM) < Q2 Wil a,) = cIQ 204,002
Q

Entonces,
Dy, (v) = 2cQ2 Dy, (M2 < By, (v) + GO) < A

Luego, E, C K,, donde K, es una bola cerrada en H(l)(Q) de radio que depende de
A. Esta bola resulta compacta en L?(Q) por Rellich-Kondrachoy.
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Por la proposicién [5.1.5] resulta que @4 + G alcanza su minimo y

lim  inf (©4,() + GO)} = min (©40)+ GO,

h—+00 ye[2(Q) vel

es decir,
lim inf { f [Vv[>dx — 2 f vdx}z min { f [Vv|>dx — 2 f vdx}.
h—-+eoveH (Ap) veH | (A)
A, Ap A A

Por la proposicion aplicada a cada A;, y a A, sabemos que

min {fle|2dx—2fvdx}=f|Vu/l4] |2dx—2fu:,hdx
veH)(Ap) ’
Ap, Ap

Ap Ap

min {flelzdx—2fvdx}:fIVul‘I2dx—2fu}4dx.
veH ) (A) o o

A A

Nuevamente, usando la segunda parte de la proposicion [5.1.5]y el hecho de que

®,, + G alcanza el minimo en u! y ®4 + G tiene un tnico punto minimo u!,
h Ah A

tenemos que (”ixh)h converge a u/la en L2(Q). Por lo tanto, (A4,)y, y-converge a A en
AQ). O
Proposicion 5.2.4 (Caracterizacién en términos de operadores resolventes).

Sean (Ap), una sucesion en A(Q), A € A(Q). Son equivalentes:

(i) (Ap)y y-converge a A en A(L).

(ii) (Ra,)n converge a Ry en L(LX(Q)).

Demostracion.
e Veamos (i) = (ii).
Queremos ver que (Ry4,), converge a R4 en L(L*(Q)), es decir,

lim  sup [R4,(f) — Ra(Nllr2q) = 0.

h=420 £l 20,1

Recordemos la notacién R4(f) = u£ . Por definic6n de supremo, para cada
h € N, existe una f, € L*(Q), tal que

1
sup e}, — iyl = 5 < el =}z
11,20y <1

i

.~ uﬁh ll;2(q) tiende a cero, cuando /i — +oo.

con || fallz2(qy < 1. Veamos que ||u

Como la sucesién (f;);, es acotada en L%(Q), existe una subsucesion, que se-
guimos notando con &, y una f tal que (f;,), converge a f débil en L?(Q2). Como
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el operador inclusién i: Hé(Q) — L2(Q)es compacto (por Rellich-Kondrachov),
tenemos que su operador adjunto i*: L?(Q) — H~'(Q) (que también es la inclu-
sién) resulta compacto. Entonces, podemos afirmar que (f;);, converge a f fuerte
en H1(Q).

Usando la linealidad y continuidad del problema de Dirichlet, tenemos que

Ji
[l

W uf"'lle(Q) < ||M£hh - Mﬁh”LZ(g) + ||u£h - MIJ;”LZ(Q) + ||M£ - MX'”LZ(Q)
= e} N2 + ey, = whllzza) + e g1
< cllfu = Flla-1ey + ey, =l + cllf = filla-1a)

= 20llfi = Fllg-10) + e, = will2)-

Como (fy), converge a f fuerte en H(Q) y ||u£/ - u£|| 12 tiende a cero
(porque (Aj), y-converge a A), resulta

1
lim Su u‘g — ug 2 < 1im { ufh _ th 5 + _}
h=eo IIgIILz(gsl | An allz@) pm I A TA 2 h

— z fh _ ﬁl

= hLITm””‘A,, uy'llz2 )

< 1im {2¢]lfy - Ll =0
< Hm cllfn = flla-1@) + lluy, — uyllr2)p = 0.

Por lo tanto, la sucesion de operadores (Ry, ), converge a Ry en L(LA(Q)).
e Veamos (ii) = (i).
Para garantizar la y-convergencia de (Aj), a A, por el teorema[2.2.10] alcanza

con ver que (ul‘h )n converge a u}é en L*(Q). Por (ii), tomando f = |Q"'/? € L*(Q),
tenemos que ||f]l;2q) < 1y, por lo tanto,
0= lim sup [u8 —usllpq > lim Il —ulll2q
h—+o0 ”g”LZ(Q)Sl h h—+o0 h

-1/2 1z 1 1
= Q71 1im g, = ullzq),

lo que concluye la demostracion. O

5.3. El espacio de medidas capacitarias

Notamos con My al conjunto de medidas capacitarias de R". Es decir, My es el
conjunto de todas las medidas borelianas, no negativas, que pueden tomar el valor
+00, que se anulan sobre todos los conjuntos de capacidad cero.

Ejemplo 5.3.1. Un ejemplo muy importante de medida capacitaria es

0 si cap(BNS)=0

(5.3.1)
400 en otro caso

cog (B) Z{
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conS c R".

A cada p € My le asociamos un funcional cuadratico

[IVuPdx+ [|uPdu siue H(Q),
Fuu,Q) =4 0 (5.3.2)
+00 si no.

donde Q es un abierto acotado arbitrario de R”.

Ejemplo 5.3.2. Sea A C R" un cuasi-abierto tal que |A| < co. El funcional asociado
a 004c €S

[IVulPdx + [|uPdoose  siue H(Q),
Foope (1, Q) =14 0 )
+00 si no.

para todo abierto acotado Q2 C R”.
Fijo Q un abierto acotado de R".
Seau € Hol(Q) tal que flulzdooAc = 0. Quiero ver que u € Hé(A nQ).
Q

Llamo E = {u # 0}. Como 0 < fQ lul*doose = 0, tenemos que u = 0 coye-casi
todo punto. Es decir, cosc(E) = 0. Por definicién de esta medida, cap(E N A€) = 0.
Luego, u = 0 q.t.p. de A°. Ademds, u = 0 g.t.p. en Q°. Concluimos que u# = 0 q.t.p.
de A°U Q° = (AN Q). Luego, u € Hy(AN Q).

Reciprocamente, si u € Hé(A N Q), en particular, u € Hé(A). Entonces, u = 0
g.t.p. de A°. Nuevamente, llamo E = {u # 0}. Tenemos que cap(E N A°) = 0, es
decir, ooyc(E) = 0. Por lo tanto,

f luldeoye = f ulPdeoe = 0.
Q E

Entonces, el funcional asociado a co4c nos queda,

[ IVuPdx siue H\(ANQ),
Feo,(u,Q) =1 AnQ

+00 si no.

Observemos que si A es acotado, para todo abierto Q tal que A C Q, el funcio-
nal asociado a co4c nos queda,

[VuPdx siue H)(A),
FOOAC(M’ Q) = A

+00 si no.

que coincide con la definicién de @4 (5.2.1)).
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A continuacion, definimos una nocién de convergencia de medidas en Mg que
generaliza la nocién de y-convergencia de una sucesién (A;), de cuasi-abiertos
uniformemente acotados, es decir, A, C Q para toda 4 € N, donde Q es un abierto
acotado de R", ver

Definicion 5.3.3. Dadas uy;, u € My. Decimos que (uy); y-converge a u si para
todo abierto acotado Q C R", F, (-, ) I'-converge a F,(-,€2) en L*(Q).

Observacion 5.3.4. Notemos que la notacién es consistente con la definicion de
y-convergencia de cuasi-abiertos uniformemente acotados (Aj), a un cuasi-abierto
A en A(Q). Pues, cada cuasi-abierto Ay, representa la medida oo A¢ Y, COMO vimos
en el ejemplo@ cada funcional @y, coincide con F, (-, Q).

Podemos entonces, enunciar el siguiente resultado:

Proposicion 5.3.5. Sea una sucesion de cuasi-abiertos (Ay)y, y un cuasi-abierto A
contenidos en Q. Son equivalentes:

(i) (Ap)p y-converge a A en A(Q).
(ii) (coa¢)p y-converge a oopc en Mo.

Demostracion. Sigue del ejemplo [5.3.2] en el que se deduce que los funcionales
®y,, P4 coinciden con los funcionales Fe . (+,€2), Foo, (-, Q) respectivamente, y
h

de la proposicién O

Enunciamos unos resultados sobre una caracterizacion variacional y otra en
términos de operadores resolventes de la definicién de y-convergencia de medidas
capacitarias.

Proposicion 5.3.6 (Caracterizacion variacional). Sea (uy), una sucesion en My y
u € My. Son equivalentes:

(i) (un)n y-converge a p.

(ii) La sucesion de minimos (my);, converge a m, donde

= min fqulzdx+f|u|2d,uh+ffudx
ueH}(Q)

= min f|Vu|2dx+f|u|2dﬂ+ffudx
ueH} ()

para todo abierto acotado Q c R”, para toda f € L*(Q).

Demostracion. Usando las proposiciones de I'-convergencia [5.1.3] e [5.1.6] para
X=IQyY = Hé(Q), la demostracion resulta andloga a la prueba de la ca-
racterizacion variacional de la y-convergencia de cuasi-abiertos, i
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Para cada u € My y cada abierto acotada Q2 c R”, notamos Rf} al operador
resolvente
RY 1 LX(Q) - LX(Q),R}(f) = u,

donde u es la solucidon débil de

—Au+ uu = fenQ,
u = 0en 0.

Proposicion 5.3.7 (Caracterizacién en términos de operadores resolventes). Sea
(up)p una sucesion en Moy u € My. Son equivalentes:

(i) (up)n y-converge a p.
(ii) (Rffh )i converge a Rf} en L(L*(Q)), para cada abierto acotado Q c R".

Demostracion. Es andloga a la demostracion que caracteriza a la y-convergencia
de cuasi-abiertos en términos de operadores resolventes, ver[5.2.4] i

Nuevamente, observamos que esta nocién de convergencia de operadores re-
solventes de medidas en My generaliza la vista anteriormente para operadores re-
solventes de conjuntos cuasi-abiertos en A(L2).

Sean Q c R un abierto acotado, f € L*>(Q) y u € Mo. Llamamos al siguiente
problema:
—Au+puu=fenQ (5.3.3)

el problema de Dirichlet relajado en Q).

Definicion 5.3.8. Decimos que u es solucién débil de (5.3.3) si

u€ H'(Q) N LQ,p),

fVqudx + fuvd,u = ffvdx Vv e HY(Q) N L2(Q, w). (5.3.4)
Q )

Ejemplo 5.3.9. Sea A C Q un abierto. Tomamos la medida coxe, ver[5.3.1} Consi-
deramos el problema de Dirichlet relajado

—Au + copcu = fen Q.
Quiero ver que es equivalente al problema original de Dirichlet
u € Hy(A),—Au = fenA.
Basta observar que
L*(Q, cope) = {u: u = 0q.t.p. de A},

entonces,
H'(Q) N LX(Q, c04c) = Hy(A).
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Teorema 5.3.10 (Compacidad). Para toda sucesion (up)ns0 C Mo existe una sub-
sucesion (Up, k=0 tal que y-converge a una u en la clase M.

Se puede ver una demostracion en [9, Teorema 4.14].

Este resultado de compacidad en el espacio de medidas capacitarias nos brinda
un resultado de compacidad para los conjuntos cuasi-abiertos de medida de Lebes-
gue acotada. Si (Ay), es una sucesion de cuasi-abiertos de R” tal que |Ay| < ¢ para
toda & € N (asociando a cada Ay, con la medida 0opc € Mp), tenemos que existe
una subsucesion (Ay, ) y una medida 4 € M tal que (OOAZk )k y-converge a u. En
tal caso, notaremos (Ay, )x y-converge a y.

5.4. vy-convergencia II

En esta seccién, estudiaremos la y-convergencia de una sucesién (Ap), de
cuasi-abiertos de R” tal que |Ay| < ¢ para toda 7 € N, con ¢ > 0 una constan-
te. Notar que estd restriccién no implica que la sucesién verifique A, C Q, para
algtin Q abierto acotado de R". Por ejemplo, A, = B,(xp) con r > 0 tal que |A;| = ¢
y (xh)h en Rn, h’mh |xh| = +4o00.

Introducimos la notacién que utilizaremos en el Capitulo

Sea A un cuasi-abierto de R”. Notamos R4: L*(R") — L*(R") al operador
resolvente del problema de Dirichlet en A. Si f € L*(R™), Ra(f) = u, donde u es la
solucion débil de —Au = f en A:

fVqudx = ffvdx, Yy e Hé(A),
A A

u € Hy(A).

Decimos que A C R” es un abierto fino si es unidn arbitraria de intersecciones
finitas de conjuntos de la forma {u# > r} o {u < r}, donde u € H Y(R") es una funcién
super-armoénica y » € R. Decimos que una funcién u es super-armonica en A, si
v<uenA,paratodavtalque Av =0enAyv < uendA. Latopologia definida por
los abiertos finos hace continuas a las funciones super-armoénicas de R”. Se puede
ver que una base de la clase de abiertos finos para un punto x € R” es la clase de
conjuntos de la forma

k
(o€ B: un) < mal,
h=1

donde B es una bola que contiene al punto x, u; es super-armoénica en B tal que
up(x) = 0y ry, > 0, para cada h. Se puede ver més en [11), Capitulo XI, Parte I].

Sea u una medida de Borel positiva que se anula en todos los conjuntos de
capacidad cero, es decir, 4 € M. El conjunto regular de la medida y, lo notamos
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Ay

A, = {A: A abierto fino, u(A) < oo}

El operador resolvente asociado a u es R, : LX(R"Y) — L*(RM), para f € L*(RM),
R,(f) = u, donde u es la solucion débil de —Au + uu = f en R”", es decir,

fVqudx + f uvdy = ffvdx, Vv e H'(R") N L2R", w),
R” R” Ay

ue H'R™ N L2(R, y).

Notamos Rs(1) = wa, R, (1) = wy, si|A| y |A,| son finitas.
Ejemplo 5.4.1. Se tiene que

H'(R") N LA(R", 0040) = Hy(A),
para todo A C R" cuasi-abeirto con |A| < oo

Demostracion. Seau € H 1(A) c H'(R™). Por definicién del espacio H 1(A) u=
g.t.p. de A€. Es decir, cap({fu # 0} N A°) = 0. Por lo tanto, cosc({u # 0}) = 0. Luego

f u[>doope = f ul2doo e = 0.

{u#0}

Asi, u € L*(R", 004.).

Seau € H'(R") N L2(R", co4c). Dado € > 0, usando la desigualdad de Chebys-
hev y que u € L2(R", 004¢), tenemos que

1
oouc(fu > €) < — flulzdooA(- < o
€

Como oo4c puede tomar sélo dos valores (0 6 +00), resulta cosc({u > €}) = 0, para
todo € > 0. Luego, co4c({fu > 0}) = 0. Haciendo la misma cuenta para —u (que
también pertenece a H' (R") N L>(R", co4¢)), se tiene que cosc({u < 0}) = 0. Por lo
tanto, cosc({u # 0}) = 0. Es decir, cap({u # 0} N A°) = 0. Entonces, u = 0 q.t.p. de
A¢. Luego, u € H)(A). o

El espacio H'(R") N L2(R", ), con producto interno

{u,vy = fVqudx+fuvdx+fuvd,u

R’l R)l
resutla ser un espacio de Hilbert separable. Se puede ver una demostracién en [3]].

Observacion 5.4.2. Si |Ay| < o, |ul* = [ [Vul’dx + [ |ul*dy es una norma equi-
R” R”
valente en H'(R") N L*(R", ).
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Demostracion. Es claro que llul> < f [Vul? + [u*dx + f Iulzd,u para cada funcién
n n

ue H'RMHNLAR", ). Por otro lado, como |A,| < co, podemos usar la desigualdad
de Poincaré[2.1.22] por lo tanto

f \Vul>dx + f |u>dx + f ul*du = f \Vul>dx + f |ul>dx + f lu*du

R”
f \Vul*dx + M f \Vul>dx + f lul*du
Rﬂ
=(1+M)( f VulPdx + f Iulzdu),
R? R~
lo que concluye la demostracion. O

Observacion 5.4.3. Sea u € My tal que |A,| < co. Entonces,

H'R") N LAR", p) € Hy(A).

Demostracion. Seau € H'(R")NL*(R", u). Recordemos que trabajamos con los re-
presentantes cuasi-continuos de las funciones en H L(R™). Por [10, Proposicién 3.6,
Capitulo II], sabemos que u es continua fina q.t.p. de R” por ser una funcién cuasi-
continua en R”. Entonces, para cada € > 0, {u > €} es un abierto fino. Ademds, por
la desigualdad de Chebyshev y el hecho de que u € L>(R", i), tenemos que

1
> €l) < f Py < oo

Entonces, {u > 0} C A,. Usando el mismo razonamiento para —u (que también es
una funcién de L*(R", u1)), tenemos que {u < 0} C A,. Por lo tanto, {u # 0} C A,,
cuasi todo punto. Luego, u € Hé(Aﬂ). O

ba

Definicion 5.4.4. Sea (A;);, una sucesion de cuasi-abiertos de R”, con |4;| < ¢
para toda 4 € N. Recordemos que podemos asignarle a cada cuasi-abierto Aj, la
medida cos: € M. Luego, por el teorema de compacidad en Mo tenemos
que (co AZ)h y-converge a una medida p € My (para una subsucesion que seguimos
notando con h). En tal caso, diremos que (Ap), y-converge a u en M. Es decir,
si (Fa,(-, Q) I'-converge a F,(-,Q) en L*(R") para todo abierto acotado Q de R”,
donde

FAh(l't’ Q) = FOOAZ (I/l, Q) = flvulzdx +XH$(A/1(WQ)(M)

Fﬂ(u,Q)=f|VuI2dX+f|M|2du + X)) (W)
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Recordar que

0 siue H\(A)
XHé(A)(M) = { 0

+00  sino.
Definimos
Fr(u) = f IVuldx + x g4, (@) (5.4.1)
Rn
F(u) = f \Vul*dx + f |ul*dp (5.4.2)
Rn Rn

Lema 5.4.5. Sea (Ap), una sucesion de cuasi-abiertos de R", con |A,| < ¢ para
toda h € N, tal que (Ap);, y-converge a i € M. Sea u € L>(R™).

Entonces, para toda sucesion (up);, en L*(R") tal que (up), converge a u débil
en L>(R"), se tiene que F(u) < I;lm inf Fj,(up).
—+00

Demostracion. Sea (uy);, una sucesién en L2(R") tal que (up), converge a u débil
en L2(R").

-Si lglm inf Fj(uy) = oo, el reusltado vale trivialmente.
—+00

-Supongamos 1}’lrn inf Fp(up) < oo. Es decir,
—+00

—+00

tim in{ f Vi ax + X, )} < o0
Rn

Entonces, existe una subsucesion de (uy,); (que seguimos notando con /) tal que

up € H(l)(Ah) y hh’m f|Vuh|2dx < oo. Luego, existe una constante M > 0 tal
—>+OO]R”
que f \VuplPdx < M para toda & € N. Por lo tanto, (1), es acotada en H'(R").
Rn
Entonces, existe una subsucesién (que seguimos notanto con 4) y v € H'(R") tal
que (up);, converge a v débil en H L(R™). Pero, sé que (up), converge a u débil en

L*(R™). Luego, v = u.

Sea R > 0. Considero una funcién de corte pg € C(R") tal que pg = 1 en
Br(0), pr = 0 en R" \ Byr(0), 0 < pg < 1. Entonces, prity, pru € H'(Byr(0)) y
(orup)n converge a pru débil en H'(B,g(0)). Por Rellich-Kondrachov, la inclusién
H'(Byr(0)) — L*(B1r(0)) es compacta. Entonces, (ogpup), converge a pru fuerte
en L*(B,g(0)).

Como (Aj), y-converge a u, sé que la sucesion de funcionales (Fa, (-, Q)
I'-converge a F,(-,Q) en L*(RM), para todo abierto acotado Q2 de R" (ver .
Considero Q = B,r(0). Entonces, (Fa,(-, Bor(0))), I'-converge a F, (-, Bog(0)) en
L*(R™M).
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Por la primera condicién de la definicién de I'-convergencia (ver [5.1.1) y el
hecho de que (pruy), converge a pru fuerte en L*(B>z(0)), tenemos que

F(oru, B2r(0)) < 1/13)1:{.1; Fa,(prup, Bar(0)),

es decir,
f IV(pru)|*dx + f IpRulzduslll’minf f IV (orun)>dx
h—+00
Bar(0) Bor(0) Bar(0)

Desarrollando,
[ Worniax= [ [IWoxfiuP + 2prTpuTu + il ix
BZR(O) BZR(O)

ademas,

| WoruPax = [ [WoPlunk + 2onTpnTio, + o310
B (0) Bar(0)

(a) Veamos que

lim{f2pRuthRVuhdx}: f2pRquRVudx

h—+oc0
Bor(0) Bor(0)

Vamos a usar el hecho de que (ogrup);, converge a pgu fuerte en L*(Bz(0)).

pruthRVuhdx— f PruVprVudx
'Bor(0) Bar(0)

[ prunVorVuy — pruNpRVuy + pruNpgVuy — pruVpgVudx
Brr(0)

| orun — pu)VprVuy + pruVpRV (uy — u)dx
Bor(0)

Por un lado, usando la desigualdad de Holder, ||Vogllo < m y llunlly < k (es
una sucesién acotada en H'(R")),

< llorllcollorun — prull 211 Vunl| 2

f (orun — pu)VprVuydx
Bar(0)

< mkllorun — prullz2(B.k(0))

Luego, tiende a cero, pues (pruy), converge a pru fuerte en L*(Byz(0)).

Por otro lado,
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| pruVprV(uy, — udx| =
Bor(0)

f PRUVPRV (up, — u) + prupg(up — u) — prupr(uy, — u)dx
Bor(0)

[ pruCVORV (y — ) + pr(uy — 1)) ~ prutpr(uy, — wdx
Bar(0)

< llorulloo(Or, up — W1 + llorulleo f lor(up — u)ldx
Bor(0)

< llortlloo(Ors tn — W1 + lloRulloo B2r(O' 2 llog (un — wll12(8,10))

Concluimos que tiende a cero, pues (uy), converge a u débil en H'(R") y
(orun)n converge a pru fuerte en L*(B>z(0)). Por lo tanto, vale (a).

(b) Veamos que

Jim | f VorPlufdx) = f VprlluPdx
—+00

BZR(O) BZR(O)
En efecto, como ||[Vog|leo < m,

f IVor/lunl*dx — f IVorl*|u*dx

f IVorl*(unl* — [ul*)dx

Bx(0) Byr(0) Br(0)
< IVorll f lup|? — |ul*dx
'Bor(0)
2 2 12
< mlall 2, 0y~ 112 5,0

Como (up), converge a u débil en H IR, por Rellich-Kondrachov, tenemos
que (up), converge a u en LIZOC(R"). Tomando K = Bg(0), resulta (uy);, converge a
uen L*(K). En particular, la sucesion de normas (|[up|z2(k))n converge a |lullz2 k.-
Entonces, vale (b). (El borde de K mide cero con respecto a la medida de Lebesgue

y las funciones en H I(R™) estdn definidas cuasi-todo punto.)

Por (a) y (b), resulta
f 0| VulPdx + f prluldu < lim inf f 2| Vuy*dx
—+00
Br(0) Br(0) Bor(0)
Tomando limite en R,
F(u) = f [Vul>dx + f Iulzd/,zsl}’lminf f |vuh|2dx=1]1;mianh(uh),
—+00 —+00
Rn Rn Rn

como querl'amos VET.
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Lema 5.4.6. Sea (A,), una sucesion de cuasi-abiertos de R", con |Ap| < ¢ para
toda h € N, tal que (Ay);, y-converge a u € M.

Entonces, para toda u € L*(R") tal que F(u) < oo, existe una sucesion (up), en
L2(R") tal que (up), converge a u fuerte en L2(R"Y) y F(u) = hll’m Fr(up).
—+00

Demostracion. Sea u € L*>(R") tal que F(u) < oo. Es decir,

f \Vul>dx + f luldu < oo,
R R"

por lo tanto, u € H'(R™ N L2(R", p).

Sea R > 0. Considero una funcién de corte pgp € C°(R") tal que pg = 1 en
Br(0), pr = 0en R" \ Byr(0), 0 < pr < 1. Entonces, (ogu)g converge a u fuerte en
L*(RM).

(a) Veamos que lem F(oru) = F(u).
—+00

Flpgu) = [ [V(pru)Pdx + [ lpgul*du
R R"

Desarrollando,
F(pru) = [ |IVprlPuP + 200V pxViu + p3iVul|dx + [ oFluPdu
R R

Por el teorema de convergencia mayorada para la medida de Lebesgue, tenemos

que
lern fp,zq|Vu|2dx=f|Vu|2dx
—+00
R}’l

R”

Ii luldu = | |ufd
am f Pglul"du |ul“dp
Rn

Rﬂ

y, luego, para y,

Puedo elegir la sucesion (or)r de modo que RETOO IVorllz=@®n = 0. Por ejem-
plo, pr(x) = p1(F). Entonces,

Aim Rf VorlluPdx < Rf uldx lim (Vo = 0

Por otro lado, usando que pr < 1, y la desigualdad de Holder,

Jm Rf prUVpRVudx < |Vull 2@ llull 2y Mim |Vl = 0

Por lo tanto, RETw F(pru) = F(u) como queriamos ver.

Como (Aj), y-converge a u, sé que la sucesion de funcionales (Fy, (-, Q)
I'-converge a F,(-,Q) en L*(RM), para todo abierto acotado Q de R" (ver .
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Considero Q = B,r(0). Entonces, (Fa,(-, Bor(0))), I'-converge a F,(-, Bog(0)) en
L2(R™).

Ahora, para cada R > 0, ppu € L*(Br(0)) y F(poru) < oo. Entonces, por
la segunda condicién de la definicion de I'-convergencia (ver [5.1.1)), tenemos que
existe una sucesion (uf)h en L*(R") tal que (uf )n converge a pru fuerte en L*(R™)

y
i Fa, (), Bar(0) = Fu(prut, Bar(0)),

es decir,
Jim F(ul) = F(ogu).
—+00

Con un argumento diagonal, exite una sucesion (Ry);, tal que (ufk )n converge a
u fuerte en L>(R") y
lim Fu(ui") = F(u),
h—+00

lo que concluye la demostracidn. O

Proposicion 5.4.7. Sea (Ap); una sucesion de cuasi-abiertos de R", con |Aj| < ¢
para toda h € N, tal que (Ap)y, y-converge a u € M.

Entonces, la sucesion de funcionales (Fj), I'-converge a F en L*(R™) débil y
fuerte.

Demostracion. Sigue de las proposiciones y y el hecho de que conver-
gencia fuerte implica convergencia débil. O

Proposicion 5.4.8. Sea (Ay);, una sucesion de cuasi-abiertos de R", con |Aj| < ¢
para toda h € N, tal que (Ap)y y-converge a i € Moy (wa,)n converge a w fuerte
en L*(R"). Notamos A = {w > 0).

Entonces, |A| < cy A = Ay, salvo un conjunto de capacidad cero.

Demostracion.
e Veamos que |A] < c.

Dado € > 0, tenemos que
(w>¢€l Cllw—wa,l >€/2}U{wy, > €/2}
Entonces, usando la desigualdad de Chebyshev y que |A;| < c paratoda h € N,

’{w > 6}| < ’{Iw —wy,| = 6/2}‘ + |{WA,1 > 6/2}’

4
5 f = wa, Pdx + 1A

RVI
4 2
e_zflw_wf‘h| dx+c

R»
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Tomando limite en &, como (wyu h)h converge a w fuerte en L%(R"), resulta

w>€ — limin w—wy,|[dx+c=c
liw > €}l < 1 f[1 Wd
E h—+o0

R)l
Por lo tanto, [{w > €}| < ¢, para todo € > 0. Luego, |A| = [{w > 0} < c.

e Veamos que A = A, salvo un conjunto de capacidad cero.

Como (Aj);, y-converge a u, por la proposicion sé que (Fp), I'-converge
a F fuerte en L>(R"). Como (wa,)n converge a w fuerte en L*(R"), por la I'-
convergencia vale que
Fw) < l}gligf Fp(wa,)

Usando la desigualdad de Poincaré [2.1.22]y la desigualdad de Holder,

f Vs, Pdx = f Waydx < A g, l2en,
Ap

< ! PBAARDITWa 2y < ¢! PBOINWA, 2

Por lo tanto, (w4, ), es acotada en H I(R™). Usando la definicién de los funcionales
y que la sucesion (wy,);, es acotada en H I(R™), tenemos

F(w)SlﬁnianﬁOwu):lﬁnhﬂlIWquhFdx
h—+00 h—+00

<M(c)=M <

fwzdﬂ < fIlezdx + fwzd,u =F(w) <

R» R” R”

Luego,

En particular, w € L>(R", 1) y por ende A = {w > 0} C A,,. Pues, para cada € > 0,
usando la desigualdad de Chebyshev, tenemos que

1
Mw>ms7fMW<w
€
R}‘l
Por lo tanto, A C A,,.

Por otro lado, dado © C R" abierto acotado, si (wa,nq), converge a w débil
en H'(R"), tenemos que A, N Q = {w > 0}.

Por el principio de comparacién del problema de Dirichlet, como 0 < 14,ng <
l4,, resulta O < wy,nq < wa,. Entonces, tomando limite en la desigualdad, 0 <
w? < w. Por lo tanto, {w® > 0} c {w > 0}. Ahora, esto vale para todo Q acotado

arbitrario. Luego, A, C A. Pues,

Au =) a0 B0

keN
y cada A, N Bi(0) C A. m|
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Observacion 5.4.9. Sea (Ap);, una sucesion de cuasi-abiertos de R”, con |Ay| < ¢
para toda i € N, tal que (Aj), y-converge a u € Mo y (wa,)s converge a w fuerte
en L>(R"). Entonces, w € H'(R") N L>(R", u).

Demostracion. En la demostracion de la proposicion se ve que w € L2(R", ).
O

Teorema 5.4.10. Sea (Ap), una sucesion de cuasi-abiertos de R", con |Ap| < ¢
para toda h € N, tal que (Ap), y-converge a it € Moy (wa,)n converge a w fuerte
en L2(R"). Notamos A = {w > 0}. Definimos

— 2
G(u) _R[ VulPdax + x gy a,y @) = [ udix

Ap

Gw) = [ |VuPdx+ [ |uPdu - [udx
R” R A

Entonces, la sucesion de funcionales (Gy);, T-converge a G en L*(R™).

Mads avin, G(w) = min G = min G.
L2(R™) HIRMHNLA (R 1)

Demostracion. Observemos que

Gn(u) = F(u) — [ udx
Ap

G(u) = F(u) - [ udx
A
(a) Sea u € L*(R"). Veamos que para toda sucesion (up); en L*(R") tal que
(up)n converge a u fuerte en L>(R") se tiene G(u) < l}’lm inf G,(up,).
—+00
Sea (up), en L*(R™) tal que (up), converge a u fuerte en L*(R™M).
-Si li’lm inf Gj,(uy,) = +00, el resultado vale trivialmente.
—+00

-Supongamos 1}’lrn inf Gp(up) < oo.

— 400

Por la proposicién , sé que (F), T-converge a F fuerte en L?>(R"). Enton-
ces,

Fu) < 1}1;111 inf F,(up).
—+00

En particular, u € H TR N L2R", 1) © Hé (A = Hé (A) (ver observacion .

Veamos que lim fuhdx = fudx.
h—>+ooAh 1

Por la proposicién[5.4.8] sabemos que |A| < c¢. Entonces, usando la desigualdad
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de Holder, y que uy, € Hé(Ah) yue Hé(A),

|fuhdx—fudx|=|fuhdx—fudx|=| f (uh—u)dx|
A R®

Ap R” ApUA
<|A, UA|'? —
< |An U A Nlup — ull 2@

< 20)"Pllup — ull 2y

Tomando limite en /4, como (1), converge a u en L*(R"), resulta
lim | fuhdx - fudx| =0
h—+0c0
An A

Por lo tanto,

Gw) = F(u) - fudx < lgm inf Fp,(uy) — lh’m fuhdx
—+00 h—+00
A Ap

= lim inf { Fj(uy) - f updx|

h—+00
Ap

= liminf Gj,(up,),

h—+o0
como queriamos ver.

(b) Sea u € L2(R") tal que G(u) < co. Veamos que existe una sucesion (up); en
L*(R™) tal que (up), converge a u fuerte en L*(R™) y

Gu) = lim Gpu(up).
h—+oc0

Por la proposiccién [5.4.7, (Fj), T-converge a F en L>(R"). Como u € L*(R") y
F(u) < oo (pues G(u) < o0), tenemos que existe una sucesién (uy);, en L*(R™) tal
que (u); converge a u fuerte en L>(R") y

F(u) = lim Fp(up).
h—+00
Al igual que en la parte (a), tenemos que hlim f updx = f udx. Por lo tanto, vale
— 400
A A

G(u) = lim Gh(uh).
h—+c0

De (a) y (b), concluimos que (Gp,), I'-converge a G fuerte en L*(RM).
e Por tltimo, probemos que w es el minimo de G.

Por la proposicién[5.1.5]y el hecho de que wy, es el minimo de G, y G tiene un
tnico punto minimo (por ser extrictamente convexa), resulta que (w4, ), converge a
la funcién que alcanza el minimo de G fuerte en L*(R™). Pero, por hipétesis, (W4, )n
converge a w fuerte en L2(R") y ademds w € H'(R") NL2R", ) (por la observacion
[5.4.9). Por lo tanto, G(w) = minG. O
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Corolario 5.4.11. Sea (Ay); una sucesion de cuasi-abiertos de R", con |Ay| < ¢

para toda h € N, tal que (Ap), y-converge a 1 € Moy (wa,)n converge a w fuerte
en L2(R"). Notamos A = {w > 0}.

Entonces, w = wy,.

Demostracion. Por el teorema anterior, w € H'(R") N L*(R”, 1) y G(w) = minG y
esto es equivalente a ser solucion débil de —Aw + uw = 1 en R". O

Proposicion 5.4.12. Sea (Ap), una sucesion de cuasi-abiertos de R", con |Ay| < ¢
para toda h € N, tal que (Ap), y-converge a it € Moy (wa,)n converge a w fuerte
en L2(R™). Notamos A = {w > 0}. Sea (fn)n sucesion en L2(R") yfe L2(R") tales
que (fi)n converge a f débil en L>(R") y lfallz2mm) < 1 paratoda h € N. Definimos

Iy(u) = f \Vul>dx +XH$(A/1)(“) - ffhudx
R" A

Iw) = [[VulPdx+ [ luPdu— [ fyudx
R” R” A

Entonces, la sucesion de funcionales (Ip), I'-converge a I en L*(RM).

Mds aiin, I(w) = min [ = min 1
L2 (Rn) H! (R”)OLZ (Rn "u)

Demostracién. Por la proposicién [5.4.7, sé que (Fj,) T'-converge a F en L?(R")
fuerte. Notar que

In() = Fy() = [ fuudx
Ap

I(uw) = F(u) — ffudx.

A

De manera anéloga a la prueba de|5.4.10} alcanza con ver que dada una funcién
u € L*(R") y una sucesion (up); en L*(R™) que converge a u fuerte en L*(RY e
lim infy, I;,(uy) < oo, se tiene

hlfm ffhuhdx:ffudx.
—+400
Ap A

Como (F}) I'-converge a F, (up,), converge a u fuerte en L*(R™) e liminfy, I (up) <
o0, tenemos que

F(u) < I;lm inf F(uy) < oo
—+00

En particular, u;, € H}(A) paracada h € Ny u € H'(R") N L*(R") C H}(A) (por la
observacion|5.4.3). Entonces, usando la desigualdad de Holder y que || full 2y < 1,
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tenemos que

ffhuth— Affudx = f frup — fudx = f oy, — frou + frou — fudx

ApUA ApUA

ffh(uh—u)dx+f(fh— udx

Rﬂ
< Wfallzzgemllun — wllp2ny + (fn = fs W 2@ny
< e = wllp2mny + (fn = f> W 2@y

Como (fp), converge a f débil en L*(R") y (up)n converge a u fuerte en L*(RM),
tomando limite en % resulta

hm ffhuhdx—ffudx

Ap
como queriamos VEr. O

Corolario 5.4.13. Sea (Ap), una sucesion de cuasi-abiertos de R", con |Ay| < ¢
para toda h € N, tal que (Ay), y-converge a it € Moy (wa,)n converge a w fuerte
en L*(R™). Notamos A = {w > 0}. Sea (fn)n sucesion en L*(R™) yfe L*(R) tales
que (fn)n converge a f débil en L>(R") y lfnllz2gry = 1 para toda h € N.

Entonces, la sucesion (R, (fi))n converge a R, (f) fuerte en L(RM).

Demostracién. Se puede ver que para todo A € R existe un compacto K; ¢ L*(R")
tal que
E;={ve L’(RY): (v) < A} Cc K,

Se prueba de manera andloga a la implicacién (i)=(ii) de la proposicién
Entonces, por la proposicén tenemos que

lim inf I, = min I = I(w).
h—+0c0 [2(RM) L2(R")
La ultima igualdad es consecuencia de la proposicién Como Ry, (fn) es
minimo de [, e [ tiene un Unico punto minimo (por ser estrictamente convexa),
usando la segunda parte de la proposicién [5.1.5] resulta que (Ra,(fi,)), converge a
R, (f) fuerte en L*(R™), como querfamos ver. O



Capitulo 6
Diseiio optimo 1

El objetivo de esta capitulo es estudiar la existencia de solucidn para el siguien-
te problema de optimizacién de forma

min{F(A): A C Q, A cuasi-abierto, |A| = ¢} (6.0.1)

donde Q2 c R" es un abierto acotado, F es decreciente respecto de la inclusién de
conjuntos y semicontinua inferior en A(L2) con respecto a la y-convergencia; con
AQ) = {A: A C Q, cuasi-abierto}.

Este resultado, se debe al trabajo de Buttazzo y Dal Maso [6]].

6.1. Enunciado y ejemplo

Enunciamos el teorema principal de este capitulo.

Teorema 6.1.1. Sea Q C R”" un abierto acotado. Notamos \?_{(Q) a la clase de
conjuntos cuasi-abiertos contenidos en Q. Sea F: A(Q) — R una funcion que
satisface

(i) F es semicontinua inferior con respecto a la y-convergencia.
(ii) F es decreciente, es decir, F(A) > F(B), si A C B.

Entonces, para toda constante c entre 0y |Q)|, el minimo
min{F(A) : A € AQ), |A| = ¢} (6.1.1)
se alcanza.

Ejemplo 6.1.2 (Dominios con k-ésimo autovalor minimo). Para todo A € A(Q)
sea Ax(A) es k-ésimo autovalor del operador —A en HO1 (A), con la convencién de
que Ax(A) = +oo si cap(A) = 0. Es conocido que las funciones A — A;(A) son
decrecientes con respecto a la inclusién, ver [7, Capitulo VI, Teorema 3]. M4s atin,

70
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son continuas respecto de la y-convergencia, entonces podemos aplicar el teorema
y para todo k € Ny 0 < ¢ < |Q obtenemos que el minimo

min{4x(A) : A € AQ), |A| = ¢}

se alcanza.

Mas generalmente, el minimo
min{®(1(A)): A € AQ), |A| = ¢}

se alcanza, donde A(A) denota la sucesion (Ax(A)); y la funcién @: R" > Res
semicontinua inferior y creciente en el sentido de que

A — 4 VkeN = 01 < lim inf (A",
—+00

A < e Yk € N = ®(1) < D).

6.2. Demostraciones

Necesitaremos el siguiente resultado, que es una aplicacion del teorema de
obstaculo[2.3.71

Definimos para A C Q cuasi-abierto,
Ky={ue H(l)(Q) cu<0q.t.p.enQ\ A}

Como Ky es convexo, cerrado y no vacio en H(l) (Q), el teorema nos garantiza
que existe una tnica u4 tal que

up € KA,

[VuaV = ua)dx > [ (v —up)dx Vv € Ky
Q

Para el problema anterior, vale el principio del mdximo:

Proposicion 6.2.1. Sea uy la solucion de

us € Ky,
[ VuaV© = up)dx > [ (v —ua)dx Vv € Ky
Q

Entonces, us > 0 g.t.p. de Q.

Demostracion. Considero w = max{uy, 0}. Tenemos que w > 0 q.t.p. de Q. Vea-
mos que w = ugy.
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De manera andloga a la demostracién de[2.3.11] se puede ver que K4 es cerrado
con respecto a tomar maximo de dos elementos en Ky4. Por lo tanto, como uy y 0
pertenecen a K4, vale que w € K. Entonces, puedo considerarla como funcidn test
en la desigualdad variacional que verifica uy4,

fVuAV(w —up)dx > f(w — up)dx.
Q Q

Como w > uyu, tenemos que

fVuAV(w —up)dx = f(w —up)dx = 0,
Q Q
por lo tanto,

fVuAV(w —up)dx > 0.

Q
Por otro lado, usando la definicién de w, tenemos que

0< fVuAV(w —up)dx = f VusViw — uq)dx + f VusViw — up)dx

Q {1a>0) {14 <0}
= f VuaV(us — up)dx + f VusV(0 — uq)dx
{ua>0} {ua<0}
= - f Vual?dx < 0
{ua<0}
Concluimos que u4 = 0 q.t.p. de {us < 0}. Por lo tanto, us > 0 q.t.p. de Q. O

Una demostracion mas general se puede ver en Kinderlehrer & Stampacchia
(16} Capitulo II, Teorema 6.4]).

Recordamos que para cada A € A(), llamamos wy4 a la tnica solucion de
—Aws = len A, wy € H(A) (6.2.1)

en el sentido

waAVvdx = fvdx,\!v € H(I)(A)
A A
Observacion 6.2.2. Parala wy definida arriba vale que

—Awsg <1 enQ (6.2.2)

y que
wq = wq.tp. €Q (6.2.3)

para toda funcién w € H(l)(Q) conw<0q.tp.enQ\Ay—-Aw < 1lenQ.
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Demostracion. Consideremos la solucién uu de la desigualdad variacional

us € Ky, fVuAV(v —up)dx > f(v —up)dx Yv € Ky (6.2.4)
Q Q
donde
Ki={ue Hcl)(Q) cu<0qtp.enQ)\ A} (6.2.5)

(El problema anterior tiene solucion, por lo visto al inicio de esta seccin).
e Veamos que uy € H(])(A)

Por la proposicién [6.2.1] tenemos que ug > 0 q.t.p. en Q. Ademads, uy € Ky,
entonces ugy < 0 g.t.p. de Q \ A. Por lo tanto, uy = 0 q.t.p. de Q \ A. Luego,
us € Hi(A).

Afirmo que H)(A) C K4. En efecto, si z € H)(A), z = 0 q.t.p de Q \ A. En
particular, z < 0 q.t.p. de Q \ A. Por lo tanto, z € Kj4.

e Veamos que uy es solucién de (6.2.1).

Vimos que uy € H(l)(A). Basta ver que —Auy = 1 en A, en el sentido débil. Sea
Vv E H(l)(A). Como uy € Hé(A), entonces, V+ug y —v+uy € H(l)(A) c K4. De modo
que puedo tomar v+uy y —v+uy como funciones test en la desigualdad variacional

©24):

* Usando v + u4 como funcion test, tenemos que

fVuAVvdxz fvdx

Q Q

* Usando —v + u4 como funcion test, tenemos que

fVuAVvde fvdx

Q Q
Luego, vale la igualdad
fVuAVvdxz fvdx
Q Q

paratodav € H(l) (A), obteniendo que uy4 es solucién de la ecuacién (6.2.1).
Por lo tanto, por unicidad de solucién en el sentido débil, wy = uga.

Como todas las soluciones de desigualdades variacionales con condicién de
obstaculo de la forma son subsoluciones de la correspondiente ecuacion,
concluimos que —Awy < 1 en Q. En efecto, Sea v € Hé(Q), v > 0. En particular,
—v < 0enQ\ A. Luego, —v € K4. Tomo —v como funcion test en la desigualdad

variacional (6.2.4)):

fVuAV(—v —up)dx > f(—v — up)dx
Q

Q
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—fVuAVvdx—fquAlzde—fvdx—qudx
Q Q

Q Q

Ademads, vimos que uy4 es solucion de —Auy = 1 en A. Entonces, tomando 1y como
funcion test en la formulacién débil, tenemos que

f IVualPdx = f usdx
Q

Q

Lo que nos permite simplificar la desigualdad, obteniendo

fVuAVvdefvdx

Q Q

para toda v € H)(Q), v > 0. Es decir, —Auy < 1 en Q. Luego, vale (6.2.2).

Seaw € H(l)(Q) talque w < 0en Q\ Ay —Aw < 1. Queremos ver que wy > w
en Q. Tenemos que

—Awy =1enA
—Aw<lenA
w<0=wyenodA

Entonces, por el principio del maximo, w < w4 en A. Més aln, w < wy en Q. Pues,
w<0=wyenQ)\A. O

Consideremos el conjunto

K ={weHyQ):w=0,-Aw < len Q}. (6.2.6)

Notar que K es no vacio. Por la observacion [6.2.2) wy € K para todo A €
A(Q). Pues, de (6.2.2)), usando el principio del maximo, tenemos que w4 > 0 en
A.Y como wy € Hé(A), sigue que wy = 0 q.t.p. de Q\ A. Luego, wq > 0en Q.Y

ademds vale (6.2.3).

Observacion 6.2.3. K es convexo, cerrado y acotado en Hé(Q). Ademis, K es
compacto en L2(Q).

Demostracion. Es claro que K es convexo.
e Veamos que K es cerrado en Hé Q).

Sea (wp), en K que converge a w fuerte en H(l) (€2). Quiero ver que w > 0y que
-Aw < 1en Q.

Como (wp), en K, (wp)p, = 0. La convergencia fuerte de Hé(Q), implica la
convergencia fuerte en L*(Q) y c.t.p. de Q, extrayendo alguna subsucesién si es
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necesario. Asi, w > 0. Por otro lado, —Aw;, < 1, es decir, para toda v € Hé(Q),

v > 0 se tiene que
wathdx < fvdx

Q Q
La convergencia fuerte en H(l) () implica la convergencia débil en H(l) (Q). Esto
ultimo es, para cada u € Hé(Q), si (-, -y ahora denota el producto interno en Hé (Q),

(Wp, ) = (w, u) cuando h — +oo.

En particular,

waVvdx ={w,v) = hh’m (Wp, V) = llfm wathdx < fvdx
—+00

n—+00

Q Q Q
Luego, —Aw < 1.
e Veamos que K es acotado en Hé Q).

Sea w € K. Tomando w como funcién test en la desigualdad —Aw < 1 obtene-

mos que
f |Vw|?dx < f wdx (6.2.7)
Q

Q
Entonces,

1/2
||w||§é(g) = f |Vw[2dx < f wdx < ( f widx) 10"
Q Q Q
2\ 2160172 12
<o [ 19wPdx) IR = QWi -
Q

Usamos en la segunda desigualdad, la desigualdad de Holder, y en la tercera, la
desigualdad de Poincaré. Simplificando, obtenemos que

172
<

concluyendo que K es acotado en H(l) (Q).
e Veamos que K es compacto en L*(Q).

Un resultado conocido de andlisis funcional nos dice que si un conjunto es ce-
rrado fuerte en H(l) (Q) y convexo, entonces es cerrado débil en H(l) (€2). Ademas, por
el teorema de Rellich-Kondrachov, la inclusién de H'(Q) < L*(Q) es compacta,
tenemos que si un conjunto es cerrado débil y acotado en Hé (€2), resulta compacto
en L*(Q). En efecto, sea (wy,);, una sucesién en K. Veamos que admite una subsu-
cesién convergente en %K, con respecto a la norma en L(Q). Como K es acotado
en Hé(Q), la sucesion (wy);, 1o es. Luego, existe (wy;); subsucesion de (wp), que
converge débil a una w en Hé (Q). Como K es cerrado débil, w € K. Ademas, por
Rellich-Kondrachov, (wy;); converge fuerte a w en LX(Q). m|
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Para demostrar la existencia de una solucién del problema (6.1.T)) seguiremos
los siguientes pasos:

(1) Definiremos un funcional G en K tal que
G es decreciente en K, es decir, G(#) > G(v) donde u < v q.t.p.en Q, (6.2.8)

G es semicontinua inferior en K para la topologia fuerte en LZ(Q), (6.2.9)

G(wy) = F(A) para todo A € A(Q). (6.2.10)
(2) Probaremos que el problema
min{G(w) : w € K, [{w > 0}| < ¢}

tiene una solucién wy.

(3) Probaremos que Ay = {wy > 0} es un punto minimo de

min{F(A) : A € A(Q), |A| < c}.

(4) Finalmente, la solucién de (6.1.1)) se obtiene ampliando el conjunto Ay.

El primer paso es el mds trabajaso. Los dltimos tres, forman parte de la demos-
tracién del teoremal6.1.11

Construccion de G.
Para toda w € K consideramos

J(w) =1nf{F(A) : A € A(Q),ws < w} (6.2.11)

y definimos G como la envoltura semicontinua inferior de J en K con respecto a la
topologia fuerte de L*(Q), es decir,

G(w) = inf lim inf J(wy,), (6.2.12)
—+00
donde el infimo se toma sobre todas las sucesiones (wy), en K que convergen a w
fuerte en L2(Q).
Proposicion 6.2.4. El funcional G definido arriba satisface las condiciones (6.2.8))
y (6.2.9).

Demostracion. G resulta semicontinua inferior por construccién. Luego, G satis-

face (6.2.9).
Para probar (6.2.8)) observemos que

e El funcional J es decreciente. Pues, si u < v, entonces

{F(A): A e AQ)/wy <u} C{F(A): A € AQ)/wa <V}
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y tomando infimo resulta J(u) > J(v).

e El supremo de dos funciones de K pertenece a K. Ver Proposicién
(Esto es una propiedad conocida de las subsoluciones de operadores elipticos, que
puede encontrarse con mas generalidad, en el libro de Kinderlehrer y Stampacchia
[[16, Teorema 6.6]).

Sean uy ven K con u < v q.t.p. en Q. Queremos ver que G(u) > G(v).

Por (6.2.12) (definicién de infimo), existe una sucesién (u;), en K que conver-
ge fuerte en L*(Q)autal que lll’zm inf J(uy) = G(u). Por definicién de limite inferior,
—+00

existe una subsucesién, que seguimos notando uy, tal que G(u) = hh’m J(up).
—+00

Si tomamos v, = vV uy, (recordemos que vV uy, = sup{v, u;}), como el supremo
entre dos funciones de K también es una funcién de K, resulta que las v, € K.
Ademads, tomar supremo es una aplicacién continua en L*(Q) y (1), converge a u
en L2(Q), tenemos que (v V up), converge a vV u en L*(Q), es decir, (vy) converge
aven L2(Q). Notemos que v V u = v, ya que u < v. Entonces,

GW) < liminf J(vp) < lim J(up) = G(u),
h—+0c0 h—+0c0

donde la primera desigualdad se debe a la definiciéon de G (6.2.12) y la segunda,
ocurre gracias a que v, > uy y el funcional J es decreciente. Asi, G(v) < G(u). O

Para probar que G(ws) = F(A) para todo A € A(Q) necesitamos los siguientes
lemas.

Lema 6.2.5. Sea (Ap);, una sucesion de subconjuntos cuasi-abiertos de Q tal que
(wa,)n converge a una funcion w débil en Hé (Q).

Sea (up), una sucesion en Hé(Q) tal que cada uy, € Hé(Ah) v (up)n converge a
una funcion u débil en H(l)(Q). Entonces, u € Hé({w > 0}).

Demostracion. Observemos que la condicién uy, € H(l) (Ap) es equivalente a up = 0
q.t.p.enQ\A,,yu € Hé({w > 0}) es equivalente au = 0 q.t.p. en {w = 0} (sabemos
que w > 0, pues cada wys, > 0, por principio de comparacién del problema de
Dirichlet y (wy,)s converge a w débil en Hé (Q), extrayendo una subsucesion, fuerte
en L2(Q) y c.t.p.).

Consideramos los funcionales
[IVvPdx  sive Hi(Ap),

Op(v) =1 An
+00 en otro caso

definimos en L?(Q). Notemos que cada @, coincide con el funcional asociado a la
medida 004c € My (el espacio de medidad capacitarias), para cada & € N, ver el

ejemplo
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Por el teorema de compacidad en M existe una subsucesion, que se-
guimos notando con A, y una medida u € My tales que (co4¢), y-converge a u.
Por la definicién de y-convergencia tenemos que la sucesién de funcionales
(®p), I'-converge a F (-, ) , que es el funcional asociado a  en £, en L*(Q). Lla-
mo ® = F,(-,Q). Entonces, por la definicion del funcional asociado a u (5.3.2)),
tenemos que

Q

[1VvPdx + [IvPdu  sive H(Q),
dWw) = Q
+00 si no.

Luego, @ es una forma cuadrética semicontinua inferior en L?(Q) con dominio
D(®) contenido en H,(€). Ms precisamente, D(®) = Hy(Q) N LA(Q, ).

Como (up), converge débil en H(l)(Q), es acotada. Por otro lado, (i), con-
verge a u fuerte en L*(Q), usando el teorema de Rellich-Kondrachov y el hecho
de que converge a u débil en H(l) (€2). Entonces, por la primera condicién de la I'-
convergencia de (®;), a ® (ver[5.1.1)), tenemos que

O(u) < liminf Dy (up) = lglm inffquhlzdx < +00;
—+00 —+00
Q

entonces u € D(®) = H(l)(Q) N LX(Q, ).

Sea V la clausura de D(®) en L*(Q) y sea B: D(®) x D(®) — R la forma
bilineal asociada a @, definida por

B(v,w) = %((I)(v +w)—DOv —w)) = vadex + fvwa’,u.
Q Q
También consideramos el operador lineal 7: D(T) — L*(Q) definido por
D(T) = {ve D(®): Af € Vtal que B(v,w) = (f,w) Vw € D(D)},
donde B(v,w) = (f,w) es
f VvVWwdx + f ywdu = f Sfwdx,
Q

Q Q

luego,
Tv=-Av+u =f,

(ver la definicion[3.2.2)).

Notemos que, en general, D(T) no es denso en L*(Q). Sin embargo, por la
proposicion [3.2.10} tenemos que D(T') es denso en D(®D) respecto a la norma

1
Mo = (M2, + PM)2,
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es decir,

1 1
Mo = (MZ2q, + f VvlPdx + f VP2 = (VI3 q, + f viPdu)?.

Q Q Q

Como ||v||ep = |Vl HY@) obtenemos que D(T') es denso en D(®) con respecto a

la topologia fuerte de Hé (Q). Es decir,

H)(©Q)

D(T) """ = D(®) = Hy(Q) N LA(Q, ).

Si vemos que para toda v € D(T), se tiene v = 0 q.t.p. de {w = 0}, como
u € D(®), por un argumento de densidad, resulta u = 0 q.t.p. de {w = 0}.

Fijemos v € D(T) y sea f = Tv = —Av + pv ; entonces v es un punto minimo
del funcional

1 1 1
¥ = 300 - (1= 5 [Welaxs 5 [Pdu- [ aan
Q Q Q
ver proposicion

Sea vy, el punto minimo del funcional

1 1
@) = 702 = (f.2) = Eflelzdx—ffzdx-
Ay Ay

entonces, vy, es solucion del problema

~Avy = fen Ay, vy € Hy(Ap).

Como (@y), [-converge a @ y la aplicacién z — (f, z) es continua en LX(Q),
tenemos que (W), I'-converge a ¥, por la observacion[5.1.3] Entonces, la sucesion
de minimos (v;,), converge débil a v en H(]) (€2), por la proposicién

Para todo € > 0 sea f€ € L™(Q) tal que ||/ — fll;2(q) < €,y sea v} la solucién
de
—AVE = f€en Ay, v € Hy(Ap).

Entonces, por linealidad y continuidad del problema de Dirichlet,
”VZ - Vh”]-]é(g) <dlff - f”L2(Q) < ce.

Luego, existe una subsucesion que seguimos notando con h, tal que (v} ), converge
débil a una funcién v¢ en H}(Q).

vz—\vEyvhAvenHé(Q)=>v;—vh—\v6—venHé(Q)
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Por lo tanto, por la semicontinuidad inferior de la norma, tenemos que

€ 2. s €
-V < liminf [y, —v < ce.
llv ||H(1)(Q) = Lmin [Iv), h”]—](])(g) =

Es suficiente mostrar que v¢ = 0 q.t.p. de {w = 0} para todo € > 0. Tomando
€ = ||f€llL=q)- Sabemos que

—Avfl = f“en Ay —A(c®wy,) = cen Ay
ve € Hy(Ap). c“wa, € H)(Ap)

Como f¢ < ¢, por el principio de comparacion del problema de Dirichlet,
tenemos que |VZ| < c®wy, c.t.p. de Ay, entonces c.t.p. de . Como v; -y
wa, — Wen Hé(Q), tenemos que convergen en L*(Q) y c.t.p. de Q. Asi ve| < c*w
c.t.p. de Q, entonces q.t.p. de Q, ya que v¢, w € H'(Q). Esto implica que v¢ = 0

g.t.p. de {w = 0}.

Como ||v¢ — V”H(l)(Q) < ce, Vv > ven H(l)(Q) cuando € — 0. Luego, q.t.p en Q.
Por lo tanto, v = 0 q.t.p. de {w = 0}. Probamos que v = 0 q.t.p. de {w = 0} para
toda v € D(T). Como u € D(®) y D(D) = D(T)”.””é‘“), u=0q.tp.de{w=0}. O

Observacion 6.2.6. Si suponemos en la demostracién anterior, que u = oco4c para
A € A(Q), tenemos que u € D(®) C HY(A), pues ® = ®y. Por el lema[2.2.8]
tenemos que wq > 0 en A, entonces A C {wy > 0}. Como wy € Hé(A), sé que
wy = 0 q.t.p. A°. Por principio de comparacién del problema de Dirichlet, vale
que wg > 0 en Q. Por lo tanto, {ws > 0} c A. Concluyendo que A = {wyq > 0},
salvo un conjunto de capacidad cero. Entonces, Hé(A) = Hé({wA > 0}). Luego,
u € Hy({wa > O}).

Probaremos el siguiente lema técnico, que necesitaremos para concluir que G

verifica (6.2.10).

Lema 6.2.7. Sean A y Ay, h € N, subconjuntos cuasi-abiertos de Q tales que
(Wa,)n converge a una funcion w débil en Hé (Q), conw < wy q.t.p. de Q.

Sea A€ = {wy > €}. Asumimos que (Wa,uae)n converge a una funcion w¢ débil
en H(l)(Q). Entonces, w® < wy q.t.p. de Q.

Demostracion. La idea de la demostracion es probar que w® < 0 en q.t.p. de Q\ A
y que —Aw® < 1 en Q. Luego, la observacién [6.2.2] nos dice que wy es la mds
grande con esa propiedad, es decir, w€ < wy.

Para todo € > 0 definimos
. 1
vVi=1-—(wg Ae€)
€
Recordemos que wa A € = inf{w,, €}. Entonces, tenemos que

v e H'(Q),0 < v < 1qtp.enQ,
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pues, 1 (w4 A €) > 0implicavé < 1y L(wa A €) < 1 implica v > 0.
En A€, sabemos que wy A € = €. Entonces, v¢ = 0 q.t.p. en A€,

Como wy € H(l)(A), tenemos que wy = 0 q.t.p. en  \ A. Entonces, wg A e =0
yv¥=1q.tp.enQ\A.

Ahora, considero
up = V& A Wa,ude.
Entonces, u, = 0 q.t.p. de A€, pues v = 0 en A® y wa,uac = 0 en A€ por el
principio del méximo.
Ademas, up, = 0 q.t.p. de Q\ (A, U A®), porque wa,uac € Hé(Ah U A€).

Como uj, = 0en Ay Q\ (A, UAS), u;, = 0.q.t.p. de Q\Ay. Luego, uy, € H)(Ap),
para toda h € N.

Como wy,uae — W en H(l)(Q) y tomar minimo es débil continuo en H(])(Q),
tenemos que u;, = v A wa,uae — v A w€. Por el lema[6.2.5] v¢ A w€ = 0 q.t.p. de
{fw = 0}.

Observemos que 0 < w < wy q.t.p. de Q, pues wy, > 0q.t.p.de Qywy, = w
en Hé(Q). Ademads, Q\ A C {wyq = 0} C {w = 0} q.t.p. Por lo tanto v¢ A w® = 0
q.t.p. de Q\ A.

De v Aw®=0q.t.p.deQ\Ayrve =1gq.t.p.de Q\ A, obtenemos que w® = 0
g.t.p. de Q \ A. Entonces, w® € Hé(A). En particular, w¢ < 0 en Q \ A, como
queriamos.

Finalmente, por la observacién [6.2.2] sabemos que wy,u4e satisface
—Awg,uae < len Q
Pasando al limite, como wy4,usac — W€ en H(l) (Q2), tenemos que

—Aw® < 1lenQ.

Entonces, w € H)(A) y —Aw® < 1 en Q. Luego, (6-2.3) nos dice que w4 es la
mas grande con esa propiedad. Es decir, w® < wy q.t.p. de Q. O

Proposicion 6.2.8. El funcional G satisface la propiedad (6.2.10), es decir,

G(wy) = F(A) para todo A € AQ).

Demostracion. La desigualdad G(w4) < F(A) sigue inmediatamente de la defini-
cién de G, ver (6.2.12).

Para la desiguladad opuesta, alcanza con ver que si A € A(Q) y (wp), €s una
sucesién en K que converge a wy fuerte en L>(Q), se tiene

F(A) < lfminf J(vp).
h——+00
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Por la definicion de J (y definicion de infimo) (ver (6.2.11))), para toda h € N,

dA, € AQ) tal que wy, < wpy F(Ap) < J(wp) + 1/h.

Vimos que wp € K para todo B € A(Q), ver (6.2.6). Ademads, la observacién
nos dice que K es acotado en Hé(Q). Por lo tanto, la sucesion (wa,), €s
acotada en H(])(Q). Luego, existe una subsucesién, que seguimos notando (wg, )z,
que converge débil a una funcién w en Hé(Q).

Como (wy,), converge a wy fuerte en L*(Q) Yy wa, < wp, tenemos que w < wy.

Ahora, considero A€ = {w4 > €}. Nuevamente, como wy,uac € Ky K es
acotado en Hé (), existe una subsucesion de (W4,ua¢ ) que seguimos notanto igual,
y una funcién w® tal que wy,use — W€ en H(l)(Q). Por el lema , resulta que
w€ < wy q.t.p. en Q.

e Veamos que wpe = (wy — €)*.

Sea v € H)(A).

fV(wA —€)"Vvdx = f V(wg — €)"Vvdx = fV(wA — €)Vvdx

A€ {wa>e€} A€

:waAVvdx:waAVvdx
A€ A
=fvdx=fvdx.
A A€

Mas atn, por el principio de comparacién del problema de Dirichlet, como
A€ C A, U A€, tenemos la desigualdad (wqg — €)* = wae < wy,uae. Entonces,
(Wa — €)" < wa,uac en q.t.p. de Q. Pasando al limite, (wgq — €)* < w€ q.t.p. de Q.

Como cada w* es el limite débil de (wa,uac)n € Ky K es cerrado para la
topologia débil de Hé (Q) por ser convexo y cerrado fuerte, tenemos que w€ € K
para todo € > 0. Esto nos dice, ya que K es acotado en H(l)(Q), que (W), tiene
algtn limite débil en Hé (Q). Pero como ademads tenemos las desigualdades

Wa—6)" <w <wy
sigue que (W), converge débil a w4 en Hé (€). Tenemos que
Wa,uae = WSy w€ — wy en Hé(Q).
Por un argumento standar de diagonalizacién podemos encontrar una sucesion (e)j,

que converge a 0 tal que (Wa,uae,)n converge a wy débil en H(l)(Q). Por Rellich-
Kondrachov, (w4,uae,)n converge a wy fuerte en L*(Q). Luego, por el teorema (de
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independencia de f) [2.2.10] (A, U A%);, y-converge a A. Luego, como F' es semi-
continua inferior para la y-convergencia y decreciente con respecto a la inclusién,
tenemos que

F(A) < l}lm inf F(A, UA®) < 111;m inf F(Ap) < lf}rln inf J(wp,)
—+00 —+00 —
Esto concluye la demostracion. O

Estamos en condiciones de demostrar el teorema principal de este capitulo,
cuya prueba serd sencilla gracias a los resultados estudiados anteriormente.

Teorema 6.2.9. Sea Q C R" un abierto aiotado, A(Q) la clase de conjuntos cuasi-
abiertos contenidos en Qy F: A(Q) — R una funcion que satisface

(i) F es semicontinua inferior con respecto de la y-convergencia.
(ii) I es decreciente, es decir, F(A) > F(B), si A C B.

Entonces, para toda constante c entre 0 y |Q)|, el minimo
min{F(A): A € AQ), |A| = ¢} (6.2.13)

se alcanza.

Demostracion. Dividiremos la demostracién en tres pasos.

(1) Observemos que alcanza con resolver
min{F(A): A € A(Q), |A| < c}. (6.2.14)

En efecto, si Ap es un punto minimo del problema (6.2.14), existe A € A(Q) tal
que Ag C Ay |A| = c. Para cada r > 0, considero E, = Ag U (B,(0) N Q) C Q,
y E, es cuasi-abierto. Luego, por continuidad de la medida de Lebesgue, existe
ro > 0O tal que |E,| = c. Tomo A = E,,. Como F es decreciente, tenemos que
F(A) < F(Ap) < F(B) para todo B € A(Q) con |B| = ¢, y esto implica que A es
solucion de (6.1.1).

(2) Consideremos el problema
min{G(w): w e K, |{w > 0}] < c}. (6.2.15)

Veamos que tiene solucion.

Observemos que F(A) > F(€) para todo A € A(L2), pues F es decreciente con
respecto a la inclusion de conjuntos. Luego, inf{G(w): w € K, |{w > 0}] < ¢} es
finito, ver la definicién de G (6.2.12).

Sea (wp), una sucesién minimizante, es decir, w, € K, {w, > O}| < cy
(G(wp));, tiende A, donde

A=inf{[Gw): we K, |{w> 0} <c}.
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Como wy, € K paratoda h € Ny K es acotado en H(l)(Q), existe una subsucesion de
(Wn)n, que seguimos notando igual, y una wy tal que wy, — wg en H(l) (). Ademas,
K es débil cerrado por ser cerrado fuerte y convexo. Entonces, wy € K.

Como w;, — wo en H}(€), por Rellich-Kondrachov, w, — wo en L*(Q). Lue-
go, ya que G es semicontinua inferior con respecto a la topologfa fuerte en L*(Q),
tenemos que

G(wgp) < l}’lm inf Gwy) = A = inf{Gw): we K, |{w>0} <c}.
—+400

Ademas, |{wy > 0}| < l;’lm inf |{w;, > 0}| < c. Pues, dado € > 0
—+00

{wo > €} C{lwog —wpl = €/2} U {wy, > €/2}

{wo > €}l < [{lwo — wal = €/2} + {wn = €/2}],

usando la desigualdad de Chebysheyv,

4
(wo = wil = €/2)] < f wo — wil*dx
Q

y tomando limite en /, como (wy,);, converge a wg en L*(Q), resulta |{w > 0}] < c.
Por lo tanto, wy es una solucién de (6.2.13).

(3) Afirmamos que Ay = {wp > 0} es una solucién de (6.2.14).

Como wy € K, tenemos que wgy € Hé(Q), wo<0enQ\Agy —Awp < 1en Q.
Por la observacién [6.2.2] wy < wy, q.t.p. de Q.

Como wg y wa, € K, wo < wy, y G es decreciente en K, tenemos que G(wy,) <
G(wy). Por la proposicién [0.2.8] F(Ag) = G(wy,) < G(wo).

SiA e Ay |A| < ¢, entonces wy € K, ver la observacion Ademis,
como {wg > 0} C A, {wa > 0}| < c. Entonces, por la minimalidad de wy y la

proposicién
G(wo) < G(wa) = F(A).

Por lo tanto, F(Ap) < F(A) para todo A € A(Q) con |A| < c. Esto implica que los
problemas (6.2.14) y (6.2.13)) tienen solucién. m|




Capitulo 7
Diseiio optimo 11

El propésito de este capitulo es dar una idea de la resolucién del problema
min {®(1;(A), 1(4)): A C R" cuasi-abierto |A| < c},

donde ® es decreciente y semicontinua inferior en cada variable, y 1;(A) denota al
k-€simo autovalor del —A en A, para k = 1, 2. Utilizaremos, en este capitulo, la mis-
ma notacion que en la seccidn y-convergencia Il del capitulo de I'-convergencia.

Este resultado se debe al trabajo de Dorin Bucur [4].

7.1. Un resultado de compacidad para dominios

Recordemos R4(1) = wgy, para A cuasi-abierto de R", |A|] < oo; es decir,
—Awy = lenAyws € Hy(A).

Lema 7.1.1. Sea A C R” un cuasi-abierto tal que |A| < c. Entonces, existe una
constante M > 0 que solo depende de |A| tal que

Iwallg gy < M

Demostracion. Como wy € H(l)(A) y |A] < ¢, podemos usar la desigualdad de

Poincaré 2.1.22]

IWallfs gy < BIVWAIIT ) = B f [VwalPdx
A

Sé que —Awy = 1 en A. Tomando como funcidén test wy en la formulacién débil,

resulta
fleA|2dx:fwAdx
A

A
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Luego, usando la desigualdad de Hélder,

Wallf gy < B f wadx < BIAIY?lwallizcay < BIAI 2 Wallg ),
A

simplificando,
Iwallg @y < BIAIN? =: M,

lo que concluye la demostracion. O

Dada una sucesién acotada en H'(R"), el siguiente teorema nos afirma que
ocurre compacidad, vanishing o dicotomia.
Teorema 7.1.2 (Principio de concentracién-compacidad de Lions).

Sea (up), una sucesion acotada en H'(R") tal que limy, f u,zzdx = A > 0. Exis-

Rn
te una subsucesion, que seguimos notando con h, tal que ocurre alguna de las

siguientes:

(i) compacidad: Existe una sucesion (y,), en R" tal que

Ve >0,3R > 0, f updx > A - €
yi+Br(0)

(ii) vanishing: Para todo R > 0 se tiene

lim sup f u,zldx:O

h—+oc0 yeRn
y+Bg(0)

(iii) dicotomia: Existe un a € (0, 1) y funciones u}l, ui no negativas, tales que

1. ||uh - (Mfll + ”/21)||L2(R") -0

2. 1Ii Wdx=a,y li 2dx = A -
im R{(uh) X ayh_lgloof(uh) X a

h—+o0 R”
z 1 2y —
3. hgr-Poo d(sop uy, sop u;) = +00
P, 2 12 212
4. l;lrgigfg (Vupl® = (\Vu, |~ + [V [9)ldx = 0

Se puede ver una demostracién en el trabajo de Lions [[18]].

A continuacién, demostraremos algunos resultados que nos facilitaran la prue-
ba del principio de concentracién-compacidad para dominios.



7.1. UN RESULTADO DE COMPACIDAD PARA DOMINIOS 87

7.1.1. Resultados de compacidad

Lema 7.1.3. Sea u € My tal que |A,| < oo. Sea (f,)n una sucesion en L*(RM)
que converge débil a f en L*(R™). Entonces, (Ru(fn))n converge a R,(f) débil en
H'(R).

Demostracion. Llamo u, = R,(fy) y u = R,(f). Como uy,, u € H'(R") N L*(R", ),
basta ver que (uj), converge a u débil en H (R™ N L2(R", u). Notar que como
A, tiene medida de Lebesgue finita, podemos considerar en H YR" N L2(R", w) el

producto interno
(z,v) = f VzVvdx + f zvdy,

R R
ver la observacion Usando que —Auy, + uup, = fy —Au + uu = f, tenemos
que

fVuthdx + fuhvd,u = ffhvdx, Vv e H'(R") N L2R", u)
Rn

Rﬂ Rn
fVqudx + fuvd,u = ffvdx, Vv e H'(R™) N L2(R", )
R’l Rl‘l R’l

Como (fp,), converge débil a f en L*(R™),
hlfm ffhvdx = ffvdx
R" R"
para cadav € H'(R") n L>(R", u) € L?>(R"™). Entonces,
}}im {fVuthdx + fuhvd,u} = fVqudx + fuvdy
R)l Rn Rn Rn
para cada v € H'(R") N L>(R", i), 1o que concluye la demostracién. O

Proposicion 7.1.4. Sea (Ay);, una sucesion de cuasi-abiertos de R", |Ay| < ¢ para
toda h € N tal que (wa, ), converge aw fuerte en L>(R™) y (Ap)), y-converge a u. En-
tonces, la sucesion de operadores resolventes (Ry,);, converge a R, en L(LARM)).

Demostracion. Queremos ver que

lim  sup [[Ra,(f) = Ru(Pll2my = 0.

h=400 11l 2 gy <1

Por definicién de supremo, para cada i € N, existe una f;, € L*(R") tal que

1
sup  |IRa,(f) = Ru(P)lz2wmy — 7 < IR4, (fr) = Ru(fi)ll2crmy
112, <1
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y Wall2 gy < 1.
Veamos que |[R4,(fn) — Ru(fi)llr2rn) tiende a cero.

Como la sucesién (fy);, es acotada en L*(R™), existe una subsucesién (que se-
guimos notando con /) y una funcién f € L*(R") tales que (fn), converge a f débil
en L*(R™).

Tenemos

IRA, (i) — Ru(fll 2y < IR, (fn) — Ru(H)l 2wy + IRu(f) = Ru(fi)ll 2y
Veamos que cada uno tiende a cero.

Por el corolario|5.4.13} como (f;), converge a f débil en L%(R"), tenemos que
(Ra, (fn))n converge a R, (f) fuerte en L*(R™). Por lo tanto, IR A, (fn) = Ru(P 2wy
tiende a cero.

Por el lema , como (f;)n converge a f débil en L*(R™), tenemos que
(Ru(fw))n converge a R,(f) débil en H'(R"). Pero, Ru(f4), R.(f) € H)(A), don-
de A = A,; y la inclusién Hé(A) < I%(A) es compacta ya que |A| < c. Entonces,
(Ry(fr))n converge a R, (f) fuerte en L*(A). Por lo tanto, IR.(f) — Ru(fillr2mm
tiende a cero.

Concluimos que hlim IR4,(fr) — Ru(fu)ll2®ny = 0. Entonces,
—+00

limsup sup [IRa,(g) — Ru(®ll2@ny <

h—+00 llgll 2z <1

Slimsup{ sup ||RAh(g)—Rﬂ(g)||Lz(Rn)—%l}

h+0 Vgl 2gm <1

< hETm IR, (fn) = Ru(fi)ll 2y = O
Por lo tanto, la sucesion de operadores (Ry4, ), converge a R, en L(L2RY). O

Corolario 7.1.5. Sea (Ap), una sucesion de cuasi-abiertos de R" tal que |Ap| < ¢
para toda h € N, (Ay), y-converge a iy (wa, ) converge a w fuerte en L*(R"),
Entonces, (Ax(Ap))n converge a (), donde Ax(Ap) denota el k-ésimo autovalor
del Laplaciano, contado con multiplicidad, en Hé (Ap).

Se puede ver una demostracién en [12, Lema XI1.9.5].

7.1.2. Resultados de vanishing
Observacion 7.1.6. Sea (Ap), una sucesion de cuasi-abiertos de R” tal que

lim A;(Ap) = +oo.
h—+0c0

Entonces, para toda sucesion (uy,);, acotada en H'(R") tal que uy, € H(l) (Ap), se tiene
que (up), converge a 0 en L*(R™).
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Demostracion. Sea (up), una sucesién acotada en H' (R™), ||uyl| H®n < M, tal que
uy € HO1 (Ap). Entonces, usando la desigualdad de Poincaré|2.1.22]

1 2
2 _ 2 2 2
”M/’l”LZ(Rn) - ||uh||L2(Ah) < m”vuhan(Ah) < mlluhllHl(R”) < m

y tomando limite de & — +oo, resulta (uy,), converge a 0 en L*(R™M). m|

Lema 7.1.7 (Lieb). Sean A, E C R" abiertos no vacios.

Dado € > 0, existe z € R" tal que 11(A N (E + 7)) < 41(A) + 11(E) + €
Equivalentemente, 11(A) + A1(E) = inf,ern 11 (A N (E + 2)).

Si A y E son acotados, existe 7 € R" tal que 11(A N (E + 2)) < 41(A) + 4 (E).
Equivalentemente, 11(A) + A41(E) > inf,epn 1(A N (E + 2)).

Se puede ver una demostracién en [17], y el resultado se extiende a A y E
cuasi-abiertos de R”.

Lema 7.1.8. Sea (Aj), una sucesion de cuasi-abiertos de R" tal que |Aj| < ¢ para
toda h € N, (wa, ), converge a w débil en HY(R™) vy para todo R > 0 se tiene que

lim sup wi dx =0.
h—+00 yepn h
y+Br(0)

Entonces, lim A;(Ap) = +oo.
h—+00

Demostracion. Sea € > (. Veamos que existe un R > 0 y una sucesién (y,), en R”
tal que
A1(Ap O Br(yn)) < A1(Ap) + €

En efecto, dado ese € > 0, tomo R > 0 tal que 6 := € — 41(Bg(0)) > 0. Por el
lema(7.1.7) tenemos que 1;(Ap) + 11(Bg(0)) > inf ern A1(Ax N (Br(2))). Usando la
definicién de infimo, existe un y, € R" tal que

A1(Ap N Br(yn)) < Zl'ergl A1(Ap N (Br(2))) +6 < A1(Ap) + A1(Br(0)) +6 = A1(Ap) + €.

Como 0 < 14,nBg(y,) < la,, por el principio de comparacion del problema de

.« . 2 2
Dirichlet, tenemos que 0 < wa,nBg(y,) < Wa,. Entonces, 0 < w B = Wi,
Luego,

2 2 2 g 2
f Wi, nBr(yndX < f wy, dx < f wy, dx = f wy, dx

ApNBr(n) ApNBr(n) Br(yn) Yrt+Br(0)

2
< sup f Wy, dx
yeR”

y+Br(0)
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Tomando limite cuando 2 — +oo, resulta

lim sup f w2 dx < lim sup f wh dx =0

ApNBr(y = A

PR #NBR(YA) h—>+00 ycRn h
ApNBr(yn) y+Br(0)

Entonces, la sucesion (wa,upg(y,))n converge a 0 fuerte en L2(R™).

Llamo E;, = A, N Br(yn). Entonces, (Ej);, es una sucesion de cuasi-abiertos
tal que |Ep| < ¢ para toda & € N. Por el teorema existe una subsucesion
(que seguimos notando con /) y una medida v € My tales que (Ep); y-converge
a v. Ademas, (wg,), converge a 0 en L*(R™). Entonces, por 0 =w,. En
consecuencia, v = ooy € My. Entonces, (Ep);, y-converge a ().

Luego, por el corolario tenemos que (A1(Ey)), converge a A1(0) = +co.
Como teniamos la desigualdad

A (Ep) = 21(Ap 0 Br(yn)) < 41(Ap) + €,
resulta que (4;(Ap)), tiende a +oc0, como queriamos probar. O

Proposicion 7.1.9. Sea (A);, una sucesion de cuasi-abiertos de R" tal que |Ap| < ¢
para toda h € N, (wy, ), converge a w débil en H'(R™) y para todo R > 0 se tiene
que

lim sup f wa dx = 0.
h—+oc0 n h
YyER/
y+Br(0)

Entonces, la sucesion de operadores resolventes (Ra,);, converge a 0 en L(L*(RM)).

Demostracion. Por el lema[7.1.8] sabemos que (1;(Ap)), tiende a +oo. Entonces,
por la observacién aplicada a la sucesién (wy,); (que es acotada en H'!(R")
por el lema y el hecho de que |A,| < c¢ para toda h € N), tenemos que
(wa,)n converge a 0 = we, fuerte en L*(R™). Por iltimo, aplicando la proposicién
tenemos que (Ry4, ), converge a R, = 0 en L(L2RM), lo que concluye la
demostracion. O

7.1.3. Resultados de dicotomia

Lema 7.1.10. Sean A, B cuasi-abiertos tales que B C A. Entonces, wg = P(wy),
donde P: Hé (A) » H(l) (B) es la proyeccion ortogonal.

Demostracion. Observemos que wg = P(wy) siy solo si wq —wp € (H(l)(B))l, es
decir,
(wa —wg,v) = 0 Vv € Hy(B),

donde (-, -) es el producto interno de H& (A) usual.
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Sea v € Hy(B) C Hy(A). Tomo v como funcién test en la formulacién débil de
—Awy = 1enAyen —Awg = 1 en B. Entonces,

waBVvdx:fvdx

B B

waBVvdx: waAVvdx: fvdx: fvdx

B A A B

Restando, tenemos que

(Wa —wg,Vv) = fV(wA —wp)Vvdx =0,
B

paratodav € Hé (B). Luego, queda probada la igualdad que queriamos. O

Lema 7.1.11. Sea (Ap);, una sucesion de cuasi-abiertos de R", con |Ap| < ¢ para
toda h € N, tal que existe un a € (0, 1) y funciones u}l, u,zl € H(l)(Ah) no negativas,
tales que

. 2 _

hEerfwAhdx—ﬂ>O (7.1.1)
Rn
llwa, =y + upll2@m — 0 (7.1.2)
Jim f (u)’dx=ay Jim f (u3)?dx = (1 - a) (7.1.3)
—+00 —+00

R” R?

hlfm d(sop u}l,sop ui) = 400 (7.1.4)
—+00
lim inf f [Vwa,* = (Vi * + [V |)]dx > 0 (7.1.5)
—+00

R}‘l

Definimos A}l = {u}l >0}y Ai = {ui > 0}, B, = A}l U Ai. Entonces, se tiene que
(wa, —ws,)n converge a 0 fuerte en H'(RM).

Demostracion. Como wy, —wp, € Hé (Ap), basta ver que (V(wy, —wp,))n converge
a 0 en L*>(R™), por la desigualdad de Poincaré [2.1.22y el hecho de que |A;| < ¢
para toda h € N.

Como By, C A, por el lema tenemos que wg, = PHé 8, (W4,) para cada

h € N. Como u}l

la distancia minima de wy, a Hé(Bh), tenemos que

+ur € H\(By)y Py, (Wa,) es la funcion de H}(By) que realiza

f |Vwa, — Vwg, [Pdx < f IVwa, — V(u, + up)*dx
R” IR
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= f [Vwa, Pdx -2 f Vwa, V), + ui)dx + f IV (u), + u)*dx
Rﬂ Rll RVL

. o 1,2 -
Pero, tomando como funcién test wy, y luego u, +u; en —Aw,, = 1 en A, tenemos

que
f |Vwa, Pdx = f Wa,dx
Rn

Rﬂ

fVWA,,V(M;ll + M;zl)dx = f(u,ll + ufl)dx
Rz R
Por lo tanto,

f |Vwa, — Vwg, [Pdx < f wa,dx — 2 f (u), + ui)dx + f IV(uj, + up)*dx
R? R? R?

Rn

Sumo f wa,dx y resto f |VwAh|2a’x (que son términos iguales). Entonces,
R” R”

f |Vwa, — Ywg, [dx < 2{ f [Wa, — () + uﬁ)]dx} + f IV(u, + u)* = [Vwa,*dx
Rn

R2 R

(a) Observemos que f |V(u}l + ui)l2 - IVwAhlzdx < 0. En efecto,

Rn
f IV(uj, + up)l* = [Vwa, [Pdx = f IVup * + Vi | + 2V, Yl — [Vwa, [dx
R" R

Por ([7.1.4), tenemos que para h suficientemente grande

f Vi, Vuidx = 0

Rn
pues la distancia entre los soportes de u}l y ui tiende a +co. Entonces, tomando
limite inferior en £ y usando (7.1.5), resulta
lim inf f IV(uj, + up)I* — [Vwa,|dx = liminf f IVup* + Vi |* — [Vwa, [Pdx < 0

—+00 h—+00
RV!

R”

(b) Veamos que f [wa, — (u,ll + ufl)]dx tiende a cero.
Rn

En efecto,

f [wa, — (u) + u)]dx = f [wa, — ), + upldx < |Ap|"*llwa, — @, + upll 2@
R” Ap



7.1. UN RESULTADO DE COMPACIDAD PARA DOMINIOS 93

Como |Ap| < cparatodah € Ny vale (7.1.2) (|lwa, — (u,ll + uﬁ)lle(Rn) tiende a cero),
queda probado (b).

De (a) y (b), concluimos que (Vwy, — V(u}l + ui))h converge a 0 en L*(R™). Por
dltimo, usando que wy, — (u) + u3) € H)(Ap), la desigualdad de Poincaré|2.1.22]y
el hecho de que |Aj;| < ¢ para toda & € N, tenemos que

Wwa, = Gy, + wla oy = lwa, — (uy, + ”121)||H(‘)(Ah)
< M(ADIVWa, — Yy, + upll 2@y
< M(O)IVwa, — Vi, + upll 2@

y por lo tanto, (w4, — (u;l + uz))h converge a 0 fuerte en H I(R™), como queriamos
ver. O

El siguiente lema es un resultado similar al teorema de la independencia de f
2.2.10|en el caso acotado. Nos dice que la norma de la resta de dos operadores es
gobernada por la norma de la resta de soluciones con f = 1.

Lema 7.1.12. Sean A, B cuasi-abiertos de R" tales que B C A y|A| < co. Entonces,
existen constantes K y a que solo dependen de |A| y la dimension n tales que

a
IRa = Rl prz ey < Kllwa = wall g

Se puede ver una demostracién en [4], donde se usa teoria de interpolacién de
operadores.

Proposicion 7.1.13. Sea (Ap);, sucesion de cuasi-abiertos de R", |Ap| < ¢ para
toda h € N, tales que existe un a € (0, 1) y funciones u}i, u,zZ € H(l) (Ap) no negativas,
que verifican (1.1.1)-(7.1.3). Entonces, existe una sucesion (Bp);, de cuasi-abiertos

tal que

By C Ay, By = A} UA; (7.1.6)
lim d(A}, A7) = +o0 (7.1.7)
—+400
lim inf A}l > 0, parai=1,2. (7.1.8)
—+400
hl—f>r-il:loo IR, — R, |l cz2mryy = 0 (7.1.9)

Demostracion. Definimos A} = {u; > 0}y A7 = {u} > 0}, B, = A, UA?. Es
claro que (By,);, es una sucesion de cuasi-abiertos (recordemos que trabajamos con
los representantes cuasi-continuos de las funciones de H'(R")), y By, C Aj. Luego,
vale (7.1.6). Por (7.14), que nos dice que la distancia entre los soportes de u; y u;

tiende a +oo, vale (7.1.7). Por (7.1.3), vale (7.1.8). En efecto, si liminf A}l =0,
—+00

existe una subsucesién que sigo notando (A}l);Z tal que limy, |A}1[| = 0. Entonces,

e N2 g0 e 12,7, _
0= hl_l)rfloo f(“h) dx = hEI-Poof(uh) dx=a>0,
Ap R®
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lo que es absurdo. Luego, lim inf |A;11| > (. Andlogamente, l;lm inf |Afl| > 0.
—+00 —+00

Por dltimo, veamos que vale (7.1.9).

Por el lema|7.1.12] existen constantes K, = K(|Ap|,n) y M;, = M(|Apl, n) tales

que

M,
IR, — R, |l cz2rry) < Killwa, — WB,,”LZI(RH)

Como |Aj| < ¢ paratoda h € N, existen constantes K = K(c,n)y M = M(c, n) tales
que
M
||RA,, - RB;,”[(LZ(RH)) < K||WA,, - WBh”LZ(Rn)

Ademas,

IRa, = Riyll oy < Klwa, = wh, 7

M
< KHWAh - WBh”Hl(R'l)

Por el lema|7.1.11} tenemos que (wa, — wp, ), converge a 0 fuerte en H I(R™). Por
lo tanto, vale (7.1.9). o

Corolario 7.1.14. Sea (Ap); una sucesion de cuasi-abiertos de R", con |Ay| < ¢
para toda h € N, tal que existe un a € (0,1) y funciones ”}11’ u% € Hé(Ah) no

negativas, que verifican (7.1.1)-(7.1.5).

Si A, ={u, >0}y A7 = {ui >0}, B, = A, U A7, entonces

1 1
lim |— - —| =0,
h—+oo L Ak(Ap)  Arx(By)

para todo k € N.

Se puede ver una demostracion en [[12, Corolario X1.9.4], donde se usa la pro-
posicién|/.1.13
Ahora, estamos en condiciones de demostrar el teorema mas importante de
esta seccion, el principio de concentracion-compacidad de dominios.

Teorema 7.1.15 (Principio de concentracién-compacidad de dominios).

Sea (Ap), una sucesion de cuasi-abiertos de R" tal que |Ay| < ¢ para toda
h € N. Entonces, existe una subsucesion, que seguimos notando con h, tal que
ocurre alguna de las siguientes:

(i) compacidad: Existe una sucesion (y,), en R" y una medida u € My(R")
tales que (A + yn)y, y-converge a p1'y (Ra,+y,)n converge a R, en LL*(R™)).

(ii) dicotomia: Existe una sucesion de cuasi-abiertos (By), de R" tal que pa-
ra cada h € N By, C Ap , limy |IRg, — Ra,llpiz@ey = 0. By = A, U A} con
lim, d(A},A2) = +co y liminf, |A!| > 0 para i = 1,2.
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Demostracion. Consideramos la sucesion (wy, ), en H RM).

Por el lema[7.1.T]y el hecho de que |A;| < ¢ para toda & € N, la sucesion (w, )
es acotada en H'(R"). Pues,

wa, gy < M(IAR]) < M(c)

para toda i € N. Luego, existe una subsucesion de (w4, ), (que seguimos notando
con h), y una funcién w € H L(R™) tales que (wa, ), converge a w débil en H LRM),
débil en L>(R") y fuerte en le()c(R”).

Podemos suponer sin pérdida de generalidad, extrayendo una subsucesion, que
lim | w}dx=1>0
h

h—+oc0

Rn

Si A = 0, (wa,), converge a 0 fuerte en L*(R™). Recordando que cada Ay
esta asociado a la medida 004 en My y el teorema de compacidad tene-
mos que (para una subsucesidén que seguimos notando con /) existe una medida
u € Mo tal que (A);, y-converge a u. Por la proposicién[7.1.4] tenemos que (Ra,)n
converge a R, en L(L*(R™)). Es decir, vale (i) tomando yn = 0 paratoda h € N.

Si A > 0, podemos aplicar el principio de concentracién-compacidad de Lions
para (wy,)n. Entonces, existe una subsucesion (que seguimos notando con #) tal
que ocurre la compacidad, el vanishing o la dicotomia de (w4, ).

e Si ocurre la compacidad para (wy, ), €xiste una sucesion (z;), en R" tal que

Ve >0,3R >0, f widx > A—€
2n+Bg(0)

Llamo By, = Aj, — zj, entonces, wg, (X) = wa, (X + z1) Y

¥e>0,3R > 0, f wp,dx > A—€
Br(0)

Como (wy,)n es acotada en H R, (wg,)n también lo es, pues la norma en
R" es invariante por traslaciones. Entonces, existe una subsucesion de (wp, ), (que
seguimos notando con /) y una funcién u tales que (wp, ), converge a u débil en
H'(R™), débil en L2(R”)y fuerte en LZZOC(R”). En particular, por la convergencia
débil en L*(R"), tenemos que

h—+00 h—+00

R” R? R?

A= lim | wj dx=liminf f wp,dx > f Wdx

Por otro lado, como Bg(0) es compacto,

A—€e< lim w%hdx = f uldx < fuzdx <A

h—+c0

Br(0) Br(0) R”
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2
L2R"
tenemos que (wp, ), converge a u débil en L>(R") y converge las normas, resulta

que (wg, ), converge a u fuerte en L2(RM).

Por el teorema[5.3.10} la proposicién y el corolario [5.4.TT] tenemos que

existe una subsucesion de (Bj), (que seguimos notando con 4) y una medida u €
My tales que (By), y-converge apuy u = u, y A, = {u > 0} salvo conjunto de
capacidad cero.

para todo € > 0. Luego, ||ul| y = A. Como L3(R") es un espacio de Hilbert y

Ahora, estamos en condiciones de aplicar la proposicién Entonces,
Jm (IR, = Ryll 2y = 0-

Tomando y, = —z;, vale (i).
e Si ocurre el vanishing para (wa, )i, para todo R > 0, tenemos que
lim sup f wihdx =0

h—+00 ycRn
y+Br(0)

Por la proposicion|[7.1.9] resulta lim ||R 2rny) = 0. Por lo tanto, nuevamente
.p P h—>+°<>” tullzazeey
vale (i).

e Si ocurre la dicotomia para (wa,)n, existe un ¢ € (0,1) y funciones no
negativas u,i ui € Hé(Ah) que verifican (7.1.2)-(7.1.5). Aplicando la proposi-

cién [7.1.13] tenemos que existe una sucesion (By), de cuasi-abiertos que satisface
(7.1.6)-(7-1.9), lo que concluye la demostracion. O

7.2. Aplicacion a diseiio 6ptimo

Lema 7.2.1. Sea (Ap), una sucesion de cuasi-abiertos de R", con |Ap| < ¢ para
toda h € N, tal que

lim A4 (Ap) = x € Ry, lim A (Ap) = y € R.o.
h—+00 h—+00

Entonces, existe al menos un cuasi-abierto A C R" tal que |A| < ¢, 11(A) < x,
A2(A) < y.

Demostracion. Aplico el principio de concentracién-compacidad para dominios,
7.1.15| ala sucesion (Ay)y,. Entonces, para una subsecusion de (Ay);, (que seguimos
notando con k) ocurre la compacidad o la dicotomia.

¢ Si ocurre la compacidad, existen una medida u € Mj y una sucesion en R”
(yn)n tales que (A;, + yi), y-converge a u y la sucesién de operadores (Ra,+y,)n
converge a R, en L(L2RMY)).
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Por la convergencia de operadores, tenemos que (wa,+y,), converge a w fuer-
te en L>(R"). Entonces, por la proposicién tenemos que {w > 0} = A, y,
ademas, |[{w > 0}| < c. Tomo A = {w > 0}, que es un conjunto cuasi-abierto, por-
que trabajamos con los representantes cuasi-continuos de las funciones de H'(R").

Por el corolario tenemos que
hEToo A(Ap + yn) = (),
para toda k € N, donde

fAh IVv|2dx
fAh [v2dx

donde el infimo se toma sobre todas las funciones ortogonales a las primeras k
autofunciones. Entonces,

\v/ 2 2
e :inffA| viZdx + [, vidu
fAlvlzdx

s Ak(Ap) = inf

2(A) < 41 (w) = hh’m A1(Ap) =x
—+00

A(A) < o) = 1im Aa(Ap) = y.
Luego, A verifica |A| < ¢, 11(A) < x, 22(A) < y.

¢ Si ocurre la dicotomia, existe una sucesion (By);, de cuasi-abiertos que veri-

fica (7.1.6)-(7.1.9). Por el corolario[7.1.14] tenemos que

1 B 1
A(Ap)  A(By)

Como, ademads, por hipdtesis sé que

<o

im
h—+0c0

lim A1(Ap) = x, lim A2(Ap) =y,
h—+0c0 h—+00

resulta
lim /ll(Bh) =X, lim /lz(Bh) =y
h—+00 h—+oc0

Observemos que si U,V son cuasi-abiertos de R” disjuntos, tenemos que A, (UU
V) = min{A;(U), 41(V)}. Si suponemos A (U U V) = 4;(U), entonces, Lp(UUV) =
min{(U), 11(V)}.

Por (7.1.7), podemos suponer que A }l y Ai son disjuntos. Entonces, por la ob-
servacion anterior, para cada i € Nocurre (a) o (b):

A(Bp) = A1(A)), A(By) = A1(A)),
(a) S ) 4
A2(Bp) = A1 (A)). A2(Bp) = A2(A)).

Como la sucesion es infinita y para cada & € N hay dos posibilidades, existen
infinitos valores de % tal que ocurre (a) o infinitos valores de 4 tal que ocurre (b).
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Extrayendo una subsucesion, puede suponer que para todo 2 € N ocuure (a), o para
todo & € N ocurre (b). Veamos qué sucede en cada caso.

A(By) = A1(A)),
(@) "
A2(Bp) = /ll(Ah .

Por rearreglos de Schwartz, existen bolas disjuntas E ,11 y Ei tales que
|E} +|E7| < ¢y 4(E) U E?) < (By), parak = 1,2.

Entonces, para una subsucesién, existen bolas disjuntas E! y E? tales que (E éuEﬁ)h
y-converge a E' UE?. (Eventualmente trasladando los centros de las bolas E! , armo
una nueva sucesion de bolas con radios r, < m, m una constante, y luego, extraigo
una subsucesion (7, )x convergente a r. Tomando como E' = B,(p), con p € R").

Considero A = E' U E?. Notar que ahora estoy en la situacién de compacidad
de la sucesion (E/l; U E,zz)h. Por el corolario , tenemos que

lim M(E} UE}D) = 4(A), k=1,2.
—+00

Ademas, como /lk(E}l U Eﬁ) < A(Bp)parak = 1,2,

Ai(A) = lim 4i(E; UE}) < lim 4(By) = x,

A(A) = Tim M(E, UE;) < Jim o(By) = y.

Por lo tanto, A = E! U E? satisface el enunciado.

A1(By) = 11(A)),
) 1(Br) = Ax( ?)
A2(Bp) = A2(A)).

Por (71.8), @ := liminf |A7| > 0, B := liminf|A}| > 0, con @ + B < c. Existe
h—+0c0 h—+c0

€ > 0 tal que

= mi [ () ) < ()
E)l/n y

En efecto, como 8 < ¢, tenemos que 1 < ( 5

., 1/ . 1/
= 1< (5)" = i ()"

Para ese €, existe sy € N tal que
x—€e<A(A) < x+e,

y—e</12(A,11)<y+e,



7.2. APLICACION A DISENO OPTIMO 99

Al <B+e

para toda i > ho. Tomo ¢ > 0. Notamos A, a la dilatacién de A; de radio ¢ con
respecto al origen. Entonces,

(AL = 7 0(Ay) <12 (x+ €), h(Ay) =12 1(A,) <1 (y+e)

Elijo ¢ tal que ¢ > (%)1/2, t> (yyﬁ)l/2 yt< (ﬁ%e)l/”. Existe tal 7 pues, elegimos el
€ > O tal que

)C+E)l/2 (y+6)1/2} <( C )l/n
x Ny B+e

m = max {(
Por lo tanto, tenemos que
A1(tA) < x, D(tA;) <y,

1 1
1A} | = AL | < B+ e <c.

Considerando A = tA,llo, concluimos la demostracion. |

Teorema 7.2.2. Sea ®: R?> — R semicontinua inferior y creciente en cada varia-
ble. Entonces, el problema

min {®(4;(A), 1(A)): A € R" cuasi-abierto, |A| < c} (7.2.1)

admite al menos una solucion, para toda ¢ > 0.

Demostracion. Por el teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos
(ver 13, Apéndice E, Teorema 6]), sabemos que (4(A)); es una sucesion creciente,
positiva, que tiende a +oo, para cada A C R" cuasi-abierto tal que |A| < ¢. En
particular, 1;(A) > 0 para j = 1,2. Como ® es creciente en cada variable, G(A) =
D(11(A), 12(A)) = ®(0,0). Por lo tanto, G es acotada inferiormente. Entonces, el
infimo de G sobre todos los cuasi-abiertos de R" de medida de Lebesgue menor o

igual a c, es finito.

Sea (Ap), una sucesion minimizante para el problema
a 1= inf {©(1;(A), 1(A)): A C R" cuasi-abierto, |A| < c}

tal que
Iim /ll(Ah) =X, Iim /lz(Ah) =y
h—+00 h—+c0

En principio, x,y podrian valer +oo. Si x = +o0, existe una subsucesion (Ap, ), que
sigue siendo una sucesién minimizante para el problema, tal que 1;(Ap,) > k, para
toda k € N. Sabemos que A2(Ap,) > A1(Ap,), entonces, como @ es creciente en
cada variable,

too = lim O(kK) < lim (i (Ay). (Ar) = a < oo,
—+00

—-+00
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que es una contradiccion. Luego, x € R.o. Andlogamente, y € R..

Por el lema existe al menos un cuasi-abierto A ¢ R” tal que |A| < c,
A1(A) < xy A2(A) < y. Entonces, como @ es semicontinua inferior y creciente en

cada variable, tenemos que

D(A1(A), 12(A)) < lim inf D(21(Ap), 2(An)) = e,

lo que concluye la demostracion.
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