UNIVERSIDAD NACIONAL DE SAN LUIS
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas y Naturales

Departamento de Matematica

Un problema de diseno 6ptimo asociado al primer
autovalor de Steklov

Tesis de Maestria

Juan Francisco Spedaletti

Director: Julidn Fernandez Bonder

Noviembre, 2014



Indice general

Resumen

1. Introduccién

2. Espacios de Sobolev

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.

Derivada débil . . . . . . ...
Definicién de espacios de Sobolev . . . . . . . ... ... L.
Propiedades elementales . . . . . . . . ... ... ... ...
Propiedades funcionales de los espacios de Sobolev . . . . .. .. ... ..
Aproximacion . . . . . ... e
Extension . . . . . . . . ..
Teorema de inmersién . . . . . . . .. ...
Teorema de Trazas . . . . . . . . . . . . . ...

3. I'— convergencia

3.1.
3.2.
3.3.

Definiciones . . . . . . . . ..
Convergencia de minimos . . . . . . . . . ... L L oo
Espacios variables . . . . . . . . ..

4. El Laplaciano no lineal A,

4.1.
4.2.

Existencia y unicidad de problemas con fuente . . ... ... ... .. ..
Problemas de autovalores asociados a A, . . . .. ... ...,

5. Ventanas Optimas

5.1.
5.2.
5.3.

Caracterizacion de la constante 6ptima . . . . . . . . .. ... L.
Propiedades de la constante éptima . . . . . . ... ... ... ... ... .
Generalizacion al problema con pesos .. . . . . . . .. Lo L oL

6. £-Oscilaciones

6.1.
6.2.
6.3.

Estimaciones del cambio de variables . . . . . . . .. ... ... ... ...
Caso subcritico . . . . . . . e
Caso supercritico . . . . . . . Lo
6.3.1. Semicontinuidad inferior . . . . . . . .. ... ... L.
6.3.2. Prueba de la coercividad uniforme . . . ... ... ... ... ...

11

27
27
28
31

36
36
42

51
51
53
56



INDICE GENERAL 11

6.4.

6.3.3. Mosco convergencia de los espacios . . . . . .. .. .. ... ... 66
6.3.4. Prueba de la I'—convergencia . . . . . ... ... ... ... .... 67
6.3.5. Fin de la demostracién del caso supercritico . . . . . .. ... ... 68
6.3.6. Convergencia de las ventanas optimales . . . . .. ... ... ... 69
Caso critico . . . . . . . . e 71
6.4.1. Prueba de la Mosco convergencia . . . . . . ... ... ... .... 72
6.4.2. Prueba de la I'—convergencia . . . . .. .. .. .. .. ... .... 74
6.4.3. Fin de la demostracion . . . . . . .. .. .o oL, 76
6.4.4. Convergencia de las ventanas optimales . . . . .. ... ... ... 77



Agradecimientos

En primer lugar quiero agradecer a CONICET por haberme financiado en estos afios,
sin este apoyo econémico las cosas se hubieran hecho imposibles.

A Julidn por dirigirme, es un placer y un lujo tenerlo de director.

A las tnicas dos personas de mi familia que valen la pena: mi maméa y mi tia.

Al Instituto de Matematica Aplicada San Luis por aceptarme y haberme dado un
lugar.

v



Un problema de diseno 6ptimo
asociado al primer autovalor de

Steklov.

(Resumen)

En esta Tesis se estudia un problema de diseno 6ptimo asociado al primer autovalor
de Steklov.

Se considera un dominio  C RY y una ventana I' C 052, asociadas a esta se define
el primer autovalor de Steklov como a la cantidad

o Jo IVV[P + |vfP dx

A(T) :==1in ,
Joq 0[P dS

donde el infimo es tomado sobre todas las funciones de W1?(Q2) que se anulan sobre T
El problema de disefio 6ptimo es el siguiente: dado a € (0, 1), buscar I'* C 99 con
II*|n—1 = a|0Q| nv—1 que verifique

A(T*) = fnf A(T)

donde el infimo se toma sobre todas las ventanas I' C 9Q que verifican |I'|y_1 =
0(|8Q‘N,1 .

Para este problema se demuestra existencia de la ventana 6ptima y algunas propie-
dades de la misma y de la autofuncién asociada.

Luego, el problema que nos ocupa es el estudio de la dependencia de esta venta-
na éptima con respecto a perturbaciones en el dominio ). En esta tesis desarrollamos
la teoria de la dependencia tanto del autovalor como de la ventana éptima cuando el
dominio es perturbado periédicamente.

Como resultado principal se demuestra la convergencia a un problema limite homo-
geneizado.
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Capitulo 1

Introduccion

Las desigualdades de Sobolev han demostrado ser herramientas fundamentales en el
estudio de las ecuaciones diferenciales. Entre las desigualdades de Sobolev, una que ha
recibido mucha atencién recientemente es la desigualdad de trazas que dice

p/q
s</ |u|qd5) g/ IVl + |uf? dz,
o0 Q

para toda u € WP (Q) para cierta constante S > 0, 1 < ¢ < p., donde p, es el exponente
critico en la inmersién de trazas de Sobolev, i.e. p, =p(N —1)/(N —p)sil<p< Ny
px =00 si p > N (laigualdad ¢ = p, no es cierta en el caso limite p = N). En esta tesis,
Q ¢ RY denotars un dominio suave (C? es suficiente en todos nuestros argumentos).

En estas desigualdades, las constantes optimas juegan un rol fundamental junto con
sus extremales asociados. Esto es, respectivamente, la constante mas grande posible S
en la desigualdad de trazas es definida como

VulP Pd
S=8,,(0) = it JolVultlulde
) uer,p(Q) (faQ ’u|q dS)P/q

y los extremales son funciones w € WP () donde el infimo es alcanzado.
Es un hecho conocido que si 1 < ¢ < p, entonces la constante S es positiva y que, dado
que la inclusién W1P(Q) € L(09Q) es compacta, se tiene la existencia de extremales.

Motivados por algunos problemas en diseno 6ptimo para energias almacenadas bajo
cargas prescriptas, en [12] los autores estudian una variante de la desigualdad de trazas
(ver [12] para una discusién detallada del problema): dado un conjunto A C €2, minimizar
el cociente de Rayleigh sobre la clase de funciones que se anula sobre A, i.e.

VulP rd
S(A):= inf Jo [Vul” + [ul /x
weWiT(Q) ( [oq [uledS)™"

donde
Wé’p(Q) ={u e W"(Q): u=0ct.p. en A}.

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Luego, en el articulo [12] se estudia el siguiente problema de optimizacién de forma:
Minimizar S(A) entre todos los conjuntos medibles A C  tales que |A|y = ||y para
alguna constante fija 0 < o < 1. Un conjunto A* que minimiza S(A) se llama conjunto
optimal.

En [12] se demuestra la existencia de un conjunto optimal y se estudian algunas
propiedades geométricas de esos conjuntos optimales. Mdas atn, en el caso en que p = 2,
la regularidad interior de los conjuntos optimales es estudiada en [11].

Observemos que en los trabajos mencionados los conjuntos donde las funciones son
obligadas a anularse son conjuntos interiores, i.e. A C {2 de medida de Lebesgue positiva.
Sin embargo el caso de conjuntos sobre la frontera, i.e. I' C 92 no habia sido tratado.

En esta tesis empezamos revisando los resultados de [6] donde el problema de con-
juntos sobre la frontera fue tratado y nos concentraremos en el caso p = q.

Més precisamente, estudiamos la mejor constante de trazas de Sobolev de W1P((2)
en LP(0Q) para funciones que se anulan en un subconjunto I' de 012, i.e.

VulP Pd
AD) = @ oVl ulde
uEWLEP(Q) faQ lulp dS

(1.1)

donde
Wll’p(Q) = {u e W'P(Q): u =0 c.t.p. I con respecto a la medida de superficie},
y asociado a (1.1) estudiamos el siguiente problema de optimizacién: dado 0 < o < 1,

Aa) == mf {AT): T € 99, [T|y_1 = a|0Q|n_1}. (1.2)

Un conjunto I'* C 952 se denomina una ventana optimal, si realiza el infimo en (1.2),
i.e. )\(F*) = A(Oé) y |F*’N_1 = Oz|8Q‘N_1.

En una primera parte, siguiendo lo realizado por [6] mostramos existencia de una
ventana optimal junto con algunas propiedades de la misma y de sus extremales.

Finalmente nos dedicamos al estudio de la dependencia de las ventanas optimales
junto con sus extremales cuando el dominio 2 es perturbado periédicamente. En [6] fue
estudiado el problema de la dependencia de estas ventanas optimales bajo perturbaciones
regulares del dominio . La gran diferencia con el enfoque presentado en esta tesis es que
las perturbaciones que consideramos degeneran cuando el pardmetro de aproximacién ¢
tiende a 0.

Estructura de la tesis

Luego de esta introduccién, la tesis se compone de 5 capitulos que pasamos a descri-
bir.

En el Capitulo 2 se da un repaso de los espacios de Sobolev y se revisan sus propie-
dades mas importantes que seran de gran utilidad en todo lo que sigue.



En el Capitulo 3 se dan las nociones bésicas de la teoria de la I'—convergencia. Si bien
esta herramienta no es esencial para las demostraciones subsiguientes, nos brindan de
un marco teérico unificado donde todos los teoremas de convergencia de los autovalores
pueden ser vistos. Algunos de los resultados de este capitulo, si bien creemos que deben
ser conocidos en la literatura, no hemos podido encontrarlos (por ejemplo, los resultados
de la seccién 3.3).

En el Capitulo 4 se da la definiciéon del operador p—Laplaciano junto con sus pro-
piedades mas habituales y se estudia el problema de autovalores de Steklov para dicho
operador.

En el Capitulo 5 se comienza el estudio del problema de optimizaciéon de forma
repasando los resultados de [6] y se demuestra la existencia de una ventana optimal I'*
junto con algunas de sus propiedades.

Finalmente, en el Capitulo 6 se estudia la dependencia de estas ventanas optimales
junto con sus extremales con respecto a perturbaciones periédicas sobre el dominio §2.
La naturaleza de estas perturbaciones se dividen en tres tipos dependiendo de la relacién
que existe entre el periodo de estas perturbaciones y su amplitud:

s Perturbacion subcritica, cuando la amplitud es de menor orden que el periodo.
s Perturbacion supercritica, cuando la amplitud es de mayor orden que el periodo.
s Perturbacion critica, cuando la amplitud y el periodo son del mismo orden.

En el caso de la perturbacion subcritica, se observa un fenémeno de engordamiento
de la frontera y en el limite se pierde el teorema de inmersiéon de trazas.

En el caso de la perturbacién supercritica, se observa que el problema converge al
problema sin perturbar.

Finalmente, en el caso de la perturbacién critica, se ve un fenémeno de homogenei-
zacion donde la medida de superficie converge a una medida homogeneizada sobre el
borde.

Los resultados de este ultimo capitulo son originales de esta tesis.



Capitulo 2

Espacios de Sobolev

En este capitulo presentamos los espacios de Sobolev que son los espacios sobre los
cuales trabajaremos mas adelante dando las propiedades mas conocidas e importantes
que tienen, comenzaremos el capitulo dando el concepto de derivada débil de una funcién
que serd necesario para definir los espacios antes mencionados dando también propie-
dades utiles, luego describiremos detalladamente la regularidad necesaria que vamos a
asumir sobre los dominios con los cuales trabajaremos. En la seccién 1.5 trataremos el
importante concepto de reflexividad de un espacio que es un ingrediente importante para
la existencia de minimos. Por 1ltimo terminamos el capitulo enunciando dos importantes
teoremas de trazas que seran necesarios mas adelante en este trabajo.

2.1. Derivada débil

Notacién 2.1. C°(U) (U C R abierto) denotard el conjunto de las funciones infinita-
mente diferenciables ¢: U — R con soporte compacto en U.

Definicién 2.2. Sean u,v € Llloc(U), v a € Név un multiindice. Decimos que v es la
a—ésima derivada parcial débil de u, y se escribe:

D% =

si se cumple
/ uD%pdx = (—1)'“'/ vopdr, Yo e CX(U). (2.1)
U U

En otras palabras, si dada una funcién u y existe otra funcién v que verifica (2.1)
decimos que D%u = v en el sentido débil. En el caso de no existir tal funcién v entonces
u no posee a—ésima derivada derivada parcial.

Un modo préctico de ver el concepto de derivada débil es interpretarla en el sentido
de la identidad de Green.
La derivada débil es tinica y esto se sigue del siguiente lema.

4



2.2. DEFINICION DE ESPACIOS DE SOBOLEV 5

Lema 2.3. La derivada parcial débil de una funcion u, si esta existe, estd univocamente
determinada salvo conjunto de medida cero.

Demostracion. Si vy y ve son ambas derivadas débiles de v entonces

/UuDa¢da::(—1)a|/Uv1¢da:

/UuDo‘gbd:U:(—l)o‘l/vggbdx

U

para toda ¢ € C2°(£2), usando estas dos ecuaciones se llega a

/ (v —v2)pdr =0, V¢ e CF(NQ)
U

y esto ultimo dice que v; —v2 = 0 casi en todo punto y asi queda demostrado el lema. [J

2.2. Definicién de espacios de Sobolev

Sea 1 < p < oo y k un entero no negativo. Definimos ahora cierto espacio funcional
cuyos miembros tienen derivadas de varios ordenes en LP.

Definicién 2.4. Sea U un subconjunto abierto de R™. El espacio de Sobolev W*»(U7),
consiste de todas las funciones localmente integrables u: U — R de modo tal que por
cada multiindice a con || < k, D*u existe en el sentido débil y corresponde a LP(U).

Observacion 2.5. 1. Si p = 2, usualmente escribimos
H*YU)=W*(U) (k=0,1...).

Se usa la letra H ya que se desea remarcar la estructura hilbertiana del espacio.
Note que HO(U) = L?(U).

2. De aqui en adelante identificamos funciones en W*? las cuales coinciden a.e.
Definicién 2.6. Si u € W¥P(U), definimos su norma como:
1
p
- o, ||P
lllwrry = D I1Dullp
loo| <k

Observacion 2.7. Observemos que en el caso p = 2 esta norma coincide con la inducida
por el producto interno

(u,v) ey = Z / DYuDv dx.
U

| <k
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Observacion 2.8. En el caso k = 1 es usual considerar la siguiente norma en W1 (U),

1
el = ( [ 1w+ \urpdx) .

Esta norma es equivalente a la definida en la Definicién 2.6 que corresponde a tomar la
norma p de vectores en R™ en lugar de la norma euclidea para |Vul.

Definicién 2.9. Sea {u,,}35_;,u € WHFP(U). Decimos que {u,,}%_; converge a u en
WHFP(U), y escribimos u, — u en WP (U), si se cumple lim,, o0 ||tm — ullywrp(ry = 0.

Escribimos u,, — u en VVZIZCP(U ) para decir que u,, — u en WFP(V) por cada
Vccu.

Definicién 2.10. Denotamos por Wéf’p(U) a la clausura de C°(U) en WFP(U).

De esta forma u € Wf P(U) si y sélo si existen funciones u,, € C*(U) tal que

Uy, — wen WEP(U). Interpretamos los elementos del espacio I/V(/;€ P(U) como las funciones
u € WhP(U) tal que

“D% = 0 en QU” para todo |a| < k — 1.

Esto se hara mas claro con el concepto de traza.

Notacion 2.11. Es costumbre escribir
k2
Hg (U) = Wy (U)

Sin =1y U es un intervalo abierto en R!, entonces u € WP (U) si y sélo si u es igual
casi en todo punto a una funcién absolutamente continua cuyas derivadas ordinarias (las
cuales existen casi en todo punto) corresponden a LP(U).

Tal caracterizacion es posible solo para el caso n = 1. En general una funcién puede
corresponder a un espacio de Sobolev y ser discontinua y/o no acotada.

Ejemplo 2.12. Tomando U = BY(0, 1), la bola unitaria en R", y
u(z) =lz|”* (zelU, x#0).

;Para qué valores o > 0,7, p la funcién u corresponde a WP(U)?. Para responder esto,
notamos primero que u es suave lejos de 0, con

aT;

le(ﬂf) == ‘:L‘|a+2 (l‘ # 0)

y asi
|al

Dule)| = e (2 #0)

Sea ¢ € C(U) y fijemos € > 0. Entonces

/ lm%mz—/‘ %ﬂm+/) ugr ds,
U\B(0,¢) U\B(0,¢) 0B(0,¢)




2.3. PROPIEDADES ELEMENTALES 7

donde v = (v!,...,v") denota la normal unitaria apuntando hacia el interior en B(0, ¢).
Ahora si a + 1 < n, |Du(z)| € L'(U). En este caso
/ ugr dz| < Haﬁlloo/ €*dS < Ce" T 0.
0B(0,¢) 0B(0,¢)

De esta manera

/ud)xl dS’:/ Ug, @ dx
U U

para toda ¢ € C°(U), con 0 < a < n — 1. Ademés |Du(z)| = o/|z|*"t € LP(U) siy
s6lo si (o + 1)p < n. En consecuencia u € WHP(U) si y sélo si a < “-F. En particular
u ¢ WHP(U) por cada p > n.

2.3. Propiedades elementales

A continuacién recordamos ciertas propiedades de las derivadas débiles. Varias de
estas reglas son validas para funciones suaves pero las funciones en un espacio de Sobolev
no son necesariamente suaves. No daremos una demostracién de estos hechos. El lector
interesado la puede encontrar, por ejemplo, en el libro [7].

Teorema 2.13 (Propiedades de las derivadas débiles). Asumiendo u,v € WkP(U), |a| <
k, se tiene que

1. D € Wk-lebr(U7) y DB(D*u) = D*(DPu) = D*Pu para todo multiindice o,
con |o| + |B| < k.

2. Por cada M\, i € R, Au+ pv € WFP(U) y D*(Au + pv) = AD%u + pD, |af < k.
3. SiV es un subconjunto abierto de U, entonces u € WFP (V).

4. Si ¢ € CX(U), entonces (u € WFP(U) y

D (Cu) = Z <g> DP¢D* Py (férmula de Leibnitz)

BLa

donde (g) = ﬁlﬁ)' Y al = arlag! o).

2.4. Propiedades funcionales de los espacios de Sobolev

En esta seccion estudiaremos las propiedades de los espacios de Sobolev como espacios
de Banach. En particular nos interesa saber cuando estos espacios resultan separables
y/o reflexivos. Ese es el contenido del siguiente teorema.
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Teorema 2.14 (Espacios de Sobolev como espacios de funciones). Por cada k € N y
1 <p < oo, el espacio de Sobolev Wk7p(U) es un espacto Banach.

Si, ademds 1 < p < oo el espacio de Sobolev W P(U) es separable.

Por iiltimo, si 1 < p < 0o el espacio de Sobolev W*P(U) es reflexivo.

Demostracion. Supongamos que {u,, }, es una sucesién de Cauchy en W*?(U) por cada
la| < k las sucesiones {um }m y {DUpm }m estén en LP(U) y ser este espacio completo
existen funciones u, g, en LP(U) tal que

|wm — ullppry = 0

HDaum - gaHLP(U) —0

por cada |a| < k. Para terminar de ver que es un espacio de Banach solo hay que probar
que D*u = gq, sea entonces ¢ € C°(U) arbitraria

/uDO‘gZ)dx: lim [ umD%¢dz = (—1)1° lim Do‘umgbdx:(—l)""'/gaqbda:
U U

y en consecuencia

/UuDaqﬁdx—(—l)'a/Ugaqﬁdx

para toda ¢ € C°(U), pero esto dice que D®u = g,, se ha probado que u € WP(U)
Y um — ullwip@y — 0 si m — oo, por lo tanto WHP(U) es un espacio de Banach para
1 <p< o0

Para ver que es un espacio reflexivo se considera la isometria

i: WHP(U) — LP(U) x -+ x LP(U)

n+1—wveces

definida por i(u) = (u,ug,,...,Usz,), para 1 < p < oo el espacio LP(U) es reflexivo y
ast LP(U) x -+ x LP(U) es también relfexivo, i(WP(U)) es un cerrado en un reflexivo
y por lo tanto reflexivo, como i es una isometria y i(WP(U)) es reflexivo serda WP (U)
reflexivo.
Considerando ahora 1 < p < oo el espacio LP(U) serd separable y asi también es
separable el conjunto
LP(U) x --- x LP(U).

Vv
n+1—wveces

Teniendo en cuenta la misma isometrfa definida anteriormente resultara que i(WP(U)) C
LP(U) x -+ x LP(U) es separable y usando el hecho de que un subconjunto de un espa-
cio métrico separable es también separable se cumple que i(W1P(U)) es separable y en
consecuencia el conjunto W1P(U) es también separable como se queria demostrar. [
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2.5. Aproximacion

El objetivo de esta seccién es mostrar que las funciones de Sobolev pueden apro-
ximarse mediante funciones regulares. Nuestro primer teorema nos da la aproximacién
local de funciones de Sobolev que se obtiene por el método de la regularizaciéon por
convolucion.

Antes de enunciar el teorema daremos la siguientes definiciones necesarias.

Definicion 2.15. 1. Se define

1
Celel’-1|z| <1
n(x) = 2
0, lz| > 1

la constante C' es elegida de modo tal que [px ndz = 1.

2. Para € > 0 definimos )

el nicleo regularizante estandar. Esta funcién 7. satisface [pn 7. dz = 1y sop(n:) C
B(0,¢).

3. Dada u € L}(U), se define la funcién u.: U: — R por la férmula

ue () = uxne(x) = / u(z — y)ne(y) dy = / u(y)ne(z — y) dy

=(0) U
donde U, := {z € U: dist(x,0U) > e}.

Teorema 2.16. Sea U C RY abierto entonces si u € W'P(U), la sucesion de funciones
{uc}teso definidas en el item 3 de la definicion anterior, verifican que ue € C°(U;) y

|lue — u”Wzlo’f(U) -0, —0.

Demostracion. Vamos a ver primero que {ug}eso C C°(U). Sea x € U,i € {1,...,N}
v h lo suficientemente chico para que x + he; € U,, entonces

et he) —ue) _ ;/{j;{n <$+h—y) ) <$;y>}u<y>dy

zjv/vi{n<m+h:i_y> —n(x;y)}U(y)d@/,

para algin conjunto V' CC U. Como

1 x+ he; —y T —y 10n (z—vy
—an|———) —n i
h € € € 0x; €
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uniformemente sobre V| ‘(?)Zj existe y es igual a
e
T —y)dy.
g oz, T Y)Y

Con un argumento similar uno puede mostrar que D%u.(x) existe y

_ /U Dn.(z — y)uly)dy (v € U2),

para cada multiindice «, esto prueba que las funciones u. asi definidas corresponden al
espacio C*(Uy).

Vamos a probar ahora la convergencia de las funciones u.. A continuacién probaremos
primero lo siguiente D%u. = 1. * D*u en U, en efecto

DA, (x) = D° /w dy—/Dxngx July) dy
“'/Damx— uly) dy.

Fijando ahora x € U, la funcién ¢(y) = n.(x—y) corresponde a C2°(U) y por la definicién
de derivada débil de orden « se tiene que

/D“ns z —y)u(y)dy = ( 1)'“'/U77n(:v—y)D%(y)dy

de esta manera tenemos que

Dug(z) = (1)l /U ne( — y)Du(y) dy.

Es decir, hemos probado que D%u. = 1. * D% en U..

Ahora elegimos un conjunto abierto V' que cumpla V' CC U. Usando entonces que
D%u. = 1z * D*u en U, y el hecho de que si 1 < p < oo para f € L} (U) se cumple
que 7 * f — fen L (U) (ver [7]) se concluye que D%u.(x) — D*u(x) en L} (U) para
cualquier multiindice |a| < 1, por lo tanto

e — “H%/l,p(v) = Z [ D%ue — Da“”ip(v) —0
o<1

cuando € — 0 y esto prueba la convergencia de la sucesion. O

Con la ayuda del Teorema 2.16, se puede demostrar la densidad de las funciones test

en W1P(RN).

Teorema 2.17. Dada u € WHP(RYN), existe {t,}nen € CX(RYN) tal que u, — u en
WP (RN).
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Demostracion. Probemos primero la densidad de las funciones con soporte compacto.
Para esto se toma una funcién ¢ € C(RY) tal que 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 en B1(0) y
¢ =0en RV \ By(0) y se define ¢pr(z) = ¢(z/R). Luego, pr =1 en Br(0) y ¢ =0 en

RN\ Byg(0).
Observemos que 0 < ¢pr < 1y que |[Vor| = R7!|V¢| < C para R > 1.
Es ahora un ejercicio simple verificar que ugr := ¢pu € WHP(RY), que up tiene

soporte compacto y que ur — u en WHP(RN ).

Queda entonces ver que si u € W1P(RY) tiene soporte compacto, puedo entonces
aproximarla por funciones C°(RV), pero esto lo consigo con las funciones u. del Teorema
2.16 dado que (RY). = RY y que sop(u:) C sop(u) + sop(n:) C sop(u) + B1(0) que es
compacto. ]

El siguiente teorema muestra que, para dominios acotados, se tiene la aproximacion
global de funciones de Sobolev por funciones regulares. Primero enunciaremos la siguiente
definicién que nos sera necesaria

Definicién 2.18. Dados dos conjuntos abiertos U y V en RY decimos que V esta
compactamente contenido en U si V C V C U y V es compacto, denotaremos esto
escribiendo

VccU.

Teorema 2.19 (Aproximacién global por funciones suaves). Sea U acotado, uw € WP (U)
para algin 1 < p < oo entonces existen funciones uy, € C*(U)NWLP(U) tal que

um — ullwrp@y =0 si m-—o00 en whe(U)
Demostracion. Tenemos que U = (72, U; donde
Ui={zeU: dist(z,0U) > 1/i} (i=1,2,...).

Definimos también V; = Uj;s \ Uii1 y elegimos Vo de modo tal que Vy cC U y
U = U2, Vi, ahora considerando {(;}; la particién de la unidad asociada al cubrimiento
{Vi}32, estas cumplen lo siguiente

YiceGi=1, U
sea u € WP(U), por el Teorema 2.13 propiedad (iv) se cumple que ;u € WHP(U) y
sop(Gu) C V;.

Consideremos ahora d > 0 arbitrario y elegimos ¢; > 0 lo suficientemente chico de
modo que u' := 1., * ((;u) satisface

Huz _TUHWLP(U) < % (Z =1,2,.. ) (2 2)
sop(u') C W; (i=1,2,...) '

para W; .= Uiy \U; D V; (i =1,2,...).
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Por otro lado escribimos v = ;2 u’, esta funcién asi definida corresponde a C*(U)
ya que por cada conjunto abierto V' CC U la suma anterior que define a la funcién v es
una suma finita, tenemos entonces

o0 o
) 1
v = ullwreery <D U = Gullwreey <6 51 =9
=0 1=0

en la dltima desigualdad se usé (2.2), como el conjunto V' era arbitrario tomando ahora
supremo a ambos en la dltima desigualdad sobre los V' CC U se llega a |[v—ul|y1p) < 6
probando asi el teorema. O

Si deseamos conseguir la aproximacion por funciones regulares hasta el borde, es
necesario asumir cierta regularidad de la frontera de U. Daremos un teorema, que no es
el mas general posible, pero que sera suficiente para lo que sigue en esta tesis.

Definicién 2.20. Decimos que el 9 es de clase C* si por cada punto zg € 99 existe
r > 0y una funcién v : RV~ — R de clase C* tal que (salvo reetiquetado y reorientacién
de los ejes coordenados si es necesario)

QN B(xo,r) ={zx € B(zo,7r): n > y(T1,...,2N-1)}

Decimos también que 0 es de clase C™ si 0N es de clase CF para k = 1,2,...,y 0 es
analitico si la funcién ~ es analitica.

Teorema 2.21. Si U C RY es acotado y asumimos que OU es de clase C' entonces si
u€ W (U) y1<p< oo existe una sucesion {um }m € C°(U) tal que

||Um - UHWLP(U) —0 st m— oo.

Demostracion. Sea xq € OU, como OU es de clase C' por la Definicién 2.20 existe un
nimero r > 0 y una funcién v : R¥~1 — R de clase C! tal que

U N B(zg,r) ={x € B(xo,7): xn > Y(T1,...,TN-1)}-

Definimos el conjunto V := U N B(xg,r/2) y el punto desplazado z° := x + Aeey para
x € V 'y e > 0. Considerando A suficientemente grande la bola B(z¢,¢) queda dentro de
U N B(xg,r) para todo x € V' y & pequeno.

Definimos ahora u.(x) := u(x®) para © € V y v. = 1. * u., con esta definicién de v,
se cumple que v, € C°(V).

Ahora afirmamos que

|ve — ullwrpy =0 si =0 (2.3)
para ver esto consideramos || < 1 entonces

[D%ve = D%ul| o vy < [[D%e = Duel| Lo vy + [D%ue = D%ul| Lo (v).
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Teniendo en cuenta que la translacién v — u. es continua en la norma LP el segundo
término al lado derecho en la desigualdad anterior tiende a cero si € — 0 y el primer
término se va a cero por un razonamiento similar al hecho en la demostracién del Teorema
2.16, queda demostrado de esta forma (2.3).

Sea ahora § > 0, al ser QU compacto se pueden seleccionar una cantidad finita de
puntos a:é € 90U, radios r; > 0, correspondientes conjuntos V; = UN B (a:é, r;) vy funciones
v; € C®(Vp) (i =1,...,n) tal que U C UL, B(z},r;/2) satisfaciendo

lvi = ullwrpyy <0 (2.4)

i

esto ultimo por (2.3).
Tomando ahora un conjunto abierto Vo CC U tal que U C U}, V;, usando el Teorema
2.16 existe una funcién vy € C*°(V}) satisfaciendo

lvo — ullwrp(vy) < 6. (2.5)

Ahora considerando {(;}?", la particién de la unidad asociada a {V;}", definimos la
funcién v = > G, de acuerdo a esta definicién de la funcién v se cumple que

v e C®(U), como ademés u = Y ;" Gu usando (2.4), (2.5) y el Teorema 2.13 se obtiene
D — D%l oy < Y [ D*(Givi) — D* (o)l vy < CNG
=0

probando asi el teorema. O

2.6. Extension

En esta seccion enunciamos un teorema que permite extender funciones del espacio
WLP(U) para convertirlas en funciones de W1?(RY), esto se debe hacer cuidadosamente
si por ejemplo se extiende una funcién para que valga cero en RY \ U se puede generar
una discontinuidad tan mala sobre OU de modo tal que pierda derivada débil, el siguiente
teorema dice como puede hacerse tal extensién adecuadamente.

Teorema 2.22. Sea 1 < p < oo, U C RY acotado y con OU de clase C'. Si V es
un conjunto acotado que cumple U CC V entonces existe un operador lineal acotado
E: W (U) — WIP(RN) de modo tal que para cada v € WYP(U) se cumple que:

1. Eu =u casi en todo punto de U.
2. Eu tiene soporte dentro de V.

8. ullwre@myy < Cllullwiewy, donde la constante C' depende solo de p,U y V.

Se dice que Fu es una extensién de v a RV.
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Demostraciéon. Fijamos z° € U y suponemos primero que
OU es plano cerca de 2° contenida en el plano {xx = 0}.

Podemos asumir entonces que existe un bola abierta B con centro en z° y radio r,
tal que
Bt :=Bn{zy>0}cCU
B~ :=Bn{zy <0} cRYN -U.

Asumimos por el momento que u € C*°(U), definimos entonces

ix e BT
a(z) = 4 @) L (2.6)
—3u(zy,...,oN-1,—xN) six € B™.
Esta funcién @ es llamada funcién de refleccién de alto orden de B* en B~.
Afirmamos ahora que
u € CY(B). (2.7)
En efecto escribimos u™ := @|g—, u™ := @|g+. Demostramos primero que
uy, =uj en {zy =0} (2.8)
De acuerdo a (2.6) tenemos
ou~ ou ou TN
() = 3 (@1, Bty —TN) — 2 (T TNy — Y
01’1\7 x amN(xh sy Tn—1, .Z'N) 815']\7(1.1, sy TN—1, 9 )
y asi
— _
uxN ‘{Z‘NZO} - uZ‘N ’{zN:O}a
esto prueba (2.8). Ahora ya que ut = u~ sobre {z;,, = 0} podemos ver que
’U/;Z ’{Q?NZO} = u;‘; ‘{xNZO} (29)

parai=1,--- ,N — 1. Pero (2.8) y (2.9) implican que
Du |z y=0} = D" |z =0y

para cada |a| < 1y asi queda demostrado (2.7). Usando ahora los calculos hechos hasta
ahora podemos ver facilmente que

[allwrri) < Cllullwirs, (2.10)

para alguna constante C' que no depende de la funcién u.

Consideramos ahora la situacion en que la frontera QU no es necesariamente plana
cerca del punto z°. Usamos ahora el mapeo ® con inversa ¥ que existe por las asump-
ciones de suavidad hechas sobre el dominio U, de este modo ® “endereza”el borde U
cerca del punto z°.
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Escribimos ahora y = ®(z),z = ¥(y), v/(y) := u(¥(y)) y elegimos una bola B como
antes, de esta forma utilizando los pasos anteriores podemos extender la funcién u' de
B* a una funcién @ sobre toda la bola B de manera que @ € C', teniendo ademais la
siguiente estimacion

@' lwres) < Cllu'llwiest)-

Considerando W = ¥(B) y el cambio de variables y = ®(x) obtenemos una extensién «
de la funcién u sobre W con la estimacién

lallwemy < Cllullwre - (2.11)

Ya que OU es compacto existe un nuimero finito de: x? € 0U, conjuntos abiertos W;

y extensiones u; de uw a W; (i = 1,...,n), como se describié recién de modo que I' C
Ui W;. Considerando un conjunto Wy CC U de modo que U C U W; y tomando
{G}, la particién de la unidad asociada escribimos @ := )", (iti;, donde @y = w,
usando la estimacion (2.11) (con wu; en lugar de w, @; en lugar de u) obtenemos la
siguiente cota

allwro@ny < Cllullwew) (2.12)

para alguna constante C' dependiendo de u,p y IV, pero no de u. Ademés podemos hacer
que el soporte de w quede dentro de V2D U.

Escribimos de aqui en adelante Fu := % y observamos que le mapeo u — FEu es
lineal.

Recordamos que en la construccién hecha hasta aquf hemos asumido que u € C*®(U).

Supongamos ahora que v € W1P(U), la estimada (2.12) y la linealidad de E implican
que

[ Eum — Ewllwio@yy < Cllum — wllwie@)-

De esta forma la sucesion { Eupn, }5°_; es una sucesién de Cauchy y por lo tanto converge
a o := Fu. Esta extension la cual no depende de la opcién particular de la de la sucesion
aproximante {um, o0, satsiface las conclusiones del teorema. O

2.7. Teorema de inmersion

El objetivo de esta seccion es demostrar el teorema de inmersién compacta de Rellich-
Kondrachov que utilizaremos mas adelante en el capitulo 5, pero para esto necesitaremos
algunos resultados previos.

Teorema 2.23 (Desigualdad de interpolacién). Sea (E, 3, ) un espacio de medida,
u € LP(dp) N Li(dp) con 1 <p<qg<ooyr estal que p <r < q, entonces

1wl r ) < HuH%P(d,u)Hu”};&‘u)

donde 0 < a <1 ya=plqg—r)/r(g—Dp).
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Demostracion. Se cumple que 1/¢ < 1/r < 1/p, por lo tanto existe 0 < o < 1 tal que
1/r = (1 = a)1/q+ al/p, considerando p1 = ¢/(r(1 — «)) v p2 = p/(ra) se tiene que
1/p1 + 1/p2 = 1. Aplicando desigualdad de Holder tenemos que

r(1-a)/q ra/p
[ rin= [ IUIT“‘“)Iulmdué{ / ruw} { / Iul”du} @)
E E E E

Elevando a la 1/r a ambos lados en (2.13) queda
lull r(auy < HU||1L;(O(}H)”UH%p(d#)-

Por otro lado despejando o en 1/r = (1 — a)1/q + al/p queda a = p(q — r)/r(q — p).
De esta forma a > 0. O

Teorema 2.24 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Sea 1 < p < N entonces
existe una constante C dependiente solo de p y N tal que
N
ull o rvy < CllIVull oy, Yu € Ce(RY)
donde p* = Np/(N — p).
Demostracion. Se supone primero p = 1, ya que u tiene soporte compacto para cada
i=1,...,NyxecRY tenemos que
;
u(z) :/ Uz, (T1y e ooy Tie 1y Yiy Tik 1y - -, TN) AYi
—o0
y asi

|u<:c>|s/ D@t giseesan)dys (i=1,...,N)

—00

en consecuencia

N - 1
N N—-1
W <] </ |Du<x1,...,yz-,...,xmrdyz-) |
i=1 —©

Integrando la ultima desigualdad a ambos lados con respecto a x; obtenemos:

N

[e%¢] N oo o0 ﬁ
/ \u|N1d:L'1§/ H(/ ]Du\dyi) dxy
—00 -0 —0o0
o0 w1 oo Noroo o1
= ([ idan) AL i0utan) ™
—00 —00 ;o —00
1
1

< ( / \DUIdm) (H || ipuan dyz->
—o0 j—g v —00 J—00
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en la ultima desigualdad se utilizo la desigualdad de Holder generalizada, integrando
ahora la desigualdad (2.14) respecto de x2 tenemos:

_1 N
N-1 [ 1
/ / ]u\N Tdxydre < (/ | Du| dxy dy2> / | I I day
=

donde I := [%_|Duldy: y [ [7_ |Du|dxy dy; para (i = 3,...,N). Aplicando una
vez mas la desigualdad de Holder extendida encontramos que

/ / ]u\N Tdrydry <

1

N1 oo ~=1
/ | Du| dxy dy2> </ | Du| dy; dac2>
oo N
</ / / |Du| dzq dxo dyl> :

Continuamos integrando respecto de x3,..., Ty para encontrar

/\

::12

Il
w

7

1

N ] o] N-1
RN i1 —00 —00
o1
= </ |Du]dx>
RN

y de esta forma se prueba el resultado para p = 1.
Consideramos ahora el caso 1 < p < N, aplicando la estimacién (2.15) a la funcién
= |u|” (donde v > 1 serd escogida adecuadamente) tenemos que

(2.15)

N—-1

~
([ u#ar) ™ < [ ipupide=s [ tipads
RN RN RN
p—1
r
§7</ |u](71)zﬁpld:1;> </ |Du\pdaz>
RN RN

ahora elegimos v de modo tal que yn/(N —1) = (y—1)p/(p — 1) despejando obtenemos

v=p(N-=1/(N=p)>1lyasiyN/(N—1)=(y-1p/(p—1) = Np/(N —p) = p
usando este valor de 7 en (2.16) se llega a

1/p* 1/p
(/ |u|P” da:) <C (/ | Du P d:c)
RN RN

Corolario 2.25. La desigualdad de Gagliardo—Nirenberg—Sobolev es vdlida para cual-
quier funcion u € WHP(RY).

(2.16)

O]
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Demostracion. En efecto, siu € WIP(RY) existe {uy, bney € C(RY) tal que u,, — u en
WLP(RY). Luego, por Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, sigue que {u,}nen es de Cauchy
en LP"(RY).

Sea v € LP"(RY) tal que u, — v en LP" (RY). Pero como u,, — u en LP(R™), se tiene
(pasando a una subsucesion), que u, — u c.t.p. y u, — v c.t.p.

Luego u = v. Finalmente, como por Gagliardo—Nirenberg—Sobolev se tiene

”UnHLP*(RN) < CHVUHHLP(RN)v
pasando al limite n — oo se concluye lo deseado. O

Demostraremos ahora el teorema de inmersién de Sobolev que afirma que una funcién
en WHP(U) es mas integrable que lo esperado a priori.

Teorema 2.26. Sea U C RY abierto y acotado con OU de clase C', asumimos 1 < p <

N, entonces
[ull o (1) < Cllulwro@wy, u € WH(U) (2.17)

donde p* = Np/(N — p) y la constante C' depende solo de p, N y U.

Demostracion. Sea u € WHP(U), por el Teorema de extensién 2.22 existe una extensién
a € WHP(RN) tal que

a=wen Uy [alyro@y) < Clullwis (2.18)

donde la funcién extendida u tiene soporte compacto.
Ahora, por la desigualdad de Gagliardo—Nirenberg—Sobolev, tenemos que

]| o vy < CIVE Lo @y
Luego,
[ull o 0y < Ntll o mvy < CIV| po@yy < Clltllwrr@yy < Cllullwirwy,
como queriamos demostrar. ]

Ahora terminamos esta seccién con el importante teorema de compacidad de Rellich-
Kondrachov

Teorema 2.27 (Rellich-Kondrachov). Sea U C RN un conjunto abierto y acotado,
OU de clase C' y 1 < p < N entonces se cumple que WIP(U) cC LI(U) para cada

1 <gq < p*, donde p* = NN—_’; es el exponente critico.

Demostracion. Sea 1 < ¢ < p*, usando el hecho de que U es acotado y la desigualdad
de Holder se tiene que

a/p*
/U [ul? dz < [U[V/®*/0) { /U [ul” dx} = (Ul e
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de donde sacamos que [[ul|qr) < |U|V/aw"/a) ||| 7o () ¥ usando el Teorema 2.26 tene-
mos que
lull Loqy < CLUTMIED o)

por lo tanto W1P(U) < Li(U) para 1 < q < p*.
Vamos a probar ahora la compacidad de la inmersién, supongamos entonces una
sucesion {um, }m € WHP(U) que esta uniformemente acotada, es decir

[tum|wro@) <C Vm

tenemos que mostrar entonces que existe una subsucesion {umj }; que converge en L(U).
Por el Teorema de extensiéon 2.22 podemos suponer que U = RY, que las funciones
{tm }m tienen todas soporte compacto en algiin conjunto V C RY y que

sup ||t [y < 0o (2.19)

Vamos ahora a regularizar las funciones {u,, },, usando el nicleo regularizante 7. dado
por la Definicién 2.15, tenemos entonces uZ, = 79z *u,, parac >0y m = 1,2..., podemos
entonces también suponer que las funciones uj, tiene soporte compacto en el conjunto
V.

Primero probaremos que
im [|ug, — wml|paqy =0 (2.20)
e—0

uniformemente en m, para probar esto hacemos usé de la suavidad de las funciones

U, — i = / 1Y)t (1 — ) — () dy
B(0,1

)
Ld
=/ n(y)/ %Ufn(u’v*dy) dt dy
B(0,1) 0
1
= —6/ n(y)/ Dug, (z — ety)y dt dy
(0,1) 0

de esta forma

1
[z —unldo<e [ ) [ [ Dunte - ctpldzdray < [ Dun(o)]dz
1% B(0,1) 0o Jv 1%

por aproximacion de funciones la estimacién anterior se tiene también para funciones en
WLP(V). Teniendo en cuenta que el conjunto V es acotado y usando la desigualdad de
Holder tenemos que

[wr = umllrvy < ellDumllzrvy < eCllDuml|Le(v)
usando ahora (2.19) en la dltima desigualdad tenemos que

m [lug, — umll1vy =0, Vm. (2.21)
e—0
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Teniendo en cuenta que 1 < ¢ < p* podemos usar la desigualdad de interpolacion
(2.23) para llegar a

5, = | Lavy < Mgy = wm | Er oyl — w55,
donde o = (p* — q)/q(p* — 1) de esta forma o > 0, usando ahora (2.19) llegamos a
=Rl A
usando ahora (2.21) en la tltima desigualdad obtenemos

Y fJuz, = umllLay =0, Vim

de esta forma queda demostrado (2.20).

Ahora con la idea de usar mas adelante el teorema de Arzela-Ascoli, vamos a de-
mostrar entonces que por cada € > 0 la sucesién {u5,}o°_; es uniformemente acotada y
equicontinua, en efecto sea x € RY entonces

C
[um, (2)] < /B( Ne(@ = ) lum ()| dy < el oo ey 1l vy < 7 < 00
z,e

param = 1,2, ..., esto ultimo muestra que la sucesién {u$, },,, es uniformemente acotada.
Por otro lado

C
| Dy ()] < / [ Dne(z = y)l[um () dy < [|1Dnel| oo @) [[tmll L2 (v) € 77 < o0
B(z,e) €
asi que
y esta ultima desigualdad dice que la sucesién {u$,},, es equicontinua.
Ahora dado § > 0 arbitrario vamos a demostrar que
Hm sup |[tm; — tmy[[Levy <0 (2.22)
7,k—0
para ver esto usamos (2.20) con € pequeno de modo que
|, — umllpaqyy £0/2 para m=1,2,.... (2.23)

Observamos que las funciones u;,, y u,, tienen soporte compacto en algin conjunto
V C RN, podemos usar el teorema de Arzela-Ascoli para obtener una subsecuencia
€ [e.e] 15 [e.e] 3 3
{un, 521 C {uf}i=1 la cual converge uniformemente sobre V', en particular tenemos
que

limsup [u,, 1, s (2.24)
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usando (2.23) y (2.24) obtenemos

lim sup Humj - UmkHL‘I(V) <9
J,k—o0

de esta forma probamos (2.22), usamos ahora (2.22) con 6 = 1,1/2,... para encontrar
una subsecuencia {tm, }; C {tm}m de modo que

Hm sup || tbm; — tmy || Lagvy = 0
J,k—00

a su vez esto ultimo dice que lim; g o0 [|Um; — Um, [|Le(v) = 0, por lo tanto esta subsu-
cesién es de Cauchy en L4(V) y por lo tanto convergente. O

2.8. Teorema de Trazas

Asumiendo U C RY acotado y de clase C'' en esta seccién mostramos que WP (U) —
L1(0U) para 1 < q < p, donde p, = (N —1)p/(N —p) y que esta inmersién es compacta
para 1 < g < ps. Primero comenzaremos enunciando una variante de la desigualdad
de Gagliardo-Niremberg-Sobolev y una versién del teorema de trazas que involucra el
exponente critico p, antes mencionado.

Teorema 2.28. Sea 1 < p < N entonces existe una constante C' dependiente solo de p
y N tal que
1N
[l zoe -1y < ClIVal oy, V€ CLRY)

donde p, = (N — 1)p/(N —p).

Demostracion. Sea u € CL(RVN) arbitraria, considerando 2’ = (z1,...,2xy_1) entonces
> Ou
u(2’,0) = — —(2',t)dt
o Ory

por lo tanto
o0
@ 0] < [ [Vu(e' 1) de
0

tomando entonces integral respecto de 2’ a ambos lados en la 1ltima desigualdad queda

/RNl lu(z’,0)|dx’ < /RN |Vu(z)| dz. (2.25)

+

Aplicando ahora la desigualdad (2.25) a la funcién |u|” (donde el parametro vy sera
ajustado adecuadamente después) y la desigualdad de Holder tenemos que

1/p 1/p'
/ lu|? dx’ < / fy|u]7*1‘Vu| dr <~ (/ |Vul? dx) (/ ‘u|(7*1)p/ dac)
RN-1 ]RN ]RN RN

+ + +
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ahora ajustamos el pardmetro v de modo que (y—1)p’ = p* y asi resulta v = p, quedando

entonces
1/p 1/p'
/ |u|P* da’ < p* (/ |Vul|P dx) (/ |ulP” dac) ) (2.26)
RN—l RN RN

+ +

P" dz)'/?" nos queda

Aplicando ahora el Teorema 2.24 a ([pn |u
+

p* *

v P v
</ |u|P” dm) = (/ |ulP” dm) < </ |VulP d$> (2.27)
Rﬁ RY RY

+ +

poniendo ahora (2.27) en (2.26) se llega a

La+25)
/ |u|P* dz’ < p* (/ |Vu|P dm) .
RN-1 RN

+
Como 1+ }%j, =1+ Nif;)p;fl = (]X,:lp)p = p, la ultima desigualdad se convierte en
Dx
P
/ |u|P* dz" < p* </ |VulP dx) (2.28)
RN-1 RY
por dltimo elevando a la 1/p, a ambos lados de (2.28) llegamos a
Np
HUHLP*(RN—l) < N _p||VU”Lp(Rf)-
Queda entonces demostrado el teorema. ]

Teorema 2.29. Sea 1 < p < oo asumiendo U C RN conjunto acotado y OU de clase
C' entonces existe un operador lineal acotado

T: WhP(U) — LP=(9U)
donde p, = (N — 1)p/(N —p) tal que
1. Tu=ulgy siu e WP(U)NC(U).

2. |Tull o oy < Cllullwro@wy para cada uw € WP(U), con la constante C depen-
diente solo de p y de U.

Demostracion. Se supone primero u € C1(U). Sea zg € OU, suponemos también que
cerca de xg la frontera OU es plana, podemos entonces asumir que existe una bola B
con centro en xy de modo que los conjuntos Bt = BN{zy >0}y B~ = BN{zy <0}
cumplen que B ¢ Uy B~ ¢ RV \ U, se define la bola B = {z € RV : |2 — x| < r/2},
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considerando una funcién ¢ € C°(B) con ( > 0en By ( =1en B usando el Teorema
2.28 aplicado a la funcién Cu y la suavidad de  tenemos que

5
/\uyp* dz' g/ CulP<da’ < C (/ \V(gu)\pdx>
T RN—l RN

+

e ( [ 90+ (wwor dw) :
RY (2.29)

o[ 1vout Fwor i)

Px

<c ( INE: rwd:c) '
B+

donde T es la porcién de OU contenida dentro de B ya' = (r1,...,oy_1) € RVN71 =
{zn = 0}.

Si cerca del punto x( la frontera no es plana hacemos el alisamiento cercano al punto
zo de la siguiente forma: por ser U de clase C! existe un difeomorfismo v : RV~ — R
y un nimero r > 0 de modo que V. = U N B(xg,r) = {z € B(xo,7) : xny > v(2')} a
partir de esto definimos los siguientes mapeos

S F

i — &g .= P = 1, 7]\[ —1
= (m,) o (2.30)
yn =y —(a') = & (x)
y .
i =y = =1, N —1
=y (x,) o (2.31)
ey =y~ +() = U7 (y)
de esta forma y = ®(z) y # = ¥(y) = ®!(y), poniendo ahora el cambio z = ®(y)
(det(D®) = det(DW¥) = 1) y usando (2.29) se llega a

/|u\p*d:ﬂ/:/ |luo W
r a(I)
=C (/ [ulP + |Vul? dm)
1%
Px
p
<C </ [ul? + [Vul? d:z:> .
U

Usando ahora que el borde QU es compacto existen finitos puntos :1;6 € 0U y conjuntos
abiertos asociados I'; C U (i = 1,...,n) tal que OU = |J;_, Ty, se llega a

Px
p
ray <c( [ uewl Vo w)Pdy
(V)
Px

[ull Lo a0y < Cllullwre@)- (2.32)

Luego, definiendo ahora Tu := u|sy y usando (2.32) se obtiene
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|Tull o a0y < Cllullwre @y (2.33)

donde la constante no tiene dependencia de la funcion wu.

Hasta ahora hemos considerado u € C'(U), supongamos ahora que u € WP(U), por
la regularidad asumida sobre el dominio existe una sucesién {tu,, }men de clase C°°(U)
de modo que |um — ullyp@y — 0 si m — oo esto tltimo junto con (2.33) dicen que la

sucesién {T'uy, }men es de Cauchy en LP(OU) definimos entonces

Tu:= lim Tu,,
m—00

donde el limite esta tomado en LP+(0U), como ademas por (2.33) se tiene
| Tum — Tl w00y < Clltim — willwro@) (2.34)

el operador Tu esta bien definido. Si w € W1P(U) N C(U) por la construccién de las uy,
hecha en el Teorema 2.21 las u,, convergen uniformemente a la funciéon u sobre U por
lo tanto Tu = ulay . O

Con todos los resultados previos a mano podemos enunciar el teorema de inclusién
compacta de trazas.

Teorema 2.30 (Inmersién). Sea U C RY acotado y de clase C*(U) entonces WHP(U) —
L1(QU) para todo q con 1 < q < p, = %, mds aun si q < ps la inmersion es
compacta.

Demostracién. Dada u € WHP(U) probamos primero que existe constante C' (indepen-
diente de u) tal que ||u| 190y < Cllullwrpr), en efecto aplicando la desigualdad Holder
y teniendo en cuenta que el dominio U es acotado se tiene

1/p«
/mmsgam“w{/ ]u\p*dS} . (2.35)
ou ou

En consecuencia, del Teorema 2.29, concluimos que

lull L1 ovy < Cllullwre@)- (2.36)

Consideramos ahora 1 < ¢ < ps, usando el Teorema 2.23 tenemos que ||lupeor) <

lL:E’éU), por uso de (2.36) y nuevamente el Teorema 2.29 se tiene que

HUH%1(3U)H“‘
[ull Laory < CHUH%/LP(U)HUHII/I;SP(U) = Cllullwrr@)-
Esto tltimo prueba la inmersién WHP(U) < L4(0U) para 1 < q < p,.

Vamos a probar ahora la compacidad de la inmersién cuando ¢ < p,. Vamos a
dividir la prueba en dos partes, primero demostraremos que W1P(U) cc L'(9U) y
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luego usaremos el Teorema 2.23 para probar que W'P(U) cC L(9U) para 1 < ¢ < p*.
Supongamos ahora que {u;, }m € WHP(U) es una sucesién que cumple

[umllwre@y < M,  Vm. (2.37)

Sea €, > 0 tal que ¢, — 0 cuando n — oo y consideremos las funciones u;? como
las obtenidas por el método de regularizacion del Teorema 2.16 a Eu,, donde E es el
operador de extensién. Luego, por (2.35), se tiene

[ty — tmll 100y < Clluzy — umllwre)- (2.38)
Vamos a probar ahora las hipdtesis del teorema de Arzela-Ascoli para la sucesién
{u%}mEI\U
0520 = | [ o = 0B )] < e ey B s
< e | oo @y [t lwre @y < 10, || oo vy M,

donde hemos usado que Fu,, tiene soporte compacto, el Teorema de inmersién de So-
bolev y el Teorema de extensiéon. Asi

| ()] < 17e, | oo vy M- (2.39)

Por (2.37) la constante M no depende de m y asi el lado derecho en (2.39) es una
constante que no depende de m.
Por otro lado, de manera analoga, se obtiene

Dyuss ()] = /B | Denee ) Bun(y) | < /B 1Dz = )| )

< O Dne | oo ey lum lwre@ry < ClDNe | oo rvy M

y en consecuencia
| Dy (2)] < Cl|Dne| poo vy M (2.40)

La desigualdad (2.40) dice que la sucesién {u$? },, es equicontinua. Por (2.39) y (2.40)
vale entonces el Teorema de Arzela-Ascoli, existe por lo tanto una subsucesion {ugp, }i, €
{usy tm tal que |uy, (z) —ugy, ()] — 0si j,k — oo sobre compactos en RY en particular
sobre OU que es compacta, esto junto con el hecho de que {u;; }x son C>®(RYN) implica

entonces

En __ u€n

[y, —

||L1(3U) —0 s j, k — 0. (241)

Usando ahora (2.38) con m = n = my, despues con m = n = m; junto con (2.41) y la
desigualdad triangular se llega a

[y, — Um L ouy — 0 si j,k — oo.
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Se ha encontrado entonces una subsucesién de Cauchy en L'(0U), y como este espacio

es completo es convergente, todo esto prueba que W?(U) cc LY(oU).
(N-1)p

N-p
podemos encontrar una subsucesién {u,, }x de Cauchy en L*(9U) y por la desigualdad
de interpolacion 2.23 con p = 1,7 = q y ¢ = p* se tiene que

Supongamos ahora que 1 < ¢ < p* = s 8t [umllwip @y < M Vm por lo anterior

ety = vt |90y < Nttmmy, = e, 15 o ety = 2t 11755 0

donde a = (p* — q)/q(p* = 1) y 1 —a = p*(¢ — 1)/q(p* — 1) (al estar considerando

q < p* sera a > 0), como ||ty,, — “mj”(zl(aU) —0sij,k— 00y ||um, — “ij;?(aU) <

1~ W) < C'M, donde las constantes no dependen de j, k, tenemos entonces

Cllwmy —wm; [y

que
(| tm,, — UijLq(aU) < OM ||um,, — Uij%l(aU)

al ser a > 0 llegamos a que {um, } es de Cauchy en LI(0U) con 1 < g < p* y al ser este
completo esta subsucesién es convergente. Se ha probado entonces que

WlP(U) cc L9(oU).

Esto concluye la demostracién. O



Capitulo 3

['— convergencia

El objeto de introducir el concepto de I'-convergencia es analizar el comportamiento
asintotico de sucesiones de problemas de minimos, desde su introduccién a principio de la
década del 70 por el matemaético italiano Ennio De Giorgi. El concepto de I'-convergencia
ha ganado un rol indiscutible en la nocién de convergencia de problemas variacionales y
también ha sido ampliamente usado fuera del campo del calculo de variaciones y de las
ecuaciones diferenciales a derivadas parciales.

Para una referencia general sobre el tema, recomendamos el libro [3]. En este capitulo,
solo daremos las definiciones béasicas y demostraremos aquellos resultados necesarios para
esta tesis.

3.1. Definiciones

Daremos ahora la definicién de I'—convergencia, y haremos algunos comentarios.

Definicién 3.1. Dada una sucesién de nimeros {ay}, se definen los limites superiores
e inferiores como

lim sup a,, = Inf sup{a,} (3.1)
n—oo k n>k
y
hnnil.%f an = sgp gc{a”} (3.2)
respectivamente.

Observemos que siempre se tiene que liminf,,_, a, < limsup,,_,.. a, ¥ que el limite
de la sucesion existe si y sélo si liminf,, o a, = limsup,,_, an
Teniendo en cuenta este concepto se puede definir la nocién de semicontinuidad.

Definicion 3.2. Sea X un espacio topoldgico. Una funcién J: X — R se dice secuen-
cialmente semicontinua inferior en un punto v € X si por cada sucesiéon u,, — u se
cumple que

J(u) < liminf J(uy,) (3.3)

n—oo

27
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es decir
J(u) = min {h’minf J(un): up — u} .
n—oo
Se dice que J es secuencialmente semicontinua inferior en X si es secuencialmente
semicontinua inferior en u, Vu € X.

Observacion 3.3. Usaremos comunmente esta nocién en el siguiente contexto. X es un
espacio de Banach y la topologia considerada es la topologia débil. Luego, J: X — R
es débilmente semicontinua inferior en un punto u € X si por cada sucesién u,, — u se
cumple:

J(u) < liminf J(uy,). (3.4)

n—0o0

Definicién 3.4. Decimos que una sucesién de funciones, J,: X — R, I'—converge en
X ala funcién J: X — R si para todo u € X se cumple lo siguiente:

(i) (Desigualdad del limite inferior) para cada sucesién {uy }nen € X convergiendo a
u € X se cumple:

J(u) < h’rginf In () (3.5)

(ii) (Desigualdad del limite superior) existe una sucesién {uy, }neny € X con u, — u de
modo que:

lim sup Jy, (uy,) < J(u). (3.6)

n—oo

La funcién J es el I'—limite de la sucesién {.J,, },en y escribimos

'-limJ, = J.

n—oo
Observacion 3.5. Observemos que si se tiene que J, — J puntualmente, entonces au-
tomaticamente se verifica la desigualdad del limite superior. En efecto, basta entonces
considerar la sucesién constante u,, := u, de donde

J(u) = lim J,(u) = limsup Jp,(up).

n—oo n—00

3.2. Convergencia de minimos

En estas seccién daremos condiciones para garantizar que los minimos de una sucecion
de funciones J,, convergen al minimo de la funcién limite J. La nocién de I'—convergencia
juega un rol preponderante.
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Teorema 3.6. Sean J,,J: X — R funciones tales que T'—lim,_o0 J,, = J. Asumamos
que infx Jy,infx J > —o0 y que existe un compacto K C X tal que infx J,, = infg J,.
Entonces

lim inf J, = inf J.
n—oo X X

Mas ain, si u, € X verifica que Jy(u,) = infx J, + o(1) y existe ug € X tal que
Up — ug, entonces J(ug) = infx J.

Demostracion. Sea u, € X tal que J,(u,) = infx J, + o(1). Observemos que tales u,
existen, pues infx J, > —oo.

Maés ain, como infy J, = infg J,, podemos suponer que los puntos u,, pertenecen
al compacto K.

Existe entonces un punto uy € X y una subsucesién de {uy}nen (que seguimos
notando por {uy, }nen), tales que u, — ug. Ahora, por la desigualdad del lim inf, se tiene
que

inf J < J(up) < liminf J,(uy) = lim inf inf J,,.
X n—00 n—oo X

Por otro lado, dado ¢ > 0 existe u. € X tal que J(u:) < infx J + & (tal u. existe
pues infy J > —o0). Por la desigualdad del lim sup, existe u,, € X tal que u, — uc y

lim sup Jy, (uy) < J(ue).

n—oo

Pero entonces

lim sup igl(f Jp < limsup Jp (up) < J(ue) < igl(fJ +e.

n—o0 n—o0

Haciendo ¢ | 0 se concluye lo pedido.
Finalmente, si u,, € X verifican que J,,(uy,) = infx J, + o(1) y existe ug € X tal que
Uy — U, entonces, por la desigualdad del lim inf,

J(ug) < ll'nrggf In(un) = igl{f J,

de donde se concluye el Teorema. ]

Lema 3.7. Sea E un espacio de Banach reflexivo, X C E un conjunto débil cerrado y
J: X = R un funcional que satisface las siguientes condiciones:

v J(u) = 0o si||lu]| = oo (coercividad).
v J es débil semicontinua inferior, es decir u, — u = lminf, o J(u,) > J(u).
Entonces eziste ug € X tal que infx J = J(ug).

Demostracion. La condicion de coercividad y la semicontinuidad débil inferior implican
que infy J > —oo. En efecto, por la coercividad, existe R > 0 tal que J(u) > 0 si
|ul] > R. Por otro lado, si existe u,, € Br(0) C X tal que J(u,) — —o0, entonces, como
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Bpr(0) es débil compacto, existe ug y una subsucesion (que volvemos a llamar u,,) tal
que u, — ug y por la semicontinuidad inferior débil

—00 < J(ug) < h’rr_1>inf J(up) = —o0,

que es un absurdo.

Sea entonces {u,}, € X tal que lim, o J(u,) = infyx J. Usando nuevamente la
condicion de coercividad, se cumple que la sucesién u,, debe estar acotada.

Ahora, como X es un Banach reflexivo, existe una subsucesién (que volvemos a llamar
uy) y un punto ug € X tal que u, — up. Como J es debilmente semicontinua inferior se
tiene que:

J(up) < liminf J(u,) = i&f J.

n—o0

Esto termina la demostracion. ]
Con estos resultados podemos probar el teorema principal de esta seccién.

Teorema 3.8. Sean J,,, J: X — R débilmente semicontinuas inferiores tal que U'=lim,, . J,, =
Jy
Jp(u) = 00 cuando ||u|| — oo uniformemente en n (coercivas) .

Entonces:

1. existe {uptnen € X sucesion de minimizantes de Jy, i.e. infx J, = J,(uy,).

2. lim,_ s infx J, = infx J.

8. Todo punto de acumulacion de una sucesion de infimos de J,, es un infimo de J.

Demostracion. El primer punto es una consecuencia inmediata del Lema 3.7.

Para demostrar el segundo y tercer punto, sélo debemos chequear las hipdtesis del
Teorema 3.6 y luego lo tnico que hace falta verificar es la existencia de un compacto
K C X para la topologia débil de manera tal que

inf J, = inf J,.
X K

Veamos primero que la sucesién {infyx J,}nen C R es acotada superiormente. En

efecto, como J, L , por la desigualdad del limsup tenemos que dado uyp € X existe
u, € X tal que up = ug y

lim sup inf J,, <limsup Jy,(u,) < J(ug) < oo,

n—oo X n—oo

de donde se desprende la afirmacion.
Sea entonces C' > 0 tal que sup,, infx J, < C y sea R > 0 tal que

Jp(u) > C  para todo ||u|| > R.
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Luego, es facil ver que

inf J, = inf J,.
X Bgr(0)

Basta entonces tomar K = Br(0) que resulta débil compacta dado que X es reflexivo.
O

Observacion 3.9. Para chequear la condicién de uniforme coercividad, es usual buscar
una funcién ¢: Ry — R tal que ¢(r) — oo cuando r — oo que verifique

In(u) = B([[ul])-

En general, dicha funcién ¢ es de la forma

o(r) = ar? — B,

con a, p > 0, > 0 independientes de n.

3.3. Espacios variables

En ocasiones los funcionales con los que se trabaja no se encuentran definidos todos
en el mismo espacio. Sin embargo, la pregunta de si los minimos convergen o no sigue
siendo relevante.

Para poder aplicar las mismas técnicas del capitulo a la convergencia de los minimos
es necesario pedir que los espacios sobre los que estan definidos las funcionales convergan
a un espacio limite en algin sentido. Ese es el objetivo de la siguiente definicién.

Definicién 3.10. Sea E un espacio topolégico y sean X;, X C E subespacios. Entonces
decimos que X; converge en el sentido de Mosco a X, y se nota por X M x , si

1. dado = € X existe una subsucesion { X}, }nen C {X;}jen y puntos z;, € X, tales
que r;, —xen By

2. dados z; € X tales que x; — = en E se tiene que z € X.

Observacion 3.11. Se llama Mosco convergencia en honor al matemético italiano Um-
berto Mosco quien fue el que la desarrollo.

Si ahora tenemos una sucesién de funcionales J;: X; — Ry J: X — R con los
espacios X; — X se define la nocién de I'—convergencia de manera andloga a la definicién
3.4.

Definicién 3.12. Sea E un espacio topolédgico y X;, X C E tales que X; M X. Sean
Jj: X; - Ry J: X — R. Decimos que J; I'=converge a J si

1. para toda sucesién {z;};en con z; € X; tal que x; = x € X se tiene que

J(z) < liminf J;(z;),

j—00



32 CAPITULO 3. T— CONVERGENCIA

2. para todo x € X existe z;, € Xj, tal que z;, -2y

J(x) > limsup Jj, (z},).
k—ro0

Observemos que en el caso en que los espacios sean siempre los mismos, X; = X
para todo j € N, esta definicién coincide con la definicién 3.4.

Si bien esta definiciéon permite trabajar de manera sencilla con funcionales definidos
en espacios variables, no define genuinamente un nuevo concepto como lo muestra la
siguiente proposicién.

Proposiciéon 3.13. Sea E un espacio topoldgico y Xj, X C E tales que X; M X. Sean
Jj: X; =Ry J: X = R. Definimos los funcionales J;, JJ: E — R como

Ti(z) = Ji(z) sizeX; Y J(2) = J(x) sizeX
! 00 size B\ X 00 size B\ X.

Entonces se tiene que J; L segun la Definicion 3.12 si y solo si jj L segun la
Definicion 3.4.

Demostracion. Supongamos primero que jj LT segun la Definicién 3.4. Tenemos que
probar entonces que se cumple J; RN segun la definiciéon 3.12.

Veamos primero que vale la desigualdad del limite inferior. Sea {z;};en € X; de
modo que z; — = € X, ya que x € X tenemos que J(z) = J(z) y como también z; € X;
se tiene que J;(x;) = Jj(x;). Usando ahora que se cumple la desigualdad del limite
inferior en la Definicién 3.4 tenemos que

liminf J;(z;) > J(z)

j—00

por esto dltimo y las observaciones hechas anteriormente llegamos a

liminf J;(x;) > J(x)
]—>OO
y esto muestra que es valida la desigualad del limite inferior en la Definicién 3.12. Veamos
ahora que es vélida la desigualdad del limite superior. Sea x € X C E (de esta forma
J(x) = J(z)), por la desigualdad del limite superior en la Definicién 3.4 existe una
sucesién {z;}; C E tal que
lim sup J;(z;) < J(z). (3.7)
j—}OO
A partir de la sucesién anterior definimos el siguiente conjunto: I = {ji: z;, € Xj, }
y suponemos primero que I # (), la definicién del conjunto anterior da origen a la
subsucesién {z;, }r C {z;}; y tenemos que

lim sup Jj, (z;,) = limsup Jj, (z;,) < limsup J;(x;)
k—o0 k—o0 J—00
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esto ultimo junto con (3.7) nos da

limsup J;, (z;,) < J(x) = J(x)
k—o0
demostrando esto la desigualdad del limite superior en la Definicién 3.12 en el caso I # ().
Si I = () entonces limsup,_, ., J;(x;) = 0o y por (3.7) se tendria que J(z) = J(x) = oc.
Tomando 7; = = se cumple que Z; — x y se tiene en este caso que limsup;_, ., J;(7;) <

J(z). Hemos demostrado entonces que J; 5 segun la Definicién 3.12.

Ahora supongamos que J; L segun la Definicién 3.12, vamos a ver que jj LT
segun la Definicion 3.4. Probamos primero la desigualdad del limite inferior, sea entonces
una sucesién {z;}; C E de modo que z; — z € E.

Consideramos nuevamente el conjunto asociado I = {ji: z;, € Xj } vy supone-
mos que I # (), teniendo en cuenta la definicién de las J; se tiene que inf;>; Jj(z;) =
inf;, > Jj, (xj,) para [ arbitrario y en consecuencia

liminf Jj (2;) = Hm inf Jj, (2, ) = Hminf Jj, (z;,)
usando lo anterior y que J; L segun la Definicién 3.12 y la Mosco convergencia de los
conjuntos llegamos a
liminf J;(z;) > J(x) = J(z).
Jj—o0
En el caso I = () se tendria que lim inf o0 jj(a;j) =c0>J (x). Hemos demostrado asi la
desigualdad del limite inferior para la Definicién 3.4.

Probamos por udltimo la desigualdad del limite superior, sea © € E. Si x € X existe

por la Definicién 3.12 una subsucesién {z;, }; con z;, € X, y x; — x tal que
limsup Jj, (zj,) = Umsup Jj, (z;,) < J(z) = J(z).

k—o00 k—o0

Sixz € E\ X entonces J(z) = oo y tomando la sucesién z; = x se tiene que z; — z y

lim sup J;(z;) < J(z) = oo.
j—o0

Queda demostrada asf la desigualdad del limite superior y la convergencia .J; L7 segun
la definicién 3.4. O

Como consecuencia inmediata de esta proposicién, se tiene

Teorema 3.14. Sea E un espacio topoldgico y X, X C E subespacios tales que X Mx.
Sean Jj: Xj = R y J: X = R funciones tales que T—lim;_ oo J; = J. Asumamos que
ianj Jj,infx J > —oo y que existe un compacto K C E tal que ianj Jj = foijK Jj.
Entonces

lim inf J; = inf J.

Jj—oo X X

Mds atin, si x; € X; verifica que Jj(z;) = infx; J; + o(1) y existe x € X tal que

xj — x, entonces J(x) = infx J.
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Demostracion. La demostracion sigue de aplicar el Teorema 3.6 a los funcionales exten-
didos J; y J. Los detalles los omitimos. ]

Al igual que en la seccion previa, en las aplicaciones de este teorema consideraremos
E = W(Q) con la topologfa débil y el compacto K serd un conjunto acotado en norma
de W1P(Q). Luego tenemos el siguiente anélogo del Teorema 3.8.

Teorema 3.15. Sea E un espacio de Banach reflexivo y sean X;, X C E cerrados para la
topologia débil tales que X; M x y sean J;j: X; — R débil semicontinuas inferiormente

y uniformemente coercivas. Sea J: X — R tal que Jj RN segin la Definicion 3.12.
FEntonces las conclusiones del Teorema 3.8 se mantienen.

Demostracion. La demostracién es completamente anidloga a la del Teorema 3.8 y es
omitida. 0

Si la demostracién del Teorema 3.6 o 3.14 se inspecciona con cuidado, se observa que
no se precisan todas las hipétesis de la I'—convergencia de los funcionales. En particular,
en la desigualdad del limite inferior no se requiere para toda sucesién sino sélo para la
sucesién de minimos (en el caso de que estos existan) de los funcionales J;. Esto motiva
la siguiente definicion.

Definicién 3.16. Sea E un espacio topolédgico y X;, X C E tales que X; M X. Sean
Jj: Xj =Ry J: X — R. Decimos que J; I'~converge a J en sentido débil si

1. para toda sucesion {z;};en con z; € X; de minimos de J; (miny; J; = J(x;)) tal
que z; = = € X se tiene que

J(z) < liminf J;(z;),

j—o00
2. para todo z € X existe z;, € X, talque z;, =y

J(x) > limsup Jj, (x},).

k—o0
Se tiene entonces la siguiente extension del teorema de De Giorgi, Teorema 3.14.

Teorema 3.17. Sea E un espacio topolégico y X;, X C E subespacios tales que X; Mx.
Sean Jj: X; — Ry J: X = R funciones tales que J; I'—convergen a J en sentido
débil. Asumamos que infx, J;,infx J > —oo y que existe un compacto K C E tal que
ianj Jj= ian].mK Jj. Entonces

lim inf J; = inf J.

j—oo X; X

Mds ain, si toda sucesion {x;}jen con x; € X; de cuasi-minimos cumple x; — x,

entonces J(x) = infx J.
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Demostracion. Comenzamos probando primero la convergencia de los infimos. Sea € > 0,
existe x; € X; tal que
fwf J; > Jj(2;) = o(1), (3.8)
j

donde o(1) — 0 si j — co. Como infx, J; = infx,;nx J; podemos suponer que {x;}jen C
K, luego, como K es compacto, existe una subsucesién {z;, }ren C {z;}jen tal que
T, — .

Por la Mosco convergencia de los espacios, tenemos que x € X y como J; I'—converge
débil a J (desigualdad del limite inferior) tenemos que liminfy_, Jj, (2;,) > J(z), de
donde, por (3.8),

igl(fJ < J(z) < liminf Jj, (z5,) < liminf inf Jj, . (3.9)

k—o0 k—oo X;,

Por otro lado, si & € X es arbitrario, usando que Jj; I'—converge a J (desigualdad
del limite superior) tenemos que existe T, € X iy tal que Ty, = Z que verifica

limsup inf Jj, < hrnsup Tj, (@5,) < J(2)

l—00 Xakl
y como Z € X es arbitrario, se concluye que

lim sup inf J;, < 1an (3.10)

l—o0 Xjkl
Finalmene, por (3.9) y (3.10) se concluye que

me < liminf inf J;, < hmmf)l(nf ij < limsup inf ij < me

k—oo Xj, l—o0 ik, I—00 X]kl

Luego el limite existe y como el resultado es independiente de la subsucesion se concluye
que toda la sucesién es convergente, i.e.

me = lim inf J;.

Jj—oo X

Mas atin, de (3.9) y (3.10) se deduce que si z; € X es una sucesién de cuasi minimos
tal que z; — x entonces = es un minimo para J. O

Para finalizar este capitulo enunciamos el andlogo del Teorema 3.8 que nos serd de
vital importancia mas adelante. La demostracién del mismo es andloga a la demostracién
del Teorema 3.8 y no realizaremos la demostracién.

Teorema 3.18. Sea E un espacio topoldgico y X;, X C E tal que X; M X. Sean
Jj,J + X; — R tales que J; I'—convergen a J en el sentido de la definicion 3.16,
débilmente semicontinuas inferiores y uniformemente coercivas.

Entonces:

1. existe {xj}jen € X sucesion de minimizantes de Jj, i.e. infx, J; = J;j(w;).
2. h'mj_>OO ianj Jj = fan J.

3. Todo punto de acumulacion de una sucesion de infimos de J; es un infimo de J.



Capitulo 4

El Laplaciano no lineal A,

En este capitulo estudiaremos una extension natural al problema de Laplace que
surge en calculo de variaciones cuando la integral de Dirichlet

/ |Vo|? dx
Q

/ |VulPdz conl<p< 400
Q

es reemplazada por

y, en consecuencia, el espacio H'(£) es reemplazado por el espacio WP(Q). Al hacerlo el
operador laplaciano A es reemplazado por el laplaciano no lineal A, el cual es definido
por
n
Apv = (IVV[P %0y, = div(|VoP Vo). (4.1)
i=1

Note que cuando p = 2 el p—Laplaciano A, coincide con A (i.e. A,v = Av).

La suposicién 1 < p < oo es crucial aqui. Cuando 1 < p < oo, el espacio W1P(£)
es un espacio de Banach reflexivo y muchas de las técnicas variacionales las cuales han
sido desarrolladas en el espacio H'(Q) pueden ser generalizadas a este marco, es por lo
tanto posible aplicar el teorema de la minimizacién convexa el cual es vélido en espacios
de Banach reflexivos. Los casos p =1y p = oo, los cuales son importantes para muchas
aplicaciones no seran considerados en este trabajo.

4.1. Existencia y unicidad de problemas con fuente

En esta seccion estudiaremos algunos problemas asociados al p—laplaciano con una
fuente dada. Estudiaremos en primer término el problema de Dirichlet y en segundo
lugar el problema con fuente localizada en la frontera del dominio.

Teorema 4.1. Sea p € (1,00). Sea Q un conjunto abierto y acotado de R™ y sea f €
LY () una funcién dada.

36
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1. Existe entonces una unica solucion u € WOLP(Q) del siguiente problema de mini-
Mizacion: .
ml’n{/ IVolP dx — / fodz:ve Wg’p((z)}.
P Ja Q

2. Equivalentemente, u € Wol’p(Q) es solucion débil del problema

—Apu=f en§d (4.2)
u=20 en OS2.

Es decir, u € Wy*(Q) y verifica
/ \Vu|P2Vu - Vodz = / fvdx
Q Q

para toda v € Wol’p(Q).

Demostracion. Veamos primero la equivalencia entre 1 y 2.

Sea I: Wol’p(Q) — R definido por

I(v):;/ﬂlvmpdx—/ﬂfvdx.

Supongamos que u € ng P(Q) es un minimo de I. Veamos que es solucién débil de (4.2).
En efecto, si v € Wol’p(Q) y t € R, entonces se tiene que ¢(t) := I(u + tv) alcanza su
minimo en ¢ = 0 y por ende ¢’'(0) = 0. Pero

¢ (t) :/ ]Vu+th[p_2(Vu+th)-Vvdx—/fvdx,
Q Q

de donde
0=¢'(0) :/ |vu\p2vu-vvd:c—/fvd:c.
Q Q

Reciprocamente, si u es solucién débil de (4.2) y v € VVO1 P(Q) es arbitraria, usamos
w = u — v como funcién test en la formulacién débil y obtenemos

/\Vu]p_QVu-(Vu—Vv)da::/f(u—v)da:
Q Q

de donde se obtiene

/\Vu|pdx—/fudx:/|Vu\p_2Vu-Vvd:L‘—/fvdx.
Q Q Q Q

Usando la desigualdad de Young ab < %p + bpi, con 1% + 1% = 1, la primera integral del

lado derecho se acota por

1 1
/ |Vv|pd:c+,/ |VulP de.
PJa P Ja
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De ahi es inmediato concluir que

I(u):;/Q\Vu|pd:c—/gfudx§]1)/Q|Vv\pda:—/ﬂfvda::.7(v).

Falta entonces demostrar 1. Observemos que I es acotado inferiormente. Para eso
usaremos la llamada desigualdad de Young con épsilon, es decir, usamos la desigualdad
de Young de la siguiente manera:

§PaP b
_ b
Luego, si dado € > 0 elegimos § > 0 tal que %p =c (ile.d = (ps)%), se obtiene

ab < ea? + C.b” (4.3)

— _p—l1
con C; = .

pP55

Usando la desigualdad (4.3), se obtiene

/fvd:cgs/|U|Pd:c+cg/|f|P’dx§ec/\W|de+c€/|f\p’dx,
Q Q Q Q Q

donde C es la constante en la desigualdad de Poincaré. Luego si se fija € > 0 de manera
tal que eC = i, se obtiene que

1
I(v):/|Vv|pdaz—/fvdx

D Ja Q

1 1 /
2/ |VolP dx — </ Vv]pdx—i-c/ | fIP dm)

pJo 2p Ja 0

1 /
:/|Vv|pda:—c/|f|p dz

2p Ja Q
z—c/lflp/dw

Q

Ahora la demostracién es una aplicacién inmediata del método directo del cdlculo de
o 1, . . .
variaciones. Sea {up }nen C WP () una sucesién minimizante, i.e.

I(up) — inf I
Wy (Q)

Observemos que lo visto anteriormente nos da la siguiente desigualdad de coercividad

1

_ p _ p
10) 2 50l = N1 o
De esta desigualdad se desprende que la sucesién {uy,}nen es acotada en VVO1 P(Q) y
luego, por el Teorema de Banach-Alaoglu, existe una subsucesién (que seguimos notando

{un }nen) débil convergente.
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Sea u € I/VO1 P(Q) el limite débil, es decir, u, — wu. Entonces, por definicién de

convergencia débil,
/fun dxr — / fudzx.
Q Q

Por otro lado, como la norma es débil semicontinua inferiormente, se tiene que

/ |Vu|P de < lim inf/ |V, |P dx.

Combinando estas dos tltimas expresiones, obtenemos que

I(u) < h’niinfl(un) = inf I,

es decir, u resuelve el problema de minimizacién.

Finalmente, veamos la unicidad. Esto es una consecuencia de la convexidad uniforme
de I. En efecto, dado que la funcién real x +— |z|P con p > 1 es uniformemente convexa,
es facil ver que I es uniformemente convexa, esto es

I(1—tu+tv) < (1 —t)I(u) +tl(v)

para todo t € (0,1) y u,v € Wy (), u # v.
Luego, si u1 y ug son dos minimizantes distintos para I, definimos v = %(ul +u2)y

obtenemos
() < SI(w) + 2I(us) = nf I
2 2 Wy ()
lo que es un absurdo.
Esto concluye la demostracién. O

De manera analoga se demuestra la existencia y unicidad del problema con fuente en
la frontera del dominio. Es decir

Teorema 4.2. Sea p un numero real positivo tal que 1 < p < +00. Sea  un conjunto
abierto y acotado de R™ con frontera reqular y sea f € Lp/(ﬁﬁ) una funcion dada.

1. Ewiste entonces una tnica solucion uw € WHP(Q) del siguiente problema de mini-

MIZACION:
1
ml’n{/ |W|P+|U|de—/ fvdS:vEWl’p(Q)}.
pJa o0

2. Equivalentemente, u € WYP(Q) es solucion débil del problema

{—Apu +|ulP2u=0 enQ (4.4)

\VulP~20,u = f en OS).
Es decir, u € W1P(Q) y verifica

/ \VulP2Vu - Vo + |[ulP?uv de = fvdS
) 09

para toda v € WHP(Q).
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Demostracion. Veamos primero la equivalencia, se define I: W1?(Q) — R por
1
- / Vol? + [o]? da / fodS,.
pJa Q
supongamos que u € WHP(2) es solucién débil de (4.4), esto significa que

/|Vu|p_2Vqu+|u|puvdx:/ fvdSy (4.5)
Q o0

para toda v € WHP(Q), en particular serd valido para v = u — v, poniendo esta tltima
expresion de v en (4.5) y despejando se llega a

/|Vu|p+|u|pdm—/ fudS :/ |Vu|p_2VuVUd:B+/ |u|p_2uvd:ﬁ—/ fvdS;
Q o9 Q Q o0

usando ahora la desigualdad de Young (ab < %ap + [%bp/ valida con a,b > 0y %4— z% =1)
en las dos primeras integrales de la derecha en la igualdad de arriba se obtiene

/ IVl + uf? dz — / fudS, < (4.6)
Q [s]9)

/\Vu]pdx—i- /!V’UP’dﬂc—i—/lu\p qudx—/ fvdS,

pasando en (4.6) las dos primeras integrales de la derecha a la izquierda y operando
queda

1 1
/ |Vu|p+|u|pdx—/fud5x§ / Vv|p—|—|v|pda:—/fvde
P Ja Q P Ja Q

es decir I(u) < I(v) para toda v € WHP(Q). Reciprocamente si u € W1P(Q) cumple ser
un minimo del funcional I se tiene que I'(u) = 0, poniendo h(t) = |Vu+tVo|P +|u+tv|P
al ser p > 1 se cumple que h/(t) = p|Vu + tVo|[P~1(Vu +tVo) Vo + plu+ toP~LH(u + to)v

y como
)=+ / B ()| dr — / fvdS,
pJo o0

/ \VulP'VuVo + |ulP~ uv de — / fvdSy =0 (4.7)
Q o0N

se llega a

esto valido para toda v € WHP(Q), y como (4.7) se puede escribir como

/ |VulP~*VuVo + [uP~tuw dr = fvdS,
Q 09

para toda v € WHP(2) se cumple entonces que el extremal u es solucién débil de (4.4).
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Para probar 1 se razona igual que en el teorema previo. Usando la desigualdad (4.3),
se obtiene

/ fvdS, Ss/ |u\pdsz+cg/ |fIP" dS, gec/ |Vv\p+|v|pd$+05/ |fIP" dS,,
oN oN o0 Q 0N

donde C' es la constante en la desigualdad de Trazas. Luego si se fija € > 0 de manera
tal que eC = %, se obtiene que

I(v):1/ ]Vv|p+|v\pdx—/ fvdS,
P Jo o9

1 1 ,
> / VolP + [of? d — (/ Vv|p+|v|pdx+c/ P d5$>
D Jo 2p Jo 80
1 /
= / |VulP + |v|P dx — c/ |f|P dSz
2p Jo a0

e / 1P ds,
o0

Ahora la demostracién es una aplicacién inmediata del método directo del cdlculo de
. . 1 ., e e .
variaciones. Sea {up }nen C Wy (2) una sucesién minimizante, i.e.

v

I(up) —» inf T
Wy (Q)

Observemos que lo visto anteriormente nos da la siguiente desigualdad de coercividad

1o .
10) 2 o0y = el

De esta desigualdad se desprende que la sucesion {u,}n,en es acotada en WO1 Q) y
luego, por el Teorema de Banach-Alaoglu, existe una subsucesién (que seguimos notando
{un }nen) débil convergente.

Sea u € WO1 P(Q) el limite débil, es decir, u, — wu. Entonces, por definicién de

convergencia débil,
/funda:—> / fudzx.
Q Q

Por otro lado, como la norma es débil semicontinua inferiormente, se tiene que

/ |Vu|P de < lim inf/ |V, |P dx.
QO n—oo 9]

Combinando estas dos tltimas expresiones, obtenemos que

I(u) <liminf I(u,) = mf I,

n—00 Wol’p(Q)

es decir, u resuelve el problema de minimizacién. ]



42 CAPITULO 4. EL LAPLACIANO NO LINEAL Ap

4.2. Problemas de autovalores asociados a A,

En esta seccién nos concentramos en el estudio de ciertos problemas de autova-
lores asociados al laplaciano no lineal A,. Dado que el operador A, es no lineal, no
son problemas de autovalores en el sentido estricto del término (por ejemplo, las au-
tofunciones no forman un espacio lineal). Sin embargo, la homogeneidad del operador
(A,(tu) = tP~LApu, t > 0) si permiten mostrar que las autofunciones forman un cono y
dicho concepto es suficiente para extender muchas de las propiedades de los autovalores
para problemas lineales.

A modo de repaso, recordemos algunas cuestiones de los autovalores de Dirichlet
asociados al laplaciano A.

Los autovalores de Dirichlet de A en un dominio acotado 2 son aquellos niimeros
reales u tales que la ecuacién

—Au = pu en §)

u=0 en 0f)
admite una solucién u € H}(Q) no trivial. Es bien sabido, ver por ejemplo [7], que el
conjunto de autovalores forma una sucesion {uy reny que cumple

0<py <po<puz <. <y — 00

donde el primero p; es simple (es decir, el conjunto de autofunciones es un espacio lineal
de dimensién uno) y los demds autovalores tienen multiplicidad finita (en la sucesién
estan contados con multiplicidad).

Estos autovalores tienen la siguiente caracterizacion variacional

) ) fQ |Vo|? dz
= min max =t ————
Mk Scsp ves  [qvidr

donde Sy, := {S C HZ(Q): S es subespacio, dim S > k}.
En particular, el primer autovalor p; posee la siguiente caracterizacién:
o fo VP de
(41 = min = ————.
verl(Q) Jouvidx
No es dificil ver que el minimo se realiza exactamente en las autofunciones asociadas a
11y que dichas autofunciones son de signo constante. En este sentido se dice que uy es
un autovalor principal.
Vamos ahora a estudiar la correspondiente extension de este primer autovalor para
el operador A,,.

Teorema 4.3. Sea p € (1,00) y definimos el siguiente nimero

Voul|Pd
p1 = inf M
vewir Q) Jq lvlPdx
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Entonces el infimo se alcanza. Mds ain uw € Wy*(Q) alcanza ese infimo si y sdlo si u es
una autofuncion asociada a py, es decir, es solucion débil de

—Apu = p1|ulP~2u  en Q
u=20 en O0€2.

Finalmente, toda autofuncion asociada a p1 tiene signo constante.

Observacion 4.4. Puede demostrarse, si bien no lo haremos en este trabajo, que p; es
simple. Es decir, si u; y uo son dos autofunciones asociadas a pi, entonces existe ¢t € R
tal que u; = tus.

Demostracion. Veamos primero que el infimo en la definiciéon de p; se alcanza. La de-
mostracién es muy similar a lo hecho en la seccién anterior.
1 - o
En efecto, sea {uy, fnen C Wy () una sucesién minimizante. Claramente, podemos
suponer que ||un||rr(@) = 1. Luego se tiene

IVuallspy = p1: lunllzogey = 1.

De esto se desprende que la sucesion {uy}nen es acotada en I/VO1 P(Q) y por lo tanto
existe u € VVO1 P(Q) y una subsucesién (que seguimos notando {uy, }nen) tal que u, — u.
Observemos que por el Teorema de Rellich-Kondrachov, u,, — u en LP(£2) y por ende

[ullLr @) = 1.
Finalmente, como la norma es débil semicontinua inferiormente, se obtiene que

pL< HVUHI[?/P(Q) < h;lrglo%f Hvun”ip(g) = p1-

Anélogamente que en la seccién anterior, sea u € Wl’p (©) un minimizante para
p1 normalizado, es decir |[ul|zrq) = 1y por ende HVuHLp(Q = p1. Sea v € Wol’p(Q)
arbitraria y consideremos la funcién ¢: R — R dada por

Jo [Vu+tVolP dz

t) =
P () Jo lu+ to|P dz

)

entonces ¢ tiene un minimo en ¢ = 0 y por ende ¢'(0) = 0.
Ahora,

% / |Vu + tVolP de = p/ |Vu + tVoP~3(Vu + tVv) - Vo dz,
Q Q

% / |u+ tvlP doe = p/ lu + tv|P2(u + tv)v dx
Q Q
de donde
(Jo lulPdz) ([o |VulP=2Vu - Vodz) — ([o, [VulP dz) ([ [uP~?w dz)
(Jo Il dac)®
= / \Vu|P2Vu - Vodr — ,01/ lulP~2uw da.
Q Q

0=4¢'(0) =
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Es decir, u es una autofuncion asociada a p;.
Reciprocamente, si u es una autofuncion asociada a pj, entonces

/ |Vu|P~2Vu - Vodz — ,01/ lu[P~2uv dz = 0
Q Q

para toda v € Wol’p(Q). Luego, tomando v = u se llega a

o IVulPdx

pr= Jo lulPdx

Resta ver que las autofunciones asociadas a p; tienen signo constante. Para esto sélo
basta observar que si v es un minimizante para p;, entonces w = |u| también lo es y por
ende w es una solucién débil de

—Apw >0 en )
w >0 en
w=0 en 0f)

Para este problema, vale el principio fuerte del minimo (ver [17]) y entonces se tiene que
w=00w>0en . Céomo w # 0 concluimos que w > 0 en ) de donde se deduce que
u tiene signo constante. O

Pasemos ahora a estudiar otro problema de autovalores para el p—laplaciano. Este es
el llamado problema de Steklov que para el operador A fuera estudiado por W. Steklov
en [16]. En este problema el autovalor aparece a través de la frontera.

El teorema que se tiene es el siguiente:

Teorema 4.5. Sea p € (1,00) y definimos el siguiente nimero

VolP + |ofP d
M= e oVl tlvlde
veEWLP(Q) fé)ﬂ |U‘p dsS

Entonces el infimo se alcanza. Mds ain v € WP(Q) alcanza ese infimo si y sélo si u es
una autofuncion de Steklov asociada a A1, es decir, es solucion débil de

—Apu+ [ufP~2u =0 en €
|VuP=20,u = A\|ulP~2u  en 0Q.

Finalmente, toda autofuncion asociada a Ay tiene signo constante.

De hecho, el problema de Steklov que trataremos serd algo mas general. Para eso
consideramos un subconjunto I' C 99 tal que T' # 9Q (podria ser I' = (}). Dado T se
define

WEP(Q) = {v e CL(Q): T C (sop(v))e} (4.8)

donde la clausura se toma en WHP(Q). Heuristicamente, este conjunto representa las
funciones de WP () que se anulan sobre T
Luego se tiene el siguiente teorema:
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Teorema 4.6. Sea p € (1,00) y Q de clase C' definimos el siguiente niimero

Vol|P Pd
vEWLP(9) fag lv[P dS

I 7z 4 1 7 . Va .
Entonces el infimo se alcanza. Mds ain u € WP (Q) alcanza ese infimo si y sdlo si u es
una autofuncion de Steklov asociada a \1(T'), es decir, es solucion débil de

—Apu + |ulP?u =0 en
|VulP=20,u = A\i|ulP~2u  en 0Q\ T (4.9)
u=20 en I

Finalmente, toda autofuncion asociada a A\ tiene signo constante.

Observacion 4.7. Observemos que A(()) = A;. En ese sentido el Teorema 4.6 es més
general que el Teorema 4.5

Demostracion. La demostracion de este teorema es muy similar a la del Teorema 4.3,
el Teorema 2.30 dice que la inmersién WP () cC LP(0f2) es compacta y como con-
secuencia de ello A\;(T") existe, supongamos ahora entonces que {uy}, es la sucesién
minimizante, por lo tanto

V[P + [un [P d
M) = tim JoVinl”+ il dz
n—00 fBQ ’Un|p ds

pero se puede suponer que ”u”HI/;P(Q) = 1, de este modo queda ||unH€V1,p(Q) — A\ (D)
y esto dice a su vez que [|uy||w1.p) < C donde la constante no depende de n, por lo
tanto la sucesion esta uniformemente acotada en n y asi existe una subsucesién que ain
seguiremos denotando por {u,}, y una funcién u € WHP(Q) de modo tal que u,, — u
(uy,, converge a u en la topologfa débil de WP (€2)). Usando otra vez la compacidad del
Teorema 2.30 se tiene que [Ju, |7, o) ™ Hu||7£p(am y asi Hu”ip(aﬂ) =1.

Teniendo en cuenta el hecho de que la norma es semicontinua inferior se tiene que
Hquvl,p(Q) < liminf,,— oo Hun”@vlm(m = A\ (T") y como también A\;(T") < |lul| se

llega a que A\; (") = HUH€V1’?’(Q) y esto dice que u es donde se logra el infimo.

p
Wl,p(Q)

Para probar la equivalencia supongamos primero que u € Wll’p (©) es donde se al-
canza el infimo para A1 esto quiere decir que u es minimo para el funcional I(u) =
Jo IVulP+|ulP dx

Joq lulP dS
|Vu+ tVo| + |u+ tv|P, g(t) = |u+ tv|P se cumple que
_ Jo B () |1=0 dz: _
faQ gl(t) ‘t:0 dS;

Jo IVulP='VuVv + [ulP~tuv da [y [ulP dSy — [o [VulP + [ulP dz [5, [uP~ uv dS, _
(foq uldS.)?

, asi que I'(u) = 0, sea ahora v € W1P(Q) arbitraria y poniendo h(t) =

0=1"(u)
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Jo IVulP~'VuVo + |[uP~ uv do
faﬂ lulP dS,

fc‘)Q |u|p_1uv dS,
faﬂ lulP dS,

— (D)

y en consecuencia
/ \VulP ' VuVo + |ulP uv de = )\1(1“)/ |ulP~ v dS,
Q o0

para toda v € Wll’p (Q), y esto ultimo dice que u es solucién débil para el problema.

Reciprocamente supongamos que u € Wll’p (©2) es solucién débil para el problema
esto significa que

/ \VulP~'VuVo + |ulP uw de = /\1(F)/ JulP~ v dS, (4.10)
Q [2/9]

para toda v € Wll’p(Q), en particular para v = wu, poniendo este valor de v en (4.10) se
obtiene

_ Jo IVulP + ul? dx

A (T
*) Joq lulr dS
Solo falta ver que las autofunciones tienen signo constante, como en la demostracion
anterior si u es autofuncién también lo serd w = |u| y en consecuencia serd solucién
débil del problema

—Apw + |wP2w >0 en ()

|Vw[P~20,w = M|w|P~2w en 9Q\ T

w >0 en

por el principio fuerte del méximo se cumple que w =0 o w > 0 en €2, pero como w es
autofuncién esta es positiva por lo tanto w > 0 en 2 y asi{ u tiene signo constante en
Q. O

Observacion 4.8. Por los resultados de regularidad de [15], un extremal u de A\ (I"),
verifica que u € C’llo’f(Q) para algin 0 < § < 1.

Més atin, por [14], si Q \ T € C entonces la regularidad hasta la frontera es
ue CLY(Q\T) para algin 0 < v < 1.

Por otro lado, si u es un extremal de A1 (T'), entonces tenemos que también |u| es un
extremal de A;(I"). Luego, usando que |u| es una solucién débil de (4.11) y el principio
del maximo (ver [17]), se obtiene que u tiene signo constante. En consecuencia, podemos
asumir que

u>0en Qyu>0en 0N

M4ds ain, por el Lema de Hopf (ver [17]) y la regularidad de la frontera obtenemos que
una solucién no negativa de (4.11) verifica

u>0 in Q\T.
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A continuacién vamos a hacer una ltima generalizacién de los problemas que invo-
lucran el operador A, esta nueva generalizacién tiene en cuenta una funcion de peso
que aparece en la condicion de borde del problema, nos referimos a un problema del tipo

—Apu + |u|P~%u =0, en
|VulP=20,u = dm|u[P~2u, en 0Q\T (4.11)
u=0, en I

donde esta funciéon m satisface ciertas condiciones que mas adelante especificaremos.

Esta nueva generalizacion resulta de vital importancia para nuestro trabajo ya que
en los siguientes capitulos nos ocuparemos de analizar el comportamiento asintético de
problemas que producen una ecuacion efectiva del tipo mencionado.

Sea I' C 0f2 subconjunto cerrado de la frontera cumpliendo I" # 09 y el espacio
Wll’p (Q) definido como en (4.8). Consideramos una funcién de peso m € L>(9) tal que
Cy < m(zx) < Cy donde Cy,Cs son constantes positivas. Tenemos entonces el siguiente
teorema

Teorema 4.9. Sea 1 < p < 0o y Q de clase C'. Definimos el siguiente nimero

VulP Pd
(D)= g JalVultluldz
ueWLP(Q) Joq mlulP dS,

Se cumple lo siguiente

» El infimo en la definicion de A\, (I") se alcanza.

v Una funcion u € Wll’p(Q) alcanza el infimo en la definicion de \p,(I") si y solo si
u es solucion débil del siguiente problema (4.11).

» Toda autofuncion asociada al autovalor Ay, (T') tiene signo constante.

Demostracion. Teniendo en cuenta que m < Cy se cumple que

1 Jo VUl + |ulP dz - Jo IVulP + |ul? dzx
Cy  [oqluPdS, = [omlulPdS,

Esto ultimo junto con el Teorema 2.30 (teorema de inmersién de trazas compacta) nos
aseguran la existencia de A, (I"). En efecto, sea u,, una sucesién minimizante para A\, (I").
Podemos suponer que |, 90 m|up|P dS,; = 1 ya que si u, son admisibles también lo serdan
las funciones au,, para o € R. Tenemos entonces que lim;,_,., ||UnH€V1,p(Q) = A\ (D),
y como consecuencia de esta convergencia se cumple que {uy,}nen resulta acotada en
WP(Q). Existe entonces una subsucesiéon de {u,}nen (que atin seguimos denotando
como {uy }nen) ¥y una funcién u € WHP(Q) tal que u, — u débil en W1P(Q).
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Ahora, por la semicontinuidad débil de la norma y la convergencia de la sucesion
minimizante tenemos que

”uH]{ZVl,p(Q) < h’nniioréf Huanvl,p(Q) = Am(1). (4.12)

Por otro lado por el Teorema 2.30 y el Teorema 2.27 tenemos que

u, — u fuerte en LP(0Q) (4.13)
uy, — u fuerte en LP(Q) (4.14)
Up — w c.t.p. en (4.15)
U, — u c.t.p. en . (4.16)

Por (4.13) tenemos que 1 = limy, o0 [ M|un|? dSz = [, m|ul? dSz, y por (4.16) se
cumple también que u|r = 0, por lo tanto u es una funcién admisible en la definicién de
A (D) ¥ [50 m|uf’ dS; =1 en consecuencia A, (T') < ||u||€v1,p(m, esto tltimo junto con
(4.12) dicen que A\, (') = ||u||€v1,p(9), por lo tanto u es en donde se da el infimo para
A (T).

Vamos a probar ahora la equivalencia, supongamos que u € Wll’p (©) es en donde
alcanza el infimo A, (T"), es decir

ValP + [uf? d
A (T) = SVl + Jul” dz (4.17)
fan|u|pde

También de la definicién de A, (I") se desprende que u es un minimo para la funcional

VP Pd
Im(v):fgfl u +p\v| z
a0 M|v[P dS,

es decir I, (u) = 0. Por otro lado definiendo las funciones g(t) = |Vu + tVo|P + |u + tv|?
y h(t) = m|u + tv|P donde v € Wll’p () es una funcién arbitraria se cumple que

_ Jo 9 ®)|i=0dz [yq mlulP dSy — [40 P (t)|i=0 dSz [, |Vul? + |ulP dx

Im(w) (o milul? 45,2

usando esto ultimo, I/, (u) = 0y (4.17) llegamos a
/ |Vu|P—2VuVU + |U!p_2uv dr = )\m(r)/ m!u|p_2uv dS,, v e er’p(Q)
@ 20

esto dltimo dice que u es una solucién débil para el problema (4.11).
Supongamos ahora que u € Wll’p (©2) es una solucién débil para el problema (4.11),
esto significa que se cumple

/ \Vu|P2VuVo + |uP2uv do = )\m(I‘)/ mlulP 2uv dS,, Yo e Wll’p(Q).
Q o0
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Esto tltimo se cumple en particular para v = u y con esta eleccién de v se tiene que

B fQ |VulP + |u|P dz
o f89m|u|PdSm ’

Am(T)

por lo tanto A\, (I") alcanza el infimo en w.
Con un argumento similar al hecho en la demostraciéon del Teorema 4.6 podemos
concluir también que cualquier autofuncién asociada a A, (I') tiene signo constante. [

Terminamos esta seccién con una importante propiedad del p—laplaciano A, que
serd de vital importancia para nuestras conclusiones en el Capitulo 6. Pero para concluir
este resultado necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.10. Sean z,y en RY arbitrarios, se cumple que

_ _ cle —ylP, sip>2
(lz[P"22 = [ylP%y) - (z —y) > { o —yl?

Cw, s11 < p < 2
donde ¢ es una constante positiva.
Demostracion. Podemos suponer por homogeneidad que |z| = 1 y |y| < 1.Ademds
si nos referimos al plano generado por z e y podemos escribir z = (1,0,...,0),y =

(y17y170"'70)y y%—i—y%ﬁl
Caso 1 (1 < p < 2). Establecer la desigualdad propuesta para este caso es equivalente

a establecer que

{(1_(y1> (1—y)+ : Y5 } L+ Vyi +y3)* " >0, (4.18)

yi i) T ) ) (-m)f+u

pero como

Y1 >
(Vyi+y3)> P~

resulta que (4.18) mayora a

1—

1—|y13|’7%_,,2(p—1)(1—y1)510§y1§1,
IL—y1 > (@—1)(1—y)siy <0,

2_
(L+yi+43) 7
(1—y1)? + y3

Caso 2 (p > 2). La desigualdad es equivalente en este caso a

(= D{(1 —y1)* + 93} >p— 1L

p—2 p—2

L= +33)"% | (=) + (03 +13)"

>C
(1—yD)2+43)%

si llamamos t = 4 y §= i
|| [yl

tenemos que lo que hay que demostrar es que la funcién

1— (Pt +t)s+ P
(1—2ts+12)%

f(t’s) =
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esta acotada inferiormente.
Calculando para t fijo donde df/0s = 0 resulta

tP=2 41
1— (P 4 t)s+tP = 7+(1 — 2ts + %)
p
entonces en los puntos criticos s de f se tiene que
tP=2 4+ 1 1 1#24+1 _ 1 tN=241 _ 1
f(t,s) = ks — = = +7 2—mfn7+ > —

Po(1-2s+2)5  pE+1DP2 T posist 41 2p
O

Dada u € WHP(Q), su p—laplaciano A,u observado como un elemento de (W1P(Q))/
esta definido como

(—Apu,u) :/ |VulP2VuVovde, veWhP(Q).
Q

Observacion 4.11. Vemos por lo tanto gracias al Lema 4.10 que el p—Ilaplaciano visto
como un elemento en (WP(Q))’ es un operador mondtono.
En efecto, si u,v € WP(Q) se tiene que

(—Apu+ Apv,u —v) = / (|VulP~2Vu — |Vu|P~2V) - (Vu — V) dz
Q

>{ JolVu—VolPde sip>2

Vu-v .
Jo (\V‘uf—ti-VvT)‘Q Sdr sil<p<2.

En particular,
(—Apu+ Apv,u —v) > 0.



Capitulo 5

Ventanas optimas para el primer
autovalor de Steklov no lineal

En este capitulo se estudiara el siguiente problema de disefio éptimo.
Dado un nimero o € (0,1), se busca la existencia de una ventana I'? C 09 de
manera tal que [T'P|y_1 = a|0Q|n_1y

A (T) < A(T)

entre todas las ventanas I' C 9 que verifican [I'|y_1 = «|0Q|y—_1, donde A\ (T') es el
primer autovalor de Steklov dado en el Teorema 4.6.

Este problema fue estudiado en [6]. Seguiremos en este capitulo la presentacién de
dicho articulo.

Con ese propésito, se define la constante

AMa) :=mf{\(): T C 0, |I'|n-1 = a|0Q|n_1}

5.1. Caracterizacion de la constante 6ptima

Nuestro primer resultado nos da una caracterizacién alternativa de la constante A(«)
que serd fundamental en el estudio del problema.

Lema 5.1. Para cada o € (0,1) la constante N\(«) tiene la siguiente caracterizacion

p

V117,
AMa) = inf {HUHWM(Q) v e WHP(Q), Hfv=0}N0QNn_1 > a|0Qn_1 -
L7 (59)

Demostracion. Definamos p(a) la constante dada por la caracterizacién del lema. Vea-
mos primero que p(a) < Aa).

Sea I' C 99 tal que |T'|y—1 = a|0Q|n_1 y sea u € Wll’p(ﬂ) una autofuncién asociada
a )\1(1“).

51
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Observemos que u es admisible en la caracterizacion de p(a), de donde

u(a) < HUH];VLP(Q)

< =\ (D).
HUHZ[),P({)Q)

En consecuencia p(a) < A(a) como queriamos ver.
Veamos ahora que A(a) < p(a). En efecto, sea {vi}ren una sucesiéon minimizante
para u(a), es decir, v, € WHP(Q),

ok,
,U,(Oz) = lim w vy ’{Uk = 0} ﬂaQ\N_l > a’a@’]v_l Vk € N.
k—o0 Hvk”LP(aQ)

Luego, para cada k € N, elegimos
I'n C {Uk :0}m89
tal que |T'x|n—1 = a|0Q|n-1. En consecuencia, para todo k € N,

okl 1,
Aa) < Mi(Th) < W1r(Q)

N ||Uk||z£p(ag) ‘

Pasando al limite en esta desigualdad obtenemos

ok 17y,
Ma) < lim Ay(Ty) < lim —— 2D (),
k—o0 k—00 Hvk”LP(BQ)
Esto completa la demostracion. ]

Veamos ahora el teorema mas importante de este capitulo, la existencia de la ventana
Optima.

Teorema 5.2. Sea o € (0,1).
1. Existe I'P C 0Q tal que [T'P|n-1 = a|0Qn-1 y A(a) = A1 (I'P).

2. Existe u? € WHP(Q) tal que [{u’? = 0} NN n_1 > a|0Q|y_1 tal que

_ Iy
[|wer||

AMa)

N )
Lr(99)

Demostracion. Veamos primero 2. Sea {vg }reny C WHP(Q) una sucesién de funciones no
negativas y normalizadas (i.e. [|v|[zr90) = 1) tal que

ko = Ma) vy ok =0} N QN1 > a|0Q|N_1.
()

La existencia de esta sucesion estd garantizada por el Lema 5.1.
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Observemos que {vi}ren estd acotada en W1P(Q) y por ende, por el Teorema de
Banach-Alaoglu, existe u € WP(Q) y una subsucesién (que seguimos llamando {vg }ren)
tal que

v — u  débil en WHP(Q). (5.1)

Ademds, por el Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov, vale que
Vg = U fuerte en LP(Q2) y en LP(002) (5.2)
Vg — U en casi todo punto de 9. (5.3)

De (5.2) sigue que |lulzp(a0) = 1 y de (5.3) se obtiene que

Hu =0} NoQn_1 > limsup |[{vy, =0} NON|n_1 > |0 Nn_1.
k—o0

Es decir, u es admisible en la caracterizacion de A(«) dada por el Lema 5.1, luego

A@) < [[ull10-

Por otro lado, la semicontinuidad inferior de la norma con respecto a la convergencia
débil nos da
||u||€v1,p(ﬂ) < ll,krggolf ||Uk||€]/1,P(Q) = Aa).
Esto concluye la demostracién de 2.
Veamos ahora que 2 implica 1. En efecto, por 2, existe u € W1P() tal que

Jully
{u=0}NoQly_1 > aldQn_1 vy AMa)=-—2 2@
||u||LP(8Q)
Sea entonces I'g C {u =0} NI tal que
[To[n—1=a|0Q|N-1.
Pero entonces .
u
M (o) € @) _ N\a).
||U||Lp(ag)
Dado que la otra desigualdad es obvia, eso concluye la demostracién de 1. O

5.2. Propiedades de la constante 6ptima

El siguiente resultado es un refinamiento del Teorema 5.2. El mismo muestra que si
asumimos cierta regularidad sobre el dominio €2, entonces la ventana 6ptima asociada a
M) es exactamente el conjunto de ceros de la autofuncién asociada en la frontera.

Teorema 5.3. Sea u € WYP(Q) una autofuncion asociada a \(«). Entonces, si Q
verifica la condicién de la bola interior (por ejemplo, si es de clase C?), se tiene que

|{u = 0} N 6Q|N_1 = Oé|0Q‘N_1.
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Demostracion. Supongamos que la tesis del Teorema es falsa. Luego se tiene que
HU = 0} N 8Q|N71 > 0(|8Q‘N,1.

Dado que la medida de superficie es regular, existe un conjunto cerrado I'g C {u = 0}NIS2
tal que
\{u = 0} N 8Q]N_1 > ’FO‘N—l > a\aQ]N_l.

En consecuencia, se tiene que A(a) < A;(Ip).
Por otro lado, como u es adimisible en la caracterizacién de A\ (T'g) se tiene que

|’u“€vl,p(g)
A(Do) € ———— = M),
”“Hm(ag)
de donde A\1(T'g) = A(a) ¥y u es también una autofuncién asociada a A\1(I'g). Luego, u es
una solucién débil del problema

_Apu + \u\pfzu =0 en
u=20 en FO
[VulP~20,u = M (To)|ufP~2u  en 99\ Ty.

Ahora, por la Observacién 4.8. u € CZIO’Z(Q U (0Q2\Ty)) para algin v € (0,1) y podemos
asumir que u > 0 en 2.

Finalmente, por nuestra suposicién de regularidad en €2 podemos aplicar el Lema de
Hopf (ver [17]) que nos da la estimacién

Oyu>0 en ({u=0}nNoQ)\Ty.
Esto es una contradiccién. O
Finalmente, tenemos el siguiente corolario.
Corolario 5.4. La funcion a — A(«) es estrictamente creciente.

Demostracion. Es claro que A(a) es no decreciente como funcién de «. Supongamos
ahora que existen 0 < o < # < 1 tales que A\(a) = A(). Luego, todo extremal para A(53)
lo serd también para A(«). Pero si u es un extremal para A\(() tenemos

\{u = 0} N 89’]\]_1 = 6’89|N_1 > a\@Q\N_l.
que contradice el Teorema 5.3. Luego A\(«) es estrictamente creciente. O

Terminamos este capitulo con un resultado de regularidad de la funcién a — A\(«)
demostrado en [6] que aqui nosotros usamos con ¢* = p y serd de gran utilidad en el
siguiente capitulo.
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Teorema 5.5. La funcion A es continua por la derecha sobre el intervalo (0,1), es decir

lim A(«a) = AMap), Voo € (0,1).

a—af
Demostracion. Sea ag € (0, 1) arbitrario, usando el Corolario 5.4 existe

L= lim AMa) y L>Xao). (5.4)
a—ag
Por el Teorema 3.6. en [6] existe v,, € W1P(Q) autofuncién asociada a A(ay) tal que
[vaollran) = 1y
|AagIn—1 = 0|09 -1,
donde Ay, = {vq,(x) =0} NIQ.
Se elige ahora una funcién suave n satisfaciendo

n =0, en B(0,1)
n=1, en RV \ B(0,2)
0<n<1, [Vnlpemy) <2

Tomando ahora xy € 9Q\ Ay, un punto de densidad cero relativo a 992 (ver definicién
en [8, Capitulo 1.7]), por cada e > 0 definimos 7. (z) = (=2 y we = n-va, € WHP(Q).
Observamos que

{z € 0Q: we(z) =0} = Ay U (B:(x0) N ON).

de donde
H{z € 00: we(z) = 0} N1 > |Aag|N—1 = 0|0 N_1, (5.5)

para ¢ suficientemente pequeno, puesto que zo es un punto de densidad 0 para A,,
relativo a 0f).
Por una lado se tiene que

tim el 2oy = ol ooy (5.6)
y
L fJwel| 2o og) = l[vaollzr@0)- (5.7)

En efecto, veamos (5.6),

/ |we — vq,|P dx :/ |(Ne — 1)vg, [P dz + / |Va |P dx
Q B(z0,2¢)NQ\ B(zo,¢) B(zo,e)N2

< / Vo P dz,
B(z0,2¢)NQ2

donde hemos usado que 0 < 7. < 1. Por lo tanto w: — v, en LP(Q2), de donde se deduce
(5.6). La demostracién de (5.7) se puede realizar con un argumento similar.
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Por otro lado tenemos que

||Vw€HLP(Q) < [|[Vneva, + nvaaolle(Q)
< ||V778U0¢0HLP(Q) + |’VU00HLP(Q)

C
< ;HvaoHLP(B(zO,2s)ﬂQ\B(mO,e)) + [Vvagl e ()
y por desigualdad de Holder se obtiene que

[IVwellr ) < Cllvag | Lo (B(zo,26)02\ B(zo,e)) + Va0l Lr(0) (5.8)

donde C' es una constante independiente de ¢.
Por (5.5) existe 6 > 0 tal que

{x € 0Q: we(x) =0} n-1 > |02 n_1, VO< a—ag <9,

y por lo tanto w, es una funcién admisible en la caracterizacién de A(«). De esto dltimo
junto con (5.8) obtenemos que

P
w
Mo < el (5.9)
||w8||LP(BQ)
_ (Cllvaoll o™ (Bzo,2e0\ B(aose)) T VVaollLe(@))? + llwell Lo () (5.10)
N ||ws||]zp(ag)
para todo 0 < oo — g < 0. Entonces por (5.4) tenemos que
_ (Cllvaoll o™ (Bzo,2e0\ Bo,e)) T VVaollze@))? + llwell Lo ()
- Hwaulzp(ag)
Tomando limite con € — 0, usando (5.6), (5.7) llegamos a
HUQOH%/LP(Q)
N Hvaouip(ag)
Tenemos por lo tanto que £ = A(ayp), es decir
lim A a) = Aap),
a—apt
lo que concluye la demostracion. O

5.3. Generalizacion al problema con pesos

Los resultados de este capitulo son facilmente generalizables al problema con peso
m en la frontera. Es decir, se obtienen los mismos resultados para la constante A, (I")
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definida en el capitulo anterior a los obtenidos para A\(I"). Esto nos serda de mucha impor-
tancia en el siguiente capitulo ya que nos permitird practicamente concluir el principal
resultado de este trabajo.

Introducimos las siguientes notaciones: para « € (0, 1) se define la siguiente constante

A (a) = inf{\,(I'): T' C 9Q, p*(T') = ap*(0Q)}

donde du* = m dS define una medida.

Esta constante \* nos da a su vez la nocién de ventana éptima pero esta vez asociada
al problema (4.11), es decir una ventana I'* C 92 es una ventana 6ptima para el problema
(4.11) si X*(a) = A (T'*) y el extremal asociado a la ventana I'* se notard por u*.

Resumiendo todos los resultados, se obtiene el siguiente teorema cuya demostracion
omitimos.

Teorema 5.6. Sea @ C R™ un dominio Lipschitz. Entonces, dado o € (0,1), se tiene

1. Eziste un conjunto T'* C 9Q tal que pu*(T'*) = ap*(092) y

Mis aiin, existe u* € WEP(Q) tal que

Jo [Vu*P + |u* [P da
fag |u*[P mdS

A(a) =

2. Si 0Q2 verifica la propiedad de la bola tangente exterior, entonces
pr({u* =0} NoN) = au™(0N).
3. Si 0Q verifica la propiedad de la bola tangente exterior, entonces \*(«a) es estric-

tamente creciente.

4. Finalmente, si OS2 verifica la propiedad de la bola tangente exterior, entonces A*(«)
es continua a derecha.



Capitulo 6

e-0scilaciones

En este capitulo estudiaremos el problema de estabilidad de la constante éptima A(«)
estudiada en el capitulo previo cuando el dominio 2 es perturbado.

En el trabajo [6], los autores estudian este problema cuando el dominio € es perturba-
do regularmente. Los autores emplean el método de variacién de dominios de Hadamard
y pueden asi calcular la llamada derivada de forma de A(«) con respecto a esas defor-
maciones. Ver [6] para mas detalles.

En este capitulo seguimos un camino diferente. En lugar de considerar perturbacio-
nes regulares, consideraremos perturbaciones periédicas oscilatorias donde la amplitud
converge a cero, pero el periodo de dichas oscilaciones también converge a cero.

Empezamos describiendo el tipo de perturbaciones que consideraremos. Sea  C R,
acotado. Asumimos que la frontera de Q es de clase C2. Tomamos U C RY un abierto
con frontera dada por el grafico de una funcién €2, ® : U’ € RVN~! — R, donde U’ es
un conjunto conexo y abierto.

IUNU = {(z1,2) eRN: 2/ € U', 21 = ®(2)},
QNU ={(z1,2") e RN: &/ e U, 1 < ®(a')}.

Sea f: R¥~! — R una funcién C? y periédica con periodo Y’ = [0, 1]V ~1. Denotamos
por €Y, =en + Y’ con n € ZV~! los rectangulos trasladados.

Con todo lo definido anteriormente estamos en condiciones de describir el dominio
perturbado . C RY del siguiente modo:

Q.NU ={(z1,2) e U: 2’ €U', 21 < D(a') +5af(x?/)}
y, €en consecuencia,
00.NU = {(z1,2) eRY: 2/ € U', 21 = ®(a/) + (L)}

Por lo visto en el capitulo previo existe una ventana éptima para el problema sobre
cada dominio €2, que denotaremos por I',.

Nuestro objetivo serd ahora estudiar el comportamiento tanto de la ventana 6ptima
I'. como de las constantes A(T';) cuando € | 0.
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Observemos que estos dominios ). convergen a §) en practicamente cualquier no-
cién razonable de convergencia de conjuntos abiertos de RY (por ejemplo, la topologia
complementaria de Hausdorff, la norma L' de las funciones caracteristicas, etc.).

Veremos que el comportamiento asintético depende fuertemente de la amplitud de
las oscilaciones, medidas en términos del pardmetro a > 0.

Se distinguen tres casos, un caso subcritico, que corresponde a oscilaciones grandes en
relacién al periodo (a < 1), un caso supercritico, que corresponde a pequenas oscilaciones
(a > 1) y finalmente un caso critico, que corresponde a cuando la amplitud y el periodo
son del mismo orden (a = 1).

En el caso subcritico, al ser las oscilaciones muy grandes, el problema degenera y se
pierde la inmersién de trazas en el limite. Este es un fenémeno de engordamiento de la
frontera y se refleja en que las constantes A(I'z) tienden a cero.

En el caso supercritico las oscilaciones son muy pequenas. Luego, para valores chicos
de ¢ son imperceptibles. Esto se refleja en que el problema converge al problema sin
perturbar cuando € | 0.

Finalmente, el caso critico es el méas interesante. En este caso las oscilaciones y los
periodos se balancean y se produce un fenémeno de homogeneizacion en el borde que se
ve reflejado en la aparicién de un término extrarnio en el borde para el problema limite en
el espiritu de Cioranescu-Murat [5]. Este fenémeno ya ha sido observado en el trabajo
[10] donde se estudia el problema de autovalores de Steklov.

Llegamos asi al siguiente teorema que representa el objetivo de este trabajo.

Teorema 6.1. Sea Q C RY acotado, abierto, de clase C?, Q. el dominio perturbado
obtenido a partir de ) como se explicé anteriormente y Ae(a) (con 0 < a < 1) la mejor
constante de trazas de Sobolev sobre Q.. Entonces valen las siguientes afirmaciones

1. (Caso subcritico) Sia < 1 entonces lim._,o A () = 0, ademds se tiene la siguiente
desigualdad

Ae(@) < Cel™ (6.1)
donde la constante depende sélo de la funcion f descripta anteriormente.

2. (Caso supercritico) Sia > 1 entonces lim._0 Ac(a) = A(a) para 0 < a < 1, donde
Ma) y Ae(a) son las mejores constantes de trazas de Sobolev sobre el dominio sin
perturbar y el dominio perturbado respectivamente y se definen como se hizo en el
capitulo 4.

3. (Caso critico) Sia =1y f, ® las funciones que describen el dominio perturbado
Qc, entonces \o(a) = X (a) donde \*(«) estd definida como

[Vl + Juf? da . .
. 0O (=00 00) 2 ' 00)
6.

(6.2)

A (a) = nf {
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donde la medida p* viene dada por du* = mdS y la funcion de peso m estd definida
como

_ Jy VIHIVOE) + V)P dy.

14+ |V(2!)|? (6:3)

m(z)

Dividiremos la prueba de manera natural entre cada uno de los casos, pero antes de
comenzar necesitamos hacer el siguiente analisis acerca de los cambios de variables que
emplearemos.

6.1. Estimaciones del cambio de variables

En el andlisis del comportamiento asintético del problema cuando € — 0 resulta
de fundamental importancia entender el comportamiento asintético de los cambios de
variables que llevan a los dominios perturbados €2, en 2.

Una vez estudiados esos comportamientos asintéticos el analisis resulta independiente
de la forma que tenga ese cambio de variables y sélo depende de dicho comportamiento.

Luego, dado € > 0 se define la siguiente transformacion 7;: ). — € dada por

(1Y) = Te(ar,a’) = (21 — " f(£) (), 2"), (6.4)

donde 2’ = (z9, - ,zN), ¢ € CF(RY) estd soportada en B z(09) = U,eo0 B z(2) ¥

b.=1endQ, 0< ¢. <1y |Ve.| <Ce 2.
Ahora, calculamos la diferencial de T, DT.

1—efO1p. —e* 0o fpe — @ fO20he e —e" 1 ONfpe — e fONDe
0
DT, =
: IN_1xN-1
0
De donde observamos que

!

DT.(z) = Iyxn — e f(£)As(2) — "' ¢:(2) B(Z),

donde
Vo (x) 0 Vf(z)
0 0 0
A (z) = : , B(x) := : :
0 0 0

Observamos que como || floc < 00y |V flleo < 00 sigue que
| Blloo < 0.
Més ain, como ||Vée||oo < C’e_%, tenemos que

_1
14elloo < C™2X 000,
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y por lo tanto se tiene que, llamando f.(z') = f(%),

HsafEAEHOO S Cga_l/zxs0p(¢s)

y, por otro lado, llamando B.(z') = B(%’),

HEail(Zs&‘Ba ”00 S Caailxsop(d,s) .

Observemos que cuando a > 1, se cumple que dado K C 2, T, = idy~ sobre K para
e > 0 suficientemente pequeno. En particular

DI.=Inxy y JI:=1

sobre K si e > 0 es chico, donde JT, = | det(DT;)| es el Jacobiano de Tv.
Por otro lado, en el caso a > 1, T. — idgny en norma C! y, en consecuencia, tenemos
que
DI = Inxn, JIz=1y J;T: =1,

donde J,T. = |DT 7| JT: es el Jacobiano tangencial de 7. Ver [13] para mas detalles
sobre el Jacobiano tangencial.

Necesitamos ahora, estudiar el comportamiento del Jacobiano tangencial en el caso
a = 1. En este caso, si z € 0f) teniendo en cuenta otra vez que ¢. = 1 sobre 0f) tenemos
la siguiente expresion para el diferencial

/ 1
DTE(x) =InxN — B(%) + 0(62).
El siguiente lema nos da el comportamiento asintético para este caso.

Lema 6.2. Dada g € L'(0Q) arbitraria se cumple que
/ qgJ 1. dS — gmdS, sie — 0.
o0 o0

Es decir J,T. = m débil-* en L>°(99), donde m es la funcién definida por (6.3) en el
Teorema 6.1.

Demostracion. Sea g € C(0N) arbitraria. Vamos a analizar primero la convergencia

localmente, para esto recordamos la manera en que se pertubé el dominio €2 para obtener

Q.. Sea entonces U C RY, como los usados en la descripcién de las perturbaciones.
Asumamos que sop(g) C U. Tenemos entonces que

/ gJ,T-dS = (goTe)dS
onNU oNNU

/goT W1+ V@) + V()2 da'.
Pero ahora

/ (goT:)( \/1+]V<I> —|—Vf(€,)|2dx':/ (goT:)( ')/ 1+ |Ve(2')|? da’,
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donde

\/1 +|VO(2!) + Vf(Z)2
14 [V (2')[? '

me (a2’
Usando que Vf(%l) AV en L®(U’), donde

V7= /Y Vi) dy

se concluye que
me =~ m  débil-* en L®°(RN ™).

(Ver [2]).

Por otro lado, como T. = idpn se tiene que (g o T.) = ¢ sobre compactos, en
particular, (g o T:) — g en LY(U").

Juntando todo, tenemos que

/ (goT:)mer/1+ |V®|2 da’ —/ gme+/1+ |V®|2dz’ —|—/ (goT-—g)m-+/1+ |[V®|2 dz’

de donde se deduce facilmente que

/(gng)mE\/1+|V(I)|2d1:/—>/ gm\/l—HV@Pd:C/:/ gmdS.
U’ U’ o0

En el caso g € C(0N) arbitraria, se hace un razonamiento estdndar via particiones
de la unidad y es omitido.
Si ahora g € L'(99) es arbitraria, el resultado sale por densidad. O]

Resumiendo lo hecho en esta seccién, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.3. Sean {1.}.>0 las transformaciones dadas por (6.4). Se tienen entonces
las siguientes estimaciones:

1. Sia>1, T. — idgn en norma C* cuando ¢ — 0. En consecuencia
T. = idgn, DT, = Inxn, JT. =1y J;T. = 1.
2. Sia=1, tenemos que dado K C ) existe eg > 0 tal que
T. |k = idg,
para 0 < € < gg. Mds ain,
J.T. m  débil-* en L®(09),

donde m es la funcién dada por (6.3).
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6.2. Caso subcritico (a < 1)

Demostracion. Consideramos « € (0,1) fijo y notamos por A.(a) a la mejor constante
de Sobolev asociada a « en el dominio ). dada en el capitulo previo, es decir

) Jo_ IVulP + |ul? da .
Ae(a) = inf Ef P dS cu € WHP(Q), {u=0}NoQ|n_1 > a|0Q:|N-1p -
0 T

Sea ahora I'y C 912 la clausura de un conjunto relativamente abierto y conexo de manera
tal que |T'o|y—1 > a|0Q|n—1. Dado 6 > 0, consideremos los conjuntos Us y Uss definidos
por

Us == {z € RY: dist(z,Tp) < 0}

Uss := {x € RN : dist(x,Ty) < 26},

y consideremos 'y C 9Q \ Uss tal que |T'q|y_1 > 0.

Sea ahora ¢ € C*(Q) talque g =0enUs, ¢ =1en Q\Uss y0 < ¢ < 1y |[Vo| < C51
en Uss \ Us.

Observemos que, si notamos por I'p. C 9. a la porcién de la frontera de €. que
proviene de perturbar I'g, se tiene que ¢ = 0 en I'g. para todo e chico. Més aun, es
facil ver que |T'oc|nv—1 > a|0Q|n—1. Luego, ¢ resulta admisible en la caracterizacién de
Ae(@). En consecuencia, tenemos la siguiente estimacion:

Jo. IVOIP + [6]P dx
IBQE p[P dS

Ae(@) <

Este cociente se estima facilmente. En efecto,

/Q V6P de < Ol /Q 617 dz < [2%]. (6.6)
con C' = C(9).
Por otra parte,
[ oPasez [ jods, =100\ Ol 2 aclie (6.7)
0 002 U26

donde I'; . es el conjunto perturbado de I'y C 90\ Us;.
Por otro lado,

2 /
dzx

‘Fl,a‘N—l = /U/ \/1 + ‘V‘I’(m’) + €a_1Vf(%,)

2 /
dz’.

— ol / \/€2<1—a> - ’sl—awb(w’) +Vf(Z)
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Estimemos ahora la dltima integral.

2 /
dzx

/ \/ g2(-a) + \sl—aW(w’) + V(%)
= / <\/62<1“>+\61av<1>(x’>+Vf(i)

Si llamamos 6.(2') = \/52(111) + ‘glfavq)(x/) + Vf(%/)
que

g |Vf<§’>|) LIV da.

2 /
— [Vf(%)], no es dificil ver

[0 (a")] < 'L+ V("))

de donde se deduce que

/, (\/520«1) + |eeve@) + V()

Finalmente, como f es periddica también lo serd |V f|, sigue que

2 !
- |Vf($€)\> de’ —0 sie—0.

VI~ [ [95)|dy = m((71]) >0,
U’ Y
Estas estimaciones nos permiten concluir que,

a1V f])

T'icln—1>¢ 2 , (6.8)
para todo € > 0 pequeiio.
Finalmente, de (6.6), (6.7) y (6.8), se concluye que
A(a) <Ce™@ 50 cuandoe — 0
como queriamos demostrar. O

6.3. Caso supercritico (a > 1)

Para el estudio del caso supercritico, usaremos la teoria de la I'—convergencia desa-
rrollada en el Capitulo 3.

Si bien nuestra motivacién es el estudio del comportamiento asintético cuando los
dominios son perturbados segtiin fuera descripto previamente, los resultados de esta sec-
cién se basan tnicamente en que la transformacién 7T, verifica las hipdtesis del Teorema
6.3, parte 1. Esto hace que nuestros resultados sean mas generales de lo que aparentan.

Hagamos primero la siguiente observacién.

Sean 1, Qs € RY dos dominios y supongamos que se tiene un difeomorfismo T': ; —
Q. Luego, este difeomorfismo T' induce una aplicacién 7 : W1P(Qy) — W1P(Q;) como
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Tu = uoT. Esta aplicacién resulta ser lineal, continua e inversible con 7 lv = vo T 1.
Mads atn, una aplicacién directa del teorema de cambio de variables nos dice que

/ |Tu|de:/ lulPJT ! dy < ||JT1HOO/ |ul? d (6.9)
91 Qo Qo

/ IV (Tw)P da = / Vu(DT o T-YPJ T dy
o i (6.10)

< IT oo | DT o /Q Vul? dy.
2

Luego, si consideramos la aplicacién T.: Q. — Q dada por (6.4), tenemos que la
aplicacién inducida 7z: W1P(Q) — W1P(Q,) resulta lineal y bicontinua gracias a (6.9)
y (6.10).

Definimos ahora las siguientes funcionales Q.: W'P(Q.) — R, Q: W'P(Q) — R
cOmo

Q.(u) :/ IVl + [ufP? dz (6.11)

y A
Q(v):/ Vol + o] dy. (6.12)

Se define entonces )
Qe: WHP(Q) -5 R, como Q.=Q.oT:. (6.13)

Introducimos entonces los siguientes espacios:

Xo = {u e WHP(Q): {u=0} NI n-1> a|0%|n-1 Y |uell o) =1}, (6.14)
X :={veWP(Q):voT. € X2}, (6.15)
Xo={veW"(Q): [{v=0}N0Q|n-1 > a|0Qn-1y ||[v]lLr@a) = 1}. (6.16)
Observemos que se tiene

(o) =mf Q. =f Q. y Aa) = if Q(v).
X¢ Xg Xo

La primera parte de la demostracion del caso supercritico consistira en aplicar el
Teorema 3.15 a las funcionales Q.: X, — Ry @: X, — R. Hay que probar entonces
que:

1. Las funcionales (). son débilmente semicontinuas inferiores.

2. Las funcionales . son uniformemente coercivas. En particular, veremos que exis-
ten constantes a > 0y 8 > 0 tales que

Qs(v) > a””“a/l,p(g) -8, Ywe Xfy
3. xs M x,,
4. T—lim.0 Q. = Q.
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6.3.1. Semicontinuidad inferior

Hay que probar que por cada ¢ fijo la funcional Qg(v) es débilmente semicontinua
inferior.

Pero esto es una consecuencia directa del hecho de que QE es convexa y continua
para la topologia fuerte (ver [4, Corolario III.8, pag. 38]). En efecto, Como Q. y 7z son
continuas para la topologfa fuerte, Q. resulta continua y como Q. es convexa y Tz es
lineal, sigue que Q. es convexa.

6.3.2. Prueba de la coercividad uniforme

Para la demostracién de la coercividad, llamando u. = 7.~ !v, obtenemos de (6.9) y
(6.10),

QE('U) = Qe(ue) = / |vu€|p + |U5|pdx

€

> T DT /Q Vol de + | JTL|5 /Q olP da

Luego, de la definicién de T (6.4), se sigue que existe # > 0 independiente de ¢ tal
que

Qe(v) > 0”””%/1,1:(9)-

Esto finaliza la demostracién.

6.3.3. Mosco convergencia de los espacios

e M
X — X4, cuando e — 0.

Primero, sea v € X,. Debemos ver que, dado § > 0, existe e5 > 0, con e5 — 0 cuando
6 — 0y vs € X5 tal que vs — v débil en WHP(1Q).

Sea entonces v € X, y I' = {v = 0} N 0N. Sea ahora z¢ € 9 un punto de densidad
cero de T relativo a 9. Dado § > 0, tomamos 7; € C®(RY) tal que s = 0 en Bj(x),
ns = 1 en Bas(20)¢ y 0 <15 < 1 en RV y definimos o5 = vn;.

Es evidente que @5 — v fuerte en W1P(Q) y que I's = {05 = 0} N 99 verifica que

ITs|n—1 > |T'|n=1.

Luego, existe 6 > 0 tal que ITs|nv—1 > (a+ S)\(?Q]N_l. Por otro lado, es evidente
que [|95 o T¢t|[1r(90.) — 1 cuando 4, — 0. Por ende, existe ts. > 0 tal que t5. — 1
cuando &,0 — 0y si definimos vs, = t5.0s tenemos que v5. € X & para € suficientemente
pequeno, lo que concluye la afirmacién. Sea entonces u. = v5.07. y I'c = {u. = 0}NOSY,,
de esta forma

ITe|n :/ 1dS, :/F JEdS, = (14+0(e 1)) Tsln_1 > (1+0(e9 1) (a+8)[09 y—_1
5 8
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donde J: esta definido como antes, y también
(1+0E" ) (a+0)|0Qn-1 > (a+0)(1 — Ce® 1|0 N1 > a0|n_1 si € <es.

Por lo tanto vs. € Xg
Por otra parte debemos ver que si v, € X’g y v € WP(Q) verifican que v. — v,
entonces se tiene que v € X,,.
De la definicién de X; se tiene que existe u. € X¢, tal que v, = u. o T;. Es decir
u. € WP(Q.) y
|{u5 = 0} N 895‘]\1_1 > a\8§25|N_1.

Ahora observamos que, como J.T. — 1 uniformemente en OS2,
’895|N_1 = / JTTE ds — ‘8Q‘N_1
o0

y como v, — v en W1P(Q) en particular se tiene que v. — v fuerte en LP(9Q) y, sin
pérdida de generalidad, en casi todo punto de 0.
Luego
{v=0}N0Qn_1 > limsup [{ve =0} NON|n_1.
e—0

Finalmente observamos que

oo = 0} N OQ|x_1 = / ds
{ve=0}N0Q

=(14o(1)) / JT.dS
{ve=0}N0N
=(1+o0(1)){us =0} NI Nn_1.
De esta tultima igualdad, se concluye que
v =0} N QY v_; > limsup |{ue = 0} 190y
e—0
> limsup |09 | -1

e—0

= O[’aQ|N,1.

6.3.4. Prueba de la I'—convergencia

Dividimos la prueba en dos partes.

Desigualdad del limite inferior

Sea v, € f(g y v € X, tal que v, — v débil en W1P(Q) si e — 0. Hay que probar

Qv) < lfnilélf QE (ve).
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Como hemos visto en la demostracién de la semicontinuidad inferior, tenemos que
Qe (ve) > [|JTe]| s min{[| DT 13Q(ve). (6.17)

La demostracién de la desigualdad del limite inferior sigue de (6.17), la semicontinuidad
inferior de @ y del hecho de que JT. = 1y DT. ! = Id. En efecto,

lim inf Q. (v2) > lm ||JT%| -2 min{|| DT Y|, 1} iminf Q(v:) > Q(v).
e—0 e—0 e—0

Desigualdad del limite superior
Dada v € X, hay que probar que existe ¢5 — 0 cuando § — 0, vs € ng tales que
vs — v débil en WLHP(Q) y

lim sup Q55 (vs) < Q(v).
6—0

En efecto, como Xg M X, dada v € X, existe vs € )N(gf con €5 — 0 cuando § — 0
y vs — v fuerte en WHP(Q).
Luego, de la definicién de T, (6.4), se tiene que

T. — Id uniformemente en
DT. — Id uniformemente en
JT. — 1 uniformemente en Q

J;T. — 1 uniformemente en 0f2.

Como vs — v fuerte en WHP(€2) se concluye que
lim Q. (v5) = Q(v).
6—0

Esto concluye la demostracién.

6.3.5. Fin de la demostracion del caso supercritico

De todas estas afirmaciones, haciendo uso del Teorema 3.14 se concluye que

lim . (a) = lim inf Q. = lim inf Q. = gr(lfQ = ).

e—0 e—0 X§ e—=0 xe

Es decir
lim Ac(a) = Ma@).
e—0
Esto termina la demostracién de la convergencia de la constante 6ptima de trazas
para el caso supercritico.
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6.3.6. Convergencia de las ventanas optimales

Vamos a probar ahora la convergencia de las ventanas optimales. Para esto sera
determinante el hecho de que \.(a) — A(«) que es lo que acabamos de demostrar.

Teorema 6.4. Con las mismas hipdtesis que en el Teorema 6.1 en el caso supercritico
a > 1, se tiene que las ventanas optimales Iz convergen a las ventanas optimales del pro-
blema sin perturbar en el siguiente sentido: Si definimos las medidas de Radon {pe}=>0
por

dpe = Xr. ds,

entonces la familia es precompacta para la topologia débil de medidas y todo punto de
acumulacion de {:}e>o €s de la forma

dp = xpdS,
donde I' es una ventana optimal para el problema sin perturbar.

Demostracion. Sea {u:}e~0 C X una sucesién de autofunciones para A:(a) y v: =
ue o T, € X;, las autofunciones reescaladas.
Como T. y T-! junto con sus derivadas convergen a la identidad uniformemente, es
facil ver que
Qe(ve) = (1 + 0(1))””6%[/1,13(9)- (6.18)

Dado que A.(a) es convergente cuando ¢ — 0, concluimos que {ve}eso C WHP(Q)
es acotado y por ende existe una subsucesién que seguimos notando por {v:}.~o y una
funcién v € WHP(Q) de modo que

ve — v débil en WP (Q). (6.19)

Por el Teorema 2.27 y el Teorema 2.30 (y también como consecuencia de estos)
tenemos que

ve — v fuerte en LP(Q)
ve — v fuerte LP(0)
ve — v casi en todo punto de §2

v — v casi en todo punto de Of).

Usando (6.21) y el hecho de que J¢ — 1 si € — 0 tenemos que la funcién v también
esta normalizada ya que

1 =lim |ug|P dS = lim/ |ve|P T T dS = / |v|P dS.
e—0 aQE e—0 o0 o0

Por otro lado por la semicontinuidad inferior de @ y (6.18) tenemos

Qo) = 101y < Mminf [[oc |1, ) = liminf Q. (ve) = lim A(a) = Aa).  (6.24)
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Por la Mosco covergencia de los espacios X, se tiene que v € X, luego es admisible en
la caracterizaciéon de A(«) y en consecuencia tenemos que

Q) < lim A (a) = AMa) < Q(v).

e—0
Esta tltima doble desigualdad junto con (6.24) afirma dos cosas: por un lado que v
es una autofuncién asociada a A(«a) es decir A(a) = Q(v), y por otro lado que

lim [vellwir) = lvllwir@)- (6.25)

Usando ahora (6.19), (6.25) y el hecho de que el espacio W1P(Q2) es un espacio de
Banach uniformemente convexo para 1 < p < oo llegamos usando la Proposicién 2.4.10
en [1] a que

|[ve = vllwrp) =0 si =0 (6.26)
como queriamos probar.
Veamos ahora que
Hve =0} NI n_1 = [{v=0}NIQn_1 si =0 (6.27)

En efecto, del Teorema 5.3, se tiene que
{ue =0} NOQ|nv—1 = a|0%|n-1 y [{v=0}N0Qy-1 = al0Qy-1.
Pero,
{ue = 0}N0Q|n_1 = 1+0(1)[{ve =0}NIQN_1 v [0Q:|n_1= (1+0(1))]0Q|N_1,

de donde se concluye facilmente la afirmacion.
Ahora usando que las autofunciones v., v : £ — R son medibles y positivas junto con
(6.23) y (6.27) obtenemos usando el Lema 3.1 en [9] que

|{ve =0} NIDA{v=0}NIN)|n-1 =0 si e—0,
de esto ultimo se puede afirmar que
/8  Xtveopnon fdSz — /8  Xto-opoon fdSz, VfeL'(9) si e—0 (6.28)

ya que

‘/ X{vE:O}naszdeff _/ X{u:o}maﬂfdsi
oN o0

es decir

g /aQ X({vazo}maszm({vzo}maﬂ) ‘f| ds’f,

*
X{UE:O}ﬁaﬂ - X{U:O}QBQ ’

en L°(0N) si e — 0. (6.29)

Finalmente veamos que esta ultima afirmacion implica el resultado de convergencia
de las medidas.
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En efecto, sea ¢ € Cp(RY). Debemos demostrar que

odu. — / ¢dyp  cuando € — 0,
RN RN

donde
dus = xr.dS y du = xrdS.

Pero

/ (@) due() = [ (z)dS, = / o(x) dS,
RN r. {ue=0}N892:
— / ST () JE(y) dS,,
{ve=0}NOQ

Ahora el resultado deseado se concluye de (6.29) observando que (¢ o To1)JE — ¢
uniformemente sobre compactos. O

Observacion 6.5. La propiedad “ve — v y [[vellwip() = [[V]lwi.p(q)implica [|ve—v|[w1.pq) —
0” se conoce como propiedad de Kadek. Esta propiedad es siempre valida en espacios de
Banach uniformemente convexos.

6.4. Caso critico (a =1)

Para los resultados de esta seccion, asumiremos que las transformaciones T verifican
las conclusiones del Teorema 6.3, parte 2. En particular, si 7. viene dado por (6.4) con
a = 1. Pero al igual que fuera observado en el caso supercritico, los resultados de esta
seccién son mas generales.

Sea (). el dominio perturbado a partir de 2. Consideramos las siguientes funcionales
Q- WHP(Q.) = Ry Q: WHP(Q) — R definida como en la seccién previa.

De esta forma A (o) = infyex: Q:(u) y M(a) = infyexx Q(u), donde X, esta defi-
nido como en (6.14) y

Xz = {v € W(Q): i ({v = 0} 109) > ap”(09), [0l = 1}, (6:30)

y la medida p* se define como du* = mdS| gq. )
_ De manera andloga al caso supercritico, se introducen los operadores Q¢ := Q¢ o Tz,
Q-: WHP(Q) — R y los espacios

Xe:={veW'P(Q):voT. € XZ}.

El esquema de la demostracién en este caso es el mismo que el utilizado en el caso
supercritico. La mayor diferencia ocurre en la prueba de la I'—convergencia dado que en
este caso no somos capaces de demostrar la desigualdad del limite inferior para cualquier
sucesion débil convergente pero si para una sucesién de minimos débil convergente, ex-
plotando el hecho de que esos minimos verifican la ecuacién de Euler-Lagrange asociada
a Q. y que el operador diferencial resultante, el p—Laplaciano, es un operador monétono.

Por esto, en lugar de utilizar el Teorema 3.15 usaremos el Teorema 3.18. Debemos
entonces probar lo siguiente:
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1. Las funcionales Q. son débilmente semicontinuas inferior.

2. Las funcionales Q. son uniformemente coercivas.

3. Los espacios X5 Mosco convergen a X

4. Q. T—converge débil a Q¥ (I'—convergencia segtin la Definicién 3.16).

La demostracion de la semicontinuidad inferior con respecto a la topologia débil para
cada Q. se demuestra de manera andloga al caso supercritico y es omitida. Lo mismo
sucede con la demostracién de la coercividad uniforme.

Queda entonces la demostracién de la Mosco convergencia de los espacios y de la
I'—convergencia débil de los funcionales.

6.4.1. Prueba de la Mosco convergencia

Veamos ahora la demostracién de la Mosco convergencia. La misma es similar a la
realizada en el caso supercritico pero se basa en el siguiente Lema sobre convergencia de
medidas.

Lema 6.6. Sea (X, X, v) un espacio de medida finita y sean { fn }nen, f funciones v—medibles
no negativas. Sean {pin tnen, p medidas absolutamente continuas con respecto a v tales
que

» Para todo A € ¥, se tiene que pu,(A) = u(A).

s f,— frv—ctp.

Entonces
ltmsup pun ({fn = 0}) < pu({f = 0}).

n—oo
Observacion 6.7. Cuando p, = p para todo n € N es un lema bien conocido y de sencilla
demostracién. En este caso, la dificultad aparece porque las medidas van variando. No
sabemos si este resultado era conocido previamente ni si las hipdtesis sobre las medidas
son 6ptimas. Sin embargo sera suficiente para nuestros propositos.

Observacion 6.8. La condiciéon complicada de verificar para poder aplicar este lema es
que fi,(A) — u(A) para todo A v—medible. La forma més simple de verificar este hecho
que serd nuestra situacién es si las densidades de pu,, convergen débil-* en L*>°(dv) a la
densidad de pu.

Demostracion del Lema 6.6. Vamos a demostrar por el absurdo, supongamos entonces
que existe & > 0 tal que Vng existe al menos n > ng que cumple

p({f =0}) + 6 < un({fn = 0}).

Como {f = 0} = (72, {f < 1/j} se cumple que p({f = 0}) = lim; o0 p({f < 1/j}).
Luego, existe jo € N tal que para j > jo,

pLF <13+ g < il = 0))
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Por otro lado, como f, — f v—c.t.p., se tiene que

{r<viy> () U <1/},

no=1n>ng

asi que

pl () U <15} | < nl{f <175}

no=1n>ng

Pero, como

i | U >/ = (O U</},
n>ng no=1n2>ng

existe ng(d) tal que

il U <173 ) 42 < il = o).

4
k>ng

Poniendo A = Ug>p,{fk < 1/j}, tenemos por hipétesis que limy, ;o pn(A) = p(A) y por
ende,

o | U 4 < 13| + 2 < pa = O}),

8
k>ng

Finalmente observamos que {fn > 1/j} C Ugsp,{fr < 1/7} y por lo tanto concluimos
que

(U < 1/31) + 3 < pin({Fn = OD)

lo que es un absurdo. O

Ahora si, con la ayuda del Lema 6.6 y del Lema 6.2, podemos demostrar la Mosco
convergencia de los espacios.

Lema 6.9. Sean X% y X} los espacios definidos en (6.15) y (6.30) respectivamente.
Entonces }
xe M x

Demostracion. La demostracion de este lema es andloga a la de la Seccion 6.3.3.

Sea v € X}. Debemos ver que, dado d > 0, existe e5 > 0 con 5 — 0 cuando d - 0y
vs € X2 con @& € (0,1) tal que vs — v débil en WHP(Q).

La demostracién de esta afirmacién es completamente analoga a la del caso supercriti-
co y es omitida.

Resta ver que si v, € X &, verifica que v, — v, entonces v € X. Pero esta afirmacién
es una consecuencia directa del Lema 6.6.
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En efecto, se aplica el Lema 6.6 a las funciones v.,v € WHP(Q) C LP(9€) (que se
puede suponer que v. — v en casi todo punto de 992) y a las medidas

due = J;/1.dS, du=mdS, dv=dS.

En consecuencia, se tiene que

p({v=0}NoQ) > hm sup pe({ve =0} N ON) = lim sup/ J 1. dS
{ve=0}NOQ

e—0

= hmsup {ve o T: =0} N O N1
e—0

> limsup a|0Q:|n—1 = ap(0N).

e—0

Lo que finaliza la demostracion. O

6.4.2. Prueba de la ['—convergencia

A continuacién nos ocupamos de la I'—convergencia en el sentido de la definicién
3.16.

Para hacer la prueba de la I'—convergencia en le sentido de la definicién 3.16 (I'—convergencia
débil) consideramos las funcionales Q.: X coRyQ: X =R

Observamos que gracias al Lema 3.7 tenemos asegurada, por cada € > 0 la existencia
de los minimos de las funcionales QE sobre el espacio X c

Al igual que en el caso supercritico, dividimos la demostracion en dos etapas.

Desigualdad del limite inferior

Suponemos para probar la desigualdad del limite inferior una sucesion {ve}eso € X °
de minimos (Q.(v:) = inf ¢. Q) que cumplen v, — v € X débil en W'P(Q). Debemos
probar que liminf._.g Qa(vg) > Q(v).

Por el Teorema 2.27 se cumple que v, — v fuerte en LP(Q2) y como JT. — 1 en casi
todo punto si € — 0 y estan uniformemente acotados, se tiene que

/ |ve|PIT, do — / |v|P dx, sie— 0. (6.31)
Q Q

Teniendo en cuenta (6.31) y las expresiones de Q.(v:) y Q(v), sélo debemos probar

que
1fm inf / |V (DT: o T PIT. dx > / |Vo|P dx (6.32)
e—0 0 [e)

para concluir que liminf,_, Qa(va) > Q(v).

La dificultad en este caso y la principal diferencia con respecto al caso supercritico
es que en este caso no tenemos la convergencia de 7. a la identidad en norma C'. Esto
hace que el andlisis sea mas delicado.
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Lo primero que demostraremos es que
Vv, — Vu, casi en todo punto de (2. (6.33)

Para esto usamos el hecho de que la sucesién {v.}.~0 es la sucesién de extremales, por
lo tanto se cumple que

/ (Ve (DTooT Y P2V (DTooTo ) -Vip+-|ve [P 2ve1p) J T da = A, / [0 [P~ 20 0p J, T2 dS
Q o0

para toda ¢ € Wll’p (). Si consideramos ahora 1y € C°(Q2) y € > 0 suficientemente
chico, como dado K C €2 compacto, tenemos que T, = id sobre K para € > 0 suficiente-
mente pequeno se cumple que

/ |Vv5|p_2VUEV¢0 + |v8|p_2v5¢0 dx = 0.
Q

Definimos ahora K = sop(¢p). Considerando ahora § < d(K, 99), escribimos K5 = {z €
Q: d(z, K) < ¢}, de esta forma se cumple que K C K5 CC Q y si € es suficientemente
pequeno, se tiene que T, = id en Kj.

A partir de lo anterior consideramos una funcién n € C2°(£2) de modo que n =1 en
K,sop(n) CKsy0<n<lenKs;\K.

Ponemos ahora ¢, = n(v. — v), de esta forma se cumple que

/ |V P2V Vi, + v [P 200 dz = 0,
9
es decir

/ IV |P 2V (ve — )V + | Ve P2V V (ve — v)n 4 [ve [P 2vn(ve —v) dz = 0. (6.34)
)

Usando que v. — v débil en WP(Q) y que son minimos tenemos que Vel o) < C,
y por lo tanto

[ 190290 0 =) Vo] < [9lCle: = ol o) (6.35)

Por otro lado usando que [Jve||pr(q) < C (pues v — v en LP(Q)) se tiene que

‘/ |1)5|p727)57](1)5 - U) dx
Q

~1
< lInllollve 7o iy 0e = vllzr ) < INllocCllve = vl Lo (o). (6.36)
Usando ahora (6.35) y (6.36) en (6.34) se llega a

lim Vo P2V 0.V (ve — v)nde = 0. (6.37)

e—0 Ks
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Ademas como |Vo[P~2Vv € LV (Q) (donde 1/p+1/p' = 1) y Vo, — Vo débil en LP(Q)
se tiene que

/ |VoP~2VuV (ve — v)ndz — 0. (6.38)
Ks
Juntando (6.37) y (6.38) llegamos a

Im [ (|Vue[P"2Vo. — |VoP72Vu)V(ve — v)nde = 0
e—0 K6

que junto con la monotonia del operador p—laplaciano (Observacién 4.11) dicen que
(|Voe[P=2Vv. — |[Vo[P=2Vv)V(ve — v) — 0 casi en todo punto de K, y esto junto con el
Lema 4.10 permiten concluir que Vv, — Vv casi en todo punto de K. Como el conjunto
K es un compacto arbitrario en € concluimos (6.33).

Finalmente usando (6.33), JT. — 1 y que las componentes de la matriz DT conver-
gen a las respectivas componenetes de la matriz identidad se tiene que

|V (DT. o T- 1) [PJT. — |VulP, en casi todo punto de .

Esto dltimo junto con el lema de Fatou permiten concluir (6.32), queda demostrada asi la
desigualdad del limite inferior.

Desigualdad del limite superior

Sea v € X. Como X£ M X, existe una sucesién {es}s>0 con g5 - 0sid - 0y
Vey, € X290, vey — v fuerte en WHP(Q) si § — 0 tal que limsupy_,q Qc, (ve;) < Q(v).
Ahora

Qualveg) = [ (V0ey (DT, o TP 4 o2y P)I Ty d (639
Q
y como J1.; — 1, DT, — Idy Tg_é1 — id en casi todo punto, tenemos que
lim Q, (v=,) = Q(v)
6—0

en particular se satisface la desigualdad del limite superior para el caso critico.

6.4.3. Fin de la demostracion

Tenemos entonces todas las hipdtesis del Teorema 3.18, podemos entonces concluir
que lim._,q inf Xz Q. = inf xx @ y en consecuencia tenemos la convergencia de la mejor
constante de trazas esta vez para el caso critico a la mejor constante del problema con
peso, es decir

lim A\c () = A*(a), VYa € (0,1).

e—0
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6.4.4. Convergencia de las ventanas optimales

Como consecuencia de la convergencia de las constantes A:(«) a la constante \*(«)
obtenemos la convergencia en casi todo punto de las correspondientes autofunciones y de
las ventanas optimales reescaladas en un cierto sentido, todo esto es lo que describiremos
a continuacion.

Como en el caso supercritico podemos considerar por cada ¢ en la expresién de Az («)
a las autofunciones asociadas {uc}.~0 C X. Considerando ahora las autofunciones
reescaladas v. = us o T. 1 € X o

Como M. (a) es convergente (luego acotada) y Q. son uniformemente equicoersivos,
sigue que {v;}e>0 es acotada en WP (). En efecto

9‘|U€H€V1,p(g) < QE(UE) = )‘E(a) <C.

Existe por lo tanto una subsucesion de {v; }o~¢ que ain seguiremos denotando {ve }e~
y una funcién v € W1P() de modo que

ve — v débil en WHP(Q), (6.40)
esto a su vez implica para esta subsucesion que
ve v fuerte en LP(Q)
ve = v fuerte en LP(0N)
ve = v casi en todo punto en {2

ve — v casi en todo punto en 0f).

Por (6.42), el Lema 6.2 se cumple que

/ [v|Pm dS = h’m/ [ve|PJ-T: dS = h’m/ lusP dS = 1.
o0 e—0 o0 e—0 895
Por lo tanto

/ |v[PmdS = 1. (6.45)
o0N

Vamos ahora a ver que v es una funcién admisible en la caracterizacién de \*(«). En
efecto, por el Lema 6.2 obtenemos

u({v =0} NoN) :/ mdS

{v=0}No2

= lim J:T.dS
=0 Jry=01n80

= lim ds
=0 J1u.=0}no0.

> lim « J.T.dS
e—0 o0

=a [ mdS=au(oN).
o0



78 CAPITULO 6. e-OSCILACIONES

En esto dltimo se usé también el hecho de que u. es funcién admisible en la carac-
terizacién de la constante A.(a).

Hemos probado entonces que pu({v = 0} N 9N) > au(0N) y esto junto con (6.45)
dicen que v es una funcién admisible en la caracterizaciéon de A*(«), es decir, v € X.

Luego A*(a) < Q(v). Por otro lado, por la I'—convergencia de Q. a Q, tenemos que

Q(v) < lim inf Q-(ve) = lim A (o) = A"(a),

de donde Q(v) = X\*(a) y por ende v es un extremal.

Hemos probado asi que los limites débiles de suceciones de extremales para A;(«)
resultan extremales para \*(«a).

Nos ocupamos ahora de la convergencia de las ventanas optimales.

Para demostrar la convergencia de las ventanas éptimales vamos a necesitar un par
de resultados que nos permitiran concluir la convergencia de las mismas.

Lema 6.10. Sea (X,X,v) un espacio de medida finita y sean {fn}nen, f funciones
v—medibles no negativas. Sean { iy }nen, p medidas absolutamente continuas con respecto
a v tales que

» Para todo A € ¥, se tiene que pin(A) — u(A).

s fn— frv—ctp.

Si limy, o0 pin({fr. = 0}) = pu({f = 0}), entonces se tiene que, dado € > 0 existe jo € N
tal que para todo j > jo,

lim sup p, ({0 < f, < })
n—oo

Demostracion. Sea € > 0. Como y — 0 v—c.t.p. cuando j — oo, tenemos que

{o<r<dy
existe jo € N tal que
1
p({0< f<=})<e, paratodoj> jo. (6.46)
J
Como f, — f v—c.t.p., tenemos que
1
{f< } > Ulfks-
noEN k>ng ‘7
de donde
n{f < }) > lm p| (J{f < }
k>ng
Luego, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que
1 1
w{f <= +ozu U i < - (6.47)

k>ng
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Por nuestra hipétesis sobre la convergencia de las medidas,

Tim i U{ka;} =pu U{fkﬁ;} :

k>ng k>ng

de donde

iUty +ozm | Uth<t] 2wz, o9

k>ng k>ng

para todo n suficientemente grande.
De (6.47) y (6.48) sigue que

(T < 51+ 26 > Yimsup (o < -

1
n—o00 i

Como ¢ > 0 es arbitrario, sigue que

imsup o, ({f < ) < (S < ) (6.49)

n—o0

Ahora el lema sigue de (6.46) y (6.49) usando la hipdtesis que
m g, ({fn = 0}) = p({f = 0}).
n—o0
0

Este lema es el andlogo del Lema 6.6 para el caso critico. La dificulad aca consiste en
que las medidas van variando para cada n € N. Esa dificultad se sortea gracias al Lema
6.10.

Lema 6.11. Sea (X,X,v) un espacio de medida finita y sean {fn}tnen, f funciones
v—medibles no negativas. Sean { iy }nen, p medidas absolutamente continuas con respecto
a v tales que

» Para todo A € X3, se tiene que pin(A) — p(A).
s f,—> frv—ctp.
Si limy, o0 tin({frn = 0}) = u({f = 0}), entonces se cumple que
Jim g ({fn = 0}A{f = 0}) = 0.

Demostracion. La demostracién es andloga a la del Lema 6.6 con la ayuda del Lema
6.10. En efecto
Usando el teorema de Egoroff tenemos que para § > 0 existe un conjunto Cs C X
tal que
fn = f, sin — oo sobre X \ Cj
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con
|Cs| < 4.

Definimos ahora el conjunto Es = X \ Cs y usando ahora esta convergencia uniforme
que tenemos sobre el conjunto Eg, se cumple que

{fn=0}NEs C{f<d}NE;s,

para ¢ suficientemente pequeno.
Tenemos entonces que

{f=0\{fn =0} c({f <\ {fu=0})NEs5)UC;

de donde
Nn({f = 0} \ {fn = 0}) < Nn({f < 5}) - Nn({fn = O}) + 0.

Tomando limite, n — 00, se obtiene
lim sup pin ({f = 0} \ {fn = 0}) < u({f < 0}) = u({f = 0}) +4,
n o

y ahora haciendo § — 0 se concluye que
lim i, ({f =0} \ {fn = 0}) =0.
n—oo

Por otro lado, dado j € N, se tiene que existe n; € N tal que
1

{f=0ynE;C{fn < E}QEJ»,

donde v(X \ Ej) < %

Luego, razonando igual que en el caso previo,

s o, (= 00\ £ =01 < imsup (4o (s, < 1)) = (17 = 0D

Jj—o0 Jj—00

Pero, del Lema 6.10, sigue que

tin, (L, < ;}) — tin, () = OF) + i, ({0 < S, < ;}> Sou({f = 0),
lo que finaliza la demostracién. ]

Con la ayuda del Lema 6.11 podemos demostrar la convergencia de las ventanas
Optimas en el caso critico.
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Teorema 6.12. Con las mismas hipdtesis que en el Teorema 6.1 en el caso criticoa =1,
se tiene que las ventanas optimales I'c convergen a las ventanas optimales del problema
limite en el siguiente sentido: Si definimos las medidas de Radon {v.}.~0 por

dve = xp_dS,

entonces la familia es precompacta para la topologia débil de medidas y todo punto de
acumulacion de {v:}e>0 es de la forma

dv* = x,..mdS,

donde I'* es una ventana optimal para el problema (6.2) y el peso m viene dado por

(6.3).

Demostracion. Sea u. € WHP(€.) un extremal normalizado para A:(a). Luego, por los
resultados del Capitulo previo, tenemos que {u. = 0} N = I'; es una ventana éptima
y por ende verifica que |I'¢|y_1 = o|Q:|n-1.

Consideremos ahora las funciones reescaladas v, := ug o TE_l. Tenemos entonces que
Ve es un extremal asociado a Q€ en el conjunto X .

Al igual que en el caso supercritico, es ficil ver que {v:}e>¢ es acotado en WHP(Q),
luego podemos asumir (pasando eventualmente a una subsucesién) que existe v € WP (Q)
tal que

v, — v débil en WHP(Q),
ve = v fuerte en LP(Q), en LP(09) y c.t.p. en O.

Mas atn, por el Teorema 3.17, sabemos que v resulta un extremal normalizado para el
problema A\*(«) y, en particular,

i ({o = 0}) = ap" (99).

Por otro lado, observemos que

Hue =0} NI N1 = / X(uo—oy @5 = / X{vo—oy I 1= dS.
Qe o0
Luego, si llamamos . a la medida du. = J:T.dS sobre 02, tenemos que
pe({ve = 0}) = |00 [n—1 = ap(09),
y como J,T. = m en L°(dR), tenemos que
pe(A) = p* (A),

para todo A C 99 de Borel. En particular, p-(02) — p*(92).
Toda esta discusién nos permite concluir que

pe({ve = 0}) — p*({v = 0}).
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Luego, estamos en las condiciones del Lema 6.11 y concluimos que
e ({ve = 0}A{v =0}) — 0.

Ahora si estamos en condiciones de demostrar el teorema. En efecto, sea I': una
ventana optimal, u. el extremal asociado y v, la funcién reescalada como fuera descripta
anteriormente donde asumimos que v. — v c.t.p. de 92 con v un extremal asociado a

().

Sea f € Cp(R™) entonces

/fduE —/de* :/ fx{uE:O} dS—/ fx{vzo}mdS
0Qe o0
:/ (f o Tsil)X{vszo} d/J’E - / fX{Uzo} d/j’*
o0 o0
—/ (Xpopmop = Xgoooy) (f 0 T2 diie +/ Xoooy [(F o TY) = fldpe
o0 o0
+/ X{vzo}f(dlu‘s - dlu‘*)
o0
=A.+ B: + C..
Para cada uno de esos términos es facil ver que convergen a cero. En efecto,
|Ae| < [[flloopte({ve = 0} A{v = 0}) — 0,
por el Lema 6.11. Por otro lado
Be| < (f o ToY) = fllnos (o pe(82) = 0,

dado que p.(952) es convergente, y por ende acotado, y f o T ! = f sobre compactos.
Finalmente, usando que u. — p* en el sentido de medidas, sigue que

|C:| — 0.

El Teorema queda entonces demostrado. ]
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