Capitulo 9

Variedades lineales

Al considerar los subespacios de R?, vimos que éstos son el conjunto {(0,0)}, el espacio R?
y las rectas que pasan por el origen. Ahora, en algunos contextos, por ejemplo para resolver
problemas geométricos, puede ser 1til trabajar con rectas que no pasan por el origen, es decir,
que no son subespacios.

En este capitulo estudiaremos una nocién que generaliza a la de subespacios de un K-
espacio vectorial: las variedades lineales. Asi como los subespacios aparecen como conjuntos
de soluciones de sistemas de ecuaciones lineales homogéneas, las variedades lineales pueden
verse como conjuntos de soluciones de ecuaciones lineales no homogéneas.

9.1 Nociones basicas

9.1.1 Variedades lineales

Las variedades lineales en un K-espacio vectorial V' pueden definirse como sigue a partir de
los subespacios de V.

Definicién 9.1 Sea V un K-espacio vectorial. Una variedad lineal M C V es un conjunto
de la forma M = {s+p / s € S}, donde S es un subespaciode V y p e V.

Notacién. M = S + p.

Podemos entonces pensar a la variedad lineal M = S 4+ p C V como el subespacio S
“corrido”, es decir, que en lugar de pasar por el 0 pasa por un punto p.

Observacién 9.2 Sea V un K-espacio vectorial, y seap € V. SiM =S +p CV (con S
un subespacio de V' 'y p € V) es una variedad lineal, se le puede dar a V' otra estructura
de K-espacio vectorial (donde p pasa a tener el papel del 0 de V') tal que M resulta ser un
subespacio de V' con esa nueva estructura:
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Se definen
+p 1 VXV =V, v+pw=v+w-—p
p 0 KxV =V, Xpyv=X-(v—p)+p

Entonces (V,+,,p) es un K-espacio vectorial, p es el elemento neutro de +, (con lo cual
cumple la funcién de ser el “nuevo origen” de V') y M es un subespacio de (V, 4, -,) (comparar
con el Ejercicio 4 de la Seccién 1.5).

La siguiente proposicién muestra que una variedad lineal en un K-espacio vectorial V'
determina univocamente un subespacio de V.

Proposicion 9.3 Sea V un K-espacio vectorial y sea M C 'V una variedad lineal. Suponga-
mos que existen p,p’ € V y subespacios S y S’ de V tales que M = S+py M =S +7p.
Entonces S=S5"yp—p €8.

Demostracion. En primer lugar, veamos que bajo las hipétesis de la proposicién, p — p’ € S’
yp—p €5.
e Comope M =5"+7p, existe s’ € §' tal que p=s"+p’. Entonces p —p' = € 5.

e Por otro lado, se tiene que p’ € M = S + p, con lo que existe s € S tal que p' = s+ p.
Luego, p—p' = —s € S.

Veamos ahora que S = S’:

Sea s € S. Entonces s+p € M = S'+p’, y por lo tanto, existe s’ € S’ tal que s+p = s'+p'.
En consecuencia s = s’ + (p’ —p) € §’. Luego, S C 5.

Anélogamente se prueba la otra inclusién. O

Este resultado nos permite introducir una nocién de dimensién para variedades lineales.

Definicién 9.4 Sea V un K-espacio vectorial y sea M C V una variedad lineal. Supon-
gamos que M = S + p, donde S es un subespacio de V' y p € V. Entonces S se llama el
subespacio asociado a M. Si S es de dimension finita, se define la dimension de M como
dim(M) = dim(9).

Si bien el subespacio S asociado a una variedad lineal M estd univocamente determinado
por M, para cualquier punto p € M resulta que M = S + p:

Observacién 9.5 Si V es un K-espacio vectorial, M = S +p C V (con S un subespacio de
V y p € V) es una variedad lineal y m € M, entonces M = S + m.

Como m € M, existe s’ € S tal que m = s’ + p.
(C) Sea s+pe€ M =S+ p. Entonces
s+p=s+p-m+m=s+p—(sS+p)+m=(s—s)+meS+m.

(2) Sea s+m €S+ m. Entonces s+m=s+(s'+p)=(s+s)+peS+p=M.
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A continuacién damos algunos ejemplos de variedades lineales en distintos espacios vecto-
riales.

Ejemplos.
1. Los subespacios de un K-espacio vectorial V' son variedades lineales: S = S + 0.
2. Un conjunto formado por un punto de un K-espacio vectorial es una variedad lineal.
3. Sea A € K™*" y sea b € K™*!. Entonces
{r e K" | Az = b} = Shom + D,

donde Shom C K™ es el subespacio de soluciones del sistema homogéneo asociado A.x =
0 y p es una solucién particular del sistema A.x = b, es una variedad lineal.

(Observar que si el sistema es incompatible, el conjunto es vacio y entonces no es una
variedad lineal.)

4. Se considera en K[X] el conjunto

M

{PGK[X]/P(O)zl}:{PeK[X]/Pzzn:aiXi—&—l}

— {PeK[X]/P(0)=0}+1.

Como {P € K[X] / P(0) =0} es un subespacio de K[X], entonces M es una variedad
lineal.

5. En C*(R), sea
M ={f €C®(R) / f = sen(@)} = {f € C*(R) / (f +sen(x))” = 0}

Sea S = {f € C*([R) / f” = 0}, que es un subespacio de C*°(R). Observamos que
f € Msiysdlosi f+sen(z) € S. Luego, M =S — sen(x) es una variedad lineal.

9.1.2 Algunas variedades lineales particulares

Las nociones de recta y plano conocidas en R? o R?, asi como también algunas propiedades
bésicas de estos conjuntos, se generalizan a K-espacios vectoriales arbitrarios:

Definicién 9.6 Sea V un K-espacio vectorial.

i) Una recta en V' es una variedad lineal de dimensién 1, es decir, L = < v > + p, con
v,p€eV,v#0.

ii) Un plano en V es una variedad lineal de dimensién 2, es decir, Il = < v, w > + p, con
{v,w} C V linealmente independiente

iii) Si dimV = n, un hiperplano de V es una variedad lineal de dimensién n — 1.
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Observacién 9.7 Sea V un K-espacio vectorial y sean p # ¢ € V. Entonces existe una tnica
recta LCVtalquepe Lyqge L.

Demostracion. Sea L = < p— q >+ q. Se tiene que L es una recta, puesto que como p # q,
dim(< p— ¢ >) =1. Ademss:

e g€ L, puesto que g =0+ gq.
e pe L, puestoquep=1.(p—q)+gq.

Sea L' una recta tal que p € L' y q € L’. Entonces existe un subespacio S con dim S =1 tal
que L' =S+qy L' =S5+ p. Porlo tanto, p—q€ Sy, comop—q#0ydimsS =1, resulta
que S=<p—qg>. Luego L' =<p—qg>+q=1L. O

Observacién 9.8 Sea V un K-espacio vectorial. Dados z,y,z € V no alineados (es decir,
que no pertenecen a una misma recta), existe un unico plano II tal que z,y, z € II.

Demostracion. Seall = <y—xz,z—x>+x. Setienequex e, y=(y—2a)+z€lly
z=(z—z)+xecll
Como por hipétesis, x,y, z no estdn alineados, debe ser dim(< y — z, z — 2 >) = 2 (si no,
IT serfa una recta con x,y, z € II 0 un solo punto). Luego, IT es un plano con z,y, z € IL.
Supongamos que II' = S+p es un plano con z,y, 2z € II'. Entonces II' = S+, IT' = S+y,
I"'=5+z Luego,y—x € Syz—x€&S. En consecuencia, S = <y —x, z — z >, de donde
I =11 O

En general, dada una cantidad finita de vectores en un K-espacio vectorial V', existe una
variedad lineal que los contiene. Esto da lugar a la siguiente definicion:

Definicién 9.9 Sea V un K-espacio vectorial y sean ag,ai,...,a, € V. Se llama variedad
lineal generada por ay, . ..,a, ala variedad lineal M C V més chica tal que ag € M, ..., a, €
M (es decir, si M’ C V es una variedad lineal con a9 € M’, ... a, € M’ entonces M C M’).

El resultado siguiente caracteriza la variedad lineal generada por un conjunto finito de
vectores de un K-espacio vectorial. En particular, establece que dados n + 1 vectores existe
una variedad lineal de dimensiéon menor o igual que n que los contiene.

Proposicion 9.10 Sea V' un K-espacio vectorial y sean ag,aq,...,a, € V. Entonces, la
variedad lineal generada por ag,aq,...,a, es M = < a; —ag,...,a, —ag >+ ag. Observar
que dim(M) < n.

Demostracion. Es claro que a; € M para cada 0 < i < n. Veamos que M es la menor variedad
lineal (con respecto a la inclusién) con esta propiedad.

Supongamos que M’ = S + ag verifica que a; € M’ para cada 0 < ¢ < n. Entonces
a; —ag € S para cada 1 < ¢ < n, de donde < ay — ag, az —ag,...,a, —ag > C S, y en
consecuencia M C M’.

Luego, la variedad lineal més chica que contiene a ay,...,a, es M. O
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9.1.3 Otra forma de describir variedades lineales

En el Ejemplo 3 de la pagina 233 vimos que el conjunto de las soluciones de un sistema
lineal compatible de ecuaciones con n incognitas es una variedad lineal en K™. Por otro
lado, sabemos que todo subespacio de K™ es el conjunto de las soluciones de un sistema
lineal homogéneo Ax = 0, lo que implica que una variedad lineal en K™ es el conjunto de las
soluciones de un sistema lineal (no necesariamente homogéneo).

Esto dice que las variedades lineales de K™ son los conjuntos de soluciones de sistemas de
ecuaciones lineales.

Mediante el uso de coordenadas, es posible dar una descripcién del mismo tipo para
variedades lineales en un K-espacio vectorial de dimensién finita arbitrario:

Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea B una base de V. Sea M = S+ p una
variedad lineal en V', con S un subespacio de V' y p € V. Denotemos por Sp al subespacio
de K" formado por las coordenadas de los vectores de S en la base B. Entonces

veEM < (v)p €S+ (p)pen K"

Por lo tanto, {(v)p € K™ : v € M} es una variedad lineal en K" y, entonces, es el conjunto
de las soluciones de un sistema lineal (no homogéneo si no es un subespacio).

Ejemplo. Sea M = {P € Ry[X] / P(2) =1}, que es una variedad lineal en Ry[X]. Conside-
remos la base B = {1, X, X?}. Entonces

PeM < P2)=1 < (P)p=(a,b,c) y a+2b+4c=1.

9.2 Interseccion y suma de variedades lineales

9.2.1 Interseccién de variedades lineales

A diferencia de lo que sucede para subespacios, la interseccién de dos variedades lineales puede
ser el conjunto vacio. La siguiente proposicién muestra que si esta interseccion es no vacia,
entonces es una variedad lineal.

Proposicién 9.11 Sea V un K-espacio vectorial y sean My y My variedades lineales en V.
Entonces Mi N My =0 o M1 N My es una variedad lineal.

Demostracion. Supongamos que My N My # (). Entonces existe p € My N Ms, con lo cual
My =S51+py Ms =S5+ pcon Sy y Se subespacios de V.
Veamos que My N My = (51N Ss) + p:
(C) Sea g € My N M. Entonces existen s; € S1 y s5 € Sy tales que ¢ = s1 +p = s2 +p. En

consecuencia, s; = Sg, es decir ¢ = s+ p con s € S; N .Ss.

(D) Sig=s+pconse S NS, como s €Sy, se tiene que g € My y como s € Sy, entonces
q € Ms. Luego q € My N Ms. O
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9.2.2 Variedades lineales paralelas y alabeadas

A continuacién estudiaremos las distintas situaciones que se pueden presentar para que la
interseccién de dos variedades lineales sea el conjunto vacio. Por ejemplo, esto sucede en R?
en el caso de dos rectas paralelas no coincidentes.

Definicién 9.12 Sea V un K-espacio vectorial y sean M7 y M variedades lineales en V tales
que My =51 +p1 y My =Sy + py. Se dice que My y My son paralelas, y se nota My || Ma,
Si51g52052g51.

Observacion 9.13 De la definicién anterior se deduce que:

e Un punto es paralelo a cualquier variedad lineal.

e Si My =51 4+p1y My =554 ps son variedades lineales de la misma dimensién en un
K-espacio vectorial V| entonces M; || My si y sélo si S; = So.

Proposicién 9.14 Sea V un K-espacio vectorial con dim(V') > 2. Sean L1 y Lo dos rectas
en V. Son equivalentes:

i) Existe un plano I1 CV tal que Ly CII y Ly CII.

Z’L) L1 ﬂLQ #@ 0 L1 || LQ.
Demostracion.

i1) = i) Analizaremos por separado los casos a) L1 N Ly # @ y b) Ly || L.

a) Supongamos que Ly N Ly # (. Seap € L1 N Ly. Entonces L1 =S +p=<v1 >+py
Ly =55+p=<wy>+p, conw,ve €V no nulos.

Si v y v son linealmente independientes, consideramos Il = < vy, v2 > 4 p, que es un
plano y contiene a Ly y a Lo.

Si v y vg son linealmente dependientes, sea w € V tal que {v1,w} es linealmente
independiente. Entonces II = < vy, w > + p es un plano que contiene a L1 = Lo.

b) Si LiNLy =0y Ly || Ly, entonces L1 = <v>+p; y Ly = < v >+ pg para algin
v € V no nulo.

Sea I = < v, p1 — p2 > + pa. Vemos que dim(< v,p; — pa >) = 2, puesto que si fuera
p1 — P2 = A.v, se tendria p; = A.v + po € Ly N Ls, contradiciendo la hipétesis. Luego,
IT es un plano, y contiene a ambas rectas.

i) = 4i) Sea II un plano con Ly C II'y Ly, C II. Supongamos que L; = <wv; > + p1,
Lo =<wvy >+pyyIl =85+pq, con vy,vs € V no nulos, S un subespacio de dimensién
2deV,ypi,p2 V.
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Dado que vy + p1, p2 y v2 + p2 pertenecen a II, se tiene que

vy €8 pues ds € S : vy +p; = s+ p1, de donde vy = s,
pa—p1 €S pues 35" € S :py =5 + p1, de donde ps —p; = &,
vy €8 pues 35" € S : vy +po = 5" + p1, de donde vy = 5" — (p2 — p1),

Como dim S = 2, existe una combinacién lineal no trivial
a.v1 +b. (p2 — p1) + c.v2 = 0.
Si b =0, resulta que < v; > = < vg > con lo que L || Ls.

Si b # 0, entonces g’l}z +po = %a vy + p1, de donde Ly N Lo # 0. O

Es posible que dos variedades lineales no sean paralelas, pero tampoco tengan interseccién
no vacfa (por ejemplo, L; = < (1,0,0) > + (0,0,1) y Ly = < (0,1,0) > + (0,0,2) son dos
rectas en R? que no son paralelas ni se cortan). Esto da lugar a la siguiente definicién:

Definicién 9.15 Sea V un K-espacio vectorial. Dos variedades lineales M7 y My de V se
dicen alabeadas si M1 N My =0y My} Ms.

Ejemplos.

1. L1 = < (1,0,0) >+ (0,0,1) y Ly = < (0,1,0) > + (0,0, 2) son dos rectas alabeadas en
R3.

2. Los planos definidos en R* por
M ={(z,y,z,w) eER* :x=1,y=1} y My={(z,y,2,w) ER* :2=2 2=3}

son alabeados.

(Se puede probar que, si V' es un K-espacio vectorial tal que existen dos planos II; y
II; en V' que son alabeados, entonces dim(V') > 4.)

En el ejemplo que sigue, estudiaremos cémo determinar si dos rectas en R? se intersecan,
son paralelas o son alabeadas a partir de ecuaciones que las definen.

Ejemplo. En R3, consideremos dos rectas L1 v Lo definidas por

I ar+by+cz = d I dr+by+cdz = d
! ex+ fy+gz = h Y 2 ex+fly+gz = N

donde dim < (a, b, c), (d,e, f) > =2y dim< (a/,V/, ), (d', €, f') > = 2. Se tiene que

ar+by+cz = d
ex + +gz = h
LyM Ly a'x + Ij)r';yy—i-gc’z = d

e+ fly+gz = M.
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Sean
a b ¢ a b c¢cl|d
e e h
A= a’ l{’ cg’ y B = a l{’ g’ d
e/ fl g/ 6/ J('/ gl h/

Observamos que:

i) Sirg(A) =2y rg(B) =2, el sistema de ecuaciones que define Ly N Ly es compatible y
su conjunto de soluciones es una recta. Entonces Ly = L.

ii) Sirg(4) =2y rg(B) = 3, el sistema es incompatible, pero el conjunto de soluciones
del sistema homogéneo asociado es un subespacio de dimensién 1. Luego, Ly || Lo y
LiNLy=90.

iii) Si rg(A) = 3 y rg(B) = 3, el sistema tiene solucién tnica, de donde L1 N Ly # 0 y
L1 }f L.

iv) Sirg(A) = 3y rg(B) = 4, entonces el sistema es incompatible, con lo que L1 N Ly =0y
el sistema homogéneo asociado tiene solucién tnica, lo que implica que Ly }f Ly. Luego,
L, y Lo son alabeadas.

9.2.3 Suma de variedades lineales

Para concluir esta seccion, introducimos el concepto de suma de variedades lineales. Al igual
que en el caso de subespacios, dadas variedades lineales M7 y M5 en un K-espacio vectorial V',
la idea es construir la menor variedad lineal en V' que contiene a M7 y a My simultdneamente.

Definicién 9.16 Sea V un K-espacio vectorial y sean M; y My variedades lineales en V. Si
My = S14+p1y My = 55+ ps con S7 y So subespacios de V' y p1,p2 € V, se define la variedad
lineal suma de My y Ms, que notaremos M; V My, como

My V My = (S1 + Sz + < p1 —p2 >) + pa.

Algunas observaciones respecto de la definicion:

Observacion 9.17 Se puede probar que:

1. SiM; =S1+p1 = S1+p) y My = Sy+ps = Sa+ph, con S; subespaciode V iy p;,p, € V
para i = 1,2, entonces (S1 + Sz + < pj —ph >) +ph = (S1+ S2 + < p1 — p2 >) + pa.
Es decir, la definicién de M7 V M5 no depende de las descripciones de M7 y Mo.

2. My C MV Msy My C My V Ms.

3. Si My =81 +py My =S5+ py, entonces p; — py € S1 + S si y sélo si My N My # 0,
en cuyo caso My V My = (S1 + S2) + pe.
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En efecto, si p;1 — ps € S1 + S existen s; € S7 y 8o € Sy tales que p; — p2 = s1 + S9,
y entonces —s; + p1 = So + po € M1 N M,. Reciprocamente, si M1 N My # () y
q € M7 N Ms, entonces existen s; € S1 y so € Ss tales que s1 +p1 = ¢ = $o + po, de
donde p; — ps = —s1 + 83 € S1 + Ss.

El andlogo del Teorema 1.43 para variedades lineales es el siguiente resultado:

Teorema 9.18 (Teorema de la dimensién para la suma de variedades lineales.)
Sea V un K espacio vectorial y sean My y Ms variedades lineales de V' de dimension finita.
Entonces:

i) Si My N My # 10,

i) Si MiNMy =0, My = S1+p1 y Ms = So+p2, con Sy, So subespacios de V ypi,ps €V,
dim(M; V M) = dim(M;) + dim(Mz) — dim(S; N S2) + 1.

Demostracion. Si My = S1+ p1 y Ma = So + po, por las definiciones de variedad suma y de
dimensién de una variedad lineal, se tiene que

dim(M; V My) = dim(S; + Sy + < p1 — p2 >).

i) Si MiN My #0ype M N M, entonces My N My = (S1 N S2) + p. Ademds, por lo
visto en la observacién anterior, p; —py € S1+S2 y entonces My V My = (S7 + S2) + pa.
Entonces, aplicando el teorema de la dimensién para subespacios, tenemos que

dim(M1 \Y Mg) = dim(51 + Sg)
= dim(S7) + dim(S2) — dim(.S; N .S3)

i) Si My N My = 0, entonces p; — p2 ¢ S1 + Sa, con lo que

dim(M; V M) = dim(S; +S2+ < p1 —p2 >)
= dim(S; +S52) +1
= dim(Sy) + dim(S3) — dim(S; NS3) +1
= dim(My) 4+ dim(Ms3) — dim(S; N S3) + 1. O

9.3 Variedades lineales en espacios con producto interno

Para terminar, estudiaremos variedades lineales en espacios euclideos (es decir, R-espacios
vectoriales con producto interno). El hecho de que en el espacio esté definido un producto
interno permite extender las nociones de perpendicularidad, angulo y distancia a variedades
lineales, lo que a su vez posibilita el estudio de problemas geométricos.
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9.3.1 Ortogonalidad de variedades lineales

Definicién 9.19 Sea (V,(,)) un espacio euclideo. Sean My = S1 + p; y My = Sa + p2 (con
Sy, 52 subespacios de V' 'y p1,pes € V) variedades lineales en V. Se dice que M; y My son
ortogonales si S1 L Sa, es decir, si Vs € S1, s2 € Sa, se tiene que (s1, s2) = 0.

Si M = S+ p es una variedad lineal en un espacio euclideo V' de dimension finitay g € V,
se puede considerar la variedad lineal ortogonal a M de dimensién maxima que pasa por ¢
(por ejemplo, si ¢ = 0, esta variedad lineal es S*):

Definicién 9.20 Sea (V, (,)) un espacio euclideo de dimensién finita, sea M C V una varie-
dad lineal y sea ¢ € V. El complemento ortogonal a M por el punto q es la variedad lineal
MqL = S+ + ¢, donde S es el subespacio de V asociado a M.

Escribiremos M~ para denotar al complemento ortogonal a M por g = 0.
Ejemplos.
1. Sea L = < (1,2,3) >+ (1,5,4) C R®. Hallar Lf‘l 1,2)"
Por la definicién, se tiene que

L(ll,1,2) = {(z,y,2) € RB/ ((z,9,2),(1,2,3)) =0} + (1,1,2)
= {(z,y,2) €ER®/ x+2y+32=0}+(1,1,2)
{(z,y,2) €R®/ 2+ 2y + 32 = 9}.

2. Hallar H(ll,O,l) siendo IT = {(z,y,2) € R? /3z — 2y + 2z = 7}.
Se tiene que
0 = {(z,y,2) €R®/ 3z -2y + 2 =0} +(0,0,7)
= {(@.y.2) R’/ ((2,9,2),(3,-2,1)) = 0} +(0,0,7)
= <(3,-2,1) > +(0,0,7).

Entonces I o 1) = (< (3,-2,1) >M) 7 +(0,0,1) = < (3,-2,1) > + (0,0, 1).

9.3.2 Angulo entre rectas y planos

Utilizando el concepto de angulo entre vectores introducido en la Seccién 8.1.4 podemos definir
el angulo entre dos rectas en un espacio euclideo como sigue:

Definicién 9.21 Sea (V, (,)) un espacio euclideo y sean L1 = < v1 >+p1 y Lo = < vg >+pa,
con v1,v2 € V no nulos, dos rectas en V. Se define el dngulo entre L1 y Ly como el (tinico)
nimero real comprendido entre 0 y 5 que coincide con el dngulo entre v1 y vz o con el dngulo
entre —vy y vso.
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Esta nocién nos permite a su vez definir el angulo entre una recta y un plano, y el angulo
entre dos planos, en un espacio euclideo de dimension 3:

Definicién 9.22 Sea (V, (,)) un espacio euclideo con dim V' = 3.

e Sean L una recta y IT un plano en V. Si a es el dngulo entre las rectas L y I+, se define
el dngulo entre L y Il como § — a.

e Sean II; y I, planos en V. Se define el dngulo entre I1; y Ils como el angulo entre las
rectas i y 5.

9.3.3 Distancia de un punto a una variedad lineal

Definicién 9.23 Sea V un espacio euclideo de dimensién finita. Sea M una variedad lineal
en V y sea g € V. Se define la distancia de ¢ a M como

d(q, M) = inf{d(q,z) | = € M}.

Aplicando los resultados vistos en la Seccién 8.2.4, podemos probar que si g € V' 'y M es
una variedad lineal en V, existe un punto ¢’ € M tal que d(q, M) = d(q,q’') y dar una férmula
para su calculo:

Observacion 9.24 Con la notacién de la definicién anterior, si M = .S + p con S un subes-
pacio de V y p € V', entonces
d(g, M) = inf{d(q,2)/z€ M} =inf{d(¢,s+p)/s € S}
inf{ll¢ = (s +p)l/s € S} =inf{llg—p—sl| /s € S} = d(qg—p, 5)
= d(g—p. ps(a—p)) = llps(a—p)l,

donde pg y pgr denotan las proyecciones ortogonales sobre S y S+ respectivamente.

Notar que lo que se hizo es “trasladar el problema al 07, o sea, restarle p a todos los puntos
de la variedad y a ¢, y entonces calcular la distancia de un vector a un subespacio.

De las igualdades de la observacién anterior se deduce que d(q, M) = ||g — (ps(q—p) +p)||
y, como pg(q — p) + p € M, concluimos que éste es el punto de M maés cercano a gq.

Finalmente observamos que se puede probar que, si MqL es el complemento ortogonal a
M por g, entonces MqL NM={ps(¢—p)+p}

Ejemplo. Calcular la distancia de (1,2,4) a M = < (1,1,0),(0,1,0) > + (5,1, 2).

Se tiene que S = < (1,1,0), (0,1,0) > es el subespacio asociado a M y S+ = < (0,0,1) >.
Por lo tanto, para cada (z,y, z) € R? vale pg. (z,y, z) = (0,0, z). De acuerdo a la observacién
anterior,

d((1,2,3), M) = [|ps+ ((1,2,4) = (5,1,2))[| = [|(0,0,2)[| = 2.
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9.3.4 Distancia entre variedades lineales

Para terminar, estudiaremos la nocién de distancia entre variedades lineales. Comenzamos
con un ejemplo:

Ejemplo. Sean L y Lo las rectas definidas en R? como
Ly = {(z1,22,23) €R® /w1 = 1,29 =1} y Ly = {(21,22,73) € R® /1y = 2,23 = 4}.
La distancia d(Li, Ls) entre Ly y Lo puede definirse como el infimo de las distancias
d(my,ma) con my € L1, mg € Ly. Entonces
d(Ll,LQ) = inf{d(ml,mg) /m1 c Ll,mg c L2}
= inf{d((1,1,0),(2,8,4)) : o, € R}
— {1+ (-9 +(@—27:a,8 R}
1.

Mas ain, el conjunto posee minimo, el cual se alcanza para o = 4, § = 1. En conclusién,
d(Lq, Ls) coincide con la distancia entre los puntos (1,1,4) € Ly y (2,1,4) € L.

En lo que sigue, veremos que lo que sucede en el ejemplo (es decir, que la distancia entre
Ly y L es la minima de las distancias entre un punto de L; y un punto de Ls) se da también
para variedades lineales arbitrarias en espacios euclideos de dimension finita. Damos entonces
la siguiente definicién:

Definicién 9.25 Sea (V,(,)) un espacio euclideo de dimensién finita. Sean M; y My var-
iedades lineales en V. Se define la distancia entre My y Ms como

d(Ml,MQ) = inf{d(ml,mg) / mi € Ml, mo € Mg}

Veamos que, dadas dos variedades lineales M7 y Ms es un espacio euclideo V', existen
my € My y mg € My tales que d(mq,ms) = d(My, Ms):
Supongamos que My = S1+p1; y My = So+po, con Sy y S subespacios de V' y py,p2 € V.

Consideremos el subespacio S = S; + So. Como S @ S+ = V, existen tnicos v € Sy
u € St tales que
P1—p2 =V +u.
A continuacién mostraremos que d(My, Ma) = |jul|.
i) En primer lugar, veamos que el elemento u € S+ no depende de los puntos p; € M; y
p2 € Ma, es decir, que si My = S1 +p}) y Ma = Sy + ph, entonces pj — ph = v’ + u con
v e S:
Como p} € My} = S1 +p1 y phy € My = Sy + po, existen s € Sy y sh, € Sy tales que
py =8| +p1y ph = s, + pa. Entonces
Pi—ph=si+pr—sh—pa=s)—shH+(pr—p2) =5y —sh+vtu=1"+u,

donde v/ =s] —sh+v € S.
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ii) Veamos ahora que d(z,y) > ||u|| para cada x € My, y € Ms:

Por i), para x € My, y € My se tiene que x —y = vy, + u, para algin v,,, € S. Entonces
lz = ylI* = llvay I + lull* > [Jull?
y, en consecuencia, d(z,y) > ||ul|.

iii) Finalmente veamos que existen m; € My y mo € Mo tales que d(mq, ma) = ||ul|:

Sea v € S como al comienzo, es decir, tal que p; — ps = v +u. Como v € S = 51 + S,
existen s1 € S1 y so € Sy tales que v = s1 + So.

Sean my = —s1 +p1 € My y mg = s3 + pa € My. Entonces
d(my,ma) = |lmy—mal = —s14+p1 —p2 — 52
= l(pr = p2) — (s1 4 s2)l| = [lv+u— o] = [Jul.
Observamos que, como consecuencia de ii) y iii), resulta que
d(My, M) = [Jul| = d(mq,my),
con my € My y ma € My los puntos definidos en iii) y uw = pgi (p1 — p2), donde pg1 es la

proyeccién ortogonal sobre S-*.

Hemos demostrado entonces el siguiente resultado:

Proposicién 9.26 Sea (V,(,)) un espacio euclideo de dimensidn finita y sean My = Sy + p;
y My = So+po, con Sy, 5o subespacios de V' y p1,p2 € V', variedades lineales en V. Entonces
d(My, Ma) = ||p(s,+s,)+ (P1 — p2)]|-

Ejemplo. Hallar la distancia entre las rectas L; y Lo en R3, siendo
Li=<(1,2,1) >+ (1,7,2) y Ly=<(2,1,1) >+(0,0,1).

Consideremos el subespacio S = < (1,2,1),(2,1,1) >, que es la suma de los subespacios
asociados a Ly y Ls.

Se tiene que

T+2y+2=0
Sl:{(x,y,z)ER‘Q':{ 2x+z+z:0 }:<(—1,—1,3) >.

Buscamos u = pg.((1,7,2) — (0,0,1)):

((1,7,1),(-1,-1,3)) (5 5 —15
(=1, —1,3)]? (-1,-1,3) = (H’H’T)‘

U= PsL (1a 77 1) =
En consecuencia,

5 5 —15 5v/11
d(L1, L2) = H(n’ 0 11)” TR
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9.4 Ejercicios

Ejercicio 1. Sea V un K-espacio vectorial y sean p, ¢ € V. Si M es la recta que pasa por p
y ¢, probar la validez de las siguientes afirmaciones:

i) Si M’ CV es una variedad lineal tal que p, ¢ € M’ entonces M C M.
i) M={Ag+pup/\peK; A+u=1}

Ejercicio 2. Probar que cada uno de los siguientes conjuntos son variedades lineales y calcular
su dimension:

1) My :{(:1:1,332,563) €R3/2.1‘1 —r3=1 Yy T2+ I3 = —2}

i) My =1{(1,2,3)} CR3

v

)
)

iii) My ={P € Qs[X]/P'(2) =1}
) My ={A€C>?/tr(A) =5}

Ejercicio 3.

i) Sea L C R? la recta que pasa por los puntos (2,—1,0) y (1,3, —1). Hallar una variedad
lineal M de dimensién 2 que contenga a L. ;Es M tnica?

ii) Sea Il = {(w1,72,23) € R3 /2.21 —a9+x3 =1} ysea L = < (0,1,1) >+(1,1,0). Hallar
una variedad lineal M C R? de dimensién 2 tal que M NII = L.

Ejercicio 4. Determinar la dimensién de la variedad lineal

M= {(xl,xQ,xg) ER?/xy —20+323=0,2.2y+ 20 +23=1, —27 + 2o + a.x3 = 0}
de acuerdo a los distintos valores de a € R.
Ejercicio 5. Hallar ecuaciones implicitas para las siguientes variedades lineales:

i) M =<(1,2,1),(2,0,1) >+ (1,1,1) C R3.

ii) M C R* la minima variedad que contiene a (1,1,2,0), (2,1,1,0) y (—1,0,4,1).
Ejercicio 6. Sea L = < (2,1,1) > + (0, —1,1) C R?.

i) Hallar un plano IT tal que 0 € Il y L CII.

ii) jExistird un plano IT' tal que L CII', 0 € I y (0,0, 1) € I simultdneamente?
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Ejercicio 7.
i) Encontrar en R? dos rectas alabeadas que pasen por (1,2,1) y (2,1, 1) respectivamente.

ii) Encontrar en R* dos planos alabeados que pasen por (1,1,1,0) y (0,1,1,1) respectiva-
mente.

iii) ¢Hay planos alabeados en R3? Ma4s generalmente, si V es un K-espacio vectorial de

dimensién n y M y Ms son variedades lineales alabeadas en V', jqué se puede decir de
sus dimensiones?

Ejercicio 8.
i) Sea S = < (2,-3) > C R2. Hallar una recta L || S tal que (1,—1) € L. Graficar.

ii) Sea L; = < (2,1,0) > 4+ (0,0,1). Hallar una recta Lo || L; que pase por el punto
(-1,3,0).

iii) Si L y Lo son las variedades de ii), hallar un plano II C R3 tal que Ly C Iy Ly C I
simultdneamente. ;Es II inico?

iv) Con las notaciones anteriores, hallar un plano II' C R3 tal que IINII' = L;.

Ejercicio 9. En cada uno de los siguientes casos, decidir si las variedades lineales My y My
se cortan, son paralelas o alabeadas. En cada caso, hallar M; N My, M; V Mj y calcular todas
las dimensiones:

1) M, = {(I1,$2,I3) S RB/Il + Ty —x3 = 1}
My = < (1,0,1) > + (0,0, —3)

i) My =< (1,2,1,0),(1,0,0,1) >+ (1,2,2, —1)
My =< (1,0,1,1),(2,2,1,0) > + (—1,4,2, —3)

iii) My = {(21, 29, 73,24) ER* /21 — 29 — 1 = 23 + 24 =0}
M2 = {($1,$2,l‘3,$4) €R4/$1 — T2 :$2+$3+$4— 1 :0}
Ejercicio 10. Sean
M, =< (1,1,1) >+(0,2,0) y M, = {(xl,l‘g,l‘g,) €R3/x1 + Lo —X3 =21 — 2Ty + T3 = 1}.
i) Hallar planos IT; y IT, de R3 tales que My C 11y, My C I, y IT; || [T simultdneamente.

ii) Hallar My N My y My V Ms y calcular sus dimensiones.
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Ejercicio 11. Sean
L,y = {(331,332,333) S R3/x1 —323=0, 29 — 13 = _2} y
Ly = {(x1,72,23) €R/21 — 63 =1, 25 + 223 = 0} .
Hallar una recta L C R? que pase por el punto (1,0,2) y corte a L y a L.

Ejercicio 12. Sean A = (1,1,2) y B = (2,0,2). Sea Il = {(x1,72,23) € R3 /21 + 20 = 2}.
Hallar C' € II tal que A, B y C formen un tridngulo equildtero. ;La solucién es tinica?

Ejercicio 13. Se consideran en R? las rectas dadas por las ecuaciones Lq : 2o =0, Ly : 29 =
ay Lz :xy =/, con ay 3 dos nimeros no nulos y distintos entre si. Sean L y L’ dos rectas
transversales a L1, Lo y L3. Probar que

d(LyNL,LonNL) d(LinNL,LyanL')

d(LeNL,LsNL) d(LaNL LyNL)
Este enunciado es una version del Teorema de Thales.

Ejercicio 14. Dado el tridngulo PQR, se llama mediana correspondiente al vértice P a la
recta que pasa por dicho vértice y por el punto medio del lado QR.

Se considera en R? el triangulo cuyos vértices son P = (0,0), Q = (c,0) y R = (a,b).
i) Probar que sus tres medianas se cortan en un punto M.

1) Probar que si = = el triangulo es equilatero.
i) Probar que si d(M, P) = d(M,Q) = d(M, R), el tridngulo PQR es equila

Ejercicio 15. Un paralelogramo es un cuadrilatero tal que sus lados opuestos son paralelos.

i) Probar que si el cuadrildtero dado en R? por los puntos (0,0), (a,b), (c,d) y (e,0) es
un paralelogramo, el punto de intersecciéon de sus diagonales es el punto medio de cada
una de ellas.

ii) Bajo las mismas hipédtesis de i), probar que si las diagonales son perpendiculares, los
cuatro lados son iguales.
Ejercicio 16. Sean A;, Ay y Az en R? tres puntos no alineados. Probar que el conjunto
S={reR®/d(x,A)) =d(x, Ap) = d(x, A3)}
es una recta ortogonal al plano que contiene a A;, As y Az. Calcular S en el caso A; =

(177130)7 AQ = (07 13 1) Yy A3 = (13 132)

Ejercicio 17. Sea P : R3 — R3 la proyeccién ortogonal, para el producto interno canénico,
sobre el subespacio S = {(z1,72,23) € R® /2.21 — x5 = 0}.
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i) Encontrar una recta L C R? tal que P(L) = (1,2,1). ;Es tinica?

2.1’1 — X9 = 0

ii) Encontrar una recta L1 C R3 tal que P(L;) = Lg siendo Lo : {£E1 s =0

;Es tinica?

Ejercicio 18. Hallar en R™ el complemento ortogonal a M que pasa por A, la proyeccién
ortogonal de A sobre M y d(A, M) en los siguientes casos:
Hhn=2 M:z1—22=2, A=(2,3)

3.(E1 +SU3 :1

ii) n=3, M:{xl—xgz—l’

A=(1,0,0)

r1—Tot+x3=1

2.1 — 3.4 =2 A=(0,2,0,-1)

i) n =4, M:{

Ejercicio 19. Dado en R? el tridgngulo de vértices A = (2,-3), B = (8,5) y C = (14,11),
hallar la longitud de la altura que pasa por el vértice A.

Ejercicio 20. Se consideran en R? los puntos O = (0,0), P = (a,b) y Q = (¢,d). Dichos
puntos forman un triangulo isdésceles con base P@Q. Probar que la altura correspondiente a la
base corta a ésta en su punto medio.

Ejercicio 21. Sean en R? los puntos A; = (1,—1,0) y A2 = (1,1,1). Encontrar tres
hiperplanos H tales que d(A;, H) = d(As, H).
Ejercicio 22.
i) Calcular el 4ngulo entre las rectas de R2 definidas por L1 : x1—x2 =1y Loy : 21422 = 3.
ii) Hallar una recta L3 tal que Ang(L, Lo) = Ang(Lo,L3) y L1 N Ly € Ls.

Ejercicio 23. Sea L C R3 larecta L = < (1,—1,1) >+ (2,1,0). Encontrar un plano IT C R3
tal que (2,1,0) € Il y Ang(L,II) = Z.

Ejercicio 24. Hallar la distancia entre My y Ms en los siguientes casos:
i) My ={(x1,72,23) ER3 /21 — 2.2 + 23 = 1}
My = {(x1,22,23) € R3 /21 — 2.29 + 23 = 3}
ii) My = {(z1,22,23) € R3 /21 + 23 =1, 21 — 23 = 0}
My = {(x1,72,23) ER3 /2y + 20 + 23 =0, 23 = 1}
i) My = < (1,-1,0),(2,1,1) > + (1,0,0)
My ={(3,0,1)}
iv) My = {(21,72,23,24) ER* /1) — 29 + 23 = —2, 79 — 2.4 = 2}
My = {(21,72,23,24) ER* /01 + 20+ 23 =0, 79 — 2.24 = =8, 11 — X9 + x4 = 5}
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Ejercicio 25. Probar que si My y Ms son variedades lineales de R™ con dim M; < dim M,
y M || Ms, entonces d(My, M3) = d(P, Ms) para todo P € M.

Ejercicio 26. Sea en R? la recta L que pasa por los puntos (2, —1) y (5,3). Determinar una
recta L' || L tal que d(L, L") = 2.

Ejercicio 27. Sean en R? la recta L = < (1,1,2) > y el punto P = (1,0, —2). Encontrar un
plano H ortogonal a L tal que d(P, H) = /6.

Ejercicio 28. Sean en R3 la recta L = < (1,2,-2) > + (0,2,0) y el punto P = (1,2,2).
Encontrar ecuaciones implicitas de una recta L’ ortogonal a L tal que d(P, L') = 3y LNL' = 0.
. Es tinica?

Ejercicio 29. Sean
Ml = {($1,$2,$3) € R3/2..’£1 — 22+ T3 = 1} y M2 = (1a 1,1) +< (Oa 1,1)7 (1307_2) >
Hallar un plano H tal que M; || H (i =1,2) y d(P1,H) = d(P», H).

Ejercicio 30. Sea L = < (3,0,—4) > + (1,—1,0). Encontrar una recta L’ alabeada con L,
tal que d(L, L") = 2.

Ejercicio 31.

i) Construir una rotacién f : R3 — R3 tal que f(M;) = My en cada uno de los siguientes

Casos:
a) My ={(1,2,-1)}, My={(-1,21)}
b) M, Z{(l‘ Jfg,zg) €R3/1‘1—1‘2=2, 1‘321}
My = {(x1,72,73) ER3 /21 —2.29 = 1, 3.09 — 23 = —4}
) M1 = {($1,$2,$3) € RB/Z'l — To + I3 = 3}

My = {(x1,72,23) € R3 /21 — 29 + 23 = —3}
ii) Encontrar M; y M, variedades lineales de R3 de igual dimensién tales que no haya
ninguna rotacién f : R? — R? que cumpla f(M;) = M.
Ejercicio 32. Sean en R3? los planos II; y II; definidos por las ecuaciones:
II{ :ap — 23 =1 y Il : 29 + 23 = —1.
Definir una transformacién ortogonal f : R3 — R3 tal que f(II;) = Iy y f(IIy) = I1;.

Ejercicio 33. Sea k € R y sean II; y II, los planos en R? definidos por
H1 :{(xlax%x?») €R3/J)1—x2+2x3:k’} y H2:< (17071)a(07172) >+(17_1a1)'

Determinar k para que exista una simetria f : R® — R3 tal que f(II;) = Ilz. Para ese valor
de k hallar dicha simetria y calcular f(IIs).



