Capitulo 7

Forma de Jordan

En este capitulo continuaremos estudiando la estructura de los endomorfismos de un espacio
vectorial de dimensién finita.

Veremos que si V' es un K-espacio vectorial de dimensién finita y f es un endomorfismo
de V, bajo ciertas condiciones, existe una base de V' en la cual la matriz de f es de una forma
particular que nos permite clasificar los endomorfismos y también trabajar més facilmente
con ellos. Esto, en particular, resuelve el problema de decidir si dos matrices complejas son
semejantes o no, o sea si son las matrices de la misma transformacién lineal en distintas bases.

Comenzaremos estudiando algunos casos particulares y luego extenderemos los resultados
obtenidos al caso general.

7.1 Transformaciones lineales nilpotentes

7.1.1 Definiciones y propiedades basicas

Empezamos con el caso en que la transformacién lineal tenga como polinomio caracteristico
a una potencia de X (notar que en este caso, usando el Teorema de Hamilton-Cayley, el
polinomio minimal de la transformacién lineal también es una potencia de X y su tnico
autovalor es el 0). Esto significa que existe una potencia de f que da cero, lo que motiva la
siguiente definicién.
Definicién 7.1 Sea V un K-espacio vectorial. Una transformacién lineal f: V — V se dice
nilpotente si existe k € N tal que f* = fofo...of=0.
—_—
k veces
Anéalogamente, se dice que una matriz A € K™*" es nilpotente si existe k € N tal que

Ak =0.

Observacion 7.2 Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita y f : V' — V una
transformacién lineal, entonces f es nilpotente si y sélo si para cualquier base B de V, |f|p
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es una matriz nilpotente.

Definicién 7.3 Sea f : V — V una transformacion lineal nilpotente. Se define el indice de
nilpotencia de f como min{j € N / fJ = 0}.

Analogamente, se define el indice de nilpotencia de una matriz nilpotente A € K™*"™ como
min{j € N / A7 = 0}.

Lema 7.4 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea f:V — V una transfor-
macion lineal. Entonces f es nilpotente de indice k si y solo si my = Xk,

Demostracion. Si f es nilpotente de indice k, se tiene que f*¥ = 0y f¥=1 # 0. La primera
condicién implica que el polinomio X* anula a f, y en consecuencia, my | X k. Luego,
my = X7 para algtin j < k. Ahora, como f*~! £ 0, resulta que m; = X*.

Reciprocamente, es claro que si my; = X*, entonces f* =0y f¥=1 # 0, con lo cual f es
nilpotente de indice k. O

Notar que, con las mismas hipétesis del lema anterior, como el grado del polinomio minimal
de f es siempre menor o igual que la dimensiéon n de V, tendremos que f es nilpotente si y
s6lo si f™ = 0 (comparar con el Ejercicio 14 de la Seccién 3.8).

Proposicion 7.5 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n y sea f : V. — V una
transformacion lineal nilpotente de indice k. Entonces

{0} c Nu(f) c Nu(f>) c...c Nu(f*) =V

y todas las inclusiones son estrictas.

Demostracion. Siendo k el indice de nilpotencia de f, se tiene que f* = 0, de donde Nu(f*) =
V. Ademsds, es claro que valen las inclusiones. Veamos que son estrictas.

En primer lugar, observamos que si Nu(f!) = Nu(fi*!) para algiin i € Ny, entonces
Nu(f*1) = Nu(fi2): Si v € Nu(fi2), se tiene que fi?(v) = 0, de donde f*1(f(v)) = 0.
Luego, f(v) € Nu(f*!) y, como por hipétesis Nu(f+1) = Nu(f?), entonces f(v) € Nu(f?).
Esto dice que fi*1(v) = fi(f(v)) = 0, es decir, v € Nu(fi*1).

Luego, si Nu(f%) = Nu(f?*!) para algin iy € No, se tiene que Nu(f*) = Nu(fi!) para
todo i > ig. Pero como el indice de nilpotencia de f es k, Nu(f*~!) # V = Nu(f*), y en
consecuencia debe ser ig > k. O

Notacién. Para cada matriz A € K™*", notaremos Nu(A) al nicleo de la transformacién
lineal f4 : K™ — K™ definida por fa(z) = A.z, es decir, al conjunto {z € K™ : A.x = 0}.

Con esta notacién, como consecuencia de la Proposicién 7.5 se tiene que si A € K™*™ es
una matriz nilpotente de indice k, entonces

{0} € Nu(A4) c Nu(4?) ... c Nu(4F) = K

y todas las inclusiones son estrictas.
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7.1.2 Existencia de forma de Jordan para una transformacion lineal
nilpotente

Comenzamos estudiando un caso particular de endomorfismos nilpotentes: los de indice de
nilpotencia méximo (o sea, aquéllos en los que el polinomio minimal coincide con el carac-
teristico):

Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea f : V' — V una transformacion lineal
nilpotente de indice n (es decir, my = X', = X").

Sea v € V tal que f"1(v) # 0, es decir v € V — Nu(f"~!) (existe un elemento con
esta propiedad porque por hipétesis f"~! # 0). Como m, divide a my = X", resulta que
m, = X¥ con 1 < k < n. Como f"1(v) # 0, resulta que m,, = X" y, por lo tanto, el
conjunto

B ={v, f(v), f2(v),..., f""(v)}

es una base de V. Ademas,

0 0O ... 0 0
1 0 0 0
fle=] 0 1 0 0
0 o ... 1 0

Este tipo de matrices aparecera en nuestra clasificacién y les daremos un nombre:

Definicién 7.6 Sea J € K"*". Se dice que J es un bloque de Jordan nilpotente si

o o0 ... 0 O
1 0 ... 0 O
J = o 1 ... 0 O
o o0 ... 1 0

A continuacién probaremos que para cualquier transformacién lineal nilpotente f : V — V|
donde V es un K-espacio vectorial de dimensién n, es posible encontrar una base donde la
matriz esté formada tinicamente por bloques de Jordan nilpotentes ubicados sobre la diagonal
y ceros en los demas lugares.

Teorema 7.7 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n, y sea f :V — V una transfor-
macion lineal nilpotente de indice k. Entonces existe una base B de V' tal que

Jo 0 ... 0
0o J

|flB = 2
: .0
o ... 0 J,

donde, para cada 1 <1 <r, J; € K™*™ es un blogue de Jordan nilpotente y k = ny > ng >
e 2 Ny
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Para la demostracion de este teorema, usaremos el siguiente resultado técnico:

Lema 7.8 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. Sea f:V — V una transfor-
macion lineal y sea i € N. Sea {v1,...,v.} €TV un conjunto linealmente independiente tal
que Nu(f)yN<wvy,...,v, >={0}. Entonces {f(v1),..., f(v:)} es linealmente independiente
y Nu(f=h)n< f(u),..., flv,) >={0}.

Demostracion. Supongamos que v = aq f(v1) + - + . f(v,) € Nu(f*~!). Entonces
0=f"v) = fi(avr + + av,),

de donde ajvy + -+ + a,v,. € Nu(f?). Como Nu(f*) N <wi,...,v. > = {0}, resulta que
ayvy + -+ + a,v,. =0, y como vy,..., v, son linealmente independientes, a; = ... = a, = 0.

Luego, v = 0.

De la misma demostracién se deduce que si oy f(vi) + - + a,f(v.) = 0, entonces a; =
.=a, =0, con lo cual {f(v1),..., f(v.)} es linealmente independiente. O

Demostracion del Teorema 7.7. Como f es nilpotente de indice k se tiene que

{0} & Nu(f) & Nu(f?) & ... & Nu(f*") ¢ Nu(f*) = V.

Lo que haremos a continuacién es construir conjuntos de vectores en Nu(f7) recursivamente,
comenzando en j = k hasta j = 1, utilizando el lema anterior y de forma tal que la unién de
esos conjuntos sea una base de V.

Sea Bj_1 una base de Nu(f*~1), y sea

Cr= {0, o™} cNu(fF) =V

Y VT

un conjunto linealmente independiente tal que By_; U C}, es una base de Nu(f*) = V. Por
construccién, Cy es un conjunto linealmente independiente y

Nu(f* 1)@ < Cp > =Nu(f*) =V.

Para fijar ideas, hagamos el paso siguiente de la recursion:

Por el lema anterior f(Cj) C Nu(f*~!) es un conjunto linealmente independiente tal
que Nu(f*=2)n f(Cx) = {0}. Sea Bj_» una base de Nu(f*~2). Completamos el conjunto
linealmente independiente By_» U f(Ck) a una base de Nu(f*~!) con {vik_l)7 . ,vfj::ll)}.
Luego, si llamamos

Cro1 = F(CR) U Lo, oD} @ Nu(f*Y),

? U TR—1

tenemos que Cj_1 es un conjunto linealmente independiente y vale

Nu(f*2)® < Cr_1 > = Nu(fF1).
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Notar que, por lo tanto,
Nu(ff?) @< Cro1 >0 < Cp>=V.

Pasemos ahora al paso j-ésimo de la recursion:

Sea j con 1 < j < k. Supongamos construidos los conjuntos linealmente independientes
Cit1 C Nu(fj“),l...,Ck C Nu(f*) tales que f(C) C Ch_1 Vj+2 < h <k, Nu(f/)®
<Cjp1 >=Nu(f*)y

Nu(fYeo<Cip1>@...0<Cy>=V.

Por el lema anterior, f(Cj11) C Nu(f?) es un conjunto linealmente independiente y
Nu(fi=') N < f(Cj41) > = {0}. Consideremos una base B;_; de Nu(f’~'). Entonces
Bj_1 U f(Cj4+1) C Nu(f7) es un conjunto linealmente independiente y, por lo tanto, exis-
ten v§]), e ,v,(ag) € Nu(f7) tales que Bj_1 U f(Cj41) U {vgj), e ,Ug)} es una base de Nu(f7).
Sea

Cj = F(Crr) U vy, o} € Nu(f).

Es claro que C; C Nu(f7) es un conjunto linealmente independiente (puesto que, por cons-
truccién, es un subconjunto de una base de Nu(f?)) y que

Nu(f~ ) @ < C; > = Nu(f7).

Por lo tanto, _
Nu(ffr)e<Ci>®..0<Cp>=V.

Al terminar la recursién tendremos que
<Ci>®..0<C,>=V,
y como cada conjunto C; para cada 1 < j < k es linealmente independiente, resulta que

k
U C; es una base de V.

j=1
Consideremos la base B de V obtenida reordenando esta base como sigue:
k k —1,.(k _
B = (o f@i) ST o F ), ST ),
vgj), f(v@), ey fj_l(v(])), . ,vg), f(v,gg)), ey fj_l(vﬁg)), ey v§1), RIS
Se puede verificar que |f|p tiene la forma del enunciado del Teorema. O

Definicién 7.9 Una matriz A € K™*" se dice una forma de Jordan nilpotente si

Ji 0 ... 0
a_| 0 :
: 0
0 0 J
con J; € K™*™ bloques de Jordan nilpotentes (1 <i<r)ymn; >ng > ... > n,..
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El Teorema 7.7 nos dice entonces que para todo endomorfismo nilpotente f : V. — V,
donde V es un K-espacio vectorial de dimensién finita, existe una base B de V tal que |f|s
es una forma de Jordan nilpotente. A una tal base B la llamaremos una base de Jordan para
f y ala matriz | f|p, una forma de Jordan para f.

Aplicando este teorema a la transformacién lineal f4 : K™ — K™ asociada a una matriz
A € K™*" obtenemos el andlogo para matrices:

Teorema 7.10 Sea A € K™*" una matriz nilpotente. Entonces A es semejante a una forma
de Jordan nilpotente.

A una base B de K™ tal que |fa|p = J4 es una forma de Jordan nilpotente la llamaremos
una base de Jordan para A,y a la matriz J4 una forma de Jordan para A.

Ejemplo. Hallar una forma de Jordan y una base de Jordan para A € R6%6 siendo

0 0 0 0 0 O
1 0 00 0 O
-1 -1 0 0 0 0
A= 0 1 00 1 O
-1 0 0 0 0 O
1 0 00 -1 0

Como X4 = X6, A es una matriz nilpotente.

Calculemos m 4, que serd de la forma m4 = X% para algtin k con 1 < k < 6. Como

0 0000 0
0 0000 0
s | =1 000 0 0 -
A=109 00000 y A'=0,
0 0000 0
1 00000

resulta que my = X3.
Sea E = {e1, e, €3, €4, 5,66} la base canénica de R®. Entonces,
By = {e3,e4,e6}, DBz ={e3,eq,€6,€2,65} y Bz ={es, eq,¢6, 62,65 €1}
son bases de Nu(A4), Nu(A?) y Nu(A?) respectivamente.

Construimos una base de Jordan para A siguiendo la demostracién del Teorema 7.7 (donde
la transformacién lineal nilpotente que consideramos es fa : RS — R%): Tenemos que

{0} ¢ Nu(4) ¢ Nu(A?%) ¢ Nu(4?) = RC.
Extendemos la base By de Nu(A?) a una base de Nu(A3) = RS, por ejemplo, agregando el
vector e; que completa Bz. Consideramos A.e; = (0,1,—1,0,—1,1) € Nu(A?). Se tiene:
{0} & Nu(4) ¢ Nu(4?) ¢ Nu(4d’) =R°
A.€1 €1



7.1 Transformaciones lineales nilpotentes 169

Ahora consideramos la base B; de Nu(A), tomamos el conjunto By U {A.e;} C Nu(42), y
extendemos este conjunto a una base de Nu(A?). Para esto podemos elegir, por ejemplo,
el vector es € Nu(A42%). Multiplicando por A los vectores A.e; y e5 se obtiene el conjunto
linealmente independiente {AZ%e1, A.es} = {(0,0,—1,0,0,1),(0,0,0,1,0,—1)} C Nu(A?):

{0} & Nu(4) & Nu(4?) ¢ Nu(4?) =R°
A2.€1 A.eq €1
A.€5 €5

Finalmente, extendemos el conjunto {A2.e;, A.e5} a una base de Nu(A), por ejemplo, con el
vector e3. Obtenemos:

{0} & Nu(4) ¢ Nu(4?) ¢ Nu(4?) =R

A2.eq A.eq el
A.e5 €5
€3

Entonces, una base de Jordan para A es

B = {ei, Ay, A%.eq, es5, Aces, e3}
= {(17 Oa Oa 07070)3 (07 ]-7 713 Oa 717 1)3 (0’07 713 0707 1)7 (Oa 070707 ]-a 0)7
(0,0,0,1,0,-1),(0,0,1,0,0,0)}.

y una forma de Jordan de A es J4 = |fa|B, es decir:

00 0[]0 00
1 00[(00 0
J._| Lo 1 0jooo
00 0[0 0]0
00 0[1 00
0000 0[0]

7.1.3 Unicidad de la forma de Jordan nilpotente. Semejanza

A continuacién probaremos que la forma de Jordan de una transformacién lineal nilpotente
es Unica. Este resultado, junto con la existencia de forma de Jordan para matrices nilpotentes
probada en la seccién anterior, nos permitira resolver el problema de decidir si dos matrices
nilpotentes son semejantes o no.

La demostracién de la unicidad consiste en mostrar que la cantidad de bloques de Jordan
de cada tamano que aparecen en una forma de Jordan de una transformacién lineal f esta
univocamente determinada por f.

Comenzamos probando un resultado auxiliar.

Lema 7.11 Sea J € K™ ™ un bloque de Jordan nilpotente. Entonces rg(J?) = m — i para
cada 1 < i <m.
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Demostracidn. Se puede verificar inductivamente que J* = (el | ... |el, [0]...]0), donde
e; denota el j-ésimo vector de la base candnica de K™ (es decir que al elevar un bloque de
Jordan nilpotente a la 4, los unos bajan ¢ — 1 lugares).

En consecuencia, rg(J%) = dim < e;41,..., €y, > =m —i. O

Este resultado nos permite calcular la cantidad de bloques de cada tamano que aparecen
en una forma de Jordan usando los rangos de las potencias de la matriz.

Proposicién 7.12 Sea A € K™*" una forma de Jordan nilpotente de indice k. FEntonces
el blogue de Jordan mds grande que aparece en A es de tamanio k x k. Ademds, para cada
0 <i < k-1 la cantidad de bloques de Jordan nilpotentes de tamano mayor que i que aparecen
en A es

bi = rg(A’) — rg(A™1).

En particular, la cantidad de bloques de Jordan que aparecen en A es by = n —rg(4) =
dim(Nu(A)).

Demostracion. Como el indice de nilpotencia de A es k, se tiene que my = XF*.

Sean Ji,...,J, los bloques de Jordan que aparecen en A con J, € K™*™ para cada
1 < £ <7 (ver Definicién 7.9). Entonces

ma =mem{my,,...,my } =mem{X™ ... X"} =X"

Luego, n1 = k, es decir, el bloque de Jordan méas grande que aparece en A es de k X k.

Para cada 1 <1 < k, sean ¢; la cantidad de bloques de Jordan nilpotentes de tamano ¢ x ¢
que aparecen en A y b; la cantidad de bloques de tamano mayor que .

Si A estd formada por r bloques de Jordan nilpotentes, resulta que rg(A) =n —r ya que
este rango es la suma de los rangos de los distintos bloques de Jordan. En consecuencia, la
cantidad de total de bloques de Jordan que forman A es by = n — rg(A).

Sea 1 < i < k — 1. Observamos, por el lema anterior, que para un bloque de Jordan
J € K7%7 se tiene que J* =0sij <iorg(J') =j—isij>i Ademds, rg(A’) es la suma de
los rangos de los bloques que aparecen en la diagonal. En consecuencia

k k k
rg(A) —rg(AT) = > (i) = D (G- (+1)= > ¢ =b. O
j=i+1 j=i+2 Jj=i+1

Tenemos entonces el siguiente resultado:

Corolario 7.13 Sea A € K™*" una forma de Jordan nilpotente de indice k. Entonces, para
cada 1 < i <k, la cantidad de bloques de Jordan nilpotentes de tamano i X i que aparecen en
A es

c; = 1g(A™) — 2rg(A?) +rg(ATT).
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Demostracion. Observamos que ¢, = by_; = 1g(A*1) — rg(AF) = rg(AFH1) — 2rg(AF) +
rg(AF=1), puesto que A% = 0.
Sea 1 <i<k—1. Entonces

¢ = bi_1—b
= (1g(A™h) —rg(A")) — (rg(A") — rg(A™))
rg(AT) — 2rg(A%) +1g(ATh). O

Ejemplo. Decidir si existe una matriz A € R®*! tal que rg(4) = 10, rg(A?) = 3 y
rg(A%) = 0.

Sirg(A%) =0y rg(A*) = 3, entonces A° = 0y A* # 0, de donde A es nilpotente de indice
5. Entonces A es semejante a una forma de Jordan nilpotente J4 cuyo bloque de tamafio mas
grande es de 5 x 5.

Ahora, por la Proposicién 7.12, J4 tiene rg(A*) — rg(A®) = 3 bloques de 5 x 5 y, como
Ja € R15%15 &stos son los tinicos bloques que aparecen.

Pero la cantidad de bloques de Jordan en J4 debe ser 15 —rg(A4) = 15 — 10 = 5, contradi-
ciendo lo anterior.

Luego, no existe una matriz A € R®*!® que satisfaga las condiciones del enunciado.

El Corolario 7.13 nos permite probar el siguiente resultado:
Lema 7.14 Sean J y J' formas de Jordan nilpotentes. Si J ~ J', entonces J = J'.

Demostracion. Segun lo que hemos visto, las cantidades de bloques de cada tamano que
aparecen en una forma de Jordan nilpotente sélo dependen de los rangos de sus potencias.
Por otro lado, si J ~ J', entonces para cada 1 < i < k, se tiene que rg(J?) = rg((J')?). En
consecuencia, la cantidad de bloques de Jordan de cada tamano es la misma en J que en J'.
Luego, J = J'. O

A partir de este lema, se deduce la unicidad de la forma de Jordan en el caso nilpotente:

Teorema 7.15 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n. Sea f:V — V una transfor-
macion lineal nilpotente. Entonces existe una unica forma de Jordan nilpotente J € K™ ™
tal que | f|g = J para alguna base B de V.

Demostracién. Si B 'y B’ son bases de V tales que |f|g = J y |f|pr = J con J y J' formas
de Jordan nilpotentes, entonces J ~ J' y, por el lema anterior, J = J'. (]

Por lo tanto, se obtiene este resultado sobre semejanza de matrices nilpotentes:
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Teorema 7.16 Sean A, B € K"*™ matrices nilpotentes. Sean J y J' formas de Jordan
nilpotentes tales que A ~ J y B ~ J'. Entonces

A~B = J=J.
Demostracion.

(=) Si A ~ B, como por hipédtesis A ~ Jy B ~ J', teniendo en cuenta que ~ es una relacién
de equivalencia, resulta que J ~ J’. Luego, por el Lema 7.14, J = J'.

(<) SiJ=J, siendo A~ J, B~ J y por ser ~ una relacién de equivalencia, se deduce
que A ~ B. O

Ejemplos.

1. Sean A, B € R*** dos matrices tales que my4 = mp = X>. Probar que A ~ B.

Por el teorema anterior, el problema es equivalente a probar que A y B tienen la misma
forma de Jordan. Luego, basta ver que existe una tnica forma de Jordan nilpotente
J € R*** tal que my = X3.

Si my; = X3, entonces J tiene (al menos) un bloque de Jordan nilpotente de 3 x 3.
Como J € R***4, Ia tinica posibilidad es entonces que J esté formada por un bloque de
3 x 3 yotro de 1 x 1, es decir

0 0 0|0

1 0 00

J= 01 0(0

0 0O ﬂ
2. Sean A, B € R™*7 las matrices

0 000 0 0O 0 000 0 OO
1 000 0 0O 1 000 0 0O
01 00 0 0O 01 00 00O
A=| 0 0 0 0 0 0 O v B=] 0 0 0 0 0 0 O
0 001 00O 0 001 00O
0 000100 0000 0 0O
0000 0 OO 0000 O0T1TFDO

Observamos que X4 = X' = Xg, ma = X® = mp y rg(A) = rg(B), pero A # B puesto
que son dos formas de Jordan nilpotentes distintas.

7.2 Caso general

En esta seccién generalizaremos lo anterior para endomorfismos en un K-espacio vectorial de
dimensién finita cuyos polinomios minimales se factorizan linealmente (es decir, con todas sus
raices en K).
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7.2.1 Forma de Jordan de una transformacién lineal

Primero veremos un caso particular, en el que el polinomio minimal del endomorfismo se
factoriza linealmente pero tiene una tunica raiz.

Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea f : V — V una transformacion lineal
tal que my = (X — A)¥ para algin k < n. Se tiene entonces que (f — A\.idy)k = 0y
(f — A idy)*=1 #£0, con lo cual f — \.idy es nilpotente de indice k.

Por el Teorema 7.7, existe una base B de V tal que |f — A.idy|p € K™*™ es una forma
de Jordan nilpotente, es decir,

Jo0 ... 0
. 0 J :
If = Nidvlp=| ~ 7
: .0
0 ... 0 J,

donde, para cada 1 < i <r, J; € K™*™ es un bloque de Jordan nilpotente y k = ny; > ng >
cel 2 Ny

Observamos que |f|g = |f — Aidy|p + |[X\.idv|s = |f — A idv|p + A. I, de donde

0 J(\,n :
fa=| O TAm)
: . 0
0 0 J\n.)
donde, para cada 1 <i <,
0 0 0
1 A 0 0
1 O O e Knixni

Jn)=| 0

vyk=n1>ng>...>n,.
Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 7.17 Sea A € K. Se llama bloque de Jordan asociado al autovalor A\ de tamano
n a la matriz J(A,n) € K™

A0 0 0
1A 0 0
Jan) = 0 1 0 0
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La idea de la forma de Jordan general es, como en el caso nilpotente, encontrar una base
donde la matriz del endomorfismo considerado tenga una forma particular (bloques de Jordan
en la diagonal).

La demostracién de la existencia de forma de Jordan se basa en el siguiente lema, que
permite descomponer el espacio en suma directa de subespacios invariantes, en cada uno de
los cuales la transformacién lineal tiene un solo autovalor.

Lema 7.18 Sea V un K espacio vectorial de dimension finita. Sea f:V — V una transfor-
macion lineal tal que my = P.Q con (P,Q) = 1. Entonces:

e Nu(P(f)) y Nu(Q(f)) son subespacios invariantes por f;
o V =Nu(P(f)) @ Nu(Q(f));

=Py =Q.

o m m
Fivucesy Fivucei

Demostracion.
e Nu(P(f)) v Nu(Q(f)) son invariantes por f:
T
Sea P =" a; X"y sea x € Nu(P(f)). Entonces P(f)(z) = 0. Aplicando f se obtiene

F(P(f)(x)) = 0. Luego

0= (T ar@) = Yar+e = (X o) (@),
=0 i=0 =0

de donde f(z) € Nu(P(f)). Por lo tanto, Nu(P(f)) es invariante por f.

De la misma manera, Nu(Q(f)) es invariante por f.

o V =Nu(P(f)) & Nu(Q(f)):
Puesto que (P, Q) = 1, existen R, S € K[X] tales que 1 = R.P 4+ S.Q), de donde

idy = R(f) o P(f) + 5(f) o Q(f).
Sea x € Nu(P(f)) N Nu(Q(f)). Entonces
w = idy(z) = R(f)(P(f)(z)) + S(/)(Q(f)(z)) = R(f)(0) + S(f)(0) = 0.
Luego, Nu(P(f)) N Nu(Q(f)) = {0}.

Por otro lado, para cada x € V se tiene que
x = (R(f) o P(f))(x) + (S(f) o Q(S)) ().
Ahora, teniendo en cuenta que Q(f) o R(f) = (Q-R)(f) = (R.Q)(f) = R(f) o Q(f),

resulta que

QUN(R(f) o P(f))(x))

QU)o R(f) o P(N)(@) = RN ((QU) 0 PF)(@)) =
= R()(ms()(@) = R()(0) =0,
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de donde (R(f) o P(f))(x) € Nu(Q(f)). Andlogamente, (S(f) o Q(f))(x) € Nu(P(f)).
En consecuencia, Nu(P(f)) + Nu(Q(f)) =V.

m =Q:
Fivucesy Q

Sean f1 y fo las restricciones de f a Nu(P(f)) y Nu(Q(f)) respectivamente. Como
V =Nu(P(f)) & Nu(Q(f)), se tiene que my = mem(my,, my,).

=P
mf‘Nu(P(fn y

Si P= 3 a;X? para cada x € Nu(P(f)), se tiene que

i=0
P(f)@) = (Y aifi) @) =D aifile) = 3 aif'(w) = P(f)(x) =0,
=0 =0 1=0

con lo cual my, | P. Andlogamente, my, | Q.
Como P y @ son coprimos, resulta que my, y my, también lo son y, por lo tanto,
PQ =my = mcm(mf17mf2) =myg.mg,

de donde my, = Py my, = Q. O

Definicién 7.19 Diremos que J € K™*" es una matriz de Jordan o una forma de Jordan si

J 0 ... 0
g | 0 £ :
: 0
0 ... 0 J,

donde, para cada 1 <1 < s, J; es de la forma

J(,n\Y) 0 .. 0
() : , ,
J; = O J(Aiyny”) ’ con ngl) > ... > ng)
: - 0
0 . 0 J(hi,ni)

¥y Ai # A;j para i # j, o sea, cada J; estd formada por (varios) blogues de Jordan de autovalor
Ai ubicados sobre la diagonal.

Demostremos ahora el resultado principal de esta seccidn:

Teorema 7.20 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. Sea f : V. — V una
transformacion lineal tal que my se factoriza linealmente sobre K. Entonces existe una base
B de V tal que |f|p es una forma de Jordan.
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Con la notacién anterior, a una base B con la propiedad del teorema la llamaremos una
base de Jordan para f y ala matriz |f|p una forma de Jordan para f.

Demostracion. Probaremos el teorema por inducciéon en n = dim V.
Para n = 1, no hay nada que hacer.

Supongamos que el teorema vale para toda transformacién lineal definida en un K-espacio
vectorial de dimension m < n y sea f : V — V una transformacion lineal definida en un K-
espacio vectorial V' de dimensién n.

Simy = (X — A\)*, estamos en el caso analizado al comienzo de esta seccién, para el que
el teorema vale.

Supongamos entonces que f tiene al menos dos autovalores distintos. Si A1 es uno de los
autovalores de f, entonces my = (X — A)*.Q con gr(Q) > 1y (X — )", Q) = 1. Por el
Lema 7.18, Nu((f — A1 idv)kl) y Nu(Q(f)) son subespacios f-invariantes de V' y

V = Nu((f — \i.idy)™) @ Nu(Q(f)).

Ademds, como )1 es autovalor de f pero no el tinico, {0} C Nu((f — A.idy)¥') C V y las
inclusiones son estrictas. En particular, 0 < dim(Nu((f —\;.idy)*')) < dimV = n. Entonces
también vale 0 < dim Nu(Q(f)) < dimV = n.

Consideremos las restricciones de f a Nu((f — Ai.idy)*) y Nu(Q(f)):
freNu((f = Aidy)®) — Nu((f = Aridy)™) y fa - Nu(Q(f)) — Nu(Q(f))-

Por hipétesis inductiva, existen una base B; de Nu((f — )q.I)kl) y una base By de
Nu(Q(f)), tales que |fi1|B, v |f2|B, son formas de Jordan. Entonces, tomando B = B; U Bs
obtenemos una base de V tal que

_ |f1|B1 0
Il = ( 0 | f2|B, )

Observamos que, de acuerdo al Lema 7.18, my, = (X — A\)" y my, = Q. Entonces |fi|p,
estd formada por bloques de Jordan de autovalor A; y, como A; no es raiz de Q, |fa2|p, estd
formada por bloques de Jordan de autovalor A con A # \;. En consecuencia, |f|p es una
forma de Jordan. O

T
Observemos que, con las notaciones del teorema anterior, si my = [[(X — A\;)* con
i=1
Ai # Aj si i # j, la demostracién nos permite dar una forma constructiva de obtener una
forma de Jordan de f. Como

V = Nu((f = Meidy)*) @ - @ Nu((f = A idy)*),

podemos obtener una forma de Jordan para cada una de las restricciones de f a estos subes-
pacios invariantes Nu((f — \;.idy)*?) y las bases de Jordan B; correspondientes. Entonces
B = B; U---U B, resulta ser una base de V' y |f|s resulta una forma de Jordan de f.

El resultado del teorema se puede enunciar también para matrices complejas.
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Teorema 7.21 Sea A € C™"*™. Entonces A es semejante a una forma de Jordan.

A una base B de K" tal que |fa|p es una forma de Jordan, la llamaremos una base de
Jordan para A,y a la matriz |f4|p una forma de Jordan para A.

Demostracion. Consideremos la transformacién lineal f4 : C* — C™ definida por fa(z) =
A.xz. Observamos que mys, = ma € C[X] se factoriza linealmente en C[X]. Por el teorema
anterior, existe entonces una base de C™ tal que la matriz J4 = |fa|p es una forma de Jordan,
semejante a A. O

Ejemplo. Hallar una forma de Jordan semejante a A y una base de Jordan para A, siendo

1 0 0 2
12 -1 0 2 Ax4
A= 9 0 -1 2 e C**°.
0 0 0 1

Se tiene que X4 = (X — 1)%(X + 1)2, luego los autovalores de A son 1y —1.

Calculemos m4 = mem{me,, Me,, Mey, Me, }, donde {e1, ea, €3, e4} es la base candnica de
Cc*:

Puesto que A.e; = e; + 2es + 2e3 (luego {e1, A.e1} es 1i.) y A%e; = ey, se tiene que
me, = X2 — 1.

Por otro lado, A.ep = —eg, con lo cual me, = X + 1. De la misma manera, m., = X + 1.

Finalmente, para e, tenemos que A.eq = 2e;1 + 2e5 + 2e3 + ¢4 (y entonces {e4, A.es} es 1.i.)
y A%ey = 4dey + 4deg +de3 +eq = 2. A.ey — eq. Luego me, = X2 —2X + 1.

En consecuencia, ms = mem{X? — 1, X +1,X? —2X + 1} = (X — 1)*(X + 1).
Sabemos entonces que
C*=Nu((A-1)?) @ Nu(A + 1),

ysifi:Nu((A—-1)%) = Nu((A—1)?)y fo: Nu(A+1I) — Nu(A+ I) son las restricciones de
fa aNu((A—1)%) y Nu(A + I) respectivamente, una forma de Jordan para A es

(L0
JA_(O J2>

donde J; y Jo son formas de Jordan de f; y fo respectivamente. M&s aun, si B; y Bs son
bases de Jordan para f1 y fo, entonces B = By U By es una base de Jordan para A.

e Base y forma de Jordan de f; : Nu((A — I)?) — Nu((A —I)?).
Se tiene que my, = (X —1)2, luego f1 — idnu((A—1)2) es nilpotente de indice 2. Ademds

0 0 0 2 0 0 0 0
|2 =2 0o 2 . [ -4 400

A=I=1, ¢ 9 o y A=D7=1|_4 ¢ 4 0]
0 0 0 0 0 0 0 0
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de donde Nu(A — I) = < (1,1,1,0) > y Nu((4 — I)?) = < (1,1,1,0),(0,0,0,1) >.
Consideramos el vector e4 = (0,0,0,1) que extiende una base de Nu(A — I) a una de
Nu((A —I)?). Obtenemos

{0} & Nu(A-1) & Nu((4-1)?
(A—I).€4 €4

Luego, una base de Jordan para f; es By = {eq, (A —1I).e4} = {(0,0,0,1),(2,2,2,0)} y

su forma de Jordan es
|filB, = Lo
L 1 1)/)°

e Base y forma de Jordan de fo : Nu(A+ 1) — Nu(A +1I).

Sabemos que my, = X — 1, luego f> es diagonalizable. Se tiene que

At1=

SN NN
o O OO
OO OO
N DN NN

Luego, una base de Nu(A + I) (que serd también una base de Jordan para fa) es
By ={(0,1,0,0),(0,0,1,0)} vy la forma de Jordan de f5 es

|f2|32: <_01 _01>

En consecuencia, una base de Jordan para A es
B = B;UBy =1{(0,0,0,1),(2,2,2,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)}

y una forma de Jordan semejante a A es

1 0]0 0
1 1/0 0
Ja = 0 0|—-1]0
00 0]—1

7.2.2 Unicidad de la forma de Jordan

Veremos ahora que la forma de Jordan asociada a una transformacion lineal f : V — V|
donde V' es un K-espacio vectorial de dimensién finita, es tnica salvo por el orden en que
aparecen los bloques de Jordan correspondientes a autovalores distintos.

Teorema 7.22 Sea V un K espacio vectorial de dimension n, y sea f :V — V una transfor-
macion lineal tal que my se factoriza linealmente sobre K. Entonces existe una tinica forma
de Jordan J € K™*™ (salvo por el orden de sus bloques) tal que para alguna base B de V,

|flg=J.
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Demostracion. Sea B = {vi,...,v,} una base de V tal que |f|p es una forma de Jordan
Je K,
Ji(A1) 0 0
g 0 J2(A2) ’
: -0
0 0 Js(As)

donde para cada 1 < i < s, J;(\;) € K%*% denota la matriz formada por todos los bloques
de Jordan de autovalor \; que aparecen en J y A; # A; si i # j.

S
Se tiene que Xy = Xy = [[(X — A;)%. Entonces Aq,..., )\, son los autovalores de f vy,
i=1
para cada 1 < ¢ <'s, d; = mult(\;, Xf).

Ahora, para cada 1 < i < s, se tiene que my,(x,) = (X — Ai)¥i para algin 1 < k; < d;.
S
Entonces m; = my = [[ (X — \;)*, con lo que, para cada 1 <i < s, k; = mult(\;, my).
i=1
Sea A uno de los autovalores de f y sea k = mult(\,my). Sin pérdida de generalidad,

supongamos que A = ;. Observamos que

J1(0) 0 0
S| 0 ROe—y |
0
0 0 Js()\s - >\)
de donde
0 0 0
Y
Joxlyi=| 0 (RRa=X)
: " 0
0 0 (Js(As —A))F
Puesto que (J;(A; — A))* es inversible para cada 2 < i < s, entonces Nu((J — A[,,)*) =
< é1,...,eq, >. Teniendo en cuenta que J = |f|p, resulta que J — \.I, = |f — M\.idy|p, con
lo que

Nu((f — Nidy)F) = <1, 0q, >.

Consideremos la restriccién

fi=(f = Xidy) s Nu((f — \idy)®) — Nu((f — \.idy)F).

‘Nu((f—)\.idv)k)
La restriccion f; resulta una transformacién lineal nilpotente y, por lo tanto, tiene una tnica
forma de Jordan nilpotente J; asociada.

Sea By = {v1,...,v4,}, que como vimos, es una base de Nu((f — A.idy)*). Observamos
que

| f1l B, — A1g, = J1(0).

= f‘Nu(ffx. idv)k B
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Como J1(0) es una forma de Jordan nilpotente, debe ser la forma de Jordan J; de fi.

En consecuencia, Jy (A1) = J1 + A1.14, estd univocamente determinada por f. (Notar que
el subespacio invariante Nu((f — A.idy)*) y la restricciéon f; = (f — A. idv)) G idyy) s6lo
w((F=r. idy

dependen de f y no de una base.)

Haciendo lo mismo para cada \; con 1 < i < s, resulta que, J;(\;) € K%*% satisface:
Jz()\z) = Jl + )\i- Id“

donde d; = mult(\;, Xf) vy, si k; = mult(A;, my), J; es la forma de Jordan nilpotente de la
restriccién

(f = Xi-idy), Nu((f — Npvidy)*) — Nu((f — Ag.idy)*).

Nu((f—X;. idy)Fi)
Por lo tanto, la forma de Jordan de f estd univocamente determinada por f (salvo el
orden de los bloques correspondientes a los distintos autovalores de f). O

El hecho que todo polinomio se factorice linealmente en C[X] nos permite demostrar el
siguiente resultado sobre semejanza de matrices en C"*™,

Teorema 7.23 Sean A, B € C"*™, y sean J4 y Jp las formas de Jordan de A y B respecti-
vamente. Entonces

A~B < Ja=Jg (salvo el orden de los bloques).

Demostracion.

(=) Sabemos que A ~ J4 y B ~ Jg. Si A ~ B, como ~ es una relacién de equivalencia,
resulta que J4 ~ Jp. Entonces existe una transformacién lineal f : K™ — K" y bases
B; y By de K™ tales que |f|g, = Jay |flB, = JB-

Por el teorema anterior, la forma de Jordan de una transformacion lineal es tinica salvo
el orden de los bloques correspondientes a los distintos autovalores. Luego J4 = Jp
salvo el orden de los bloques.

(<) Se deduce inmediatamente de que ~ es una relacién de equivalencia. (]

Ejemplo. Sean A, B € C3>*3. Probar que A~ B <= X4 =X y ma = mp. ;Vale el
mismo resultado para matrices en C**4?

Ya sabemos que vale (=). Probemos la otra implicacién. Por el Teorema 7.23, Ay B
son semejantes si tienen la misma forma de Jordan (salvo el orden de los distintos autovalo-
res). Luego, basta ver que la forma de Jordan de una matriz en C3*3 queda unfvocamente
determinada por su polinomio caracteristico y su polinomio minimal.

Sea J € C3*3 una forma de Jordan. Entonces X; es un polinomio ménico de grado 3 en
C[X], luego puede escribirse de alguna de las siguientes formas:
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(1) XJ = (X — )\1)(X — AQ)(X — )\3) con )\1,)\2,)\3 eC y /\7. # )‘j si 75‘7
(ii) XJ:(X_)\l)2(X_)\2) con )\1,)\26@}7)\175)\2.
(iii) &7 = (X —A)? con A € C.

Para cada una de las opciones anteriores, veremos que existe una uinica .J para cada polinomio
minimal posible.

(1) Si X] = (X_)\l)(X_AQ)(X_)\j) con )\1,)\27)\3 e C y )\z 7é )\j S 75 j, J es
diagonalizable y, por lo tanto, tiene un bloque de 1 x 1 para cada autovalor. Luego
(salvo el orden de los autovalores)

A0 0
J=10 X O
0 0 As

(i) Si Xy = (X —A1)3(X —A2) con A1, A2 € Cy A; # Ao, entonces my = (X — A1) (X — o)
omy=Xj.

e Simy = (X — X)X — A2), J es diagonalizable y, por lo tanto, cada bloque en J
es de 1 x 1. Luego

A0 0
J=10 X 0],
0 0 X

salvo el orden de los autovalores.

e Simy = (X —A)%X — \2), entonces J tiene un bloque de 2 x 2 con autovalor \;
y uno de 1 x 1 con autovalor As. Luego (salvo el orden de los autovalores),

A0 0
J=11 X 0
0 0 X

(iii) Si X7 = (X — A)3 con A € C, entonces m; = (X — A\)* para k =1,2 0 3.

e Simy = (X — \), entonces J es diagonalizable y sélo tiene bloques de 1 x 1, es
decir,

J:

o O >
o > O
> O O

e Simy = (X —\)2, entonces el bloque més grande de J es de 2 x 2, luego sélo puede
tener un bloque de 2 X 2 y uno de 1 x 1:

J=

O = >
S > O
> O O
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e Simy = (X — \)3, entonces J tiene un bloque de 3 x 3 y, por lo tanto

A
J=11
0

= > O
> O O

El resultado no vale en C**4. Por ejemplo, las matrices

000 0 000 0
100 0 100 0
A4=1900 0 0 Y B=1000 0
00 1 0 000 0

verifican X4 = Xp = X* y m4 = mp = X?, pero A 4 B, porque son dos formas de Jordan
distintas.

7.3 Aplicacion: Calculo de las potencias de una matriz

En diversas aplicaciones, por ejemplo en la resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden, surge la necesidad de calcular las potencias de una matriz dada. En
esta seccion veremos que esto puede hacerse utilizando la forma de Jordan de la matriz.

En primer lugar, observamos que es posible calcular las potencias de una matriz a partir
de las potencias de una matriz semejante:

Si A ~ B, existe C € GL(n,K) tal que A = C.B.C~!. Entonces, para cada k € N,
Ak = C.B*.C~! (ver Observacién 6.26).

A partir de esta observacién vemos que, si una matriz A € K™*™ es diagonalizable,
entonces se puede calcular ficilmente A* para cada k& € N: Basta hallar C € GL(n,K) y
D € K™ diagonal tales que A = C.D.C~! y tener en cuenta que

M O ...00 Moo
: k
p=| 0 X — pt—| O A vk €N,
: .0 : .0
0 ... 0 M\, 0 ... 0 )\

n

Utilizando la igualdad A* = C. D*.C~! se obtienen las potencias de A.

Consideremos ahora el caso de una matriz A € K™*" que no sea diagonalizable. Si
My 0 ... 0

0 M con M; € K™*™ (1<i<r)

o
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existe C' € GL(n, K) tal que A = C.M.C~!. Entonces, para cada k € N, A¥ = C. M*.C~ 'y,
multiplicando por bloques, resulta que

ME 0 .00
uho | 0 ME :
: .0
0 ... 0 Mk

Por lo visto en las secciones anteriores, si m4 se factoriza linealmente en K, se puede
hallar una matriz M (la forma de Jordan de A) en la que cada M; es un bloque de Jordan de
autovalor \; para algin \; € K. Luego, para calcular las potencias de A basta poder calcular
J(\,m)*.

Se puede probar inductivamente (ver Lema 7.11) que
Ok x (m—k) Ok x ke
J(0,m)* =
Ik O(m—k)xk

Si A # 0, escribimos J(A,m) = A.I,, + J(0,m). Puesto que A.I,, y J(0,m) conmutan,
podemos calcular las potencias de A. I,,,+J (0, m) aplicando la férmula del binomio de Newton:

k
JAm)F = (A Ln+JOm)=>" (k)(AIm)k—i. J(0,m)’

=0 ¢
k
_ Z (k) )\k)—i. Oix(mfi) 0i><i
—\i I—i Om—iyxi

k 0ix (m—i) Oixi

S\ N Ly Opn—iyx

A 0 . . 0
U
- P (PO Y

0
(WD (e

(Consideramos () = 0si h > k.)
Esto nos da una férmula para el calculo de las potencias de un bloque de Jordan de
autovalor A. Usando las observaciones anteriores podemos calcular las potencias de A.
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7.4 Ejercicios

Ejercicio 1. Dadas las matrices Ay A" en K"*"

00 ... 00 010 0
10 ... 00 0 0 1 0
A=10 1 ... 0 0 y A=]": L
: : 000 ... 1
00 ... 10 0 00

i) Probar que ambas son nilpotentes y que A es semejante a A’

ii) Dar bases By B’ de R,,_1[X] tal que la matriz de la derivacién en la base B sea Ay
en la base B’ sea A'.

ili) Sea B una base de K™ y sea f : K™ — K™ tal que |f|p = A. Probar que no existen
subespacios propios f-invariantes Sy T de K™ tales que K" =S ®T.

Ejercicio 2. Sean A; (1 < i < 6) matrices en C8*® nilpotentes tales que m4, = X3
(1 <4 <6). (Es cierto que necesariamente dos de estas matrices son semejantes?

Ejercicio 3. Sean A, B € C®*% son matrices nilpotentes tales que my = mp y rg(A) =
rg(B). Probar que A y B son semejantes. ;Es cierto esto en C™*7?

Ejercicio 4. Hallar la forma y una base de Jordan de la matriz A € C2*9:

000 O0O0O0OTO0OTO 0O@
000 0O0O0OTO0TO 0O
0000 O0OO0O0TC 071
0 000O0OO0OTO0TO 0@ O
A=]10 0 1 0 0 0 0 0 O
000 0O0OO0OTO0TO 0O
0001 0O0O0O00O0
0 000O0OT1TUO0TO0UPO0
110 0 0 0 0 0 O

Ejercicio 5. Hallar la forma y una base de Jordan de la matriz A = (a;;) € C**™ donde

g — 0 sie<yj
Y11 sii> g
Ejercicio 6.
i) Decidir si existe A € C¥*® nilpotente tal que rg(A) = 6, rg(4?) = 4, rg(A3) = 3,
rg(A*) =1y rg(A%) = 0 simultdneamente. En caso afirmativo, exhibir una.

ii) Decidir si existe A € R16X16 tal que ma(X) = X5, rg(A) = 9, rg(4?) = 5, rg(A3) = 3,
rg(A*) =1y rg(A%) = 0 simultdneamente. En caso afirmativo, exhibir una.
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Ejercicio 7. Sea f : C” — C” una transformacién lineal y sea B una base de C7 tal que

flp =

OO O OO
OO OO N
OO OO NN O
OO, NOO
OO N O OO
O W oo oo
W oo OO

i) Hallar Xy y my.

ii) Sea A un autovalor de f tal que mult(\, Xy) = m. Se definen E) = {v € C7/ f(v) = A\.v}

yVia={veC’/(\.Id— f)™(v) =0} = Nu(()\.Id— f)m)

;Para qué autovalores A de f se tiene que Ey = V)\?

iii) Para cada autovalor A de f, jcudl es la menor potencia k tal que Vy = Nu((A. Id— f)*)?

iv) Si X es un autovalor de f, se nota fy a la restriccién de f a V. Calcular dim(Im(fy))

y dim(Im(f)) para cada .

Ejercicio 8. Sea V un K-espacio vectorial, sea f : V — V una transformacién lineal y sea

P e K[X].

i) Probar que Nu(P(f)) e Im(P(f)) son subespacios invariantes por f.

ii) Probar que si un autovalor A de f es raiz de P, entonces E) C Nu(P(f)).

iii) Probar que si un autovalor A de f no es rafz de P, entonces E) C Im(P(f)).

Ejercicio 9. Hallar la forma y una base de Jordan de A € C™*™ en cada uno de los siguientes

Casos:

11 -1 3 0 8 —4 2 10
-3 -3 3| ; [3 -1 6] ; [-43 7
—2 -2 2 -2 0 -5 -3 1 7

L1 o 3 1 0 0

4 -1 0 0
3 -3 6 ; ;

5 5 4 701 2 1

-17 6 —1 0

Ejercicio 10. Sea A € R*** la matriz

oo o

OO =N

—2
—4
4

O = N W

8 6
10 6
-8 —4
4
3
2
1
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i) Para cada a € R, calcular X4, m4 y hallar la forma de Jordan de A.

ii) Para a = 2, hallar una base de Jordan para A.

Ejercicio 11. Sea V C C*(R) el subespacio V = < €%, z.€%, 12.e%, > >. Sea § : V — V
la transformacién lineal definida por §(f) = f’. Hallar la forma y una base de Jordan para 4.

Ejercicio 12. Sean A, B € C*** las matrices

20 0 0 0 -1 -1 0
00 -1 -1 1 2 1 0
A= 01 1 0 » B= 0 0 1 0
00 1 2 0 0 0 2

Decidir si A y B son semejantes.

Ejercicio 13. Sean A, B € C°*5 tales que X4 = Xp = (X —1)3.(X — 3)?2 y ma = mp.
Decidir si, necesariamente, A es semejante a B.

Ejercicio 14. Encontrar todas las formas de Jordan posibles de la matriz A € C"*" en cada
uno de los siguientes casos:

i) Xa(X) = (X -2HX =3)%; ma(X) = (X —2)*(X - 3)?
i) Xa(X)=(X-7)°; ma(X)=(X-7)°
i) Xa(X) = (X =2)7; ma(X)=(X-2)°
iv) Xa(X) = (X =3)UX =5); ma(X) = (X -3)*(X -5)*

Ejercicio 15. Sea A € C'*15 una matriz con autovalores A\;, A2 ¥ A3 y que cumple, simul-
tdneamente:

rg(A — Ao D) =13, 1g(A— X D)?> =11, 1g(A— . 1)? =10, 1g(A— N D)* =09,
rg(A—X3.1) =13, 1g(A—N3.1)2 =12, rg(A— A3.1)%3 =11.

Hallar su forma de Jordan.

Ejercicio 16. Dar la forma de Jordan de una matriz A € C**™ que verifica, simultdnea-
mente:

ma = (X — /\1)2.(X — AQ)(X — )\3)2.(X - /\4)3 (COH )\i 7& /\j si ¢ 7é j),
rg(A— A1) =11, rg(A— A1) =10, 1g(A — A3.I) =12, rg(A — X3.1)> =10 y
rg(A — A1) = 13.
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Ejercicio 17. Hallar la forma de Jordan de la matriz A € C**™:

2 3 4 5 n+1
02 3 4 ... n
00 2 3 n—1
0 0 0 2 n—2
0 0 0 2

Ejercicio 18. Sean z, y € C" y A € C"*", A = (a;5) con a;j = ;.y;.
i) Calcular todos los autovalores y autovectores de A.

ii) Calcular las posibles formas de Jordan de A.

Ejercicio 19. Sea A € C**". Probar que A y A? son semejantes.

Ejercicio 20. Sea A € C%*6 una matriz tal que ma = X° y sea {vy,vq,v3,v4, 05,06} una

base de Jordan para A. Calcular la forma y una base de Jordan para las matrices A2, A3, A%
5

y A°.

5 1 4
Ejercicio 21. Dada la matriz A= | —1 3 —1 |, encontrar B € Q3*3 tal que B? = A.
0 0 1

Ejercicio 22. Sean a, € R. Se define la sucesién {a, }nen, de la siguiente manera:

{ao=a,a1=ﬂ

Ap42 = 4.an+1 — 4.an Vne NO

Hallar una férmula general para el término a,, ¥n € Ny.

Sugerencia: Ver el razonamiento del Ejercicio 8 de la Seccion 6.5 e intentar modificarlo con-
venientemente utilizando el cdlculo de potencias de una matriz de la Seccién 7.3.

Ejercicio 23. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

W) = 3a(t)—wa(t)
zp(t) = @1(t) +22(t)
2h(t) = —z2(t) +223(t)

con condiciones iniciales x1(0) = 1, x2(0) = 2, 23(0) = 1.

Sugerencia: Ver Ejercicio 9 de la Seccién 6.5.



