Capitulo 4

Espacio dual

Una de las situaciones en donde se aplica la teoria de espacios vectoriales es cuando se tra-
baja con espacios de funciones, como vimos al final del capitulo anterior. En este capitulo
estudiaremos algunas nociones bésicas de ciertos espacios que de alguna forma le dan una
estructura a las ecuaciones lineales.

4.1 El espacio dual de un espacio vectorial

Definicién 4.1 Sea V un K-espacio vectorial. Se llama espacio dual de V', y se lo nota V*,
al K-espacio vectorial

V* =Homg(V,K)={f:V — K / f es una transformacién lineal }.

Segtin vimos en la Seccién 3.7, si dimV = n, dadas B una base de V' y B’ una base de
K, se tiene que I' : Homg (V, K) — K'*™ definida por T'(f) = |f|sp’, es un isomorfismo. En
consecuencia,

dim(V*) = dim(K'*") = n = dim V.

Ejemplo. Se consideran las transformaciones lineales 61, d2,03 de R? a R definidas por
0i(x1,x9,x3) = x; parai=1,2,3.

(R*)* = {f:R® =R/ f es transformacién lineal }
= {f:R® =R/ f(x1,29,23) = ax; + bxs + cx3 con a,b,c € R}
= {f:R* =R/ f=ab +bdy+cd3 cona,b,ccR}
< 61,029,053 >
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4.2 Base dual

Sea E = {ey, ea,e3} la base canénica de R3. Las funciones del ejemplo anterior cumplen la
condicién d;(e;) = J;; (donde ;5 es la funcién delta de Kronecker, definida por d;; = 1 si
i=jyd;=0sii+#j). Enlo que sigue, fijada una base de cualquier espacio vectorial V' de
dimensién finita, vamos a ver como encontrar una base de V* que cumpla esta propiedad.

Proposicién 4.2 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n, y sea B = {v1,...,v,} una
base de V. Eziste una unica base B* = {p1,...,pn} de V* tal que

1 sii=j
‘Pi(“j)_{o sii ]
B* se llama la base dual de B.

Demostracion. Para cada 1 < i < n, sea @; : V — K la transformacién lineal definida en la
base {v1,...,v,} por:

1 sii=3j
i(vy) = {o sii# j.
Como dim(V*) = n, para ver que ¢1,...,p, € V* forman una base de V*, basta verificar
que son linealmente independientes. Sean aq,...,a, € K tales que

a1p1 + -+ appy, =0.

Evaluando en v;, resulta que 0 = a1¢1(v;) + -+ + a;0:(v;) + anen(v;) = a; parai=1,...,n.
En consecuencia, B* = {1, ..., p,} verifica las condiciones requeridas.
Supongamos que {@1,...,P,} sea otra base que satisface las mismas condiciones. En-

tonces, para cada 1 < i < n, se tiene que

® %i(vj) =0=yi(v;) sil<j<mn,j#i

e pi(vi) =1=gpi(v;) =1,
es decir, @; y ; son dos transformaciones lineales que coinciden sobre una base. En conse-
cuencia, @; = @; para cada 1 <i <n. O
Ejemplos.

1. El ejemplo de la Seccién 4.1 muestra que la base dual de la base canénica de R3 es
E* = {51,52,53}7 donde 5i($1,$2,1’3) = x; para 1= 1,2,3.

2. Sea V = R?. Consideremos la base B = {(1,1),(1,—1)}. Si B* = {¢1,p2} es la base
dual de B, entonces debe cumplir

(1,1 =1 (1,1) =0
{Zl(l,—l) =0 y {gu,—l) - 1
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Puesto que para cada (z,y) € R? vale

r+y x—y
x + x —
resulta que ¢1(x,y) = Ty y p2(x,y) = 5 v

Si B es una base de un K-espacio vectorial V' de dimensién finita y B* es su base dual,
es posible calcular facilmente las coordenadas de un elemento de V' en la base B utilizando
la base B*. Reciprocamente, utilizando la base B, es facil obtener las coordenadas en la base
B* de un elemento de V*.

Observacién 4.3 Sea B = {v1,...,v,} una base de V' y sea B* = {p1,...,p,} su base
dual.

n
e Dado v € V, podemos escribir v = > a;v;, con «; € K. Entonces, para cada 1 < j < n,
i=1

pi(v) = @j(Zaivi) = Zaisoj(vi) = aj.
i=1 =1
Luego, (v)p = (¢1(v), ..., pn(v)).

n
e Dada p € V*, existen (3; € K tales que ¢ = > 8;¢;. Entonces, para cada 1 < j < n,
i=1

o(v;) = (Zﬂi%)(%‘) = Bipi(v) = B;.
i=1 i=1
Luego, (¢)B+ = (¢(v1),- .-, p(vn)).

Tty
2

Ejemplo' Sean B = {(171)7(17_1)} C R2 y B* = {801,<P2}> con Sol(xvy) = y

y, su base dual (ver Ejemplo 2. en la pigina 96).

€Tr —

1. Hallar las coordenadas del vector v = (5,7) € R? en la base B.

Teniendo en cuenta que B* es la base dual de B, por la observacién anterior resulta que
(5,75 = (¢1(5,7),92(5,7)) = (6, —1).

2. Hallar las coordenadas de ¢ € (R?)* dada por o(x,y) = 5x + 3y en la base B*.

Por el segundo item de la observacion anterior tenemos que:

(QD)B* = (90(17 1)7 90(717 1)) - (8ﬂ 72)'
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Hemos visto que toda base de un K-espacio vectorial V' de dimensién finita posee una
base dual asociada. Reciprocamente, resulta que toda base de V'* es la base dual de una base
de V:

Proposicion 4.4 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n, y sea V* su espacio dual.
Sea By = {¢1,...,0n} una base de V*. Entonces existe una tinica base B = {vy,...,v,} de
V' que satisface B* = Bj.

Demostracion.
Existencia. Sea By = {ws,...,wy,} una base de V' y sea B3 su base dual.

Para cada 1 < i < n, se tiene que (¢;)p; = (pi(w1),...,pi(w,)). Como {p1,...,¢n} es
un conjunto linealmente independiente y tomar coordenadas es un isomorfismo, resulta que

{(p1)Bss -, (Pn)Bs} C K™ es linealmente independiente. En consecuencia, la matriz
p1(w1) e1(wn)
P2 (w1) P2 (wn)
M =
@n(wl) o P (wn)

es inversible (sus filas son linealmente independientes).

Sea A = (a;;) su inversa. Entonces M.A = I,,, de donde, para cada 1 <4,j <n,

8ij = (In)ij = (M.A)ij = Y MixAr; = ) pi(wi)ar; = %(Zakjwk).
k=1 k=1 k=1

n
Para cada 1 < j <n, seav; = Y apjwy.

k=1
Por construccidn, es claro que vale ;(v;) = 6;; para cada 1 < i,j < n. Queda por ver
que {v1,...,v,} es una base de V. Como dimV = dim V* = n, basta ver que este conjunto

n
es linealmente independiente. Ahora, si > aj;v; = 0, para cada 1 <14 < n, se tiene que
i=1

0= gai(Zajvj) = Zajgai(vj) = o4,
j=1 j=1

lo que prueba la independencia lineal.

Unicidad. Supongamos que B = {vy,...,v,} y B' = {u1,...,u,} son dos bases de V tales
que B* = (B')* ={¢1,...,¢n}. Entonces, para cada 1 <1i <n,

(ui)B = (p1(us), - - onlug)) = €; = (vi) B,

de donde u; = v;. O
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Ejemplo. Sea V = Ry[X]. Sean &¢,e1,e2 € (R?[X])* definidas por g9(P) = P(0), e1(P) =
P(1) y e2(P) = P(2).

Veamos que {g9,£1,¢2} es una base de (Re[X])*: Como dim(Ry[X])* = 3, basta ver que
son linealmente independientes. Supongamos que qpegg + @161 + ases = 0. Entonces para
cada P € Ry[X], se tiene que (apeg + a1e1 + ane)(P) = 0 o, equivalentemente,

QQ€Q(P) + 04161(P) + OLQ{-JQ(P) =0.

Tomando P = (X — 1)(X — 2) y evaluando, resulta que ap = 0. De la misma manera, para
P=X(X-2)y P =X(X—1) se obtiene a7 = 0 y az = 0 respectivamente. Luego,
{€0,€1,€2} es una base de (Ro[X])*.

Entonces, por la proposicién anterior, existe una tnica base B = {Py, Pi, P»} de Ry[X]
tal que B* = {eg,e1,£2}. Hallemos esta base: El polinomio Py debe satisfacer las condiciones

R(0) = 1
R(1) = 0
P(2) = 0

X-1D)(X -2 1
con lo que Py = XD -2 = —(X — 1)(X —2). Andlogamente se calculan los otros dos

(=1)(=2) 2 |
elementos de la base: Py = —-X(X —2)y P, = §X(X —-1).

Si se quiere hallar un polinomio P € Ry[X] tal que P(0) = a, P(1) = 8y P(2) = , basta
tener en cuenta que esto equivale a que

(P){P07P11P2}* = (a,B,7),
puesto que { Py, P1, Po}* = {eo,e1,62}. Luego, P = a.Py+ 3.P, +7.P.

Nétese que este polinomio P hallado es el tinico polinomio de grado menor o igual que 2
que cumple lo pedido (polinomio interpolador de Lagrange).

4.3 Anulador de un subespacio

En lo que sigue vamos a relacionar los subespacios de V' con ciertos subespacios de V*.
Esencialmente, dado un subespacio S de V' consideraremos el conjunto de todas las ecuaciones
lineales que se anulan en S y veremos que tiene una estructura de subespacio.

Definicién 4.5 Sea V un K-espacio vectorial y sea S un subespacio de V. Se llama anulador
de S al conjunto

Se={feV*/f(s)=0VseS}={feV*/SCNu(f)}

Observacion 4.6 S° es un subespacio de V*.

En efecto:
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e Es claro que 0 € S°.

e Si f, g € 5° entonces f(s) =0y g(s) = 0 para todo s € S, de donde (f + g)(s) =
f(s)+ g(s) =0 para todo s € S. Luego, f+ g € S°.

e Sixe Ky feS° entonces (M- f)(s) =X f(s) =A-0=0 para todo s € S, puesto
que f(s) =0 para cada s € S. Luego \- f € S°.

En el caso de un K-espacio vectorial de dimensién finita, existe una relacién entre las
dimensiones de un subespacio y su anulador.

Proposicién 4.7 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n y sea S un subespacio de V.
Entonces dim(S°) = n — dim S.

Demostracion. Sea {vi,...,v.} una base de S, y sean v,41,...,v, € V tales que B =
{v1,...,Ur,Vpy1,...,0,} es una base de V. Sea B* = {@p1,...,0r,Ort1,---,on} C V* la
base dual de B. Entonces, para cada r +1 < i < n, se tiene que ¢;(v1) = ... = ¢;(v;) =0y,
por lo tanto, ¢; se anula sobre todo S. En consecuencia, {¢r41,...,0n} C S°.

Como {@r41,.-.,¢n} es parte de una base, es un conjunto linealmente independiente.
Veamos que también es un sistema de generadores de S°:

Sea g € S°. Puesto que B* es una base de V*, existen ay,...,a, € K tales que g =
n
> a;p;. Por la Observacion 4.3, para cada 1 < i < n, se tiene que «; = ¢g(v;). Ademds, como

i=1
g € S°y{v,...,v.} es una base de S, g(v;) = 0 para cada 1 < i < r. En consecuencia,

a; =0 paracadal <i¢<r,yporlotanto g € < @ri1,...,0n >.
Luego, {@r41---.,pn} es una base de S°, de donde

dim S + dim S° = n. O
La demostracion de la proposicién anterior nos da una manera de calcular el anulador de
un subespacio:
Ejemplo. Sea S = < (1,1,1),(1,2,1) > C R3. Hallar una base de S°.
Consideramos una base B de R? que extienda a una base de S, por ejemplo
B={(1,1,1),(1,2,1),(1,0,0)}.

Si B* = {1, 2, p3} es la base dual de B, de la demostracién anterior deducimos que {¢3}
es una base de S°. A partir de las condiciones 3(1,1,1) =0, v3(1,2,1) =0, ¢3(1,0,0) =1
obtenemos que p3(z,y,2) = — z.

En la siguiente proposicién veremos como recuperar un subespacio a partir de su anulador.

Proposicion 4.8 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n y sea S un subespacio de V.
FEntonces

{xeV/ flz)=0VfeSt=8.
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Demostracion. Sea T ={x €V / f(z) =0V f € S°}. Veamos que T = S.

(D) Siz € S, para cada f € S° se tiene que f(x) =0. Luego, z € T.

(C) Supongamos que existe x € T tal que x ¢ S.

Sea {v1,...,v,} una base de S. Entonces {v1,...,v,, 2z} es linealmente independiente.
Sean vyig,...,v, € V tales que B = {v1,...,0p,2Z,Vpy2,...,0,} s una base de V. Si
B* ={p1,..., 0rsOrt1,---,¢n} es la base dual de B, se tiene que @,11(v1) = ... =
@re1(vr) =0, de donde @11 € S°.

Como z € T, debe ser ¢,+1(x) = 0, lo que contradice que, por construccién, vale
er1(z) = 1.
Luego, T C S. O

Este resultado nos da otra forma de encontrar ecuaciones para un subespacio:

Ejemplo. Sea S = < (1,1,1),(1,2,1) > C R3. Hallar ecuaciones para S.

En el ejemplo anterior vimos que S° = < o3 > C (R3)*, donde ¢3(v,y,2) =  — 2.
Entonces, por la Proposicién 4.8,

S = {(z,y,2) €R® ] f(x,y,2) =0V f €S}
{(z,y,2) €R®* / A\(x —2) =0 VA € R}
= {(z,y,2) €R® /2 —2=0}.

Mas en general, podemos enunciar el siguiente resultado.

Observaciéon 4.9 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea S un subespacio
de V. Sea {¢1,...,¢,} una base de S°. Entonces

SZ{UEV/@1(1])20/\.../\(,07-(1}):0}:ﬂNu(gpi).

i=1

Para terminar, vamos a ver como se comporta el anulador con la suma y la interseccién
de subespacios.

Proposicion 4.10 Sea V un K -espacio vectorial de dimension n. Sean S y T subespacios
de V. Entonces:

1. (S+T)°=8°nT°.

2. (SNT)° = S° +T°.
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Demostracion.

1. Sea f € V*. Se tiene que:
fe(S+7)° < f(s+t)=0 VseS vVteT
< f(s)=0 VseS A f(t)=0 VteT
— fes°nT°
2. Sea f € S°+T°. Entonces f = fg+ fr, con fg € S°y fr € T°. Paracadax € SNT,

se tiene que f(z) = fs(z) + fr(z) =0+ 0 = 0. Luego, f € (SNT)°. Por lo tanto,
Se+T° C (SNT)e.

Ademas, por el teorema de la dimensién para la suma de subespacios, la Proposicién
4.7 y el hecho que S°NT° = (S + T)°, resulta que

dim(S°+7°) = dimS°+dim7T° — dim(S°NT°)
= dimS° 4+ dim7° — dim(S +7T)°
= (n—dimS)+ (n—dimT) — (n —dim(S+1T))
= n—(dmS+dimT —dim(S+ 1))
= n—dim(SNT)
= dim(SNT)°.
En consecuencia, (SNT)° = 5° 4+ T°. O

4.4 Ejercicios

Ejercicio 1. Sea S C (R3)* el subespacio S = {p € (R3)* /¢(1,—1,2) = 0}. Encontrar una
base de S.

Ejercicio 2. Dada la base B del K-espacio vectorial V', hallar su base dual en cada uno de
los siguientes casos:

i) V=R2% B={(1,-1),(2,0)}
11) V :RS? B = {(17_15())7(0’170)7(0707 1)}
iii) V=R3[X], B={-X+2, X -1, X?-3X+2, X?-3.X%+2X}

Ejercicio 3. Sea B’ = {¢1, p2, 3} la base de (R®)* definida por

p1(x1,22,23) = T1 + T2 pa(w1,2,23) = T1 + 73 3(x1,22,23) = T2 + T3

Hallar la base B de R? tal que B’ = B*.

Ejercicio 4. Sean f1, fo y f3 € (R2[X])* las siguientes formas lineales:
0

1 2
fl(p):/O p(z)dx fz(p):/O p(z)dx fs(P):/ p(z)dx

-1
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i) Probar que {f1, f2, f3} es una base de (Ro[X])*.
ii) Hallar una base B de Ry[X] tal que B* = {f1, fa, f3}.

Ejercicio 5. Sea V un K-espacio vectorial de dimension n.

i) Sean ¢1, o € V*—{0}. Demostrar que Nu(¢1) = Nu(pa) <= {1, @2} es linealmente
dependiente.

il) Sean p; (1 < ¢ <r) formas lineales en V* y sea ¢ € V* tales que
e1(x) = 2(x) =... = ¢ () =0 = p(z) =0.
Probar que ¢ € < ¢1,...,0, >.
ili) Sean ¢; (1 < i < n) formas lineales en V*. Probar que

{1, ,n} esbasede V* < mNu(%):O.

i=1

Ejercicio 6. Sea ¢ € (R®)* definida por ¢(z1,72,73) = 2.77 + 3.2 — 23 y sea E* =
{81,62,03} C (R3)* la base dual de la canénica.

i) Calcular las coordenadas de ¢ en E*.
ii) Calcular las coordenadas de ¢ en la base B* = {§; + 3 + d5,01 + 02,81 }.

iii) Sea S C R3 el subespacio S = {(z1, %2, 73) € R?/2.21 +3.290 —23 =0} ysea BC R? la
base B = {(0,0,1),(0,1,—1),(1,—1,0)}. Encontrar una ecuacién para S en la base B.

(Sugerencia: notar que B* es la base dual de B y no hacer ninguna cuenta.)

Ejercicio 7. Sea B C R? la base B = {(1,1), (1,—1)}. Encontrar las coordenadas de la base
dual de B en la base dual de la canénica.

Ejercicio 8. Sean B y B las bases de R? definidas por B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} y
By ={(1,1,-1),(1,-1,1),(=1,1,1)}. Si ¢ € (R3)* tiene coordenadas (1,—3,2) respecto de
B*, calcular sus coordenadas respecto de Bj.

Ejercicio 9. Hallar una base de S° C V* en los siguientes casos:
) V=RyS=<(1,-1,2),(21,3),(1,5,0) >
i) V=Rt*y S=<(1,1,-1,1),(2,-1,3,1) >

iif) V:RByS:{(:cl,xg,xg)GRg/{I1+x3:0 }

2.1’1—1’2+$3:0
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Ty —ZTot+2x3+24=0
iv) V=R*y S =< (21,29,73,24) ER*/ { 2.2 + 29 — 2.23 + 304 = 0
4.7 — 22+ 5.24=0

Ejercicio 10. Sea B = <21 12> ER?>2ysea W ={A€R*>*?/A.B=0}. Sea f € W°

tal que f(I2) =0y f (8 (1)) = 3. Calcular f(B).

Ejercicio 11. Para los siguientes subespacios S y T' de V, determinar una base de (S + T')°
y una base de (SN T)°.

i) V=R S=<(1,1,-1,1),(2,-1,3,1) >, T = < (2,-4,8,0),(-1,1,2,3) >

. 4 o Ty — T3 = 0 } _

i) V=R S= {(xl,asg,xg,,m)/ {361 getay =0 T=<(2131) >

J’J172.LE2+ZL'3:O}

i) V=R3 §= {(xlv$2’z3)/ {3.332—2-5”3 =0

T= {(171,.172,133,564) S R4/2.1‘1 — To = 0}

Ejercicio 12. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sean S y T subespacios
tales que V=S @ T. Probar que V* = S° @ T°.

Ejercicio 13. Sea V un Z,-espacio vectorial de dimensién n. Probar que
#{S C V subespacio / dim(S) = 1} = #{S C V subespacio / dim(S) =n — 1}.

Calcular dicho ntmero.

Ejercicio 14. Sea tr : K"*" — K la forma lineal traza y dado a € K™*" se define
fo: K™ — K como f,(z) = tr(a.x).

i) Probar que f, € (K™*")* Va € K™*".
ii) Probar que f,(x)=0Vz e K™ = a=0.

iii) Se define v : K™*™ — (K™*™)* como 7y(a) = f,. Probar que 7 es un isomorfismo.

iv) Sea f:R?*2 — R definida por:

ail a2
f = 3.&11 - 2.&12 + 5.&22.
a1 a2

Encontrar una matrix a € R?*?2 tal que y(a) = f.
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Ejercicio 15. Sea ¢ € (K™*™)* tal que p(a.b) = p(b.a) Va, b € K™*™. Probar que 3o € K
tal que ¢ = a.tr. Deducir que si ¢(a.b) = ¢(b.a) Va, b€ K™*™ y o(I,) = n entonces ¢ = tr.

Ejercicio 16. Sean ayp,...,a, € K, a; # a; si i # j. Para cada ¢, 0 < ¢ < n, se define
€a; : Kp[X] — K como €, (P) = P(a;).

i) Probar que By = {€nq,- - -, €q, } € una base de (K,[X])*.
ii) Sea B ={Py,...,P,} la base de K, [X] tal que B* = B;. Probar que el polinomio

es el tnico polinomio en K[X]| de grado menor o igual que n tal que, Vi, 0 < i < n,
P(«;) = B;. Este polinomio se llama el polinomio interpolador de Lagrange.

ili) Probar que existen nimeros reales ay, ..., a, tales que, para todo P € R, [X],
1 n
/ P(z)dz = Zai.P(ai).
0 i=0

Hallar ag, a1 y ag enel casoen que n =2, ap =1, a3 = % y ag = 0.

Ejercicio 17. Sean V' y W K-espacios vectoriales de dimension finita y sea f : V — W una
transformacién lineal. Se define la funcién f*: W* — V* de la siguiente manera:

fllo)=pof VoeWw"
£t se llama la funcién transpuesta de f.

i) Probar que f! es una tranformacién lineal.
ii) Probar que (Im(f))° = Nu(f?) y que Im(f*) = (Nu(f))°.
iii) Sean V =R? y W =R? y sea f(r1,22) = (2.21 — 2, 371,71 — 2.72).
Si B=1{(1,2),(1,3)} y By ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, calcular |f|gp, y |f*

iv) Si By By son bases de V' y W respectivamente, probar que

|/l B- = (If|BB.)".

Ejercicio 18. Sea V un C-espacio vectorial. Sean f, g € V* tales que f.g € V*. Probar
que f=06g=0.

Ejercicio 19. Sea V un C-espacio vectorial de dimensién finita. Sean vq,...,v, € V vectores
no nulos. Probar que existe una forma lineal f € V* tal que f(v;) 20 Vi, 1 <i < n.



