Capitulo 10

Formas bilineales

Las formas bilineales son un caso particular de funciones multilineales que tienen diversas
aplicaciones. En este capitulo s6lo daremos una breve introduccién al tema para poder de-
mostrar una caracterizacion de las formas bilineales simétricas reales definidas positivas que
se utiliza en el cdlculo de extremos de funciones multivariadas.

10.1 Definicion y ejemplos

Definicién 10.1 Sea V un K-espacio vectorial. Una funcion ® : V x V' — K es una forma
bilineal si:

v4+v,w) = @(v,w) + (v, w) Vu,v',weV.
Av,w) =X P(v,w) VAe K, Vo,weV.
v,w+w') =¢(v,w) + (v,w) Vo,w,w V.
v, A w) =\ P(v,w) VA e K, Vo,weV.

Notar que el nombre bilineal deriva del hecho que, cuando se fija cualquiera de las variables,
la funcién resulta lineal en la otra.

Ejemplos. Se puede probar facilmente que:

1. Los productos internos reales son formas bilineales.

2. Sea V un K espacio vectorial y sean f; : V — K y fy : V — K transformaciones
lineales. Entonces ® : V x V. — K definida por ®(v,w) = f1(v). f2(w) es una forma
bilineal.

3. Sea A € K", Entonces ® : K" x K" — K, ®(z,y) = z. A.y, es una forma bilineal.
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4. Sea ® : R? x R? — R definida por ®(z,y) = z1y1 + T2y1 + 2192 + 322y2. Vemos que

Y1+ Y2 >

d(x, = z1.(y1 +y2) + 22.(y1 + 3y2) = (21, x2).
(z,y) z1.(y1 +y2) + z2.(y1 + 3y2) = (21,22) <91+3y2

o1 )(2)

de donde @ resulta ser una forma bilineal como las del ejemplo anterior.

10.2 Matriz de una forma bilineal

Al igual que las transformaciones lineales y los productos internos, fijando una base, las formas
bilineales pueden caracterizarse por una matriz.

Definicién 10.2 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea B = {vy,...,v,}
una base de V. Sea ® : V x V — K una forma bilineal. Se define la matriz de ® en la base

B como
(‘(I)|B)” :(I)(Ui,’l}j) Vlgl,]gn

Ejemplo. Para la forma bilineal ® del ejemplo 4 anterior, si E es la base canénica de R?, se
tiene
®| = D(ey,e1) P(er,er) _ (11
E @(62,61) @(62,62) 1 3 ’

La matriz de una forma bilineal en una base sirve, como en el caso de las transformaciones
lineales, para poder calcular el valor de la forma si conocemos las coordenadas de los vectores
en dicha base.

Proposicién 10.3 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea B = {v1,...,v,}
una base de V.. Sea ® : V xV — K una forma bilineal. Entonces, para cada x,y € V,

O(z,y) = (). |12[5- ()5

n n
Demostracion. Sean z,y € V. Supongamos que x = y_ o;v; e y = » [;v;. Entonces
i=1 j=

n

ai<sz(vi,vj)ﬁj).

I

_ <I><§;Oéwi, Zn:gjvj) = iai (‘I)(’Uia iﬁjvj)) —

j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Por otro lado
51 n 01
@)p-125. W5 = (a1,...,0n) @ | ¢ | =D ai|l®s] :
B i=1 B )]s

ZaZ(Z(VMB U@) ocl(z(b Vi, U; ﬁ]).

=1 i=1 j=1
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En consecuencia, ®(z,y) = (z)p.|®|5- (v)%. O
Observacién 10.4 Si A € K™*" es una matriz tal que Va,y € V vale (z)p.A.(y)l; = ®(x,y),
entonces A;; = ®(v;,v;). En efecto,

CID(vi,vj) = (UZ)BA (Uj)tB = 61A 6; = A”

Las matrices de cambio de bases nos permiten calcular la matriz de una forma bilineal en
distintas bases.

Proposicion 10.5 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sean By y Bs bases
deV. Sea ®:V xV — K una forma bilineal. Entonces

C(Bs, B1)".|®|5,.C(B, B1) = |®|3,.

Demostracion. Sea A = C(Ba, By)'.|®|p,.C(Bs, B1). Por la observacién anterior, basta

verificar que (z)p,.A.(y), = ®(x,y) para todo par de vectores z,y € V. Se tiene que

(2)5,-A(9), = (2)5,-C(B2. B1)' |2 5,.C(By. By).(u)}p, =
= (CB2, B).(2),) 125, 0, = (@), [ 815, )5, = B(.). O

Notar que la matriz de cambio de base de la izquierda aparece transpuesta, lo que es natural
por la forma de calcular la forma bilineal en un par de vectores, conocidas sus coordenadas.

Ejemplo. Sea ® : R? x R? — R la forma, bilineal definida por

O(x,y) = T1y1 + 21Y2 + T2y1 + 3T2y0.

1 1

1 3 ) Calcular |®|p para B =

Si E es la base canénica de R?, vimos que |®|p = (
{(1,1),(1,2)}.

Este cédlculo puede hacerse de dos formas:

1. A partir de la definicién de matriz de una forma bilineal:

_(@((L),0,1) B((1,1),(1,2) Y _ (6 10
"I"B‘(@«u),u,l)) <1><<1,2>7<1,2>>)—(1o 17>~

2. Usando matrices de cambio de base:

@l = C(B,E)".|®|p.C(B,

E
11\ (6 10
12 )~ 10 17 )
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10.3 Formas bilineales simétricas

10.3.1 Definiciones y propiedades basicas

Las formas bilineales que nos interesan son las que no varian cuando se cambia el orden de
los vectores en los que se las calcula. Estas formas se llaman simétricas.

Definicién 10.6 Sea V un K-espacio vectorial. Una forma bilineal ® : V x V — K se dice
simétrica si ®(z,y) = ®(y,z) Va,y € V.

Ejemplo. Un producto interno real es una forma bilineal simétrica.

A las formas bilineales simétricas les corresponden matrices simétricas:

Proposicién 10.7 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea ® : V xV — K
una forma bilineal. Sea B una base de V. Entonces

O es simétrica <= |®|p es simétrica.
Demostracion.
(=) Supongamos que ® es una forma bilineal simétrica. Entonces
(12l)ij = ®(vi, v;) = (vj, v:) = (|®]B);i-
(<) Sean z,y € V. Entonces
o) = @5 12ls W) = (@5 |2l5 ()})
¥)p- 2[5 ()5 = (¥)5-|®|5. ()5 = 2y, 2). O

A cada forma bilineal simétrica, se le asocia un subespacio ntcleo de la siguiente forma:

Definicién 10.8 Sea V un K-espacio vectorial y sea ® : V x V — K una forma bilineal
simétrica. Se define el nicleo de ® como Nu(®) ={x €V / ®(z,y) =0Vy € V}. En el caso
en que Nu(®) # {0} se dice que ® es una forma bilineal simétrica degenerada.

Ejemplo. Sea ® : R? x R2 — R la forma bilineal simétrica definida por

(2, y) = (21,25) ( ) ) ( n )

r € Nu(®) <= (v1 + 222,221 + 4a9) < z; ) =0 V(y1,y2)

Se tiene que

{x1+2x220 w20 = 0.

21 +4x5, =0
Luego, Nu(®) = < (—2,1) >.
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Observacién 10.9 Sea ® : V x V — K una forma bilineal simétrica. Entonces:
1. Nu(®) es un subespacio de V.
2. SidimV =ny B es una base de V, entonces

Nu(®) = {zeV /(x)p.|®p (p=0VyeVi={zeV /(x)p.|®p=0}
= {zeV /[0 () =0} ={z eV /|®|p.(x); =0}
= {zeV /(z)p €Nu(|?|)p}.

En consecuencia, dim Nu(®) = n — rg(|®|5).
A partir de este resultado, se define una nocién de rango de una forma bilineal simétrica:

Definicién 10.10 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. Sea ® : V xV — K
una forma bilineal simétrica. Se define el rango de ® como

rg(®) = dimV — dim Nu(®).
Notar que, por la observacién anterior, si B es cualquier base de V, entonces rg(®) =
rg(|®[p).
10.3.2 Diagonalizacién de formas bilineales simétricas

A continuacion, se mostrara un proceso inductivo algoritmico que permite diagonalizar formas
bilineales simétricas en cuerpos arbitrarios donde 2 # 0.

Proposicion 10.11 Sea K un cuerpo tal que 2 # 0 en K. Sea V un K-espacio vectorial de
dimension finita, y sea ® : V x V — K wuna forma bilineal simétrica. FEntonces eziste una
base B de V tal que |®|p es diagonal.

Demostracion. Sea By = {v1,...,v,} una base de V. Supongamos que
ail a2 ... Qip
ai2
|(I>‘Bo =
M
Q1n

donde M € K(n=1x(n=1) o5 una matriz simétrica.

1. Siay #0:
! 0 O a1l a2 ... Qin 1 f% —ZlT’;
-4z ] a2 0
ail _
0 M
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con M’ simétrica.

Ahora se sigue diagonalizando M'.
0o ... 0

Entonces |®|p, = M y basta diagonalizar M.
0

3. Siaj; =0y existe i con 2 < i <n tal que ay; # 0, pueden pasar dos cosas:

i) Sia;; # 0, se multiplica a izquierda y a derecha por la matriz elemental P? y se obtiene
la matriz simétrica P.|®|g,. P tal que (P'.|®|g,.P)11 = a;;, con lo que estamos en
el primer caso.

ii) Sia; =0, sea C la matriz definida por

C(z‘):{l sik=lok=i4=1
ke 0 sino

Entonces ((CW)t|®|p,.C")1; = 2.a3; y la matriz es simétrica, con lo que también
estamos en el primer caso, pues 2 # 0 en K. U

Ejemplos.

1. Sea ® : R3 x R3 — R la forma bilineal simétrica tal que

01 1
®lp=(1 1 0
1.0 0

Hallar una base B de R? tal que la matriz |®|p sea diagonal.

Siguiendo el algoritmo que demuestra la proposicién anterior, estamos en el caso en
que aj; = 0 pero azy # 0. Multiplicando a izquierda y a derecha por la matriz P'?

obtenemos
010 01 1 010 110
P2 |®|p.P2= 1 0 0 110 1 00 1 0 1
00 1 1 00 00 1 010

Estamos ahora en condiciones de aplicar el primer paso del algoritmo, ya que tenemos
(P12.|(I)|E.P12)11 =1 # 0. Luego

1 00 1 1 0 1 -1 0 1 0 O
-1 1 0 1 0 1 0 1 0|]=10 —-11
0 01 010 0 0 1 0 1 0
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. . -1 . .
Ahora, nos basta diagonalizar el bloque < 10 ) , que nuevamente satisface las condi-

ciones del paso 1, asi que,

GG e) )=y

Por lo tanto, podemos resumir la operaciones efectuadas de la siguiente forma:

100 1 00 1 -1 0 1 00
01 0 -1 1 0 |.P2|®|g.P2 [0 1 0 01 1 |=
011 0 0 1 0 0 1 00 1
1 0 0
=0 -1 0
0 0 1

Por lo tanto, la base B de R3 que estamos buscando debe satisfacer que

1 -1 0 1 00 0 1 1
CB,Ey=P2 0 1 0o |.[0 11 ]|=|1 -1 —1
0 0 1 00 1 0 0 1

y por lo tanto, la base B resulta ser B = {(0,1,0),(1,-1,0),(1,—-1,1)}.

2. Sea @ : R? x R3 — R la forma bilineal simétrica tal que

|®|p =

o= O
O O =
S O N

Hallar una base B de R? tal que la matriz |®|p sea diagonal.

En este caso, a11 = 0 pero azs = 0. Como estamos en el caso 3. ii) del algoritmo anterior,
multiplicamos por las matrices C®) y (C(2))t a derecha y a izquiera respectivamente y

obtenemos
1 1 0 1 0 O 2 1 2
01 0| ®g.{ 1 1 O = 1 0 0
0 0 1 0 0 1 2 0 0

Luego, como estamos en el primer caso del algoritmo,

1 00 2 1 2 I | 2 0 0
-3 10 100 01 o0 |=[0 -3 -1
-1 0 1 2 00 0 0 1 0 -1 -2
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Diagonalizando ahora el bloque de 2 x 2 queda que

1 0 0 2 0 0 10 0 2 0 0
0 1 0 0 -1 -1 01 =2 ]=(0 -3 0
0 -2 1 0 -1 -2 00 1 0 0 0

Como antes, si B es la base buscada, la matriz de cambio de base C(B, E) resulta

100 1 -1 -1 10 0 1 -1 0
CB,E)y=[1 10 0 1 0 01 -2 |=(1 % -2/,
001 0 0 1 00 1 0 0 1

con lo que B= {(17 170)v (_%7 %70)7 (Oa _27 1)}

10.4 Formas bilineales simétricas reales

10.4.1 Clasificacién

En lo que sigue daremos una clasificacién de formas bilineales simétricas reales que se utiliza,
entre otras cosas, para la clasificacién de extremos locales de funciones multivariadas:

Definicién 10.12 Sea V un R-espacio vectorial. Una forma bilineal simétrica ® : VxV — R
se dice:

i) Definida positiva si ®(x,z) > 0V # 0.

ii) Semidefinida positiva si (x,z) >0Vz e V.

)
)

ili) Definida negativa si ®(x,x) < 0Vx #0.

iv) Semidefinida negativa si ®(z,x) <0Vax V.
)

v) Indefinida si no vale ninguna de las condiciones anteriores.
Ejemplos.

O :R" xR" = R, &(z,y) = (z,y) es definida positiva.

) (z,y)
ii) ®:R" xR" — R, ®(x,y) = z1y1 es semidefinida positiva.
iii) @ :R" x R" - R, &(z,y) = —(x,y) es definida negativa.
iv) ®:R"” x R" - R, ®(z,y) = —x1y1 es semidefinida negativa.
v) ®:R" xR" - R (n >2), ®(z,y) = x1y1 — x2y2 es indefinida.

Todas las formas bilineales simétricas reales pueden diagonalizarse de una forma especial:
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Teorema 10.13 Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n y sea ® : V xV — R una
forma bilineal simétrica. Entonces existe una base B de V tal que |®|p es diagonal con 1, —1
y 0 en la diagonal, es decir,

1 sil<i<r,j=i
(I®lB)ij = -1 sir+1<i<s, j=i (¥
0 en otro caso

Demostracion. Sea B una base de V. Como ® es simétrica, |®|p, es simétrica. En conse-
cuencia, es diagonalizable. Mdas atn, existe una matriz ortogonal O tal que

e5]

a

ﬂrJrl
O'.|®|p,.0 = con o >0, 3; <0.

Bs

Sea A € R™*" la matriz definida por

sil<i<r j=1

Jai
A= J;ﬁ sir+1<i<s, j=i
] —

1 sit=j>s

0 en otro caso

Es fécil ver que A.O'.|®|p,.0.A tiene la forma del enunciado del teorema.

Puesto que O y A son ambas inversibles, entonces O.A es inversible. En consecuencia,
existe una base B tal que O.A = C(B, By). Ademéds, A.O' = A*.O' = (0.A)! = C(B, By)".

Por lo tanto
|®|p = C(B,Bl)t. |®|p,.C(B,B) = A.Ot. |®|p,.0.A

es de la forma (x). g

La cantidad de 1, la de —1 y la de 0 que aparecen en la diagonal cuando se diagonaliza
una forma bilineal simétrica real son invariantes asociados a la forma bilineal.

Teorema 10.14 Sea ® : V x V — R una forma bilineal simétrica. Sean

Bl = {Ulv"'7UT7UT’+17"'7US7US+1a"'7vn}

By = {wi,..., W, Wity on, Woy Woi1y- -, Wpt
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bases de V' tales que

1 s21<i<r,j=1
(I®B,)i; = {—1 sir+1<i<s,j=i

0 en otro caso

1 si1<i<t, j=1
(I®[By)i; = {—1 sit+1<i<d( j=i

0 en otro caso

Entoncesr =1t ys=~4.

Demostracion. Sabemos que rg(|®|g) = dimV — dimNu(®) para cualquier base B de
V. Entonces s = rg(|®|p,) = rg(|®|p,) = ¢. Més atn, Nu(®) = < vst1,...,0, > =
< Wpg1y.-., Wy >.

Consideremos

e V1 un subespacio de V de dimensién méxima tal que P, oy €8 definida positiva.

+

e V™ un subespacio de V de dimensién méxima tal que Q- v s definida negativa.
Veamos que VT &V~ @ Nu(P):

i) VI (V™ +Nu(®)) ={0}:
Supongamos que z € VT y x = z; + x5 con 1 € V™ y 29 € Nu(®). Entonces
O(z,x) = P(xy + 22,21 + 22) = P(x1,21) + 2D(21,22) + P22, 22).

Comoxzy € V7, ®(z1,21) <0,y como x5 € Nu(®), ®(x1,z2) = ®(x2,z2) = 0. Entonces
®(z,2) <0. Pero z € VT, con lo que ®(x,x) > 00z = 0.
En consecuencia, x = 0.
ii) V- N (VT +Nu(®)) = {0}:
Se prueba de la misma manera que el caso anterior.
iii) Nu(®)n(V*t +V~) ={0}:

Supongamos que x € Nu(®) y v = x1 + x5 con &1 € VT, 25 € V. Entonces

0
0

O(z,x1) = (21 + 22, 21) = P21, 21) + (22, 21),
O(x,x2) = (21 + T2, T2) = P21, 22) + (22, 22),

y como ®(xq1,x9) = P(x2, 1), resulta que ®(z1,z1) = P(x2, z2).

Puesto que 1 € V't y @5 € V™ se tiene que ®(x1,21) > 0y ®(z2,22) < 0, con lo cual
debe ser
<I>(x1, :vl) = (I)(CEQ,.’EQ) = 0

Luego, x1 = 22 = 0 y entonces = = 0.
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Observamos que si S = < vy,...,v, >, entonces @, es definida positiva, puesto que

T T r r r
@(Zaivi,z%vj) = Zai Zajq)(vi,vj) = Za? >0
i=1 j=1 i=1  j=1 i=1

si algtin a; # 0. Como V7 tiene dimensién mdéxima entre los subespacios en los cuales la
restriccién de @ es definida positiva, dim V' > dim S = r.

De la misma manera resulta que dim V'~ > dim < v,41,...,0s > =85 —71.

En consecuencia se tiene que
n>dim(VT @ V™ @ Nud) =dim V"' +dim V™ +dimNu(®) > 7+ (s — ) + (n — 5) = n,

de donde se desprende que VY @ V- @O Nud =V, dimV+T =r ydimV~- =5 — 1.
Considerando la base By se obtiene dim V™ =ty dimV~ = £ —t.
Por lo tanto, r = t. O

Observacién 10.15 Los subespacios VT y V'~ que aparecen en la demostracién anterior no
son Unicos.

Por ejemplo, para la forma bilineal ® : R? x R? — R tal que |®|gp = ( (1) 8 ) podria

tomarse VT =< (1,0) > o VT =< (1,1) >.

La clasificacion de formas bilineales introducida al comienzo de esta secciéon puede efec-
tuarse a partir de las cantidades de 1, de —1 y de 0 en la matriz diagonal dada por el Teorema
10.13:

Observacién 10.16 Sea V es un R-espacio vectorial de dimensién n, y sea ® : V x V — R
una forma bilineal simétrica. Si B es una base de V tal que |®|p es de la forma (x), entonces:

i) @ es definida positiva <= r =n.

ii) ® es semidefinida positiva <= r<ny s=r.
iii) ® es definida negativa <= r=0y s =n.
iv) ® es semidefinida negativa <= r =0y s < n.

v) ® es indefinida <= 0<7r <s.

La suma de la cantidad de 1 y la de —1 en una matriz de la forma (x) es el rango de la
forma bilineal ®. Definimos a continuacién otro invariante que, junto con el rango, permite
clasificar formas bilineales simétricas reales:
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Definicién 10.17 Sea V un espacio vectorial real y sea ® : V x V' — R una forma bilineal
simétrica tal que para una base B

1 sil<i<r,j=i

(IP|B)ij =4 =1 sir+1<i<s j=i1
0 sino

Se define la signatura de ® como la diferencia entre la cantidad de 1 y la cantidad de —1 que

aparecen en |®|p, es decir

signatura(®) = dimV*t —dim V™~ = 2r — s.

10.4.2 Formas bilineales definidas positivas

El hecho de que una forma bilineal simétrica real sea definida positiva se relaciona con los
signos de los autovectores de su matriz en una base.

Proposicion 10.18 Sea V' un R-espacio vectorial de dimension n y sea ® : V xV — R una
forma bilineal simétrica. Sea B una base de V. Entonces ® es definida positiva si y sélo si
todos los autovalores de |®|g € R™"™™ son positivos.

Demostracion. Como A es una matriz simétrica, existe una matriz ortogonal O € R™*™ tal

que
A - 0

O' A0 = S
0 - A\,
donde Aq,..., )\, son los autovalores de A.
Sea B’ = {vy,...,v,} una base de V tal que O = C(B’, B). Entonces

AN - 0
|®|p = :
0 - A,

(=) Paracadal <i<mn, A\, = ®(v;,v;). Si D es definida positiva, resulta \; > 0V1 < i <n.
n
(<) Supongamos que Ag, ..., A\, son positivos. Entonces, para cada € V, si x = > x;v;,
i=1
se tiene que
Al PN O xr1 n
O(x,z) = (x1,...,24). ) :Z,\ixfzo,
0 - A\ Tp i=1

y vale ®(z,2) =0siy sélosi z; =0V1<1i<mn, es decir, si y sélo si z =0.

En consecuencia, ¢ es definida positiva. O
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Finalmente, estamos en condiciones de demostrar el criterio que permite decidir si una
forma bilineal simétrica real es definida positiva mediante el cdlculo de los menores principales
de su matriz en una base.

Teorema 10.19 (Criterio de Sylvester) Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n y
sea ® : V xV — R una forma bilineal simétrica. Sea B una base de V. FEntonces ® es
definida positiva si y sélo si todos los menores principales de || € R™*™ son positivos.

Demostracion. Sea B = {v1,...,v,} y denotemos por A = (a;5)1<ij<n € R™*™ a la matriz
de ® en la base B.

(=) Por induccién en n.
Es claro que vale para n = 1.

Supongamos que vale para n — 1y que V es un R-espacio vectorial de dimensioén n.

Como @ es definida positiva, a;; = ®(v1,v1) > 0. Entonces, A se puede triangular, en
el sentido de las formas bilineales, como sigue:

1 0 0 1 __a12 __Q1n all 0 O
ail ail
_an : 0 1 0 0
A =]
: O . o . M
—am o 1 0 0 1 0

ail

Es facil ver que estas operaciones nmo cambian los menores principales. Por lo tanto, el
i-ésimo menor principal de A se obtiene multiplicando el (i — 1)-ésimo menor principal

de M por aq;.

Ahora, si S = < vy — % Vlyevey Uy — 21“ .v1 >, entonces M es la matriz (simétrica) de
la forma bilineal ®|, . : S x S — R (que se obtiene al restringir ® a S x S) en la base
Bg = {vs — %.vl, ceyUp — % v1}. Como ®,, s es definida positiva y dim S =n —1,

por hipétesis inductiva, los menores principales de M son positivos.

Como ademds aj; > 0, resulta que todos los menores principales de A son positivos.

(<) Por induccién en n.
Para n = 1 no hay nada que hacer.
Supongamos que n > 1 y que el resultado vale para n — 1.

El primer menor principal de A es positivo, es decir, a;; > 0. Entonces

1 0 ... 0 1 ,%? 7% a7 0 ... O
a1 A. -
0 M

T 0 ... 0 1 0

ail
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Observar que todos los menores principales de M son positivos, puesto que al multipli-
carlos por ap; se obtienen menores principales de A, que son positivos.

SiS=<vg—Zﬁ.vl,.. vn—alT’; 1 >yBs—{U2—T Viy..o., Up— B2 91} entonces

M = |®, .|Bs. Por hipétesis inductiva, @, . es definida positiva. “Entonces existe
una base B’ = {ws,...,w,} de S tal que |®|, . |p = I,_1 (ver Observacién 10.16). En
consecuencia,

aill 0 ... 0

|(I)|{v1,w2,.‘.7wn} = : . . : con ajp > 0.

Luego, ® es definida positiva. O

10.5 Ejercicios

Ejercicio 1. Probar que las siguientes funciones son formas bilineales:

i) ®: K" x K™ — K definida por ®(z,y) = x.A.y* donde A € K"*™.

ii) ®:V xV — K definida por ®(v,w) = f1(v).fo(w) donde V es un K-espacio vectorial
y fla f2 eV

iii) ® : K™*" x K™*" — K definida por ®(A, B) = tr(A!.C.B) donde C € K™*™,

Ejercicio 2. Determinar si las siguientes funciones son o no formas bilineales. En caso
afirmativo calcular su matriz en la base candnica correspondiente y determinar si la forma
bilineal es simétrica:

i) :R2xR?2 - R, &(z,y) = 2.21.91 + 3.02.y1 — T2.y2 + 3.71.92

i ‘R?2xR?2 =R, &(z,y) = —21.41 — Ta.Y1 + 2.T2.Y2 + 2.21.92

(2,9)
(z,y) =
C?xC? - C, (z,y) = (1 +1i).x1.y1 + 22.y1 + (1 — ). x2.y2 — 3.21.92
iv (x,y)
(z,y) =

v R3xR? =R, &(z,y

)

)

)

®:R?2xR%2 SR, &(z,y :$1+$2y1+1‘1y2—$2
N 2.x1.91 +23.Y3 — T1.Y3 — T3.41
P

vi

)
)
iii)
)
)
)

:CPxC® = C, ®(x,y) = w191 + (2+ 1) 2091 + 2.29.y2 + (2 +0).21.92 + 21.y3 +
Z3.Y1 — I3.Y3

vil) @ : R3 x R? = R, ®(z,y) = (321 + 22 — 3).(4y2 + 2y3)
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Ejercicio 3.

i) Para las formas bilineales sobre R? del ejercicio anterior, calcular su matriz en la base
{(la 27 4)7 (2a _17 0)7 (_17 27 O)}

ii) Para las formas bilineales simétricas del ejercicio anterior calcular su ntcleo.

Ejercicio 4. Hallar una forma bilineal ® simétrica en R? tal que Nu(®) =< (1,2,-1) >y
®((1,1,1),(1,1,1)) < 0. Calcular la matriz de ® en la base candnica.

Ejercicio 5. Para cada una de las formas bilineales reales siguientes hallar una base ortonor-
mal tal que la matriz de la forma bilineal en dicha base sea diagonal y exhibir la matriz de la
forma bilineal en esta base. Calcular signatura y rango, decidir si es degenerada o no, definida
(positiva o negativa), semidefinida (positiva o negativa) o indefinida.

5 0 -2
i) P:R¥*xR> > Rtalque [Plp=| 0 7 -2
-2 -2 6

ii) @ : R* x R* — R definida por ®(z,y) = 2.71.y1 + 2.21.y3 + 2.23.91 — 3.Y3 — T4.Y4.

Ejercicio 6. Para cada una de las formas bilineales simétricas reales dadas en la base
candnica por las matrices siguientes, hallar una base B tal que la matriz de la forma bilineal
en dicha base sea diagonal con 1, —1 y 0 en la diagonal. Calcular signatura y rango, decidir
si es degenerada o no, definida (positiva o negativa), semidefinida (positiva o negativa) o
indefinida.

1 1 -2 -3

. 1 -2 3 .. 1 2 -5 -1
)| -2 6 -9 ii) 9 5 6 9
3 -9 4

-3 -1 9 11

Ejercicio 7. Sea A € R™*™ una matriz simétrica. Probar que la forma bilineal que tiene a
A como matriz en la base candnica es definida negativa si y sélo si los signos de los menores
principales de A van alterndndose comenzando por un signo menos.



